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Chapter 1

Introduction.

Un plasma est un gaz constitué de particules chargées, ionisées, et dont la densité
satisfait simultanément deux criteres. Elle doit étre suffisamment élevée pour que les
particules obéissent aux lois statistiques, mais assez faible pour que les interactions
binaires soient négligeables comparées aux forces coulombiennes de longue portée. En
fait, la caractéristique d’un plasma est la prépondérance des effets collectifs sur les
interactions entre les particules.

Au-dessus d’une température de 100000 K, la matiere est dans un état ionisé.
Pour cette raison, le plasma est parfois appelé le quatrieme état de la matiere. En
effet, 'augmentation de la température provoque le passage de 1’état solide a I’état
liquide. De méme, si la température d’un liquide est assez élevée, il se transforme en
gaz. Enfin, si un gaz est porté a tres haute température, les particules sont ionisées,
et l’on obtient un plasma.

Pour autant, il est possible de générer un plasma sans recourir a l’augmentation
de la température. Pour cela, il faut provoquer un mécanisme d’ionisation a une
tres faible densité. D’ailleurs, la plupart des plasmas fabriqués en laboratoires ou se
situant dans la couche ionosphérique (au-dessus de 'atmosphere) suivent ce principe.

L’état de plasma dépend donc plutét du ratio de la densité des particules sur la
température. Ce n’est qu’en introduisant les échelles caractéristiques d’un plasma que
nous constatons cette propriété. Tout d’abord, pour caractériser 1’échelle du temps,
nous introduisons la fréquence plasma : si un groupe d’électrons est brutalement
déplacé, une force électrostatique de direction opposée au déplacement est créée de
maniere a rétablir la position d’équilibre. Ces particules oscillent autour de cette
position. La fréquence plasma représente la fréquence de ces oscillations et est définie

2\ 1/2
o — noq
P €0 Me ’

ol ng représente la densité des électrons, ¢ la charge, m. la masse d’un électron et ¢
la permittivité du vide.

par

Ensuite, I’échelle d’espace est caractérisée par la longueur de Debye Ap, qui
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définit le seuil au-dessus duquel I'individualité des particules disparait, et I’ensemble
des particules est percu comme un nuage électronique. En termes de densité et de
température la longueur de Debye s’exprime de la fagon suivante

L _ Z N0, qi
/\2D o €0 k B Ta ’
ou « désigne 'espece des particules, ng o la densité, T,, la température des particules
« et kp la constante de Boltzmann. La longueur de Debye fait clairement apparaitre
I'importance que joue le ratio de la densité sur la température dans la définition d’un
plasma. Nous définissons ensuite la sphere de Debye, qui est la sphere de rayon Ap
et qui exprime la zone d’influence d’une particule. Ainsi, le nombre de particules
contenu dans cette sphere ng )\?b joue un role important en physique des plasmas.
C’est pourquoi, nous introduisons le parametre plasma g

1

9= no )\% ’

Etant donné que la fréquence de collisions entre les particules décroit avec la den-
sité, ou lorsque la température croit, la condition “g tend vers zéro” correspond a
une décroissance de la fréquence de collisions. En effet, les forces coulombiennes ex-
ercées entre deux particules voisines, sont négligeables devant la force de Coulomb
générée par I’ensemble des particules. Dans ce travail, nous nous sommes essentielle-
ment intéressés aux plasmas “Vlasov”, c’est-a-dire pour lesquels le parametre g est
suffisamment petit pour négliger les collisions entre les particules.

Bien que les plasmas soient trés peu présents sur la Terre dans leur état naturel,
leurs applications sont de plus en plus diversifiées. Dans la vie de tous les jours,
on trouve les plasmas dans les tubes a décharge électrique (tubes a néons), les arcs
électriques... Les premiers travaux d’expériences concernant la physique des plas-
mas remontent aux années vingt par Langmuir, Tonks... Par exemple, les décharges
électriques sont utilisées dans le traitement de matériaux et de surfaces. Les plasmas
se retrouvent également dans les écrans plats. Cependant, 'application majeure de
la physique des plasmas est la recherche sur la fusion thermonucléaire controlée qui a
pour but d’obtenir une énergie propre et renouvelable utilisant la fusion a 'image de
ce qui se produit dans une bombe a hydrogene ou dans le soleil.

Il existe deux moyens pour produire de ’énergie par réaction nucléaire. D’une
part, la fission consiste a faire collisioner un atome d’Uranium 235 avec un neutron
thermique, le noyau se brise alors en deux parties plus légeres. Il est suivi de I’émission
de deux ou trois neutrons qui liberent de I’énergie et qui vont a leur tour réagir dans
une réaction de fission en chaine. Ce procédé est aujourd’hui largement exploité.

D’autre part, la fusion consiste en la formation d’un atome plus lourd a partir du
contact entre deux atomes plus légers ayant vaincu la force de répulsion coulombienne.
Il y a alors production d’énergie, selon la relation d’Einstein (E = mc?), du fait de
la différence de masse entre les réactifs et les sous-produits de la réaction de fusion.



La fusion du Deutérium avec le Tritium est la plus simple a réaliser, elle polarise
donc les recherches. Le Deutérium (D) est non radioactif, ¢’est un atome d’hydrogene
(H) qui s’est vu rajouter un neutron. Sur Terre une molécule d’eau sur 30 000 est de
I’eau lourde c’est-a-dire qu’elle contient deux atomes de Deutérium. En fait, un metre
cube d’eau renferme 34 g de Deutérium qui sera équivalent, sur le plan énergétique (en
termes de fusion), a 300 000 litres de pétrole. Quant au Tritium (7'), d’une période
radioactive de 12 ans, et donc relativement vite désintégré par rapport a de I’Uranium
(U) utilisé dans la réaction de fission, il sera produit par surrégénération du Lithium
(Li) représentant 0.004% de la crotite terrestre.

n'+ L% — He*+T +4.78 MeV
n'+ Li" — He*+T+n'—247 MeV,

ol He symbolise un atome d’Hélium et n! un neutron.

L’avantage économique majeur de la réaction de fusion est que ces éléments sont
uniformément répartis sur Terre. La réaction de fusion considérée entraine la forma-
tion d’Hélium non radioactif, ne pouvant étre confiné dans ’atmosphere terrestre du
fait de la vitesse de libération.

D+T — He' (3.52 MeV) 4+ n' (14.06 MeV).

Les quantités de combustibles et de cendres produites par an et par réacteur seraient
de quelques centaines de kilogrammes. De plus, de par les criteres tres stricts de
la réaction de fusion il ne peut y avoir “emballement” comme c’est possible pour la
réaction de fission qui nécessite un controle actif. Sans I'injection de combustible dans
le réacteur, son fonctionnement ne serait que de quelques dizaines de secondes. De
plus, la faible quantité de réactifs présents dans le réacteur (environ 10 grammes)
limite 'importance de tout accident éventuel. Mais un réacteur a fusion devra sup-
porter des contraintes neutroniques, thermiques, mécaniques tres séveres de sorte que
la réalisation industrielle d’un réacteur est un réel défi. Le réacteur sera alimenté en
combustible (mélange Deutérium-Tritium). Ce mélange passera alors a I’état plasma,
au sein duquel la réaction de fusion aura lieu. L’émission d’un neutron thermique,
pouvant traverser la barriere magnétique, sera l'origine de la régénération du Tri-
tium, par surrégénération du Lithium “stocké” dans la paroi. Ce Tritium sera alors
mélangé avec le Deutérium et réintroduit dans la chambre. La production d’Hélium
sera I'un des moyens de chauffage, de par la perte de I’énergie cinétique de ces noy-
aux sous forme de chaleur. L’Hélium, produit non radioactif, sera extrait du plasma.
La chaleur produite sera transformée en électricité par I'intermédiaire d’un fluide
caloporteur, selon des techniques bien développées dans I’exploitation de I’énergie de
fission.

Pour que deux noyaux puissent fusionner, et donc fournir de l’énergie, il faut
qu’ils parviennent & s’approcher a des distances tres faibles pour lesquelles les forces
nucléaires peuvent intervenir. Pour ce faire les noyaux doivent posséder une énergie
cinétique suffisante pour vaincre la force de Coulomb, liée a la charge électrique des
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D+ T F tHe = n+Energy

Y 2

H__H'c‘,_q,_d____

Figure 1.1: Fusion d’un atome de Tritium et de Deutérium permettant de fournir de
l’énergie.

noyaux. Cette force de répulsion a une portée bien supérieure a celle des forces
nucléaires. Cependant, il existe une distance (Rp) a partir de laquelle les forces
attractives prennent le pas sur les forces répulsives. Pour les noyaux auxquels nous
nous intéressons, cette distance est de I'ordre du diamétre nucléaire (5. 10~ m).

Le processus de fusion exige de chauffer et maintenir le plasma a des régimes de
température plus importants que dans le coeur du soleil. Ces contraintes dictent les
recherches qui définiront le coeur des réacteurs car il faut maintenir le plasma dans
des conditions favorables aux réactions et cela pendant un temps suffisamment long.
Cette capacité a conserver la chaleur suffisamment longtemps est appelée confinement
de I'énergie.

Alors que dans le soleil le confinement est gravitationnel, sur Terre deux voies de
recherche se développent : la méthode du confinement inertiel et celle du confinement
magnétique.

Le confinement inertiel est dii a la propre inertie des particules. C’est a l'intérieur
d’une microcapsule de mélange réactif fortement comprimée par des lasers que la
fusion se produit, d’abord au centre puis vers ’extérieur, par propagation, dans le
combustible froid environnant. La réaction de fusion a lieu aussi longtemps que le
combustible reste confiné par sa propre inertie.

Le confinement magnétique a été historiquement le premier et reste toujours
prépondérant, méme si la recherche sur le confinement inertiel a tendance a plus
se développer. Pour le confinement magnétique, la pression magnétique équilibre la



pression cinétique et empéche théoriquement le contact avec les parois du fait de la
création d’un véritable bouclier magnétique. De plus, dans un plasma, les particules
se mouvant de fagon désordonnée, I'ajout d’'un champ magnétique fait qu’elles ac-
quiérent un mouvement de giration hélicoidale autour des lignes de champ formées
dans le plasma.

Le confinement est limité par les collisions coulombiennes entre particules d’especes
différentes (électrons et ions par exemple) qui provoquent un phénomene de diffusion
de ces particules a travers les surfaces magnétiques. Le plasma n’étant pas en équilibre
thermodynamique, vu que la présence du champ magnétique n’apporte pas d’énergie
potentielle, les collisions entres particules font évoluer le systeme vers 1’équilibre, a n
et T' constant, détruisant ainsi le confinement. Le probleme est que les collisions ne
constituent pas le seul mécanisme qui controle cette évolution.

Un plasma confiné est le siege d’un grand nombre d’oscillations. La plupart
d’entre elles sont stables mais certaines sont instables. La vitesse de propagation
de ces dernieres est telle qu’elles sont en résonance avec le mouvement d’un ensemble
privilégié de particules dont elles tirent par effet Landau I’énergie nécessaire a leur am-
plification. Il en résulte des champs électriques turbulents qui jouent un roéle analogue
a celui des collisions pour augmenter les coefficients de transport perpendiculaires. 11
peut en résulter des instabilités et des pertes.

Enfin, il faut éviter la contamination du plasma par des impuretés, c’est-a-dire
par les atomes qui se libérent lorsque le plasma atteint une température extrémement
élevée et entre en contact avec la surface des matériaux constituant la chambre. Cette
contamination est susceptible de refroidir le plasma et de réduire la probabilité de
fusion en diluant les ions de Deutérium et de Tritium combustibles. De plus, il
y aura perte par rayonnement électromagnétique. En effet, les impuretés sont des
particules d’éléments “lourds” qui en traversant le plasma s’ionisent. Le probleme
responsable de ce rayonnement électromagnétique est que ces impuretés ne s’ionisent
pas totalement et ainsi attirent les électrons. Pour les numéros atomiques élevés,
Iignition est empéchée a partir d’une concentration en impuretés de quelques pour
cent. Pour les numéros atomiques faibles il y a seulement dilution. Son principe
consiste a dévier des particules du plasma a l’aide de champs magnétiques vers des
plaques cibles devant lesquelles le flux du plasma réduira les impuretés. De cela il
résultera un plasma peu chaud et tres dense qui protégera ces plaques de 1’énergie
incidente et réduira la production d’impuretés.

La compréhension de tous les phénomenes entrant en jeu nécessite une modélisation
mathématique & la fois du transport, des collisions et des interactions des particules
qui suivent les lois de la physique statistique. On représentera I’ensemble des par-
ticules d’'une méme espece par une fonction de distribution f(¢,z,£) qui est positive,
et dépend de sept variables, le temps t, la position x, et la vitesse v (ou 'impulsion
€). Nous supposerons que f(t,-,-) appartient au moins & Iespace L}OC(ZRd x RY), on
d représente la dimension du probleme. D’un point de vue physique f(¢,z,§)dx d€
représente la probabilité de trouver des particules dans un élément de volume dx d€
au temps ¢, au point de 'espace des phases (z,¢). Le domaine physique, caractérisé



10 1 Introduction.

par la variable x, peut étre un ouvert borné €. Il en va de méme pour I'espace des
vitesses (ou de I'impulsion £). Pour certains modeles, en utilisant la symétrie du do-
maine géométrique, la dimension des espaces x et & peut étre différente. Par exemple,
le probleme 1D'/2 signifie que I’espace des phases est (z,€) € R x IR?.

Comme nous 'avons déja vu, les particules sont soumises aux forces coulombi-
ennes de longue portée générées par le mouvement de ’ensemble des particules. Ces
forces sont assimilées a des champs moyens électromagnétiques, appelés champs auto-
consistants. Ainsi, les équations du mouvement sont données soit par la loi de Newton
dans le cas classique, soit par la relation d’Einstein dans le cas relativiste

dx ﬁ_

— = (&), —=F(tv(), (1.-2)

ou F(t,z,v) représente le champ de force total et dans le cadre classique la valeur de
la vitesse v(§) est donnée par

v(§) =¢/m,

tandis que dans le cadre relativiste

§/m
VIFIER/m2e?

Ce systeme peut étre reformulé a travers une équation aux dérivées partielles
vérifiée par la fonction de distribution f, qui traduit la conservation du nombre de
particules le long des trajectoires

v(§) =

d 0
0= 01t 2(0),60)) = 2+ 0(€) Vaf + Flt,,0). V.

La fonction de distribution f(t,z,£) qui décrit 'évolution statistique du systeme de
particules, est constante le long des courbes caractéristiques (x(t),&(t)) données par
(1.-2). Nous obtenons alors, 1’équation de Vlasov

O v(&)Vuf + Flt,2,0).Vf = 0 (1-2)

avec une donnée initiale a t=0,
f(t=0,2,6) = fo(z,€), V(x,6) € R® x R (1.-2)

Le champ de force F(t,z,v) est la force de Lorentz donnée par

F(t,z,v) = = (E(t,z) + v A B(t,x)), (1.-2)

g
m

ou E(t,z), B(t,z) désignent les champs moyens autoconsistants solutions des équations
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de Maxwell
8—E—CQVXB:—L,
ot €0
0B
LV XE=0, (1-1)
ot TV
v eE=L v.B=0,
\

€0

ou ¢ représente la vitesse de la lumiere dans le vide, g la permittivité du vide, p(¢, z)
et j(t,x) sont les densités de charge et de courant calculées a partir de la fonction de
distribution f(t,z,£)

pta) =a [t o) =a [ ofteoi 0o
R R4
ol ¢ est la charge d’une particule. Un modele approché et souvent utilisé, est le
systeme de Vlasov-Poisson, qui ne prend en compte que les effets électrostatiques
(B =0) et ou (1.-1) est remplacé par

vV E=L etvxE=0. (1.-1)

€0
Le probleme de Dexistence de solution du modele de Vlasov-Poisson (VP) et Vlasov-
Maxwell (VM) a fait l'objet de recherches actives ces dernieres années. Nous rap-
pelons ici les principaux résultats concernant les théoremes d’existence de solutions
des systemes de Vlasov-Maxwell classique ou relativiste et Vlasov-Poisson classique.

Le premier résultat d’existence de solutions classiques pour Vlasov-Poisson est
donné par S.V. lordanskii [25]. S. Ukai et T. Okabe [30] montrent ensuite l'existence
et 'unicité de solutions globales en temps pour le probléeme en dimension deux, et
I’existence locale en temps en dimension trois. C. Bardos et P. Degond donnent un
théoreme d’existence de solutions pour (VP) en dimension trois pour des données
initiales petites [4]. Le probleme en dimension trois est complétement résolu par
K. Pfaffelmoser [27]. Ce résultat a été simplifié et amélioré par différents auteurs
[23, 24, 26, 29]. Cette approche consiste a considérer une solution dont la donnée
initiale est a support compact et a controler 'accroissement du support au cours du
temps. Soit

Qit)=1 +sup{|’u| 3 (1,x) € [0,t[xIR3, f(1,2,v) # 0}.

Dans [27], nous pouvons trouver le résultat suivant

Théoréme 1. Supposons que la donnée initiale fy soit une fonction positive a
support compact appartenant o CH(IR® x IR®). Alors, le probléme de Vlasov-Poisson
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(1)-(1) sur tout Uespace IR* x IR® admet une unique solution f appartenant ¢ C*(IR* x
IR? x IR?) et
Qt) < C,(1+t)P, p>33/17

et le champ électrique autoconsistant E appartient o C1(IRT x IR3) et est lipschitzien
par rapport a x.

Notons que le taux de croissance du support de la fonction de distribution f a été
amélioré dans [29], mais sa valeur optimale est toujours inconnue.

Lorsque la donnée initiale n’est pas a support compact, P.-L. Lions et B. Perthame
[26] ont développé une autre approche qui consiste a rechercher des solutions fortes.
L’équation de Vlasov n’est pas satisfaite au sens classique puisque la solution n’est
pas suffisamment réguliere, mais est vérifiée au sens des distributions. De plus, il est
possible de définir les courbes caractéristiques presque partout. La démonstration est
basée sur des estimations a priori sur le champ F et les moments d’ordre m > 3.
Dans [26], les auteurs montrent le résultat suivant

Théoreme 2.  Supposons que la donnée initiale fo soit une fonction positive
appartenant & L' N L™ (IR3 x IR3) et

/ . [o|"™ fodzdv < 400, m > mgy > 3.
R°xIR

Alors, I'équation de Vlasov-Poisson (1)-(1) admet une solution forte f appartenant d
Uespace C(IRT, L' N L= (IR® x IR3)) et vérifiant

sup / || f(t, z,v)dxdv < Cp, VT >0.
R3xIR?

te[0,7
De plus,
p(t,x) = flt,z,v)dv e C(R",LY(IR’)), 1<g< 3
BB
E(t,z) € C(R*, LYRY), 3/2<q<3 2 A}
—mg

Enfin, sous des hypotheses minimales sur la donnée initiale

/3 , [v|? fodzdv < 400
R°xIR

et fo € L' N L®(IRY), ou bien fy log™ (fo) € L'(IR? x IR?), A-A. Arsene’v [1], puis
différents auteurs [5, 13] ont montré 'existence de solutions faibles. Dans ce cas,
I’équation de Vlasov-Poisson est satisfaite au sens des distributions.
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Théoréeme 3. Soit fy une fonction positive appartenant o L' N L>®(IR? x IR3)
et supposons que

/3 , [v|? fodadv < +oo0.
R°xIR

Alors, il existe une solution faible a I’équation de Vlasov-Poisson (1)-(1) appartenant
a Uespace C(IRT, L®(IR? x IR?) — wx) vérifiant

E(t) = / \U\Qf(t,x,v)da:dv + 1/ |E(t,x)|2da: < £(0).
R3x IR3 2 Jp3

La démonstration est basée sur les estimations a priori naturelles de conservation

des normes LP pour 1 < p < +00 et de ’énergie
d

—£&(t) <0.
dt (1) =
La régularité elliptique de ’équation de Poisson permet ensuite d’obtenir la conver-
gence forte du champ électrique, ce qui donne un sens au produit E(t,x) f(t,x,v).

R. Robert a montré I'unicité des solutions faibles en dimension trois lorsque celles-
la sont a support compact [28]. Nous mentionnons également les travaux de Majda
et Zheng en dimension une, qui montrent ’existence de solutions lorsque la donnée
initiale est une mesure.

Concernant le probleme de I'existence et de I'unicité de solution classique globale
pour le systeme de Vlasov-Maxwell, nous rappelons les travaux de R. Glassey et W.
Strauss [19, 20] dans le cas relativiste, et de S. Wollman [31] pour le cas classique.
Dans [19], les auteurs démontrent le théoréme suivant

Théoréme 4. Supposons que la donnée initiale fy soit une fonction positive d
support compact appartenant ¢ C'(IR> x IR3) et les champs électromagnétiques Fo(x),
Bo(z) € C?*(IR?) tels que

V-By=0, V-Ey=po/eo, POZQ/SdeU-
R

En supposant une estimation a priori sur ['approrimation ou la solution : il ex-
iste une fonction continue (B(t) telle que f(t,x,v) = 0, lorsque |v| > [(t). Alors,
le systéeme de Vlasov-Mazwell (1)-(1.-1) admet une unique solution f appartenant a
Uespace CT(IRT x IR x IR®). De plus, E(t), B(t) € C'(IRT x IR?).

D’autres travaux ont été poursuivis sur le systeme de Vlasov-Maxwell dans I’espace
des phases 1D'/? [21] et 2D'/2 [22] afin de contrdler le support de la fonction de dis-
tribution.

De leur coté, P. Degond [12] et K. Asano [2] démontrent 'existence locale en temps et
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I'unicité d’une solution forte pour le systeme de Vlasov-Maxwell classique. Pour con-
clure sur les rappels de la théorie de ’équation de Vlasov non linéaire, nous énongons
le théoreme de R. DiPerna et P.-L. Lions sur lexistence de solutions faibles pour
Vlasov-Maxwell classique ou relativiste [14].

Théoréme 5. Soit fy une fonction positive appartenant o L' N L (1IR3 x IR?)
et vérifiant

1
/ folv|?dz dv + —/ |Eo|? + | Bo|?dx < +o0.
R3xIR? 2 JR?

Alors, il existe une solution faible au systéme de Viasov-Mazwell (1)-(1.-1) appar-
tenant & Uespace f € C(IRT, L®°(IR® x IR®) — wx) et E,B € C(IR", L*(IR%) — w).

Finalement, la plupart des problemes théoriques sur l’existence de solutions pour
I’équation de Vlasov non linéaire sont maintenant bien compris. Nous renvoyons au
travail de synthese [6] réalisé par F. Bouchut, F. Golse et M. Pulvirenti concernant la
théorie de I'existence de solutions.

Quant a la discrétisation de I’équation de Vlasov, elle suscite beaucoup d’intérét de
la part des physiciens. En effet, les résultats numériques peuvent indiquer de nouveaux
axes de recherches sur la modélisation et le comportement des solutions. Mais surtout
la simulation numérique en physique des plasmas permet de compléter, de guider,
et d’améliorer les tests expérimentaux souvent tres colteux dans ce domaine, par
exemple, lors de la construction de lasers, de tokamaks, ou de réacteurs nucléaires.

La plupart du temps, 'approximation de I’équation de Vlasov est réalisée par des
méthodes particulaires [8, 10, 11]. Celles-ci sont particulierement attractives pour les
problemes en dimensions élevées, comme c’est le cas pour I'’équation de Vlasov. De
plus, ce type de schémas permet d’obtenir des résultats satisfaisants avec relativement
peu de “particules numériques”. L’idée de ces méthodes consiste a tirer aléatoirement
les positions et vitesses initiales suivant la densité de probabilité f, puis a résoudre les
équations des trajectoires. Ainsi, la fonction de distribution f(t,x,v) est approchée
par une mesure discrete de la forme

Itz v) = Z wi(t) Oy (1) (@) ® B4, 1) (), (1.-3)

avec

sinon

= {1 o=

et les points w;(t) et (z;(t),v;(t)) sont solutions du systeme d’équations différentielles
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correspondant a 1’équation des courbes caractéristiques (1.-2) pour les N particules,

dxi(t)
dt _vl(t)’ L= ]-7 7N

dvi(t) ‘ | . s
dt —F(taxz(t)7vz(t)), 1= 1’“’N

ou F(t,x;(t),v;(t)) représente la force de Lorentz (1). Nous appelons w;(t) le poids
de la particule 7 lequel est conservé au cours du temps pour I'équation de Vlasov et
(x;(t),v;(t)) la position de la particule i dans ’espace des phases. L’intégration du
systeme (1.-3) se fait le plus souvent par un schéma saute-mouton pour calculer la
solution sur un pas de temps, par exemple nous mettons a jour la position et le poids
au temps t" ! & partir des valeurs au temps t" par

7

é (0" = vy () = F(E", 28", vi(£"),

—— (2t = (™)) = v (™), (1.-2)

wi (") = wi(t).

11 est alors nécessaire de calculer la force de Lorentz F'(t", z;(t"), v;(t")) en discrétisant
I’équation de Poisson ou le systeme de Maxwell sur un maillage de 1’espace physique.
Nous renvoyons, par exemple, le lecteur a la revue de F. Assous et P. Ciarlet [3] pour
la discrétisation par la méthode des éléments finis pour les équations de Maxwell
puis a Birdsall-Langdon pour la résolution des équations de Maxwell ou Poisson et
le couplage avec Vlasov [8]. Finalement, les champs E(t") et B(t") sont calculés au
point x;(t") par une formule d’interpolation.

Ces méthodes permettent d’utiliser un pas de temps relativement grand contraire-
ment aux schémas eulériens qui discrétisent ’équation de Vlasov sur une grille de
lespace des phases (x,v), ce qui implique une condition de stabilité du type C'FL
qui est tres contraignante pour ’équation de Vlasov. De plus, ces méthodes sont
intéressantes en dimension élevée puisque le stockage est de l'ordre de d N, ou N
représente le nombre total de particules et d la dimension du probleme. Cependant,
pour les problemes dans ’espace des phases 2D ou 4 D, ces méthodes perdent de
plus en plus de leur intérét. En effet, les moyens de calculs actuels sont tels qu’il est
possible d’utiliser un grand nombre de particules, mais le recours a des méthodes de
Monte-Carlo introduit du bruit numérique et le taux de convergence de ces schémas
est seulement de I'ordre de O(1/v/N), ot N est le nombre total de particules. Ainsi,
les méthodes eulériennes ou semi-lagrangiennes d’ordre élevé sont de plus en plus at-
trayantes pour traiter ce type de problemes & condition de faire appel aux techniques
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de plus en plus développées du calcul scientifique et a des moyens de calculs impor-
tants.

Ce travail est essentiellement axé sur la mise au point de schémas numériques
pour I'approximation de I’équation de Vlasov par des méthodes eulériennes ou semi-
lagrangiennes, c’est-a-dire utilisant une grille de 1’espace des phases (x,v). L’une
des difficultés est de s’affranchir de la condition C'F'L qui est tres pénalisante pour
I’équation de Vlasov

At < Ax/vmaxy

ou At est le pas de temps, Ax la taille d’une maille de I'espace physique et vVnqz le
rayon du support de l’espace des vitesses de la fonction de distribution f (¢, z,v). Il faut
ensuite évaluer les erreurs numériques dues a la résolution de I’équation sur une grille
et mettre au point des algorithmes rapides de maniere a réduire le temps de calculs
et étre ainsi plus compétitif face aux méthodes particulaires. Nous poursuivons notre
étude a quelques problemes de la physique des plasmas pour lesquels 'ordre élevé des
méthodes eulériennes présente un avantage certain. Ce travail est organisé comme
suit.

Chapitre 2 : Analyse d’un schéma volumes finis pour
Vlasov-Poisson.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probleme classique en physique des plas-
mas : le systeme de Vlasov-Poisson avec des conditions aux limites périodiques. Nous
présentons d’abord un schéma de volumes finis d’ordre un pour la discrétisation de
I’équation de Vlasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de I'espace des
phases. Nous approchons ensuite le champ électrique en utilisant le noyau de Green
correspondant a I’équation de Poisson. Nous démontrons ainsi le théoreme de conver-
gence du schéma volumes finis vers la solution faible de ’équation de Vlasov-Poisson
[15, 16].

Nous posons © = [0, L], ou L représente la période en z, Qr = [0, T[x2 et de la méme
maniere Q = Q x R, Qr = [0, T[xQ.

Théoreme. Soit fo(x,v) une fonction positive, continue et telle que

3C >0; fo(z,v) < CR(v) pour (z,v) € Q, (1.-2)

1
= A> 2.
R(v) A5 o) avec A >

Soit (Mp)p>o une suite de maillages cartésiens de l’espace des phases et At le pas de
temps vérifiant la condition de stabilité suivante,

At .
3¢ €]0,1; M(Avj lvj| + Az; |E}|) <1-¢, Vi, j,n, (1.-2)
i AUj
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ou EF' est une approximation du champ électrique au temps t" au point x;. Nous
considérons ’approximation numérique de la fonction de distribution donnée par le
schéma volumes finis, notée par fn(t,z,v) et le champ électrique autoconsistant discret
Ey(t,x). Alors,

ft,x,v) —  f(t,z,v) dans L>=(Qr) faible — %, lorsque h — 0,
Ey(t,x) — E(t,z) dans C(Qr), lorsque h — 0,

ou (f, E) désigne l'unique solution de l’équation de Vlasov-Poisson.
De plus, si fo appartient a BV (Q) et sous la condition de stabilité (plus restrictive
que la précédente)

3¢ €(0,1); lvj| + |EP]) <1-&, Vi, j,n. (1.-4)

1
ah
Alors, la convergence devient forte,

fn — f fortement dans CO([O,T]; L}OC(Q)).

La démonstration consiste d’abord a établir des estimations sur la fonction de dis-
tribution fp, sur le champ électrique discret ainsi que sur ses dérivées de maniere
a montrer la convergence forte de Fj. Ceci nous permettra de traiter le terme non
linéaire E}, fr. La convergence vers la solution de ’équation de Vlasov s’obtient en-
suite a partir d’une estimation BV faible. Nous montrons également que si la donnée
initiale est bornée dans I’espace des variations bornées BV, alors la fonction de dis-
tribution fy,(t) reste bornée dans cet espace. Cette derniere estimation est utile pour
montrer la convergence forte de la fonction de distribution.

Nous montrons ensuite le théoréeme suivant qui donne une estimation d’erreurs sur
I’approximation numérique. Pour cette démonstration nous supposons que la solution
de I’équation de Vlasov est a support compact.

Théoréme. Soit fo(z,v) appartenant o Wp°(Q). Soit (Mp)pso une suite de
maillages de espace des phases et At le pas de temps satisfaisant la condition de
stabilité (1) : il existe £ €]0, 1] tel que

L(Av- lvj| + Az; |E}Y|) <1-¢, Vi, j,n

Ax; Avj J v - ’ e
Nous considérons ['approximation numérique obtenue a partir du schéma wvolumes
finis, puis notons f(t,xz,v) la fonction de distribution discréte, Ep(t,z) le champ
électrique discret. Alors,

/ e f(t,z,v) — fh(t,a:,v)|2dtda:dv < C'l,T(hl/2 + Atl/Q) + C1llfo — fr(0)] 2.
T



18 1 Introduction.

Chapitre 3 : Quelques schémas conservatifs pour I’équation
de Vlasov.

Nous revoyons d’abord quelques méthodes eulériennes et semi-lagrangiennes pour la
résolution d’une équation de transport et plus particulierement 1’équation de Vlasov
couplée avec I’équation de Poisson. La plupart de ces méthodes ne donnent pas de
bonnes propriétés sur la fonction de distribution discréte, comme la préservation de
la positivité, la conservation du nombre total de particules, des normes L¥ et de
I’énergie. L’objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numériques,
les méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d’obtenir une approx-
imation précise de la fonction de distribution dans ’espace des phases, la conservation
de la masse globale (nous parlerons plutét de conservation du nombre de particules)
et la préservation de la positivité. De plus, la méthode de reconstruction est locale [17].

Proposition. L’approximation numérique définie par le schéma PFC satisfait

e la conservation locale de la masse : pour tout i € I, f;il//; fu(z)dx = Ax f;.

e le principe du maximum : pour tout T € [Tmin, Tmaz], 0 < fr(x) < fooo

De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors l’estimation globale suivante a lieu

[ ta) = Tal)ldn < 8w 31 - e)lfins — £ < TV() A

min i

ou f, est une approzimation d’ordre trois de la fonction de distribution et €; est un
correcteur de pente assurant la conservation de la positivité.
Ensuite, nous présentons différents types d’interpolations locales pour la méthode
semi-lagrangienne. Ces méthodes doivent donner une description aussi précise que la
reconstruction par spline cubique tout en conservant ’aspect local de I'interpolation.
Enfin, nous introduisons un nouveau schéma aux différences finies issu de la dy-
namique des fluides (équation d’Euler incompressible en dimension deux) qui conserve
quelques invariants de I’équation de Vlasov (masse, impulsion, énergie, norme L?).
Nous le stabilisons par ’ajout d’'un terme de collisions.

Chapitre 4 : L’équation de Vlasov axisymétrique.

Ce chapitre est consacré a ’étude numérique de I’équation de Vlasov axisymétrique.
Nous supposons que la fonction de distribution initiale est invariante par rotation.
Ainsi, la solution de 1’équation de Vlasov reste invariante par rotation et vérifie
I’équation en coordonnées cylindriques

of  of  (a a v\ Of _ vevy Of _
5t + v, B (mEs(t,r)—l— mEa(t,'r)—i- - ) oo T v 0, (1.-5)
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ou le champ FEy(t,r) est donné par ’équation de Poisson et E,(t,r) représente le
champ appliqué que 'on supposera la plupart du temps linéaire.

L’objectif est de développer un code en coordonnées cylindriques pour traiter les
faisceaux de particules et construire des solutions de références pour la mise au point
des codes cartésiens dans ’espace des phases complet. Ce travail a été réalisé en
partenariat avec le Département de Physique Théorique et Appliquée (DPTA) du
Commissariat & 'Energie Atomique (CEA).

Dans une premiere partie, nous donnons une nouvelle formulation de I’équation
de Vlasov en coordonnées cylindriques par la recherche d’invariants supplémentaires.
Ceci permettra I'implantation directe des calculs paralleles. Nous présentons ensuite
la construction de solutions stationnaires pour le systeme de Vlasov-Poisson avec
champ appliqué, comme les fonctions de distributions K-V ou de Maxwell-Boltzmann.
La fonction de distribution K-V servira de base pour la focalisation de faisceaux
quelconques. Apres un bref rappel de la méthode numérique employée, nous donnons
différents résultats numériques nouveaux dans ce domaine.

Chapitre 5 : Approximation de I’équation de Landau.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas d’un plasma collisionel modélisé par I’équation
de Landau. Il décrit donc les collisions binaires entre des particules chargées avec des
interactions longue portée,

of

O+l 4 Flt0) - Vof = 2Q(f, f), (1-4)

ou Q(f, f) est Popérateur de collisions :

Q(f7 f) = V. /1R3 (I)(U - U*) [(va(t,v))f(t,v*) - (vv*f(t7v*))f(tvv) dv*v (1"3)

avec
VR

ra
ol v € IR, mais le cas le plus intéressant d’un point de vue mathématique et physique
est v = —3, lequel modélise les interactions coulombiennes.

Dans un premier temps nous présentons plusieurs schémas pour approcher ’équation
de Landau par des méthodes déterministes [9].

D’autre part, il n’existe pas de résultats numériques dans ’espace des phases com-
plet, c’est-a-dire lorsque la fonction de distribution dépend de la variable d’espace et de
vitesse (z,v). Pourtant, le couplage avec la partie transport est nécessaire pour traiter
des problemes appliqués a la physique des plasmas ou a la dynamique des gaz. De plus,
I’ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations ou des discontinuités dans
I’espace des vitesses et le traitement de 'opérateur de collisions par ces algorithmes
rapides pourrait entrainer des problémes de précision. L’objectif de ce chapitre est de
donner un algorithme efficace basé sur la décomposition des opérateurs de collisions

O(v) = [v*2S(v), et S(v)=Id (1.-3)
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et transports pour traiter ’équation de Landau non homogene. L’équation de trans-
port sera résolue en utilisant le schéma PFC d’ordre trois permettant de conserver la
masse, 'impulsion, I’énergie et la positivité [18].

Chapitre 6 : Existence de solutions pour Vlasov-Darwin
relativiste.

Dans un premier temps, nous précisons ’adimensionement du systeme de Vlasov-
Darwin en vue du résultat de convergence de Vlasov-Darwin vers Vlasov-Poisson
lorsque la vitesse caractéristique des particules est négligeable devant la vitesse de la
lumiere. Nous montrons ensuite un résultat d’existence de solutions faibles [7]. Nous
introduisons un petit parametre € qui désigne le ratio de la vitesse caractéristique des
particules sur la vitesse de la lumiere.

Théoréme. Soit fo une fonction positive, appartenant o L' N LOO(JR:;’ X JR?) et
vérifiant

/ &;1 fodxdE < +o0,
IR3 % IR? €

avec ¥(§) = \/1+ €2|¢|?. De plus, nous posons
Ag = Ay + e AP AL,
ou Ai et Ay sont donnés par

A =lfollr et As=VZ[folli2 (Ifollr + 2 £(0)"?,

avec

-1 1
E(t) :/IRBXR3%fdxd§+§/IR3 EL()P + |B() da.

Supposons qu’il existe une constante o > 0, indépendante de fo, FEr(0) et B(0), telle
que
o 51/2./40 <1,

Alors, le systéme de Vlasov-Darwin (6.-7)-(6.-6) admet une solution faible.

La démonstration est basée sur des estimations a priori naturelles sur le champ
longitudinal Ej, et le champ magnétique B dans l'espace L (IR}, L?(IR3)), puis sur
les moments de f. Cependant, les estimations a priori habituelles ne donnent pas
de bornes sur la composante transverse du champ électrique Ep. De plus, Er est
solution de I’équation

=T o ot’
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ou tres peu d’information est disponible sur le terme source %, que l'on calcule a
partir de ’équation de Vlasov.

Ainsi, par une méthode du dualité nous établissons 'existence d’une borne sur
le champ électrique transverse Er dans ’espace LZQOC(JRi) sous une condition de pe-
titesse sur 1’énergie et la taille de la donnée initiale. Puis, nous présentons 1’étude
d’un probleme régularisé et le passage a la limite qui permet de conclure a I'existence
de solutions faibles pour Vlasov-Darwin. Dans la derniere partie, nous montrons que
lorsque le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumiere tend vers zéro,
la solution du systeme de Vlasov-Darwin converge vers la solution du modele simplifié
de Vlasov-Poisson.

Théoreme. Soit fy une fonction positive qui vérifie les hypothéses du théoréme
précédent. Nous supposons de plus, qu’il existe Cy > 0, telle que

/ fol&? da g +/ |EL(0)> 4+ |B(0)|? dz < C.
R3x IR3 R3

Alors, le systeme de Viasov-Darwin relativiste admet une solution faible qui converge
vers la solution faible du systéme de Vlasov-Poisson non relativiste, lorsque € tend
vers zéro. De plus, pour € suffisamment petit, la condition de petitesse sur fo disparait.
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Chapter 2

Analyse d’un schéma volumes
finis pour Vlasov-Poisson.

2.1 Introduction.

Le systeme de Vlasov-Poisson modélise un plasma non collisionel composé de partic-
ules chargées. Il décrit I’évolution de la fonction de distribution (solution de ’équation
de Vlasov) sous l'effet du transport libre et des champs autoconsistants (donnés par
I’équation de Poisson). Nous nous intéressons ici aux méthodes numériques pour la
discrétisation du systeme de Vlasov-Poisson dans I'espace des phases (x,v). La plupart
des méthodes considérées utilisent les courbes caractéristiques données par I’équation
de Vlasov, comme par exemple les méthodes PIC (Particle In Cell) ou les méthodes
semi-lagrangiennes. Une autre approche possible est d’utiliser les méthodes volumes
finis, qui sont connues pour leur robustesse et leur cout de calcul abordable pour la
discrétisation des lois de conservation (voir R. Eymard, T. Gallouet, R. Herbin [9] et
les références correspondantes). Des schémas volumes finis ont déja été implantés pour
lapproximation numérique des équations de Vlasov-Poisson [3, 12, 15] ou de Vlasov-
Maxwell [8]. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence d’un schéma volumes
finis pour un probléme simplifié de la physique des plasmas, c’est-a-dire le systeme
de Vlasov-Poisson en dimension une avec des conditions aux limites périodiques en la
variable d’espace x.

Avant de décrire précisément le probleme considéré, nous mentionnons quelques
travaux ou le probleme de la convergence d’un schéma numérique pour le systeme de
Vlasov-Poisson est étudié. P.-A. Raviart et G.-H. Cottet ont présenté une analyse
mathématique d’'une méthode particulaire pour la résolution du systeme de Vlasov-
Poisson en dimension une [5]. S. Wollman a poursuivi cette étude pour le probleme en
dimension une [19], puis en dimension trois [20]. D’autre part, J. Schaeffer a prouvé la
convergence d’un schéma différences finies pour le systeme de Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck [13], mais la partie transport est discrétisée par une méthode semi-lagrangienne
et la donnée initiale est supposée étre trois fois différentiable. En fait, d’apreés nos
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26 2 Analyse d’un schéma volumes finis pour Vlasov-Poisson.

connaissances, il n’existe pas de résultat de convergence pour la discrétisation de
I’équation de Vlasov par un schéma eulérien.

Nous rappelons maintenant le systeme de Vlasov-Poisson : soit 2 =]0, L[ et Qp =
[0,T'[x]0, L]. Nous notons par f(t,z,v) la fonction de distribution des électrons dans
I'espace des phases (avec la masse normalisée a un et la charge d’un électron a plus
un) et par E(t,z) le champ électrique autoconsistant. Le systéme de Vlasov-Poisson
s’écrit alors de la facon suivante

of  of of _
5t —i—vam + E(t,x) 9 = 0, (t,x,v)€0,T[x]0,L[xIR, (2.0)
oF
Seta) = [ fttamdo — 1. (ko) € 0.71x]0. I (20)
81‘ R
avec une donnée initiale positive
f0,z,0) = fo(z,v),  (2,v) €]0, L[x . (2.1)

Nous imposons des conditions aux limites périodiques en x :
f(,0,0) = f(t,L,v)  (t,v) €[0,T[xR (2.2)

et une condition de compatibilité signifiant la “neutralité globale” du plasma

L
%/0 /IRf(t,$,v)dvdx =1 tel0,T]. (2.3)

Pour déterminer de fagon unique le champ électrique E(t,x), nous ajoutons une con-
dition de moyenne nulle

/ "Bty =0 te0.1] (2.4)
0

ce qui revient a supposer que le potentiel électrique est périodique.

Nous présentons d’abord un schéma de type volumes finis pour la discrétisation
de I’équation de Vlasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de 'espace des
phases et approchons le champ électrique en utilisant le noyau de Green correspondant
a I’équation de Poisson. Nous donnons ensuite quelques estimations a priori sur f et
FE, puis une estimation BV faible. Ceci permettra de prouver la convergence vers la
solution faible du systeme de Vlasov-Poisson lorsque la discrétisation de l’espace des
phases devient de plus en plus fine. Enfin, nous proposons des estimations d’erreurs
lorsque la solution est supposée plus réguliere.

2.2 Reégularité et discrétisation de I’équation de Vlasov-
Poisson.

Nous avons a notre disposition une littérature importante concernant ’existence de
solution de ’équation de Vlasov-Poisson. Nous considérons ici le résultat obtenu par
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J. Cooper et A. Klimas [6] qui prouvent 'existence globale et I'unicité d’une solution
continue f(t,z,v), avec un champ électrique E(t,x) ayant sa dérivée en espace %—f
bornée, si la donnée initiale fo(z,v) est continue et posseéde son premier moment
borné. En d’autres termes, il existe une fonction positive R(v) vérifiant la propriété

de décroissance a l'infini

L
fo(z,v) < CR(v) et /0 /JRM R(v)dvdx < +oo.

Dans ce chapitre, nous supposons que la donnée initiale est continue et appartient
a L>®(Q)N LYQ), ot Q =)0, L[xIR et Q7 = [0,T[x Q. Puis, pour simplifier, nous

choisissons
1

R(v) = ———, avec A > 2.
= T
Ainsi, en appliquant le résultat de Cooper et Klimas, le systeme (2.1)-(2.4) possede
une unique solution : le couple de fonctions (f, F) vérifie f(¢,z,v) € CO(Qr), E(t,z) €
W1°(Qr) et pour toute fonction ¢ € C*°(Q7), périodique en x et & support compact
en (t,v), nous avons

Q 0 Ox 0 /Q
f E =
/ ] ( : v (t, ) y )da:dvdt fo (0, z,v)dzdv = 0,

ou le champ électrique E(t,x) est donné par I’équation de Poisson

OFE
—(t,z) = /lRf(t,a:,v)dv - 1.

ox
Dans le but de calculer une approximation de ’équation de Vlasov-Poisson par un
schéma volumes finis, nous définissons Mj un maillage cartésien de l’espace des
phases. My}, sera constitué de cellules, notées Cj;, i € I = {0,...,n; — 1} ol ny
désigne le nombre d’intervalles de discrétisation de [0, L] et j € Z.
M, est donné par deux suites strictement croissantes (z;_1/2)ic{o,....n,} de I'intervalle
[O,L] et (Uj—l/Q)jGZ de IR.
Nous désignons par Az; = ;412 — z;_1/2 le pas de l'espace physique et par Av; =
vjt1/2 —Vj_1/2 le pas de I'espace des vitesses. Enfin le parametre h indique I'ordre de
grandeur de la grille

h = HZR;X{A:L'Z-, Avj}.

Nous supposons que le maillage est admissible, c¢’est-a-dire qu’il existe o €]0,1] tel
que
Vh>0,V(i,j) eI xZ, ah<Ax;<h et «ah<Av;<h. (2.2)

Finalement, nous obtenons un maillage cartésien composé de volumes de controle

Cij = [Ti—172, Tig1/2[X[Vj—1/2,Vj4102[, pouri€letje Z.
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Nous appelons At le pas de temps et t" = n At.
La donnée initiale est projetée sur le maillage par

fgj / fo(z,v)dzdv ou bien fw fo(zi,vj),

|

ot x; et v; représentent les centres des intervalles de discrétisation [z;_;/2,7;41/2] €t
[vj—l/Zan+1/2]'

La méthode volumes finis consiste a intégrer I’équation de Vlasov sur chaque volume
de controle. Ensuite en appliquant le théoreme de Gauss, nous approchons les flux
sur les bords de la cellule. Ainsi,

1
fE" Tz v)dedy = / (t", z,v)dxdv (2.3)
|C7q]‘ */Ci,j |C7q]‘ Ci,j

1

mn

|Cz]‘( +1/2,5 — Yi— 1/2] +Q/)n]+1/2 zn,jfl/Z)’

N AT n 4 O ..
ot ¢l y o 5 €t Yl 1y o Teprésentent les flux correspondant au volume de controle Cj ;

Pir1/2; = /t
w?,jJrl/Q = /t

n n . O 7 7n 7n .7
Ces flux ¢’ /2,5 €t 1/12.7 172 sont dlSCI‘e‘tISGS par ¢, | /2,5 €t @bm +1/2 €1 utilisant une for-
mule de quadrature, par exemple a ’aide d’un schéma décentré amont, nous obtenons

et g+1/2
/ [, @512, v)dvdt,
~1/2

tn+1

7,+1/2
/ 2) (2,051 /2)dd

Ti—1/2

Tn _ At Avjv; siv; >0
+1/2.5 At Avjvj fliy 5 siv; <0
et
“n [ AtAx; B} f] ” si B' >0
W2 At Az EP T, st B <0,

ou E! est une approximation du champ électrique sur Uintervalle [z; /2> Tit1 /2]
définie plus loin en approchant la solution de I'équation de Poisson. La valeur f}";
représente une approximation de la moyenne de la solution de ’équation de Vlasov
sur le volume de controle C; ; au temps t".

Ainsi, nous établissons la version discréte de la conservation des flux (2.3) :

n 1 n 7
fi] = = fi — [Cisl (o7 iv1/25 ¢?71/2,j T Uiy wi,jfl/?.)‘ (2-2)
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Pour compléter le schéma, nous imposons des conditions aux limites périodiques en
la variable z, les valeurs f"; ; et fi' . représentent une approximation de la fonction
de distribution sur des cellules imaginaires qui prolongent Iintervalle [0, ]

n _ n 1
frpg = Jfoj siv; =0,
n _ n 3
f_Lj = fnz—l,j S1 'Uj < 0
Pour travailler dans un domaine borné en vitesse, la fonction de distribution fj est
tronquée lorsque |v| > vy, ol vy, est un réel positif suffisamment grand, qui tend vers

I'infini lorsque A tend vers zéro. Nous définissons alors J = {j € Z; |vj41/2] < vn}
et imposons

@Egj+1/2 =0 VY(i,j)elxZ\J.

Ainsi, nous construisons une approximation de la fonction de distribution dans le
domaine Qp = Q7 x IR donnée par

Fult2,v) = ; lorsque (t,2,v) € [t 4T Xy et (i,5) € 1 x J.
T 0 lorsque |v| > vy,

Nous calculons ensuite une premiére approximation de la densité de charge pj (¢, x)
et de courant ji(t,x) en intégrant la fonction de distribution en v, pour (t,z) €

[t " X (21 2, g o

pr(t.z) = / falty,0)do = S Ay £ = ol (2-5)
R jeZ

Jn(t,z) = / v fa(t,z,v)dv = ZA’UJ v fiY = Ji- (2-4)
R jeZ

Pour construire une approximation du champ électrique qui soit continue en temps,
nous posons

t—t" t—t"

n n+1

Nous pouvons maintenant résoudre explicitement 1’équation de Poisson en utilisant le
noyau de Green associé

ﬁh(t7$) = (1 -

-1 siz<y< L,
K(v,y) =
si0<y< .

Nl <

Le champ électrique discret E}j, est alors continu en (¢, x) et linéaire par morceaux par
rapport aux variables ¢ et x,

L
Byt z) = / K(z,y) (oa(t,y) — 1)dy. (2.-5)
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Finalement sur l'intervalle [z; 4 /2> Tit1 /2], le champ électrique est approché en util-
isant la formule des rectangles

E'Y = E(t",x;) = 1 xiH/QE t", x)d
Po= Blt"e) = 1o (1" 2)de,
v JT_1/2

L
_ / K(zi,y) (on(t",y) — 1)dy. (2.-5)

Nous allons maintenant démontrer le théoréeme de convergence de ’approximation
définie par le schéma volumes finis vers la solution de ’équation de Vlasov-Poisson.

Théoréme 2.1 Soit fo(x,v) une fonction positive, continue et telle que

3C >0; fo(z,v) < CRW) pour (z,v)€ Q, (2.-5)

1
(1+ [v])?
Soit (Mp)p>o une suite de maillages cartésiens de l’espace des phases et At le pas de
temps vérifiant la condition de stabilité suivante,

At
Axl- Avj
Nous considérons ’approzimation numérique de la fonction de distribution fp(t,x,v)
donnée par le schéma volumes finis (2.2) et le champ électrique autoconsistant discret

Ey(t,x) donné par (2.2). Alors,

fr(t,z,v) —  f(t,z,v) dans L>(Qr) faible — %, lorsque h — 0,
En(t,x) — E(t,z) dans C(Qr), lorsque h — 0,

R(v) = avec \ > 2.

3¢ €)0,1[; (Avj|vj| + Az [EP|) <1—¢€, V(i,j) € I x J,¥ne IN. (2-5)

ou (f, E) désigne 'unique solution de l’équation de Vlasov-Poisson (2.1)-(2.4).
De plus, si fo appartient a BV (Q) et sous la condition de stabilité (plus restrictive
que la précédente)

3¢ €]0,1]; lvj| + |Ef")) <1—¢&, V(i,j)elxJ, VnelN. (2.-7)

]
ah
Alors, la convergence devient forte,

fn — [ fortement dans CO([O,T]; L}OC(Q)).

La démonstration consiste d’abord a établir des estimations sur la fonction de
distribution f3, sur le champ électrique discret ainsi que sur ses dérivées de maniere
a montrer la convergence forte du champ électrique Ej. Ce qui nous permettra de
traiter le terme non linéaire E}, f grace a un résultat de compacité forte sur Ep. La
convergence de fp, vers la solution de 1’équation de Vlasov s’obtient ensuite a partir
d’une estimation BV faible. Nous montrons également que si la donnée initiale est
bornée dans l’espace des fonctions a variations bornées BV, alors, la fonction de
distribution fy(t) reste bornée dans cet espace. Cette derniere estimation est utile
pour montrer la convergence forte de f; vers f.
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2.3 Estimations a priori.

Dans cette partie, nous décrivons les propriétés satisfaites aussi bien par 'approximation
numérique que par la solution de ’équation de Vlasov-Poisson. Ces estimations per-
mettent de démontrer la convergence vers la solution.

Dans un premier temps, nous vérifions la conservation des deux premiers moments
de fj, par le schéma numérique, lorsque le pas d’espace des vitesses Av; est constant

L n 1 _F 1
/O/Ith(t,:v,v)<v>da:dv—/0 /lth(O,:c,v)<U>dxdv, VYn > 0.

Nous montrons ensuite pour toute fonction ¢ € C*(IRT, IR") convexe, une propriété
de décroissance en temps de la fonction

/ (fu(t, ,v))dxdo.
Q

Cette premiere estimation sur la fonction de distribution permet d’établir un principe
du maximum sur f;(¢). Nous donnons dans le méme temps une estimation L* du
champ électrique discret Fj(t). Par la Proposition 2.2, nous montrons 'existence
d’une borne uniforme sur fj, par rapport a la variable d’espace . Une estimation
L sur le premier moment en vitesse de f; en découle. Enfin, I’équation de Poisson
et la conservation de la charge nous donnent une estimation du champ électrique dans
I'espace W1 (Qr).

Proposition 2.1 Nous supposons qu’il existe une fonction convexe ¢, telle que

[ [ ot s < 1o

Alors, dés que le pas de temps At satisfait (2.1), Uapproximation numérique est bien
définie et vérifie

L L
vte RY, 7 >0, / / O(fr(t+7,2,v))drdy < / / o(fn(t, z,v))dzdv.
0 R 0 R

De plus,
3
‘Eh(t7$)‘ < §L7 V(t,l‘) € R+X]07L['

Preuve : soit (i,j) € I x Z. La solution numérique au temps t"*! sur la cellule
de l'espace des phases C; ; s’écrit a ’aide du schéma volumes finis (2.2)

n + n
fn-l—l _ 1— At ‘vj‘ + ‘Ez | 4 Ati f + Ati fn
i,j - Av.: 4,3 Az; =17 Az; i+1,j

Ax; vj
Ent E"
+ At ‘fg}j_1+AtZ— [ (2.-7)

AUJ Avj
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avec 7t = max(r,0) et r~ = max(—r,0).

Sous la condition de stabilité de type CFL (2.1), la va,leur de la fonction de
distribution ffj est donnée par une combinaison convexe de f}";, fi'y 5, [y s filioq,
fi'j41- Ainsi, en considérant une fonction convexe arbitraire ¢, nous obtenons

¢<fn+1) 1— At M—l—@ ¢( ,".)_|_Atv;r ¢(.” )
AJ}Z‘ Avj b AJ}Z =L

v, " in+ E”f :
FAtR @ (flay) + At Ao O (fl51) + Dtz 7 o (). (2-7)

Finalement, il vient pour tout n € IN

L
/0 /leb(fh(t"Jrl,x,v))dxdv = ZAxZAvjqb "H ZAxlAv]gb(f”)

Z

< /OL/IRgb(fh(t”,:v,v))dacdv.

Il reste maintenant & montrer que le champ électrique discret est uniformément borné.
La justification est similaire a celle réalisée dans le cas continu, pour tout (¢,x) ap-
partenant a Qp,

L
|En(t,z)| = | /0 K(z,) (pu(t.y) — 1)dy]
L L
< | /0 K (z,y) pu(t,y)dy| + | /0 K (2, y)dy|
L
< WKl [ mtody+ 5 <L+ g = 5L

Le champ électrique est donc bien uniformément borné par rapport au pas h. De
plus, la borne est uniforme par rapport au temps. O

Remarque 2.1 La Proposition 2.1 permet de montrer plusieurs propriétés sur la
fonction de distribution. D’abord en considérant ¢(r) = r~ (respectivement ¢(r) =
(r — || follz=)™) et en supposant que la donnée initiale est positive (respectivement
bornée), alors, l'approrimation numérique fy, est positive (respectivement bornée) au
cours du temps.

Nous savons que dans le cas continu toutes les normes LP de la solution de
l’équation de Viasov-Poisson sont conservées au cours du temps, mais dans le cas
discret la propriété est plus faible. En effet, en prenant ¢(r) = |r|P, nous établissons
que les normes LP de ’approximation numérique sont décroissantes par rapport au
temps. Ceci est di a la dissipation du schéma numérique.
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Pour établir une autre estimation sur le champ électrique, il reste a évaluer les
moments py, et jp.

Proposition 2.2 Nous supposons que la donnée initiale fo est positive et

C

0 < fo(z,v) <CR((v) = mv

pour X > 2. Alors, il existe une constante Cp dépendant uniquement de T, L et fy
telle que
0 < fu(t,z,v) < Cr Rp(v), (t,z,v) € [0,T[x]0, L[ xR,

ot Rh(?}) = m, pour v € [Uj,l/Q,UjJrl/Q[, ] € Z.
De plus, pour h suffisamment petit, il existe une constante Cr > 0, telle que
0< ph(t,x) < Cr, |jh(t,x)| < Cp, (t,x) € Qr. (2.—12)

Preuve : notons d’abord que pour tout A < L, il existe une constante ¢y =
co(a, A) > 0, telle que

Rp(vjip)

<14 ¢yAv;, pour=—1oul.
Ry (v;) ’

Alors, en posant A = (1+ %L cpAt) et en choisissant une approximation de la donnée
initiale telle que

1

0 _
Jig = |Ci 4

/ fo(z,v)dxdv  ou fi?j = fo(xi,v),

CZ,]

nous obtenons f5,(0,z,v) < A C Ry,(v), puisque A° = 1.

Raisonnons ensuite par récurrence, supposons que fp(t", x,v) < A" C Rp(v), alors,
en utilisant le schéma numérique (2.-6)

va] — <1 _ At A/U] |/U]| + AIAZ ‘E’L |> fZ:J + At J 1_17]

CRh(Uj) AJJZ‘AUJ' CRh(’Uj) Al‘l CRh(Uj)

Al g A BT Fa Balyi) B fe Ba(vin)
Al‘i CRh(’Uj) Avj CRh(Ujfl) Rh(vj) AU]' CRh(Uj+1) Rh(vj)

et a l'aide de la condition de stabilité (2.1) sur At, nous avons

n+1 n n
_lhy < (1 — At( o + IE; |)) A"+ At [v3] A" 4 At@ A" (1 + g Avy)
CRh(’Uj) o Ax; Avj Ax; Avj J

< A1+ %LCO At) = AnH1,
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Finalement, il vient

1
i

CRh(Uj) -

V(i,j) €I x Z,

Ainsi, puisque pour tout T < +oco et pour tout n € {0,..,7/At}, la quantité A"+
est bornée par e®T
v de la fonction de distribution discrete fj

, nous obtenons une majoration uniforme sur le comportement en

fh(t7$7v) < C(T Rh(v) pour (t,x,v) € QT-

Il existe évidemment une estimation analogue dans le cas continu. Maintenant, dans
le but de montrer I'inégalité (2.2) sur les moments py, et jj, nous observons que

Av; h
Rywydv = Y ——1— < 2y ——
/JR = L+ o) R Lrajn)

< hio [ <
Y Y TEaTTIR |

Ce qui montre que pour h suffisamment petit, il existe une constante Cr ne dépendant
que de fo, a, T et L, telle que

pn(t,z) = /th(t,x,v)dv < Cr(h + l/lR(div) < 400,

« 1+ |v])>
et
e )\</||f(t >d<c<h+1/ LI
7$ ~ v 7$7U UV~ — _— 0.
I " TS R )

Les densités de charge et de courant sont donc uniformément bornées par rapport a
h. O

2.3.1 Estimation sur les dérivées de E,.

Dans la Proposition 2.1, nous avons déja montré que Fj est uniformément borné
par rapport a h dans lespace L*°(§27). Calculons maintenant une estimation sur les
dérivées en (t,x) de Ej,.

Proposition 2.3 En reprenant les hypothéses formulées dans la Proposition 2.1 et
pour h suffisamment petit, il existe une constante C, ne dépendant que de la donnée
initiale et du domaine Qr, telle que

OE}, OE},

W(t,x)‘ + W(t,x)‘SCT, (t,2) € Q.
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Preuve : étudions d’abord 'estimation sur la dérivée en x, qui est explicitement
donnée par 1’équation de Poisson : soit (¢,2) € Qp, nous pouvons alors trouver
n € {0,..,T/At} tel que t € [t",t" 1], d’ou

oF _ _
“hta)| = |mita) - 1] < |ato)| +1
t—1t" t—t"
< 0 - S5 + S gt 1

En utilisant le résultat de la Proposition 2.2 qui donne une borne uniforme sur py (¢, x),
il vient ’estimation sur le gradient du champ électrique :

OE
St (ta) ‘ < COp, Y(tz)eQr.

Afin d’évaluer 88%, nous introduisons une nouvelle approximation du courant j, notée
par ju(t, x), pour (t,z) € [t", t" T [X[x;_1 ), Z;41/0]

on in
Jit1 — Ji

gn(t,x) = Gi' + (x — zi_1/2) A

avec

- _ + —
i = Z Avj (v fi = vi fi1)
jez

et j, € L™ (O,T; Wl’OO(Q)). Nous rappelons également que ’approximation de la
densité de charge pj, précédemment définie appartient a W1H (O,T; L"O(Q)). Ainsi,
en intégrant le schéma (2.-6) par rapport & la variable en vitesse v, nous obtenons
comme dans le cas continu la conservation de la charge discrete

Ijn
t,x)+ =—(t,z) =0.
(t,2)+ Z2(t,2)

V(t,z) € Qr, %

A Daide du noyau de Green, une nouvelle formulation de 86% est alors donnée par

Ok o F Ipn e djn
W(tvl‘) = /OK(Q«“,Z/)W(@Q)C@—/O —K(ﬂ«“,y)%(t,y)dy

- 1 [t
= —Jh(t,fc)Jrz/ Jn(t,y)dy
0

et en observant que 57| < |j"|+[j7 |, la Proposition 2.2 permet de déduire I'estimation

sur 88% puisque la densité de courant est bornée uniformément par rapport a h. Ce

qui acheéve la démonstration. O
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2.3.2 Estimation BV faible de f;.

Le lemme suivant sera utile pour montrer la convergence de (Ep, f) vers la solution
de I’équation de Vlasov-Poisson.

Lemme 2.1 Nous supposons que le pas de temps At satisfait la condition de stabilité
(2.1) et que le maillage cartésien de l’espace des phases est admissible, c’est-a-dire
qu’il vérifie (2.2). De plus, la donnée initiale appartient & l'espace L'(Q) N L>(Q).
Soient R >0 etT >0 avec h < R et At < T. Soient jo,j1 € Z et Ny € IN tels que
—R € [vjo—1/2,Vjo41/2[, R € [vj,_12,Vj,41/2[ et T € [(N7 — 1)At, Ny At[. Pour une
fonction lipschitzienne ¢ : IR — IR™, posons

EFlh Atzz Z szAU]

n=0 i€l j=jo

+ vy |o(fi) — o(fia )l + E o i) = o(f—)l + B o) — ¢(fi7?j+l)|]

[0(fi) — (fita,5)] (2.-22)

et

EFy(6 Atzz Z szmj( SN = d(f1)|- (2.-22)

n=0 i€l j=jo

Alors, il existe une constante C' > 0, ne dépendant que de T', R, fo, «, &, telle que

EFy,(¢) < ChY? et EFy,(¢) < C A2 (2.-21)

Preuve : faisons d’abord la preuve pour ¢(r) = r. En multipliant le schéma (2.-6)

par Az; Av; fi'j et en sommant sur i € {0,. ) 1},j € {jo,..,jl}, etn € {0,..,NT},
il vient :

B+ By, =0,
ou

=D Axilw[f7 = 1A,

n727]

et

By = Atz

n7Z7]

+  Av v [fiY — fia ] fif + A Esz LfiY = fif-al £

AUJ J 7] i— 10] fz??j

+ A B S = il i
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Notons que
1 1
IS = A1) £y = — U = AP = S U2+ 5T,
ainsi, B; peut s’écrire

= __ZAQ;ZAU] [Ft = )

n,i,J

—%ZAJ}Z'AU]'( ZAJL‘Z NT+1) )
1,3

A partir du schéma numérique (2.-6), nous établissons 1’égalité suivante

Z AziAv an TP =

n Z,j

At?
. T
;A%Av] Avj o [ff = fiti ]+ Avivy [ = fifvl]

2
+ A BT = R+ Ax BRT(f] — £

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition de stabilité sur le
pas de temps (2.1), nous avons

By

v

—%At(l -9 [A’Uj vl U = gl

n7Z7.7

+Av; vy [fi% = fita J] + Az; EM[f - ??j,l]Z

+ Az EP[f7 = [l

1
- 5 Z A.I‘ZA’L)J(fSJ)2

1,J
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Il reste maintenant a traiter le second terme Bs qui peut étre reformulé de la maniere
suivante

By = %Atz

n727]

Av U;'r £ — fﬁLj]Q + Avj o [f — ﬁH,j]Z

+ Az E?Jr [fi' — g}j—l]Q + Az B [f] fir,lj+1]2]

’j
+§

n,t

+ Az B (1) - (f3j1+1)2]] :

Ay BT [(f75,)7 = (Fl01)]

,J1 i,j0—1

Alors, puisque By + Bs = 0 l'inégalité suivante est vérifiée

At )

n7Z7.7

2 — 2
Avjof [ = fila ;1 + Avjog (£ = fl )

+ Az B (f1 = fl )+ A BT~ flal?

1 At
< EZA%A%( )+ ?ZA&“HE?W [(fl0—1)* + (f,41)7)
irj n,i

1 2
< 2 [ |/m(0)Pdzdv + EllfoH%oo 1Bl 0r) =

K
§ Jor ¢

Nous remarquons que K ne dépend pas de h, en effet

1/2
1Bl p) < T [l follr(q) et (/Q |fh(0)\2dl‘dv) < T follz2(q)-
T

On en déduit alors compte tenu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

EFp(Id) <

ALY Av ol (11l = fla PP+ Avg oy (£ = P

n727]

1/2
+ Axy BT [fY — 1) + Az BN (fF - fﬁj+1]2]

1/2
x| ALY " Az (Avj |vj| + Ay |E})

n7Z7.7

< pY/2 <5>1/2
- §

5 1/2
2T LR(R+ ;L)
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Maintenant, il reste a estimer le second terme E Fy,(I1d) donné par (2.-22) : en utilisant
le schéma volumes finis (2.-6), on a

EFy(Id) = At Awiboy|fI57 —
n7i7j
2 _
< AP Aojul (£ = fl gl Avyos |17 = fal
n,i,j

+Aag B — fiy ol + Da B - fZ?jHI] :

Comme précédemment, nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la condition de
stabilité sur le pas de temps (2.1) et la borne uniforme sur le champ électrique discret
dans L% (), pour établir une borne sur le terme EFyy,(Id)

1 51/2
2TLR—=>| .
|

Dong, le Lemme 2.1 est prouvé pour ¢(r) = r. Ces inégalités obtenues sur EFy,(Id)
et EFy,(Id) se généralisent pour toute fonction ¢ lipschitzienne, puisque

Vri,ra € [0, (| folle],  [¢(r1) — @(r2)| < Lip(¢) |[r1 — ral.

EFy(Id) < At/ K1/?

Alors
EFp(¢) < Lip(¢) EF1(1d), EFan(¢) < Lip(¢) EFoy(1d).

Ce qui conclut la preuve du lemme. ]

2.3.3 Estimation BV forte de f,.

Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale fy(x,v) appartient a BV (Q).
Dans le but d’obtenir la convergence forte dans L}OC(Q), nous devons montrer que la
variation totale de la solution numérique reste uniformément bornée.

Rappel : rappelons d’abord la définition de la variation totale pour une fonction
a plusieurs variables (voir par exemple R. LeVéque [11]). Pour simplifier, nous nous
limitons & une fonction a deux variables (z,y).

Définition 2.1 Soit g(z,y) une fonction définie sur IR®. La variation totale de g est
donnée par la limite suivante

e—0

. 1
TVy(g) = timsup [ lole +2,0) ~ gla,y)dody

1
+ limsup = / l9(x,y +¢€) — g(z,y)|dzdy.

e—0
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Nous pouvons définir la variation totale d’une fonction g, constante par morceaux

TVey(9) = E Y1 — vl lg(ziv1, ;) — 9(xi,y5)]
inj
+@ivr — @il lg(zi, yj1) — 9(z4,y5)]-

Proposition 2.4 (Estimation de la variation totale de f,)

Nous supposons que la condition de stabilité sur le pas de temps (2.1) est satisfaite et
que la donnée initiale fy appartient a BV (Q). Alors, il existe une constante Cr, ne
dépendant que de fo, L et T, telle que

Vn € {0,...,T/At}, TVu(frn(t™)) < Cr TVe(fo),
ot fp, est donnée par (2.-6).

Remarque 2.2 La fonction de distribution n’est pas & variation totale décroissante.
L’estimation BV n’est pas trés naturelle pour 'équation de Viasov, puisque ’équation
de Vlasov est une équation de transport. Ainsi, cette estimation se rapproche d’avantage
d’une magjoration du gradient discret de fy, dans L'(IR?).

Preuve : il suffit d’exprimer la fonction de distribution discréte au temps t"*! en
utilisant le schéma (2.-6) sur deux cellules voisines ¢ et i + 1 et de faire la différence

f;fllj — Z";r 1 Alors, en utilisant la décomposition du champ électrique
Esz:rl = E?J:rl_E?Jr""E?JF’
ElL = Bl - ET+ET,
il vient
Jr —
v V. E"|
n+l _ pen+l 1— At J J |l no__ fn
fz—l—l,] %, < <A$i+1 + Al‘l + AU]' (ferl,j fz,])
+ AtA—xi(fi,j —fitig)+ Atm( ir2; — fiv1j)
EM B
+ At—AZvj (fif1 -1 — fifj-1) + AtAZ—vj(fﬁH,jJrl — fi'j+1)
Enrt _ gnt E" — En
+1 +1
+ At Au, —(fl1 = flh-1) + Atﬁ(ﬁ}kl,ﬁrl — fif)-

Nous multiplions ensuite cette égalité par Av; et sommons sur i € {0,..,n, — 1}
et j € Z. En utilisant la condition de stabilité (2.1) sur le pas de temps, nous
ot v |E

J

montrons que le terme <1 — At (Aéﬂ + &5+ AZZ))

est positif, ce qui permet
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d’établir 'inégalité suivante

1 1
ZA%\ fis = £l

v ‘En|
< E A 1—-A + 2.-
v ( t(AxZH Amz Av; [ fit15 = 1i] (2-59)

7.7

+
v’
+ At E :Avj ﬁ‘f?] — fitil+ At E :AUJ ‘ ivag — fiv1 l (2-58)
Z

7]

+ AtZE”ﬂ i1-1 — fijoal + Atz B fi e — fial (2.-57)

i
+ AtZ|E?++1 By — fla il

+ AtZ|EzT1 N = Flagl

Nous utilisons la périodicité de fj, et la condition de stabilité (2.1) pour traiter les
termes de bords en x (2.-59)-(2.-57). Nous obtenons alors

Z Avy | Trllj - n+1| = ZAUJ [y — Ji (2.-58)
7]

+Atz \ES — EXLA vy — fiv1j-1l (2.-57)

+Atz B — Bl i — fifagl (2.-56)

Il reste maintenant & traiter les termes (2.-57)-(2.-56) qui représentent la variation
totale de fj, au temps t” par rapport a la variable des vitesses v. Nous rappelons que
le champ électrique discret est lipschitzien par rapport a x

3617T > 0, ‘ ZnJrl — Ezn| < a1, T Ax;,

ou la constante ¢ 7 ne dépend que de {d7, de la donnée initiale et du temps final 7.
Comme la fonction = — max(z,0) est lipschitzienne de norme égale a un, nous avons

—+1 —+1
ZA“J fivny =1 = ZA’”J‘fHLJ i1

+ Atz‘ i+1 (| i+1,5 z+1,] 1|)
< ZAUj\fHLj—fi,ﬂ + AtZCI,TAﬂCi\fg}jH—ff}j\-
4,J 4,J

Nous obtenons finalement une estimation de la variation totale en x de la fonction de
distribution au temps t"*! en fonction de la variation totale en z et v de la fonction
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de distribution au temps t™.
Notons par TV, la variation totale en z, ainsi

TV () = DAy £l - g
0,

IN

TV, (fat™) +err ATV, ( (")), (2.-59)

Montrons également que la variation totale en v reste bornée uniformément par rap-
port & h. La démonstration est similaire a celle présentée pour l'estimation de la
variation totale en x. Nous utilisons la propriété d’admissibilité du maillage (2.2),
pour controler le taux de variation v;11 —v; :

1 1
Ui+l = v < (5 + 5 0) Avj

Nous estimons alors la variation totale en v de fj, au temps t"*!
= CoT > 0, TV, (fh(thrl)) <TV, (fh(tn)) +cor AtTV, (fh(tn)) . (2.-59)
Ainsi, a partir des deux inégalités (2.-59) et (2.3.3), puis en posant c3 7 = ¢1 7+ca 7, la

variation totale de la fonction de distribution f;, au temps t"*! s’exprime en fonction
de la variation totale de f;, au temps t"

TVeo (£ (")) < TV (a(8) + 30 MTVeu (™). (2-59)

En utilisant le lemme de Gronwall, nous déduisons la majoration suivante

TV, (f(t")) < exples,rT) TVzu (11(0)).

Pour conclure la preuve de la proposition, nous utilisons le fait que lorsque fy appar-
tient & BV(Q), alors, fy vérifie 'inégalité suivante

ZAUJ' ‘ z'0+1,j - fi?j| + Az | i?jﬂ - f2j| < TVio(fo)-
(2%]

Dongc, il existe une constante C'r, qui ne dépend que de fo, T, L, telle que

TV (£0(8")) < exp(Cr) Voo (£(0)).
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2.4 Démonstration du théoréme 2.1.

Nous considérons une suite de maillages de I'espace des phases (Mj,)p~o. Cette suite
vérifie la condition d’admissibilité (2.2) et le pas de temps At est calculé de maniere
a ce que la condition de stabilité (2.1) soit satisfaite.

Pour un maillage donné, nous pouvons construire une approximation (fy, Ep) en util-
isant le schéma de type volumes finis (2.-5)-(2.-6). Nous posons alors

A= {Eh € Wh(Qr); Ej donné par (2.-5) pour un maillage Mh}.
D’une part, la Proposition 2.3 implique l'existence d’une constante C strictement

positive, ne dépendant que de fy, T, L, telle que

OEy, OFy,
VEL € A, ||Ep|lL= + HWHLW + Ha—QCHLOO < Cr.

D’autre part, étant donné que l'injection de W (Qr) dans CY(Qr) est compacte, il
existe au moins une sous-suite de (E,)x>0 et une fonction E appartenant & W1 (Q7)
telles que

Ep(t,z) — E(t,z) dans WH®(Qq) faible-x, lorsque h — 0,
Ey(t,x) — E(t,z) dans CY(Qr) forte, lorsque h — 0.

De plus, la Proposition 2.1 donne une estimation uniforme de la norme L™ de fj.
Ainsi, il existe au moins une sous-suite de (f;), et une fonction f € L>®(Qr) telles
que

frnt,z,v) = f(t,z,v) dans L°°(Qr) faible-x, lorsque h — 0.

En outre, comme la charge discréte py est également bornée dans L*°({2r), il existe
une autre sous-suite de (fp,);, vérifiant

pn(t,z) — p(t,x) dans L>(Qp) faible-x, lorsque h — 0.

Nous prouvons facilement que la limite p(t,x) correspond & [ f(t,z,v)dv. En effet,
considérons 1 (t,x) € L'(Qr), alors

/OT/OL <ph—/lRfdv>1/1(t,x)d:1:dt:/OT/OL/MST (fh—f)@b(t,a:)dvda:dt
+ /OT/OL /DT (fh—f)w(t,x) dvdzdt.

Puisque f, — f dans L*°(Qr) faible-x, le premier terme de droite tend vers zéro
pour r fixé, lorsque h tend vers zéro. De plus, a partir de la seconde estimation de la
Proposition 2.1 qui est satisfaite aussi bien par f que par fj, nous obtenons

/ fa— fldv < /U>r<|fh\ +1fhd <205 (n+ /|| s fq"v‘)k).
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Le dernier terme de ces inégalités devient petit, deés que 1’on choisit r suffisamment
grand. Ainsi, pj, converge vers [, f dv dans L>®(Qr) faible-x.

Remarquons & présent que si la donnée initiale appartient & BV(Q), nous pouvons
construire une nouvelle approximation de la fonction de distribution, f, continue en
temps. Il est facile de vérifier que f, et f;, vont converger vers la méme limite. Nous
posons alors,

= {fh € C(0,T;L},.(Q)); fun donnée par (2.-6) pour un maillage ./\/lh}

et
B(t) = {fa(t) € Li(Q): fu € B}.

Une conséquence du théoréme de compacité d’Helly (voir par exemple [14, Théoreme
5.1.1] ou [9, 11]) et I'estimation de la variation totale de la fonction de distribution fj
montre que l'injection de 'espace B(t) dans Lj,.(Q) est relativement compacte. Enfin,
en utilisant le schéma numérique pour la construction de fj, et & 1’aide de 1’estimation
de la variation totale de f;,(t), nous montrons que B est uniformément équicontinue
au sens suivant : pour tout R strictement positif et tel que la boule B(0, R) soit
incluse dans @, pour tout ¢ strictement positif, il existe n strictement positif tel que

I fa(t1) = o)l Bory) <6 Vin€B, 0<t2 <t <T, |t —taf <.
En appliquant le théoreme d’Ascoli, nous prouvons que la fonction de distribution
discrete f;, converge fortement vers f dans C°(0,T; L}, ).
2.4.1 Convergence vers la solution faible de I’équation de Vlasov.

Soit ¢ € C°(Qr), R > 0 et jo,j1 € Z tels que

supp <g0(t, x, .)) C [-R, R],

avec
—R € (vj,-1/2:Vjor172) et R € (vj, 12,V 41/2)-

Multiplions le schéma volumes finis (2.-6) par

tn+1

NV A:L‘Z Av, /t / (t, z,v)dzdvdt,

puis, sommons sur ¢ € {O, vy Ny — 1} j € {jo,. ,]1} et n € {0 At} il vient
Ei+E,=0
avec
gl

Z(fnJrl _f,] At/t'

n727]

/ (t, z,v)dzdvodt
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et
By = Z Av; v;’— (i = fitag) + Avjoy (ffYy = fif) + A EY (= f-1)
n,t,J
tn+l
+ Az B (f] = filie1) sz Ao o / (t,z,v)dzdvdt.
Dans la suite nous notons
Eio= fr(t,x,v) = 3 (t, z,v)dtdzdv +/ folz,v)p(0, z,v)dxdv
Qr
et
0 0
Eso = fn(t,z,v) (U —w(t,x,v) + Ei(t,x) —Sp(t,:v,v) )dmdvdt.
Qr Ox ov

Nous allons comparer les termes Fq et F g, puis les termes Ey et Ea o de maniere a
établir que Eq o+ Fa o converge vers zéro lorsque h — 0.

Comparaison entre I et £ .

Nous remarquons d’abord que F1 o peut étre écrit de la maniere suivante en décomposant
I'intégrale sur chaque cellule C; ; :

(", —t”,,)dd+ , 0, z,v)dzdv.
- (1 2.0) = ) ) | ot )0, vy

n7Z7.7 ]

En utilisant une intégration par partie discrete, il suit

= — Z (f”+1 " > / o(t" Mz, v)dedv
Ci

n,i,J J

_ /Q(fh(O,x,v)—fo(a:,v))go(o,a:,v)dxdv.

Ainsi,

|Ey + Bl < Z \fZ"]H fil / / t x,v)|dtdzdv

n,0,J
[ 1530.2,0) = ol )] [¢(0,,0)]dad.
Q
En supposant par exemple que la donnée initiale est discrétisée de la maniere suivante

fr(0,2,0v) =

/ fo(z,v)dzdv, V(x,v) € C;;
Ci s
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et en utilisant le fait que la donnée initiale fo € L*(Q) N L*°(Q), nous avons

}ILH%/ ‘fh(O,.Z‘,’U) - fO(x>U)| ‘QD(O,.Z"’U)‘CZ.I‘CZU = 0.
—vJQ

De plus, a partir de 'inégalité obtenue sur le terme FEFy, défini par (2.-22) et en
prenant ¢(r) = r, il vient

St =g [

n,i,J

tn+1

/ t z,v)|dtdzdv < Ol At/2

Alors,

|Ey + E10]l = 0 lorsque h — 0.
Comparaison entre E> et FEj .
Introduisons la notation

By = Z[ (fi — fiL ,J/

n,t,J

TL
+U Z] Z+1,] /
tm

tn+1

Vj+1/2
/ o(t, 2172, v)dvdt
i—1/2

tn+1

j+1/2
/ o(t, 412, v)dvdt
Vj—1/2

n—i— L ez
+ E; ii-1) o(t,z,vj_1/9)dxdt

tr Ti—1/2

n—(n i
Ez zg ,g—f—l t $7U]+1/2)dxdt

tm Ti—1/2

et comparons Fs et Ej 1, il vient

|E2 — B

Z[ (5= f20) [M/t

n,%,J

+ (fz,] fz—l—l,] [sz/t

+ EZ“F(f” i1 [Av /t / (t,z,v) — @t z,vj_1/9 da:dt]
j

+ B (fz,] fz,]Jrl [Avg/t / (t,z,v) — p(t, x,v5_ 1/2 da;dtH ‘

En utilisant 'inégalité sur le terme EFy; défini par (2.-22) en prenant ¢(r) = r, il
existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de T', R, L, fo, a et & telle que

tn+1

/ (t,z,v) @(t,xil/g,v)dvdt]

tn+1
/ (t,2,v) — p(t, zit11/2, v)dvdt}

tn+1

tn+1

|Ey — By < c||Ve e M2
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Estimons ensuite |Fao + Eo 1| en écrivant le terme Fs; comme suit (nous rappelons
que ¢ est a support compact)

- mnls

n727]

B [
tn

De la méme maniére

- [ /.

n77’7-7

o,

Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de T', R, L, fo, a et & satisfaisant

tn+1

Vjt1/2
/ ot iy1/2,v) — p(t, Ti_1/2,v)dvdl

Vj—1/2

tn+1

i+1/2
/ P(t, @, v11/2) — (b, @,vj_1/2)dxdt |
i—1/2

tn+1

Vjt1/2
/ v(go(t,a:iJrl/Q,v) — @(t,xi,l/g,v))dvdt
j—1/2

tn+l

z+l/2
/ En(t, =) (p(t, 2, 0j41/2) — (t,fC,Ujl/z))d@"dt]-
Ti—1/2

|E2,0 + Eo 1
tn+1 ]+1/2
< Zfz,] [/ / |/U_vj| |¢(t7$i+1/27v) _Qo(t?l‘ifl/%v){dvdt
n,ij i—1/2
tn+1

i+1/2
/ |Eh(t7x) - Ezn‘ ‘So(t?x¢vj+l/2) - So(t?x)vjl/Z)‘dxdt]
i—1/2

.

< ¢||Vol L ZAtAa:Z Avj f; [Av] + sup |Ep(t,z) — EZ”\]

n7Z7J

< T |Velze [l follLr b

Finalement, nous rappelons que E; + Fo = 0 et obtenons ainsi

ot ox
Eq10+ Eap
= Eio+E1+ Eyg+ Eyq — Eaq + Es.

e(At,h) = / fn (8@ +wv 9¢ + En(t, x)g )dtdmdv—i—/ fo(z,v)p(0,x,v)dzdv

Les estimations précédentes impliquent ’existence d’une constante C' ne dépendant
que de @, fo, L, T, a et £, telle que

|Ero+E1l < C(lfo— fu(0)]2 + AtY/?),
|Foo+ Ea1| < Ch,
|Eyy — By| < ChY2

Alors, le terme €(At, h) converge vers zéro lorsque le parametre h tend vers zéro.
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Comme nous 'avons vu
fu(t,x,v) = f(t,z,v) faiblement dans L™ (Qr)-*

et
Ey(t,x) — E(t,z) fortement dans C°(Qr).

Nous avons de plus montré que le couple limite (f, E') d’une sous-suite de (fp, Ep)p>0
est une solution de ’équation de Vlasov (2.1). Pour achever la démonstration du
théoreme de convergence, il faut maintenant montrer que ce couple limite satisfait
I’équation de Poisson.

Remarque 2.3 Pour le calcul numérique, nous utilisons un support en vitesse suff-
isamment grand mais fini. Dans cette démonstration, nous avons supposé que lorsque
h — 0, le support de la fonction de distribution fr(t,x,.) tend vers linfini, ainsi la
condition de stabilité sur le pas de temps (2.1) nous impose que

1
Je €]0, 1], vp = - et At~ 0 hite.

2.4.2 Convergence vers la solution de 1’équation de Poisson.

Nous rappelons que le champ électrique discret défini précédemment est continu par
rapport a (t,x). Cependant, pour simplifier ’analyse nous allons considérer une nou-
velle approximation constante sur chaque intervalle de temps [t",t""![ du champ
électrique

- L
Ba(t,z) = / K(z,y) (on(t,y) — 1)dy,

ou pp, est donnée par (2.-5). Etant donné que 88% est uniformément bornée, il est
facile de prouver que E}, et Ej, vont converger vers la méme limite lorsque h tend vers
zéro. Ainsi, E}, converge presque partout vers F.

Montrons a présent que E(t,z) est solution de I'’équation de Poisson : soit (¢, x)
appartenant a L'(Q7),

L
B(t, z) 0(t, r)dtds = /Q [ /0 K(z,y) (on(ty) — 1)dy} W(t, x)dtdz.

Qp

Nous savons que la densité de charge discréte py, converge vers p(t, ) = [ f rf(t o, v)dv
dans LOO(QT) falble *, ou f représente la solution de ’équation de Vlasov Posons

fo Y(t,r)dr, on a g € L'(Q7). En appliquant le théoréme de Fubini,
nous montrons

/ on(t.y) gt )dtdy — | p(t.y) gt y)dtdy, lorsaue h — 0
QT QT
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et nous avons

L
E(t,z) = jﬁ K(z,y) (p(t,y) — 1)dy et p(t7y)=:(/;€f(t7y7v)dv-

Ce qui prouve que le couple (f, E) est une solution de I’équation de Vlasov-Poisson.

La formulation faible implique que la solution du systeme de Vlasov-Poisson ap-
partient & C°([0, T[; D’). Cependant, la régularité W1°(Q7) du champ électrique F
et la continuité de la donnée initiale en (z,v) permettent de conclure que la fonction
de distribution f est aussi continue en (¢,z,v). Nous rappelons que dans le cadre de
notre étude la solution de ’équation de Vlasov-Poisson est unique, c’est donc toute
la suite (fn, En)n>0 qui converge vers la méme limite solution de 1’équation.

2.5 Estimations d’erreurs.

Cette partie est consacrée a 'obtention d’estimations d’erreurs sur ’approximation
(fn, Ep). Nous supposons que la donnée initiale est a support compact par rapport
a la variable de vitesse, ainsi il est facile de vérifier, en utilisant la théorie des car-
actéristiques, que la solution de I’équation de Vlasov reste a support compact en
vitesse.

Pour réaliser ces estimations d’erreurs, nous adaptons les estimations réalisées par
J.-P. Vila et P. Villedieu [18] a ’équation de Vlasov.

Notons par M(Qr) 'ensemble des mesures positives sur Q, ¢’est-a-dire 'ensemble
des formes linéaires positives et continues sur C(Qr). Puis par W2 (Qr), 'ensemble
des fonctions appartenant a W (Q7), périodiques en x et & support compact en

(t,v).

Proposition 2.5 Nous supposons que la condition de stabilité sur le pas de temps
(2.1) est satisfaite et que le maillage est admissible (2.2). Nous supposons également
que la donnée initiale appartient o L'(Q) N L*>(Q) et est bornée par la fonction R(v)
définie par (2.1). Alors, il existe deux mesures V}hm et V}%,At € M(Qr) telle que pour

toute fonction p € W,}’OO(QT), @ >0, on ait
dp Oy dp
/QT fh(% +v e + Ey(t,x) %>dtd9@dv + /Q fo(z,v)p(0,z,v)dzdv
< [odvh + [ (ol +1emehdvhan (2-9)
Q Qr
et

Op Op Op /
_ 2( 2 i v¥ . 2
/QT fh(@t + v pe + En(t,z) 8v>dtda:dv Qfo (z,v)p(0,z,v)dxdv

Séﬂwwﬂ+/um+wm@mﬁm(%%)
T
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De plus, ces mesures satisfont : pour tout T’ > 0 et tout R > 0, il existe une constante
C ne dépendant que de T', R, L, fo, a et &, telle que

vhae (10, TIX]0. LIx BO,R)) < C (A2 4+ 12+ | fo = f(0)] ).

v (0. TIXI0, L BO,R)) < C AR 4 12 4| foy = u(0)12)

Preuve : I'idée de la preuve est similaire a celle présentée pour montrer la con-
vergence du schéma volumes finis vers la solution faible de 1’équation de Vlasov.
Nous utilisons le Lemme 2.1 pour les fonctions convexes et localement lipschitziennes
#(r) = r (respectivement ¢(r) = r2) pour établir la majoration de la mesure V,llAt

(respectivement V}QL At)-
Considérons ¢ une fonction convexe et localement lipschitzienne de IR™ dans IR™.
Soit ¢ € C°(Qr), ¢ > 0, solent R > 0, jo, j1 € Z tels que

supp (go(t, z, .)> C [-R,R]

avec
—R€ (vjo_1/2:Vjot12) et R € (vj,_1/2,Vj,41/2)-
Nous multiplions 'inégalité (2.-7) par la quantité

tn+1

INV NN AJ:Z Av, /t / (t, z,v)dzdvdt,

qui est positive. Puis, nous sommons sur ¢ € {O,..,nx — 1}, j € {jo,..,jl} et n €
{0,.., Ny = £}, il vient
Ei1+E, <0

avec
tn+l

B = Y (o -0ty 57 /.

n7Z7.7

/ (t,z,v)dzdvodt

et

Ey = )

n,t,J

Av; U;'r (o( i) = ¢(fn1g)) + Avj vy (o( T = ()

+ A BT (e(f1) — o(fl0)) + Az B (6(f7) — (fi41)

tn+1
(t, Ydxdudt.
Axl Avj/t / @, v)dzdy
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Dans la suite nous noterons par

EI,O = - Cb(fh(t, €, ’U))Z_f (t7 €, ’U)dtdl’d?) - / ¢(f0(.1‘, ’U))SD(Ov €, ’U)dl’d’U
Qr Q
et
Boo=— [ o(fult,z,0) (v 99 (4, 2,0) + Eult,z) 22 (t,,0) )dedudt.
’ Qr Ox ov

Nous remarquons d’abord que Ej g peut étre écrit de la maniere suivante

Z ¢ fZ] / . <90(tn+laxav) - @(tn,w,v)> dxdv

n,i,J

—/ o(fo(z,v))p(0,z,v)dxdv.
Q

En utilisant une intégration par partie discrete, il suit

Fro = Z(w;?ﬁ)—a z,w) [ e+ vz

n,i,j J

n /Q (60 (0,2,0)) = B{fol, )) ) (0, 2, v)dd.

Nous avons,

|E10 — B4
< ;kb frer At /tt"“/ otz v) — @(t, z,v)|dtdrdy
; / 600, 2,0)) — 6(folw, )] (0,3, ) dad,
< D IeUT = o ()] x
n,i,j
g1

5.

/Q\eb(fh(O,x,v)) — ¢(fo(z,v))| (0, z,v)dzdv.

/ \/ t”+1 (t”+1+(t—t”+1)0,x,v)d0|dtd:zdv,

Nous posons alors,

&1 Oy
<VhAt"at

= Y el /

n7Z7.7

| >

tn+1

/ / |8SD " (¢ — "0, z, v)|dOdtdzdo.
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et

< Vh, / |o(fr(0,2,v)) — d(folx,v))| (0, z,v)dxdv.

Il vient alors,
|Evo— Ei| < <vpag, \—\ >4 < vl o(0) > . (2.-117)

Ainsi, a partir de I'inégalité sur le terme EFy, défini par (2.-22) dans le Lemme 2.1
et puisque la fonction ¢ est lipschitzienne, on a

Vp, At<[0 T[x ]OaL[XB(O,R)) < CAH/2,
Puis, comme fjy est suffisamment réguliere, nous avons
v (10, 7(x]0, L[x B0, R)) < C h.

Pour étudier E5, introduisons la notation

Bay = Z[ (OU) — S 1) /t

n77’7-7

tn+1

i+1/2
/ ot Ti_1/2,v)dvdt
i—1/2

tn+1

_ n j4+1/2
+Uj (¢( z] z+1,] /t / t y Lit1/2,V )dvdt

Vj—1/2
"t w0
+EM (o(f] é(f1-1) / / o(t,z,vj_1/2)dxdl
i ZTi—1/2
"t w0
+Elni (¢( n fz,]-i—l / / t $7vj+1/2)dxdt
i ZTi—1/2

et comparons Fs et Ey 1,

|Ea1 — Es|

Z[vm(fﬁj)—ebfz D |z .

n,t,J

+ Uj_ (¢( 17?]) - Qb z+1,] |:AJ} /; /C t Z, U go(t,:ciJrl/Q,v)) d’l}dt:|

/ o(t, z,v) go(t,xi,l/g,v)) dvdt]
Ci,j

+ En+ (Cb( ,]) ¢ 7] 1 |:A’U] \/t \/C" t xZ, 'U QD(t,.’L‘,’Uj,l/Q)) d.’L‘dt:|

tn+1

_|_

B U o) |5 [ [ Getenn so(t,x,vj_l/g)dxdtm.
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Nous montrons comme précédemment ’existence d’une mesure V](f’it satisfaisant
dp
|E2q — Ea| < <, At,| | +l5.1> (2.-126)

et en utilisant l'inégalité sur le terme EFy;, défini par (2.-22) dans le Lemme 2.1 et
puisque la fonction ¢ est lipschitzienne, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant
que de T, R, L, fo, a et & telle que

v At([O T[x ]O,L[xB(O,R)) <c hl/2.

Pour estimer ensuite \Eg,o — E2,1|, nous écrivons le terme FEp; comme suit (nous
rappelons que ¢ est & support compact)

— S [vj/

n7Z7.7

o[
tn

De méme, nous avons

= =Y e l/

TlZ,]

o,

En procédant toujours de la méme maniere

tn+1

Vjt1/2
/ P(t, iy1/2,0) — o(t, 12, v)dvdt

Vj—1/2

tn+1

Tit1/2
/ o(t 137”3‘-1-1/2) - 90(757957%_1/2)619“175 :

Ti-1/2

"t eviig0
/ v(@(t, i1 /2,v) — p(t, 2172, v)) dvdt
—1/2

tn+l

z+1/2
| 2) (b, vy 172) — (b, vy 172) dad .
xX;

i—1/2

|E20 — Ea 1|

< [/

n727]

o .
¢73

En utilisant la régularité de Ej, il existe une mesure vy, telle que

tn+l

Vjir1/2
/ |v — ;| [o(t, zip1/2,v) — @(t, 2i_1 /2, v)|dvdt
—1/2

tn+1

Tit1/2
/ ‘Eh (t,z) E”| |g0 (t,2,0j41/2) — (t,x,vj_1/2)|da:dt .

Ti—1/2

dp,  9¢
Eso— Foq| << v?3 | > 2.-132
‘ 2,0 2’1| — l/h,ZXt ‘ Jf‘ + ‘£9U ( )
et une constante ¢ qui ne dépend que de fy, T, R, L, telle que

iR (0.T(x]0. LIxBO.B)) < T [|6(fo) s h.
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Lorsque ¢(r) = r, 'inégalité (2.-7) correspond au schéma numérique (2.-6). Ainsi,
Ei+FEy=0c¢t

= —Eio+E1—FEyo+ Eay — Eay + Eo,
< |Eyo— Ei|+ |Eyo — Ea 1|+ |Eaq — E|.
1 ) 2 )
En posant V}lLAt = I/h —H/h At+Vh At—i-yh '\ bour ¢(r) = 7, et puisque V,‘fAt, VZAt, I/}?At
vérifient les inégalités (2.-117), (2 5), (2 132), la premiere inégalité de la Proposition
2.5 suit. Nous remarquons qu’en appliquant la méme technique nous pouvons montrer
que la formulation faible discrete (2.-99) sur fj, est encadrée par deux mesures bornées.
Finalement, pour une fonction ¢ convexe quelconque compte tenu de 'inégalité

(2.-7) et E1 + E5 < 0, nous obtenons

0 0
— qb(fh)(— —i—‘ua—@ + En(t, ) 8f>dtdxdv —/ &(fo(z,v))p(0, z,v)dzdv
Q
= El,o + Es
< FEio—FE1+Esg— k21 + FEo1 — Ea,
< |Evo— Ei|+ |Eyo — Ea 1| + |Eaq — Eof.
En prenant la fonction ¢(r) = r2, localement lipschitzienne, nous pouvons appliquer

les inégalités du Lemme 2.1 : en posant Vh,At = y,‘f + y,‘fit + V}?it + y,‘fit et les

estimations (2.-117), (2.5), (2.-132), nous obtenons le résultat.
O

A partir de cette proposition, nous obtenons le théoreme suivant qui donne une
estimation d’erreurs sur I’approximation numérique. Afin de simplifier I’étude, nous
supposons que la solution de I’équation de Vlasov est & support compact par rapport
a la variable de vitesse.

Théoréme 2.2 Soient fo(xz,v) appartenant ¢ W °(Q) et (Mp)pso une suite de
maillages de lespace des phases, At le pas de temps satisfaisant la condition de sta-
bilité (2.1) : il existe £ €]0,1[ tel que

At

Avi Ao, -(Avj Jvj| + Az |E]|) <1 =€, ¥(i,5) € I x J,¥n e IN.

Considérons approximation numérique obtenue a partir du schéma volumes finis

(2.-6), puis notons f(t,z,v) la fonction de distribution discrete et Ep(t,z) le champ
électrique discret donné par (2.2). Alors,

/ Ot 2,0) — fult, 2, 0) 2dtdwdy < Cor(BY? + ALY + Chllfo — Fu(0)] 2.
T
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Preuve : puisque la dozmée initiale est supposée étre a support compact, pour un
temps T' < +00, il existe R > 0, tel que

Y(t,x) € [0,T[x]0, L], supp(f(tm,.)) C B(0,R).

De plus, en utilisant la régularité de la donnée initiale, la solution de ’équation de
Vlasov-Poisson (F, f) est unique et f appartient & W5h°(Qr). Pour toute fonction
RS WCI’OO(QT), nous avons

do Oy O
/ PGS ) Jardsao + /Q F2 (@, 0)p(0, 2, v)dady

= -2 f(E, — E)go(t,x,v)a—fdtda:dv.
Qr ov

Compte tenu de la premiere inégalité de la Proposition 2.5 avec ¢ € We °(Qr), alors
la fonction de distribution f ¢ appartient a I’espace 4% "°(Qr). Nous pouvons donc
I'utiliser comme fonction test :

dp Oy Iy
-2 /QT fuf (a +wv Iz + En(t,z) %>dtd$dv -2 /Qfg(a:,v)go(o,x,v)da:dv

0
> -2 < v o [Vewn(f9)] > 2 /Q In(E - Eh)sou,x,v)a—fdtdxdv.
T

Ensuite, a 'aide de la deuxieme inégalité de la Proposition 2.5, nous déduisons que
f7 vérifie

0 g )

- _ E i
/ h(at +oo- w(t, ) av)dtdxdv+/Qf0(:c,v)gp(o,x,v)dm
= =< VfQL,At’ IVizwpl >

Finalement, il vient en additionnant membre a membre les deux inégalités ci-dessus

dy Oy Op
o 2
/QT ‘f fh‘ ( 8t v Eh(t’ .T) 81} ) dtdl‘d?}

oz
aof
> =2 | (fo— 1) (Ep— E)p-dtdzdv
- ov
=2|fli00 < Vh At [ Vieaw@l > = < Vi pp Vil > - (2.-149)

Posons alors a = 5H%H L~ LR et w = max(2R;2L) et considérons une fonction
k € CY(IRT;[0,1]) telle que

1 sire[0,R+wT),
k(r) = )
0 sire[R+wT +1,+00]
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et k'(r) <0 Vr € IR". Nous construisons alors

E(|(z,v)| +wt)e™ " si(t,z,v) € Qr,

o(t,xz,v) =
0 sit>T.

La fonction ¢ n’est pas dans I’espace we *°(Qr), mais une technique de régularisation
habituelle montre qu’une telle fonction peut étre considérée [18]. En utilisant cette
fonction ¢ comme fonction test, nous calculons chaque terme de l'inégalité (2.-149).
D’abord, puisque le champ électrique discret est calculé a partir du noyau de Green,
I'inégalité suivante a lieu

‘E(t7$) - Eh(tvx)‘ = ‘ /QK(J:73/)[f(t7yvv) - fh(tvyvv)]dydv|7

IN

/Q\f(t,y, — fu(t,y,v)|dydv.

Alors, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

‘2 / (= 1) (B~ B)p 22 ey
1/2 1/2
< H ||Loo (/ Ifh—f\%dtdxdv> (/ (Eh—E)ngdtda:dv>
QT T

IN

D\1/2 8f 2 1/2
2RI i ([ 1= SR abasar)
T

1/2
( / |fh<t,y,w>—f(t,y,w>|2so<t,x,v>dtdwdvdydw) .
QrxQ

Puisque k(.) = 1 lorsque (¢, x,v) € [0,T[x]0, L[xB(0, R), il vient

2 [ th-niEn-e s

T

dtdxdv

1/2
< aLB|D ) (/ \fh—f\%dtda:dv)
Qr

1/2
( | et - ey dtdydw) ,

IN

4LR || HL°° / |f — fh\2 edtdxdv.
Qr
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Ensuite, nous calculons les dérivées

g—f(t,x,v) = Wk (|(z,v)| +wt)e " — ak(|(z,v)| +wt)e >,
9 ow) = — " K (|(@0)| + wt) et
Oz (2, )] ’ ’
9 o) = — K (|| + wt) et
T (2, )] ’ '

En remplagant les dérivées par leur expression, nous obtenons finalement

/ = Fal2 K, 0)] + wit) et (w + L8 B2y G

Qr |(z,v)|
— / \f = ful? k(| (z,0)] +wt) e dtdzdv
Qr
>4 ||%|LOOLR/ 1 — Ful2 k(| (2, 0)] + wit) e dededv
81} Qr
2 fl1,00 v a0 (10,110, L[x B(O, R)) = 1 5 (10, T[x]0, L[x B(0, R) ).
Mais comme k' < 0 et w = max(2R; 3L), le terme suivant est positif :

ve + Ep(t,x)v
|(,v)]

Or, k(|(z,v)| + wt) = 1 lorsque (t,z,v) € Qr et a« =5 ||%||Loo LR, ce qui permet
d’établir le résultat :

>0

9

/ et |f — ful?dtdzdv < Cyr [V,llﬁAt([O,T[x]O,L[xB(O,R))
+ ug,At([o,T[x]o,L[xB(O,R))].

A Daide des majorations sur 1/,% Ar et 1/,]; A; €tablies par la Proposition 2.5, nous
complétons la preuve. O

2.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé un schéma de type volumes finis pour la
résolution numérique de I’équation de Vlasov-Poisson dans l'espace des phases (z,v).
La simplicité de ce schéma permet de montrer la convergence vers la solution du
systeme. L’utilisation de la formulation faible du probleme nécessite seulement une
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estimation de la fonction de distribution dans I'espace L' N L>; ce qui permet de
traiter la plupart des applications physiques (voir par exemple les problémes de fais-
ceaux de particules). Nous avons choisi d’étudier, par souci de clarté, le probleme de
Vlasov-Poisson avec des conditions aux limites périodiques en la variable x. Cepen-
dant, la démonstration s’adapte au probléeme de Cauchy sur tout l’espace et pour
des solutions faibles moins régulieres puisque nous n’utilisons pas les courbes car-
actéristiques [7] (mais dans ce cas, il n'y a pas, en général, unicité de la solution). La
démonstration des estimations d’erreurs convient bien a ’équation de Vlasov puisque
la formulation faible est satisfaite pour toute fonction ¢(f;,) avec ¢ convexe et locale-
ment lipschitzinne, ce qui suffit & démontrer le résultat. Nous évitons ainsi de faire
appel a I’arsenal utilisé pour les équations hyperboliques non linéaires, c’est-a-dire des
formulations faibles, entropiques et discretes.

La méthode de convergence s’applique relativement facilement aux problémes en
dimension supérieure et pour des maillages non cartésiens, pourvu que le maillage
de l'espace physique soit le méme pour le calcul de la fonction de distribution et
des champs, de maniere a éviter des formules d’interpolations entre les maillages.
Les difficultés se situent plutot dans 'obtention d’estimations a priori sur les champs
électromagnétiques autoconsistants ou sur les quantités de la forme | Rt fY(v)dv pour
traiter la non linéarité particuliere de I’équation de Vlasov couplée avec les équations
de Poisson ou de Maxwell.

Dans le cas du systeme de Vlasov-Poisson, il est possible de montrer une estimation
sur le gradient du champ électrique puisque le caractere elliptique de 1’équation de
Poisson permet de gagner de la régularité a condition d’avoir une estimation sur la
densité de charge p, obtenue a partir de la conservation de ’énergie du systeme. Pour
montrer la convergence, il faudrait ensuite établir une majoration sur %—? a laide de
la version discrete de I’équation de continuité

9
V(t,z) € RT x RY, a—f+v-j=0.

Une estimation de 88% n’est pas évidente a établir pour des maillages non structurés.

Pour le systeme de Vlasov-Maxwell, il n’est pas possible de montrer la convergence
forte des champs électromagnétiques puisque les équations de Maxwell ne permettent
pas de gagner en régularité. L’espoir est donc de donner une version discrete des
lemmes de moyenne pour établir la convergence forte du terme | re [ (v)dv.

Concernant les résultats numériques, le schéma présenté dans ce chapitre est seule-
ment d’ordre un et ’évolution de la fonction de distribution n’est pas suffisamment
précise. De plus, la condition de stabilité sur le pas de temps peut devenir tres re-
strictive si le support de la fonction de distribution en vitesse est grand. Au chapitre
suivant, nous proposons une méthode de conservation des flux directement inspirée
de ce schéma : nous discrétisons les flux sur le bord de chaque cellule par un schéma
d’ordre élevé, puis pour éviter une condition CF'L, nous utilisons les courbes car-
actéristiques.
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Chapter 3

Quelques schémas conservatifs
pour ’équation de Vlasov.

3.1 Introduction.

L’équation de Vlasov décrit I’évolution d’un systeme de particules soumises aux
champs électromagnétiques extérieurs et autoconsistants générés par le déplacement
des particules. L’inconnue f(¢,z,v), dépendant du temps t, de la position z et de la
vitesse v, représente la fonction de distribution des particules (électrons, ions,...) dans
I’espace des phases. Ce modele est couramment utilisé pour 1’étude de la propagation
des faisceaux de particules ou en physique des plasmas.

La résolution numérique de 1’équation de Vlasov s’effectue le plus souvent a l'aide
de méthodes particulaires (Particle In Cell) qui consistent & approcher le plasma ou
I’ensemble des particules formant le faisceau par un nombre fini de macro particules.
Les trajectoires de ces particules sont calculées a partir des courbes caractéristiques
données par ’équation de Vlasov, tandis que les champs extérieurs et autoconsis-
tants sont approchés sur un maillage de ’espace physique. Pour une description plus
détaillée, le lecteur est renvoyé au livre de Birdsall et Langdon [2]. Ces méthodes per-
mettent la plupart du temps d’obtenir des résultats tres satisfaisants avec un nombre
relativement peu élevé de macro particules. Cependant, il est bien connu que le
bruit numérique généré par ce type de méthodes est trop important pour décrire
précisément la fonction de distribution dans l’espace des phases. De plus, ce bruit
numérique décroit seulement en 1/ VN lorsque le nombre de particules N croit. Pour
remédier a ce genre de probleme, des méthodes discrétisant 1’équation de Vlasov sur
un maillage de l'espace des phases ont été proposées. Parmi celles-ci, la méthode
de transformation de Fourier en (z,v) est basée sur 'utilisation de “Transformés de
Fourier Rapides” (Fast Fourier Transform) de la fonction de distribution dans I’espace
des phases, mais est seulement valide pour des conditions de bords périodiques [12, 13].
En effet, pour les problémes non périodiques, des oscillations de Gibbs se forment sur
le bord et se propagent a I'intérieur du domaine. Une méthode de type éléments finis a
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62 3 Quelques schémas conservatifs pour I’équation de Vlasov.

aussi été proposée [21, 22]. Celle-ci est particulierement adaptée pour le traitement de
problémes dans des géométries complexes rencontrés dans la plupart des applications,
mais nécessite la résolution numérique d’un systéme matriciel a chaque itération ce
qui est un inconvénient pour la résolution de I’équation de Vlasov en dimension élevée.
La méthode semi-lagrangienne, qui consiste a calculer la fonction de distribution sur
les noeuds d’une grille de ’espace des phases en suivant les courbes caractéristiques,
est également utilisée. Pour connaitre la valeur de f a l'origine de la caractéristique,
une méthode d’interpolation d’ordre élevé est nécessaire. E. Sonnendriicker et al.
[18, 19] ont proposé la reconstruction a l'aide de splines cubiques, ce qui permet
d’obtenir de tres bons résultats en terme de précision. Cependant 'utilisation de ce
type d’interpolation détruit le caractere local de la reconstruction. Nakamura et Yabe
ont pour leur part présenté la méthode CIP (Cubic Interpolated Propagation), qui
est basée sur I'approximation des gradients de la fonction de distribution dans le but
d’utiliser une interpolation de type Hermite [20]. Cette méthode est tres cotiteuse en
place mémoire puisqu’elle nécessite le stockage de f, V. f et V,f. Un autre schéma
pour 'approximation de I’équation de Vlasov est la méthode FCT (Flux Corrected
Transport) proposée dans [5, 6] ou plus récemment la méthode FBM (Flux Balance
Method) [9] : l'idée de base de ces méthodes est de calculer la moyenne de la solu-
tion de I’équation de Vlasov par un schéma conservatif sur chaque cellule de la grille
discrétisant I’espace des phases.

L’inconvénient commun & l’ensemble de ces méthodes est la non préservation
de la positivité, ce qui représente un désavantage pour des simulations en temps
longs puisque des oscillations numériques peuvent se développer. Dans un premier
temps, 1'objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numériques, les
méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d’obtenir une approxi-
mation précise de la fonction de distribution dans ’espace des phases, la conservation
de la masse globale (nous parlerons plutot de conservation du nombre de particules), la
préservation de la positivité. De plus, nous proposerons des méthodes d’interpolations
locales, ce qui permettra une parallélisation plus directe. Ensuite, nous présentons
différents types d’interpolations locales pour la méthode semi-lagrangienne. Ces
méthodes doivent donner une description aussi précise que la reconstruction par spline
cubique tout en conservant l'aspect local de 'interpolation. Enfin, nous introduisons
un nouveau schéma aux différences finies issu de la dynamique des fluides (équation
d’Euler incompressible en dimension deux) qui conserve les propriétés de 1’équation
de Vlasov et que nous stabilisons par ’ajout d’un terme de collisions.

Ce chapitre s’organise de la maniere suivante : dans une premiere partie, nous
décrivons brievement ’équation de Vlasov en rappelant quelques propriétés de la so-
lution comme la conservation de ’entropie cinétique, les normes LP de f et I'énergie.
Ensuite, nous présentons différentes méthodes conservatives pour la discrétisation
d’une équation de transport et plus particuliecrement de I’équation de Vlasov-Poisson,
en utilisant les courbes caractéristiques. Nous donnons différentes techniques de re-
construction qui permettent de controéler les oscillations numériques. Dans la derniere
partie, nous présentons des résultats numériques en dimension deux et quatre, dans
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I’espace des phases pour comparer les schémas en terme de précision et de temps de
calcul.

3.2 L’équation de Vlasov.

L’évolution de la densité d’'une seule espece de particules f (¢, z,v)dz dv dans 'espace
des phases (z,v) € RYx RY, d =1, ..,3, est donnée par 1’équation de Vlasov,

of

E—l—v'vxf—l—F(t,a:,v)-VUf:O, (3.0)
ou le champ de force F(t,z,v) est couplé avec la fonction de distribution f, ce qui
donne un systeme non linéaire. Nous mentionnons les modeles de Vlasov-Poisson (VP)
et Vlasov-Maxwell (VM) décrivant I’évolution de particules sous Deffet des champs
électromagnétiques autoconsistants : nous définissons d’abord la densité de charge
p(t,z) et la densité de courant j(¢,z) par

p(t,z) = q/le flt,z,v)dv, j(t,z) = q/]Rdvf(t,x,v)dv, (3.0)

ou q est la charge d’une particule. Le champ de force est donné pour ’équation de
Vlasov-Poisson par

F(t,z,0) = L E(t,z), E(t,z)=-Vad(t,z), —Agp=L, (3.0)
m €0
ou m représente la masse d’une seule particule. Pour I’équation de Vlasov-Maxwell,

nous avons
F(t,z,v) = % (E(t,z) +v AB(t,z)) (3.0)

et E, B sont solutions des équations de Maxwell

( OF ]
a——c2V><B:—L,
ot €0

OB
9B _ 3.1
o +VXE=0, (3.1)

v-E=L v.B=0,
€0

avec la condition de compatibilité

9p
—+V-5j=0, 3.1
v j (3.1)
qui est automatiquement vérifiée par la solution de 1’équation de Vlasov.
Nous rappelons maintenant quelques estimations classiques sur les équations de

(VP) et (VM). D’abord en supposant que la donnée initiale fy(z,v) est positive,
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la solution f(t,z,v) reste positive au cours du temps. FEnsuite, en observant que
divg , (v, F(t,z,v)) = 0, nous déduisons immédiatement que pour toute fonction 5 €
CY(R*, R"),

d

— B(f(t,z,v))dzdv =0, Vtc IR".
dt Jipix R
En particulier toutes les normes LP de f, pour 1 < p < 400, sont préservées. De plus,

en prenant 5(r) = r In(r), nous obtenons la conservation de l’entropie cinétique

d d

—H(t) = —
al® =3

/ ft,z,v) In(f(t,z,v))dedv =0, Vte R".

R R?

Ensuite, en multipliant ’équation de Vlasov par |v|? et en intégrant par parties, nous
démontrons la conservation de I’énergie pour I’équation (VP)

d

— f(t,z,v) v dzdv + Eo/ |E(t,x)|*dr =0, Vtec IR,
dt JiRix rd R

Finalement, nous remarquons que ’équation de Vlasov, couplée avec 1’équation de
Poisson, conserve également la masse globale et 'impulsion,

d 1 B n
p demdf(t,x,v) < y >da:dv—0, Vte IR™.

3.3 La méthode de conservation des flux.

Nous introduisons un nouveau schéma conservatif pour la discrétisation d’une équation
de transport. Nous proposons ensuite plusieurs techniques de reconstruction. Con-
trairement aux méthodes eulériennes classiques de type différences finies ou volumes
finis explicites en temps, la méthode que nous proposons n’est pas contrainte par une
condition C'F'L sur le pas de temps puisque nous utilisons les courbes caractéristiques.
Le couplage de I’équation de Vlasov avec les équations de Poisson ou de Maxwell
provoque la “filamentation” de la fonction de distribution dans I’espace des phases,
ceci constitue la principale des difficultés dans la construction d’un schéma numérique
pour ’équation de Vlasov. En effet, la fonction de distribution f(¢,x,v) est constante
le long des courbes caractéristiques qui deviennent si proches les unes des autres
que les régions de l'espace des phases ou f(t,z,v) prend des valeurs différentes se
rapprochent et de forts gradients sont ainsi générés. A partir d’un certain temps,
la grille de I'espace des phases devient trop grossiere pour suivre ces filaments de-
venus trop fins. Les différentes méthodes présentées brievement dans l'introduction
ne possedent pas de mécanismes pour distinguer les oscillations numériques de ces
filaments. L’algorithme devrait effectivement étre d’ordre élevé lorsque le concept
d’ordre est relié a celui de la précision et devrait controler les oscillations lorsque les
gradients deviennent trop forts ou lorsque la fonction de distribution tend vers zéro.
La méthode conservative mise au point est basée sur ces principes.
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Le point de départ de notre méthode est la méthode FBM (Flux Balanced Method)
[9], qui discrétise I’équation de Vlasov sous sa forme conservative : nous observons
d’abord qu’en utilisant un schéma a pas fractionnaire en temps, nous pouvons nous
restreindre, sans perte de généralités, a une équation de transport en dimension une

Of + 0, (u(t,x) f) =0, V(t,z) € R" X [Tmin, Trmaz)- (3.1)

Nous supposerons que le champ de vitesse u(t, z) est suffisamment régulier, par exem-
ple u(t, ) est continue en (¢, z) et localement lipschitzienne en z. Ainsi, nous pouvons
définir, au sens classique, les courbes caractéristiques correspondant a ’équation de
transport et solutions du systéeme d’équations différentielles

{ —(s) = (s, X(s)), (3.1)

Nous notons par X (s,¢,z) la solution de (3.3) et considérons le jacobien J(s,t,x) =
0. X (s,t,z). Dans [4], les auteurs montrent que le jacobien J(s,t,x) est strictement
positif pour tout (s,t,7) € IRT x IRT x IR et la solution de '’équation de transport
(3.3) s’écrit

flt,x) = f(s,X(s,t,x)) J(s,t,x), (3.1)

ce qui exprime la conservation du nombre de particules le long des courbes car-
actéristiques

VK CR, /K f(t )z = /X L (3.1)

X(s,t, K)={yeR: 3FzeK y=X(stz2)}

Cette propriété reste vraie en dimension supérieure, d > 1. Maintenant, nous in-
troduisons une suite de points (z;11/2)ic; du domaine de calcul [Zpin, Tmaz| et nous
posons Az = x; 1/ — Ti_1/2 et C; = [¥;_1/2,T;41/2]. Supposons que les valeurs de la
fonction de distribution soient connues au temps t"* = n At, nous trouvons les nou-
velles valeurs au temps t"*! en intégrant 1’équation de Vlasov sur chaque intervalle
discret. Ainsi, en utilisant la propriété de conservation des particules (3.3) et en rap-
pelant que le jacobien z +— J(t",t"*! z) est strictement positif, nous obtenons sur
chaque intervalle

Tit1)2 Xt wi g 9)
/ fE" T ) de = / ft", z)dx.

i—1/2 X tntla, )

Alors, en posant
Tit1/2

@,H_l/g(tn) = / f(tn7l’)dl‘7

Xt q0)
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nous décrivons la conservation de la masse :

Tit1/2 Tit1/2
/ F w)de = ;_y (") + / ft" @)dr — @ipqp2(t"). (3.1)

Ti—1/2 Ti—1/2

L’évaluation de la moyenne de la solution sur [z;_j/2,%;11/2] permet d’ignorer les
détails de la solution exacte qui peuvent étre tres coliteux & estimer.

En général, nous ne pouvons pas donner une expression explicite des courbes
caractéristiques, il est donc nécessaire d’introduire une discrétisation en temps du
systeme d’équation différentielle ordinaire (3.3). En utilisant un schéma saute-mouton
d’ordre deux, nous aboutissons a la résolution d’un probléme de point fixe , dans lequel
nous cherchons 2" = X (t",t"*!, x;,15) tel que

tn+1/27 n+1/2)’

Tip1/0 — 2" = Atu( x
nL/2 _yn ﬁ’ Lr1/2 i)/ + “"n'

2 2

Ce probleme peut étre résolu de maniere itérative en utilisant un point fixe de New-
ton. Nous remarquons que la plupart du temps, pour les équations de transport
en cinétique, le schéma en temps a pas fractionnaire permet d’éviter cette situation
puisque les courbes caractéristiques sont des droites ou peuvent étre calculées ex-
plicitement.

La principale étape consiste maintenant a choisir une méthode efficace pour recon-
struire une approximation de la fonction de distribution a partir des valeurs moyennes
sur chaque intervalle C;. Dans [9], E. Fijalkow utilise seulement une interpolation
linéaire, mais cette méthode ne conserve pas la positivité et ne permet pas de controler
les oscillations numériques. La méthode proposée par J. P. Boris et D. L. Book [5],
faisant appel aux limiteurs de pentes classiques comme “minmod” et “superbee”, est
trop dissipative pour obtenir une description précise de la fonction de distribution ou
au contraire les méthodes non-dissipatives pour les équations de transport [8] devi-
ennent instables. Ici, nous utiliserons une reconstruction via primitive : soit F'(t",.)
une primitive de la fonction de distribution f(¢",.), nous noterons par

e AL
i = — t 7:C x?
Az Ti—1/2
ainsi, F(t",2;41/9) — F(t", 2;_1/2) = Az f]', et
i
F(t",mip1p2) = Az > fi =}
k=0

Dans la suite, la variable en temps t" agit comme un simple parametre, elle sera donc
abandonnée. Nous présentons deux méthodes de reconstructions différentes.
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3.3.1 La reconstruction ENO.

La méthode ENO (Essentiellement Non Oscillante) a été introduite par Harten et
al. dans [11]. Elle est couramment utilisée pour la discrétisation des équations hy-
perboliques et permet de controler les oscillations numériques lors de 'apparition de
discontinuités. Contrairement aux équations hyperboliques classiques, I’équation de
Vlasov ne développe pas de chocs, mais de forts gradients peuvent apparaitre dans
I’espace des phases. La reconstruction de type ENO parailt bien adaptée pour traiter
ce type de probleme. Nous rappelons d’abord les formules de différences divisées qui
jouent un réle important pour la mise au point de 1’algorithme
F[$i+3/27 -~7$i+p+1/2] - F[$i+1/27 ~7xi+p71/2]

F[l‘z‘+1/2,33i+3/27 --7$z‘+p+1/2] = )
Litp+1/2 — Lit1/2

Flzig2] = F(zig1)2) = wi.
(3.0)
Pour une fonction F' satisfaisant les propriétés pour p > 1,

e Si F(z) € CP([wi41/2; Titp+1/2]), alors

1 dPF
p! dzp

(©)-

SRQIS [xi+1/27$i+p+1/2]7 F[$i+1/27xi+3/27 "7xi+p+1/2] =

e Si la k-éme dérivée de F(x) est discontinue pour 0 < k < p sur lintervalle
[xi+1/27 $i+p+1/2], alors

Flzip1/2, Tigs/2, - Tigpr1/2] = O(Az* ) [wh)]

ot [w®)] représente le saut de la k-eme dérivée. La reconstruction de type ENO
consiste alors a choisir le “stencil” (points d’interpolation) pour lequel I’approximation
est la plus réguliere, c’est-a-dire pour laquelle la différence divisée est la plus petite
en valeur absolue sur I'intervalle [z;_/2,Z;41/2]. Nous définissons d’abord g¢;(x), le
polynéme de degré un, interpolant la fonction F'(x) en x;_; /2 €t Tip1/2,

W; — Wi—1
q1(z) = wi—1 + (v — 25_12) #7

et posons dj(i) = i. Nous raisonnons maintenant par récurrence, supposons que le
polynéme de degré k interpolant la fonction F'(x) aux points

Ty (i) —1/25 -+ Ly, (3)+k—1/2

soit connu. Pour déterminer le polynome g1 (), nous considérons les k + 2 points
obtenus en ajoutant aux précédents le premier point a gauche ou le premier point a
droite et choisissons le point d’interpolation pour lequel la différence divisée est la
plus petite en valeur absolue

N di(i) = 1 st [Fmg, (y—3/25 - Ty (i) +k—1/2]] <N [Tay6)=1/25 - Ty, ())+k+1/2] |5
i1 (i) = { dy(7) sinon.
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Nous continuons l'algorithme jusqu’a atteindre ’ordre souhaité. A partir de cette
reconstruction, nous établissons la propriété démontrée par A. Harten et al. [11],

Proposition 3.1 Nous supposons que la fonction F(x) est r+1 continuement dérivable
et définissons Fy,(x), son approximation polynomiale par morceaux telle que

Vo € [mi_1/2,Tiy1/2],  Fu(®) = ¢r(2),

ot qr(z) est le polynome de degré r construit en suivant l’algorithme précédent.

Alors,

d*q, d*F
. T;(x) = — @)+ 02" R), o<k <,

o ¢r(Tj112) = F(xjq12), Vi €{dri)y—1/2, > dr(iy4r—1/2}

e g.(x) est une approximation non oscillante au sens suivant

TVIig:()] < TVIF()] + O(Aaz"),

ot la variation totale de la fonction F(.) est le nombre défini par la limite supérieur
du tauxr d’accroissement de F,

TVI[F(.)] = limsup é / |F(z+¢)— F(z)|dx.

e—0

Nous renvoyons a [11] pour la démonstration. Cette derniere inégalité permet de
controler les oscillations numériques a 'ordre 7 + 1. A partir de cette approximation
d’ordre élevé, nous pouvons approcher le flux de particules ®;, /Q(t”) par

Tit1/2

Doyt o(t) = / FE 2)dr = Fy(wir o) — Fa(X(E 07 20 2)-

X(@rtntla;9)

Cette méthode a été implantée jusqu’a 'ordre quatre. Ce n’est pas un schéma positif,
mais les oscillations numériques sont atténuées.

3.3.2 La méthode Positive et & Flux Conservatif (PFC).

Comme précédemment, nous utilisons la reconstruction via primitive, mais le “stencil”
est désormais fixé. Pour assurer la préservation de la positivité et le principe du
maximum dans I’étape de reconstruction, nous introduisons des correcteurs de pentes.
En effet, c’est seulement en sacrifiant le principe d’ordre élevé que nous pourrons
espérer obtenir un schéma positif.

Dans la suite, nous notons par foo = njaealx{ fit-
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Une approximation d’ordre deux. Supposons pour simplifier que la vitesse de
propagation u(¢, x) soit positive, nous construisons alors une premieére approximation
de f, d’ordre élevé sur I'intervalle [z;_; /9, T;11 /] en utilisant les points {z;_1 /2, ;112
Tip3/2) et la propriété w; —w;—1 = Az f; :

— 1 . -
Fp(z) =wi1+ (@ —x_1p2) fi + 5(33 —io1/2) (@ = 33”1/2)]0423: :

Ainsi, par dérivation, nous obtenons une approximation d’ordre élevé de la fonction
de distribution sur I'intervalle [z;_; /9, Z41/2] :

rd dF i i
Talo) = U0 @) = fit (@ e TS

Mais, cette approximation ne satisfait pas le principe du maximum et des oscillations
numériques peuvent apparaitre, nous introduisons alors les correcteurs de pentes

min (152 fi/(firr = ) i firt = fi >0,

(3-1)
min(1; =2 (foo — fi)/(fi+1 — fi)) si fix1— fi <O.

€ =

Nous définissons alors une nouvelle approximation, ou les pentes sont atténuées lorsque
la solution devient moins réguliere,

(@) = fi + ez — l“z)fZHAJ: fl, Vz € [331'71/2795%1/2]- (3-1)

A partir de cette reconstruction, nous pouvons démontrer la proposition suivante

Proposition 3.2 L’approrimation numérique définie par (3.3.2) satisfait :

e La conservation locale de la masse : pour tout i € I, fiil/; fr(x)dx = Az f;.

e Le principe du mazimum : pour tout T € [Tmin, Tmaz], 0 < frn(z) < foo-

De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors l’estimation globale suivante a lieu

[ ) = T@)lds < Ax 31 - elfins — £l < TV() A

i

Définissons une approximation du flux ®;,,/5(t") : nous recherchons d’abord
Pintervalle Cj tel que X (", t" "1, x4 /5) € Cj et posons oy = @11 /o= X (", 1", 2,11 /),
lequel satisfait 0 < a; < Ax et le flux de particules est donné par

Bap) = [ gz =ai[f+ S0 55 G- )] + Ae 3 i

j+1/2 k=j+1
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Par symétrie, nous obtenons une approximation de ®;,4 /g(t”) lorsque la vitesse de
propagation u(t,r) est négative, en posant o; = x;_y/5 — X(t”,t”“,a:iﬂ/g), alors
—Azrx <a; <0et

Tit1/2 € o i1
i10(t") = / [ x)de = o; [f - 53 A+ ) s —fiD)] + Az > i,
Tj—1/2—% k=i+1
ol €; est donné par
min (12 (foo — f5)/(f; = fi=1)) sifj— fj—1 >0,
¢ = ( J)/( J J 1)) J Jj—1 (3-1)

min( 1; -2 fj/(fj — fj—l)) si fj — fj_l < 0.

Une approximation d’ordre trois. Nous généralisons maintenant la méthode
précédente a l'ordre trois. Sur lintervalle [z;_;/9,7;11/2], nous utilisons les points
d’interpolation {xi,g/g,fci,l/g,wiﬂ/g,x”g/g} pour approcher la fonction primitive,
et introduisons des correcteurs de pentes pour finalement définir une nouvelle approx-
imation : pour tout z € Cj,

fulw) = f, (3.0
Jr
+ GZxQ |:2 (.1‘ — .I‘Z)(.T — .I'Z',g/g) + (.1‘ - J}Z‘,l/g)(l' - xi+1/2):| (fi'i'l o fl)
- 62332 [2 (= z)(x — Tipsye) + (2 — Tim1y2) (@ — xi“/Q)} (fi = fim):
avec les correcteurs de pentes
in( ;2 f;/(fix1 — fi i firr = i >0,
o[ 0) o

min(1; =2 (foo — fi)/(fix1 — fi)) si fiv1 — fi <0,
et
min (12 (foo = £)/(fi = fi1)) s fi = fir >0,

(3-2)
min(1; =2 f;/(fi — fi—l)) si fi — fi-1 <0,

Proposition 3.3 L’approzimation de la fonction de distribution fn(x) définie par
(3.0)-(3.3.2) et construite en utilisant la méthode d’interpolation d’ordre trois satisfait

e La conservation locale de la masse : pour tout i € I, f;-il//; fu(x)dx = Az f;.

e Le principe du mazimum : pour tout T € [Tmin, Tmaz], 0 < frn(x) < foo-

De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors l’estimation globale suivante a lieu

/ T @) = Ful)| de < ATV(f) Ax,

min

ou f,, désigne l'approzimation d’ordre trois de f sans correcteur de pente.
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Preuve : considérons = € C; = [x;_1/2, Ti11/2] et notons par

a(r) = ALJSQ [2 (z —z)(x —2i_3p0) + (. — xi_12) (7 — 132‘-1—1/2)]:
Ba) = g [2(e = 2@ ~ i) + (@~ Tyj2) (@~ T

Il est alors facile de vérifier que

Tiy1/2 Tit1/2
/ a(z)dr = / B(x)dx =0,
Ti-1/2 Ti—1/2

ce qui donne la conservation locale de la masse ou du nombre de particules sur chaque
cellule. Pour obtenir la préservation de la positivité en supposant que les valeurs (f;);
sont positives, nous observons que sur la cellule C;, la fonction «(x) est croissante
tandis que la fonction §(z) décroit et a(x), B(z) € [—1,2]. Nous décomposons alors
la fonction fj,(z) comme la somme de h(x) et de g(x), avec

& (firi— fi)|, et glx)= % 2 fi+ @Q—(ﬁ — fi-1)

a(z)

2

h(z) :% fi+

La fonction h(x) est une combinaison linéaire des valeurs f; et f;11, ainsi la positivité
de h(x) résulte de la valeur prise par €; . Nous raisonnons de la méme manitre avec
la fonction g(z) et €; , puis, prouvons que g(x) est positive. Finalement, la fonction
de distribution f;(x), qui s’écrit comme la somme de deux fonctions positives, est
positive.

En utilisant une décomposition similaire, nous pouvons démontrer que fj(x) est
bornée par foo.

Maintenant, il reste a prouver I'estimation globale sur la reconstruction positive en
fonction de I'approximation d’ordre élevé :

[ @) - Tl

min

— Z/ i+1/2 | (@) (1 — €M) [fix1 — fi] + B(@) (L —€)[fi — fim1] | du
7 Ti-1/2

< 2Az Z(l — &) fivr = fil + QA.’L‘Z(l — e fi — fitl

<

ANz Y | fis1 — fil 4D TV(f).
O

A partir de cette reconstruction, nous pouvons approcher le flux de particules
®;11/2(t"), en recherchant la cellule C; telle que X (", i /2) € Cj et en posant
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o = :L‘j+1/2—X(t”, tntl, ZCZ‘+1/2), 0 < a; < Az. Ainsi, pour une vitesse de propagation
positive nous obtenons

Tit1/2
Dip1pp(t") = / f(" z)dx
T

j+1/2_ai
Jr .
A Y fottaiff £ (1= 10 @ = 35 (e — £y)
k=j+1

tandis que lorsque u(t, z) est négative, en posant a; = x;_1 /5 — X (t", tnt, Tiy1/2), O
a—Azrz<a; <0et

Tit1/2
Diy10(t") = / f(t", x)dzx

Tj—1/2—

i1 + , ,
= Ar 3 fertas[fi— T - 2 1+ 15 (fa - )
k=i+1

€
—L e+ )+ 10 (- fi)].

Le schéma numérique PFC est alors completement défini.

Reconstruction en dimension supérieure. Nous présentons brievement ’algorithme

pour étendre la méthode en dimension supérieure (nous nous limitons ici a la dimen-

sion deux). Soit (4,7) € IN x IN, nous notons C; j = [z;_1/2, Ti11/2] X [Yj—1/2:Yj+1/2]»
une cellule de la grille du domaine de calcul. Nous posons ensuite pour z € [z;_; /2> Tig1 /2]

1 Yj+1/2 d Tit1/2 yg+1/2 dud

j—1/2 j—1/2

La fonction Fj(x) représente la primitive de f;(z) qui s’annule en x_j /5, alors

Fij(wip12) = Fj(zim1y2) = A fij, et Fj(wiqpq)0) = Al‘ka,j = Wi

Nous construisons alors une approximation de fj(x), notée g;(x), a 'ordre trois en
utilisant les correcteurs de pentes e ;ete

q;(x) = fi; (3.-14)
+
t L 2@ - m)w - i) + @ = )@ = 2ia2)| (s — fia)
i,j

T GAR [2 (. — @) (* — Tiggp2) + (T — 21 /0) (v — 33i+1/2)} (fij — fim14)
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avec
N min( 152 f; j/(fix1,j — fi,j)) si fiy1,; £ fij >0,
€i.j . .
’ min( 1 =2 (foo — fiy)/(fix1,j — fm’)) st fix1,j — fig <O

Ainsi, gj(z) est une approximation de Aiy fyy?”“ll//; f(x,y)dy. Nous réitérons le procédé
I

pour z fixé : nous posons F'(x,y) la primitive de f(x,y) par rapport a la variable y
qui s’annule en y_; /5. Elle vérifie donc

F(nyyj+1/2) = Ay ka(ﬂﬁ) = wj(ﬂﬁ)'
k=0

Nous obtenons finalement sur la cellule C; ; une approximation du type

In(z,y) = fi(x) (3.-15)
64-# xT
+ 2 ) [2 (Y =)y —yj—32) + (Y —yj_1/2)(y — yj+1/2)] (fi1(x) = fi(z))

6 Ay
B 6jA(z2 [2 (Y= Y)W — yjy372) + (Y — yj—1/2)(y — Z/j+1/2)] (fi(x) = fi—1(x)),

~— N

™M

ou fj(x) est donné par (3.-14) et les correcteurs de pentes

E;E(x) =

min(1:2 f5(@)/(f1(2) = () si fi1(@) = f(2) > 0,
min( 15 =2 (foo = f5(@))/ (1(2) = £i(2))) i fi1(2) = (@) < 0.

3.4 La méthode semi-lagrangienne.

Comme nous I'avons déja vu le “champ de vitesse” (v, E(t,z)) de 'équation de Vlasov-
Poisson est a divergence nulle (c’est également le cas pour Vlasov-Maxwell), ainsi
I’équation de Vlasov peut s’écrire sous la forme non conservative,

o L ow E(t,x).V,f=0, V R™ x R x R? 3.-17
E—H]' [+ E{tx)V,f=0, Y(t,xv)e X x IR (3.-17)
Cette équation indique que la fonction de distribution est constante le long des courbes
caractéristiques. En supposant que la solution est connue au temps t" = n At, elle
vérifie alors au temps " 1!

P w) = FE X 4 2, 0), V(47 2, 0)),

ot les valeurs (X (t", t" 1 x,v), V(#",t"! x, v)) représentent la solution du systéme
d’équations différentielles ordinaires correspondant aux courbes caractéristiques (qui
sont les trajectoires des particules). La méthode semi-lagrangienne est basée sur
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cette propriété. Elle consiste a approcher la fonction de distribution aux points de la
grille de 'espace des phases discrétisant le domaine de calcul (x;,v;);cs. Les valeurs
sont mises a jours a chaque étape de temps en calculant l'origine des caractéristiques
dans l’espace des phases (X(t”,t”“,xi,vi), V(t”,t”“,xi,vi)). Puis, a l'aide d’une
méthode d’interpolation d’ordre élevé, nous reconstruisons la fonction de distribu-
tion sur tout I’espace de maniere a calculer une approximation précise de la valeur
a lorigine de la caractéristique. Dans des travaux précédents [18], une méthode
d’interpolation par spline cubique a été utilisée. Cette méthode donne des résultants
tres satisfaisants du point de vue de la précision, mais a le désavantage d’étre globale,
c’est-a-dire que toutes les valeurs de la fonction de distribution sont utilisées pour
la reconstruction sur une cellule, ce qui provoque d’importantes communications en-
tre les processeurs lors de calculs paralleles. Nous voulons ici mettre au point une
méthode locale pour améliorer la vitesse de calcul tout en gardant une bonne précision.
Pour simplifier la présentation, nous nous limiterons au cas unidimensionnel, mais les
méthodes d’interpolations présentées ici peuvent facilement s’étendre a la dimension
supérieure. Dans la suite, nous supposerons que la fonction de distribution est connue
au temps t" sur la grille :
[, =) =f", Viel

et présenterons deux méthodes de reconstruction basées sur linterpolation de La-
grange et d’Hermite.

3.4.1 L’interpolation de Lagrange.

Nous cherchons une approximation continue de la fonction f(¢",.), notée f, telle que
Viel, fu(xi) = fi' et Vo€ [x,Xip1], fu(z) = qn(),

ou le polynéme g, (z) appartient & Pay,q1[X;,Xi+1], c'est-a-dire & lensemble des
polynémes de degré 2m + 1 sur l'intervalle [x;,x;+1]. Nous choisissons uniquement
les polynomes de degré impair de maniere a construire un schéma centré. En ef-
fet, ’ensemble des points utilisés pour construire le polynoéme ¢,,(z) sur Uintervalle
[X;,X;41] est

{Xicmy o X, Xig 150 Xit 14m }

et gm(x) est de la forme suivante

2m+1 k
Qm(x) — Zn—m + Z f[Xi—ﬂ”w "'7Xi7m+k] H(m - Xi7m+l)a
k=1 =0

ot f[Xi—my -y Xi—m+k| est donnée par la formule des différences divisées que nous
avons déja rencontrée

S Xi4] = SIXiv1, - Xip] — fxi, --7Xi+p*1]7 (3.-18)

Xit+p — X4
flxi] = f(xi).
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Cette méthode d’interpolation donne une approximation qui est simplement continue.
Il est donc nécessaire d’utiliser un polynéme de degré assez élevé pour mettre au point
un schéma suffisamment précis (m au moins supérieur a 2). Cette méthode a été im-
plantée jusqu’a m = 4, c’est-a-dire un polynome de degré neuf.

A partir de cette reconstruction, nous pouvons définir une approximation de la fonc-
tion de distribution au temps ¢"*! en chaque point de la grille de I'espace des phases.
Pour m = 2, nous supposons que X (t",t"T! x;) est déja connu et appartient &
I'intervalle [x;,x;41], alors nous notons «; = [X(t”,t”“,xi) - xj] J/Az, avec Ax =
Xj4+1 — X;. La solution au point x; est donnée par

P oK) = g (X )
= el = 71— gedl - )l — 207+ )
— g0l = @) (Lt o)) ffsa — 374 + 35 — fiu]
ol = i) (1 00)(2 — ) ffso — 4 g + 6 F7 — 4 Sy + F1L]
+1;—0ai(1 — a1+ a2 — a2 + ) x

X [fihs =5 fihe + 10 £y — 10 f7 + 5 fi 1 — fitol.

En général, la méthode semi-lagrangienne ne conserve pas la masse globale ou le
nombre de particules, mais dans le cas de ’advection linéaire, I'utilisation de schémas
centrés permet de récupérer cette propriété. Dans ce qui suit, nous supposons que la
vitesse de propagation u est positive,

fE %) = f(t",x; — uAt).
Nous cherchons (7, ), tel que j = [“A—A;], ou [.] représente la partie entiere et 0 < o =
uAt —x;_; < Az. Alors, en utilisant la méthode semi-lagrangienne et en sommant
sur ’ensemble des points de la grille, nous obtenons

Zfinﬂ = Zfﬁj + QZ[fﬁjH = fit;l

1
+ 504(1 —a) Z[fﬁjﬂ —2f+ fal +

i
A partir des formules de différences divisées, le résultat suivant est immédiat

DS =Y f =

(2

Lors de la résolution des équations (VP) ou (VM), la méthode de décomposition des
opérateurs revient a résoudre des équations de transport a coefficients constants; la
masse globale est donc conservée a chaque étape.
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3.4.2 L’interpolation d’Hermite.

Nous présentons ici une reconstruction qui utilise des polynomes d’Hermite de degré
trois assurant la continuité de l'approximation ainsi que celle de sa dérivée. Pour
cela, il est nécessaire d’estimer la dérivée O, f(x). Dans [20], les auteurs ont traité
I’équation d’advection a coefficients constants, et ont proposé d’approcher le profil
de la dérivée en dérivant ’équation. Ils obtiennent ainsi un systeme d’équation de
transport pour f et 0, f. Cette méthode convient bien a la résolution numérique de
I’équation de Vlasov-Poisson, mais le colit est d’autant plus élevé que la dimension
du probléme est importante : des probléemes de place mémoire sont générés lorsque
I'on traite les équations dans ’espace des phases 2D ou 3D. Nous proposons ici
d’approcher les dérivées en utilisant une formule de différences finies a l'ordre deux
et quatre centrées.

3xfizﬂ[ﬁu—ff_1], ou 8xff:m[8[i+1— )= e — Sl -

Ainsi, pour tout x € [x;,%;41], f(z) est donnée par le polynéome de degré trois ps(x)
tel que

p3(xi) = in’ 8xp3(xi) = axfzn

p3(xiv1) = fih,  Oup3(Xiy1) = Ouf -
A partir ce cette reconstruction, nous définissons une nouvelle approximation sur la
grille au temps ¢"*! par a; = [ X(t",t"t x;) — x; | /Az, ot X(t",t"*! x;) appar-
tient & [x;,x;4+1]. La nouvelle valeur est alors déterminée par

f(tn—i—laxi) = p3 (X(tn,tn+1,xi))
— f” —|—aiAx8 4 o Bl — £ — Az 200 f1 4 02 f144]]
of [A [0 [y + 0o f7) = 2111 — 171] -

Comme pour l'interpolation de Lagrange, un schéma centré permet d’obtenir la con-
servation du nombre de particules dans le cas particulier d’advection a coefficients
constants. En outre, pour calculer 'approximation sur I'intervalle [x;, X;1], nous util-
isons les points {x;_9,X;_1,X;, Xi+1,Xi+2,Xi+3}, ce qui correspond au stencil utilisé
pour une interpolation de Lagrange de degré cing.

3.5 La méthode de conservation de I’énergie.

En 1966, A. Arakawa [1] a introduit une méthode aux différences finies pour l'intégration
des équations de la dynamique des fluides en dimension deux, permettant en partic-
ulier de conserver ’énergie cinétique et la vorticité moyenne. Ce schéma peut facile-
ment s’adapter a 1’équation de Vlasov-Poisson. En dimension une, le systeme de
Vlasov-Poisson normalisé s’écrit

of , ,0f [ 9p0f

5 +’Ua$ + 5 9o 0, Ap = /fdv -1 (3.-29)
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En posant ¢ = —p + %, nous définissons 'hamiltonien J (¢, f) = —gf —g{ - —gf —g]xc, et
I’équation de Vlasov devient

of

9 g, ) =o.

5 TJW )

Cette formulation constitue le point de départ de la méthode d’Arakawa, qui donne
une approximation, notée J, (1, f), d’ordre deux et quatre de J (¢, f), en imposant la
conservation des quantités suivantes

e Conservation du nombre de particule :
/ Jn(, fdzdv = 0 = fdzdv = c'°.
R? R?

e Conservation de 'énergie :
/ Jn(W, flvdzdy = 0 = / fidrdo = c*°.
R? R?
e Conservation de la norme L? de f :

/ In(, f)fdxdv = 0 = FPdxdv = .
R2 BQ

Nous calculons trois approximations de J(v, f) aux points de la grille (x;,y;)i ;.
Nous notons par h = x;41 — x; = Y11 — y;, alors :

1
Jz‘l,j(l/)’ f) = e [(Q/h‘ﬂ,j —i—1,5)(fij+1 — fij—1)

—(Wi 11 — Vi) (fixr — fic1) ]

1
Ji%j(¢7 f) = m |:1/}i+1,j (fi+1,j+1 - fiJrl,jfl) - 1/12‘71,]' (fifl,jJrl - fifl,jfl)

=i i1 (fiv1,j41 — fimr 1) FVij—1 (fixr -1 — fz;1,j71)}7

1

T, f) = 2 [¢z‘+1,j+1 (fij+1 = fivry) — Yic1j-1 (ficry — fij-1)

—i—1j+1 (fij+1 — fim1) + Yig1j—1 (fixr,5 — fi,j—1)]

L’approximation Jp (1), f) est finalement donnée par la moyenne des trois approxima-
tions, ce qui permet de conserver la masse, I'énergie et la norme L? de f,. Cependant,
cette méthode ne conserve pas la positivité et I'utilisation d’un schéma en temps ex-
plicite implique une condition de stabilité sur le pas de temps. De plus, ce schéma de-
vient “instable” lorsque des filaments se développent a 1’échelle de la grille, c’est-a-dire
que des oscillations numériques sont générées et se mélangent aux filaments donnés
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par I’équation. Les méthodes précédentes utilisent une procédure d’interpolation qui
élimine ces mauvaises oscillations et stabilise 'algorithme. Ici, la conservation de
la norme L? de f, ne permet pas d’introduire de la diffusion, ainsi des instabilités
numériques apparaissent. Nous ajoutons alors un terme de collisions qui va agir sur
les petites échelles pour relaxer la fonction de distribution. En s’inspirant des travaux
de R. Robert et J. Someria sur la dynamique des fluides [16], nous pouvons calculer
un opérateur de collisions qui maximise I'entropie locale et conserve les moments
jusqu’a lordre souhaité. Nous désirons mettre au point un schéma qui conserve les
moments jusqu’a 'ordre deux, c’est-a-dire la masse globale, I'impulsion et ’énergie.
Plus précisément, nous recherchons 'opérateur satisfaisant

of _0J

ot o’

ou J est choisi tel que pour tout x, 'opérateur de collisions maximise ’entropie

S(t,x) = /IRflogfdv,

et tel qu’il y ait

e une borne sur la norme

2
17 = / %dv <a,

ou le parametre « est de 'ordre de la taille de la grille.

e conservation du nombre de particules n, de I'impulsion vy et de I’énergie €, ou

1
n:/fdv, voz—/fvdv, 6:/f1)2dv,
R nJR R

ce qui revient a imposer

/ 8—j v dv =0,
R OV 02

e si nécessaire conservation des moments d’ordre plus élevé
k <
fo¥dv, VEk < knaz-
R

Soit ‘H l'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels agissant sur les fonctions
strictement positives de W1 N L°(IR) telles que les moments jusqu’a I'ordre Epqz et
I’entropie soient finis. Nous définissons 'application A :

H — IR

A:
J = Ir @%dv'
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Nous cherchons alors l'opérateur J qui minimise la fonction A sous les contraintes
indiquées précédement. En utilisant une technique de multiplicateurs de Lagrange,
nous introduisons les multiplicateurs Ay, pour k=0,.... et calculons l'opérateur de
collisions J de sorte qu’il vérifie

k
dH 1 d (nwvp) -
g o W A= A +2Akdt/fv

18f Fmag
/j ff) fJ+A1+Agv+ ZAkv dv = 0.

k=3
Ce qui donne

8f kmax
J =« (— + A1 f+ A fo+ ZAkf’Uk_1>.

ov
k=3

En particulier pour k.. = 2, 'opérateur de collisions est de la forme suivante

of of
A A
at‘i‘J(l/%f) 8@(8 + A1 f - 2fv>
avec A; = ";;02 et Ay = 1;;) 5, cest-a-dire Ay = vo/T et Ay = 1/T, ou T =
€ 'UO €— 'UO

(e — nvd)/n représente la température. La difficulté est de choisir le parametre «
qui détermine la fréquence de collisions permettant la relaxation de I’entropie. Nous
signalons par exemple les travaux de L. R. Gardner et al. [10] qui vont dans ce sens.

3.6 Tests numériques.

3.6.1 L’advection linéaire.

Considérons d’abord le probleme de I'advection linéaire a vitesse constante avec con-
ditions aux limites périodiques sur [—m; 7] :
of . of
T
Sous ces hypotheses simplificatrices, une analyse de Fourier du schéma est rendue
possible en utilisant une transformation de Fourier discrete

=0, Vzé€l[-mmn|et f(t,—m)= f(t, ). (3.-38)

N-1 N-1
fp= X fee o fp = Y e,
k=0 =0

La solution de I'équation d’advection (3.6.1) s’écrit pour chaque coefficient de Fourier
o= foaker, (3-38)
En général, I’égalité (3.6.1) n’est pas exactement satisfaite par la solution du schéma

numérique, il est alors nécessaire de donner le type d’erreur que nous pouvons ren-
contrer,
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e l'erreur d’amplitude f,? / f,g : les harmoniques doivent décroitre pour stabiliser
I’algorithme, ce qui induit de la diffusion numérique. Cette erreur est d’autant
plus importante que le nombre d’onde k est petit.

e l'erreur de phase |vt" — Arg( f,’j / f,g )| : ce type d’erreur est le plus souvent appelé
dispersion et décrit 'erreur sur les harmoniques qui se propagent a la mauvaise
vitesse. Cette erreur est croissante avec le nombre d’onde k.

D’une part, l'erreur d’amplification est présentée (voir Fig. 3.1) pour les schémas
FBM et PFC en utilisant la méthode de reconstruction d’ordre trois sans correcteur
de pente et pour les méthodes semi-lagrangiennes avec une interpolation de type
Lagrange a l'ordre trois, cinq et neuf, puis en utilisant les interpolations d’Hermite
et spline cubique. Les méthodes utilisant une reconstruction réguliere c’est-a-dire au
moins continuement différentiable (Hermite et spline cubique) sont moins dissipatives
que celles utilisant une approximation au mieux continue. En fait, il est nécessaire
d’utiliser un polynéme de degré neuf pour I'interpolation de Lagrange, afin d’obtenir
un facteur d’amplification comparable & celui obtenu par la méthode spline cubique.
Pour la méthode conservative (FBM ou PFC), ce facteur est proche de celui obtenu
par l'interpolation de Lagrange de degré trois pour la méthode semi-lagrangienne.

D’autre part, erreur de phase (voir Fig. 3.2) obtenue pour la méthode semi-
lagrangienne utilisant une interpolation d’Hermite est la plus importante. De plus,
I'interpolation par spline cubique est moins précise que celle obtenue par une inter-
polation de Lagrange de degré neuf. L’erreur de phase des méthodes conservatives
semble moins importante que celle des méthodes semi-lagrangiennes.

Amplification factor for conservative method Amplification factor for Lagrange interpolation Amplification factor for Hermite and spline interpolations

******

by®

Figure 3.1: Le coefficient d’amplification en fonction de o = UA—A; POUT UNE NOM-

bre d’onde fixé k. (1) la méthode FBM (croix) et l’approximation d’ordre trois sans
correcteur de pente (ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpola-
tion de type Lagrange de degré 3 (boite), 5 (diamant) et 9 (croix); (3) utilisant les
polynomes d’Hermite (boite) et par spline cubique (ligne).
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Phage error for conservative method Fhase error for Lagrange interpolation Fhase error for Hermite and spline
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Figure 3.2: L’erreur de phase en fonction de o = UAA;’ pour une nombre d’onde fixé k.

(1) la méthode FBM (croizx) et ’approzimation d’ordre trois sans correcteur de pente
(ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation de type Lagrange
de degré 8 (boite), 5 (diamant) et 9 (croix); (3) utilisant les polynémes d’Hermite
(boite) et par spline cubique (ligne).

3.6.2 Le systeme de Vlasov-Poisson.

Cette partie est consacrée a la comparaison des différentes méthodes de reconstruction
pour traiter I’équation de Vlasov avec conditions aux limites périodiques

A Ve ) + Yy (Blh2) ) =0

couplée avec I’équation de Poisson normalisée g =m =c =1
E(t,z) = -Vao(t,x), —A¢(t,x)= / ft,z,v)dv — 1.
Rd

La procédure de discrétisation en temps, introduite par Cheng et G. Knorr [7], est
basée sur un schéma de décomposition d’opérateurs. Pour passer de I’étape t"™ au
temps "1, nous procédons de la maniere suivante

e 1. réalisation d’'une premiere étape d’advection le long de 'axe x pour un demi
pas de temps : f*(z,v) = f(t", z — vAt/2,v).

e 2. calcul du champ électrique au temps ¢"11/2 en utilisant f* pour le calcul de
la charge dans I’équation de Poisson.

e 3. réalisation d’une étape d’advection le long de ’axe des vitesses v pour un pas
de temps : f** = f*(z,v — E(t"tY/2 z)At).

e 4. réalisation d’une seconde étape d’advection le long de ’axe x pour un demi
pas de temps : f(t"TL z v) = f**(x — vAt/2,v).

Cet algorithme permet d’obtenir une approximation d’ordre deux en At. Nous pro-
posons maintenant divers cas tests pour comparer les différents types de reconstruc-
tion.
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A. L’amortissement Landau linéaire en dimension une. La donnée initiale
est

£(0,2,v) = e 2 (1 + acos(kz)), Y(z,v)€[0,L] x R,

1
V2r
ou a=0.01, la période vaut L=4 7 et k=0.5. Le nombre de cellules utilisé est N,=32
dans la direction x et N,=16, 32 et 64 le long de I'axe des vitesses v, le parametre
Umaz=4.5 désigne le rayon du support de la fonction de distribution en vitesse et le
pas de temps vaut At=1/8.

La Fig. 3.3 représente I’évolution de 'énergie électrique discrete Y | E;(t)|* obtenue
par le schéma PFC, la reconstruction ENO d’ordre quatre, le schéma de conservation
de I’énergie et la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline
cubique avec N,=32. Les résultats obtenus par la méthode semi-lagrangienne en util-
isant les différents types d’interpolation (Hermite & 'ordre quatre, Lagrange de degré
cinq et neuf, spline) sont trés proches les uns des autres. L’aspect local des recon-
structions de Lagrange et d’Hermite ne semble donc pas porter atteinte a la précision
de la méthode et ne crée pas plus d’oscillations numériques que l'interpolation par
spline cubique.

Concernant les résultats numériques, “l’effet de récurrence” apparait a Tr=44.68,
ce qui correspond & la valeur prédite Tr = 27/(k Av) pour I’équation de transport
libre, c’est-a-dire sans champ électrique. La méthode PFC donne dans un premier
temps une description précise de I’amortissement, mais lorsque 1'on se rapproche du
temps de récurrence, I’évolution du champ électrique devient moins précise. En re-
vanche, les méthodes ENO, de conservation de I’énergie et semi-lagrangiennes parais-
sent moins sensibles a ce phénomene et sont plus précises pour un temps plus long.
Pour ce cas test, la fonction de distribution reste positive et les variations de la norme
d’erreur relative sur I’entropie cinétique, sur la norme L? de f et sur 1’énergie totale
demeurent inférieures & 10~°. Pour le schéma de conservation de 'énergie, I’'opérateur
de collisions est ici sans influence : les effets non linéaires sont tres faibles, le schéma
ne développe donc pas d’oscillations numériques.

Le premier mode du champ électrique k=0.5, obtenu par le schéma PFC, est
présenté en Fig. 3.4, pour les discrétisations NV, =16, 32 et 64 cellules. Nous constatons
que amplitude du champ électrique décroit de maniere exponentielle par rapport au
temps, en accord avec la théorie de Landau. Le taux d’amortissement et la fréquence
d’oscillations obtenus par cette méthode avec seulement 32 cellules en v, sont donnés
respectivement par v=0.153 et w=1.415, ce qui correspond bien aux valeurs v=0.1533
et w=1.4156 prédites par la théorie. L’utilisation d’un nombre suffisamment grand de
points de discrétisation permet de repousser l'effet de récurrence et donc d’améliorer
I’approximation du champ électrique pour des temps plus longs.

| 2

B. L’amortissement Landau non linéaire en dimension une. Dans cet exem-
ple, 'amplitude de la perturbation initiale de la densité est accrue, nous considérons
la donnée initiale précédente avec a=0.5 et v;,4,=6. Le nombre de cellules en x est
N,=32 et N,=64, 128. La théorie de Landau ne peut plus s’appliquer puisque les
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Figure 3.3: Evolution de l’énergie électrique en échelle logarithmique obtenue par
(1) le schéma PFC, (2) la reconstruction ENO d’ordre quatre, (3) la méthode de
conservation de l'énergie et (4) semi-lagrangienne avec une interpolation par spline
cubique pour 32x 32 inconnues pour l’amortissement Landau linéaire.

0 5; 1‘0 1‘5 20 -60 é 1‘0 1‘5 26 2‘5 36 ?;5 4‘0 4‘5 50 -60 é 1‘0 1‘5 26 2; 311 35: 4‘0" 45 }‘50
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Figure 3.4: Evolution du premier mode du champ électrique E(t, k = 0.5) obtenu par la
méthode PFC, pour (1) N,=16, (2) N,=32 (3) N,=64 cellules pour l’amortissement
Landau linéaire.
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effets non linéaires deviennent trop importants, cependant ce test a été étudié par
plusieurs auteurs [12, 20, 14]. Les résultats obtenus sont en accord avec les nom-
breuses simulations présentées dans la littérature : amplitude de ’énergie électrique
décroit dans un premier temps exponentiellement, puis oscille de maniere périodique
autour d’une constante. Sur la Fig. 3.5, 'évolution de I’énergie électrique obtenue
par la méthode PFC et par le schéma de conservation de 1’énergie est tracée pour
une discrétisation de 32x64 cellules. Nous comparons ces résultats avec ceux obtenus
par la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline cubique avec
32 x 64 et 32 x 128 points. Nous notons d’abord que I’évolution de 1’énergie électrique
donnée par les schémas semi-lagrangiens utilisant une interpolation locale (Lagrange,
Hermite) est semblable & celle obtenue a partir de 'interpolation par spline cubique,
alors que la méthode PFC est beaucoup plus précise pour une méme résolution. En
effet, pour obtenir un résultat comparable avec la méthode semi-lagrangienne, il est
nécessaire d’utiliser une grille deux fois plus fine. Concernant la méthode de conserva-
tion de I’énergie, les résultats numériques dépendent fortement du coefficient devant
I'opérateur de collisions : pour cette simulation il vaut 3.10~%, mais une petite vari-
ation de ce parametre modifie sensiblement les résultats, ce qui rend cette méthode
peu robuste et difficile a utiliser pour des cas plus complexes.

Ensuite, nous nous intéressons a 1’évolution de I’entropie cinétique et des normes
LP de fp, qui sont théoriquement conservées. L’évolution de l'entropie cinétique
discréte définie par H(t)=—> fi(t) In(fi(t)) et la norme LP(t) discrete Y. |f;(¢)|P
pour p=1,2 sont présentées sur la Fig. 3.6 pour les différents schémas. Les varia-
tions de la norme L' de f; représentent le taux de valeurs négatives de la fonction
de distribution puisque tous les schémas proposés conservent le nombre total de par-
ticules _ fi(t). D’une part, les méthodes semi-lagrangiennes et de conservation de
I’énergie ne préservent pas la positivité et 'amplitude des oscillations numériques croit
lorsque les effets non linéaires deviennent plus importants. L’évolution de I’entropie
cinétique ou des normes LP de fj, obtenue par les différents types d’interpolations en
utilisant la méthode semi-lagrangienne est en accord avec I’analyse de Fourier réalisée
pour 1’équation d’advection linéaire. La dissipation de la norme L? de f; est plus
importante pour les schémas de conservation des flux que pour les méthodes semi-
lagrangiennes avec une interpolation d’ordre élevé. En contre partie, les variations de
la norme L' de f}, sont bien plus importantes pour le méthodes semi-lagrangiennes
et montrent que la faible dissipation de ces schémas favorise I'introduction d’erreurs
numériques. La variation des points de reconstruction utilisée par la méthode ENO
agit comme un effet régularisant, ainsi la diffusion est la plus importante et ’entropie
cinétique n’est pas bien stabilisée. L’entropie obtenue par la méthode PFC est
également croissante, mais se stabilise ensuite, tandis que celle donnée par la méthode
semi-lagrangienne continue d’osciller. Il est possible de diminuer les oscillations
numériques du schéma de conservation de I’énergie en modifiant le coefficient de-
vant l'opérateur de collisions, mais 'amplitude de 1’énergie électrique et ’entropie
continuent alors de décroitre par rapport au temps.

D’autre part, la représentation de la fonction de distribution dans I'espace des
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phases (x,v), montre I'apparition de trous autour de la vitesse de phase vy = w/k.
Ces trous représentent les particules qui sont piégées par les ondes électrostatiques
(voir la Fig. 3.7). La décroissance de ’entropie entraine une régularisation de la
fonction de distribution lorsque les filaments deviennent plus fins que la taille de la
grille de ’espace des phases. Des petites oscillations sont visibles pour la fonction de
distribution donnée par la méthode de conservation de I’énergie, elles représentent les
erreurs numériques. La forte diffusion des méthodes conservatives peut s’expliquer par
I’étape de moyennisation. En effet, les plus petits détails de la fonction de distribution
sont éliminés pour stabiliser le schéma. Cependant, la projection sur le maillage,
signifie que nous regardons l’équation de Vlasov a I’échelle de la grille de l'espace
des phases, ainsi les détails les plus fins ne peuvent pas étre pris en compte par
le schéma numérique. De plus, 'approximation obtenue semble donner une bonne
description des valeurs macroscopiques, c’est-a-dire des quantités physiques obtenues
par intégration de la fonction de distribution en vitesse, puisque I’évolution du champ
électrique décrite par la méthode PFC demeure tres précise avec une grille grossiere
de 'espace des phases. Enfin, les variations de 1’énergie totale restent inférieures a
2% pour tous les schémas numériques exceptées pour la méthode ENO, pour laquelle
I’énergie totale est croissante et 'amplitude du champ électrique est amortie. Ainsi, la
méthode ENO ne semble pas bien adaptée pour décrire les effets non linéaires générés
par I’équation de Vlasov.

C. L’amortissement Landau en dimension deux. La donnée initiale est choisie
telle que v = (vg,vy)

fo(z,y,vz,0y) = %e_(”gﬂg)ﬂ (1 + acos(ky x) cos(ky y)),

avec o = 0.05, le rayon du support de la fonction de distribution vaut v;,q,=6, les
nombres d’ondes k,=Fk,=0.5 et les dimensions de la boite sont prises en fonction des
nombres d’ondes L,=L,=27/k,=2m/ky=47. Finalement, la grille de I’espace des
phases contient 64 points par direction et le pas de temps est fixé & At=1/8. Puisque
la donnée initiale est symétrique par rapport aux axes x et y, ’évolution des deux
composantes du champ électrique est identique. Les modes de Fourier du champ
électrique sont tracés en Fig. 3.9. La décroissance des modes E,(t, k, = 0,k, = 0.5)
et Ey(t,ky = 0.5,k, = 0.5) est exponentielle en temps avec un taux d’amortissement
donné respectivement par v = -0.1533 et v=-0.394 et la fréquence d’oscillations
w=1.4156 et w=1.6973, ce qui correspond aux valeurs prédites par la théorie linéaire
de Landau. L’amplitude du mode k,=k,=0.5 est la plus importante, mais celui-ci
décroit rapidement, tandis que la valeur du champ électrique correspondant au mode
ky=0.5, ky=0 est bien moins ample et la décroissance moindre.

D. L’évolution d’un faisceau 2D. Nous considérons maintenant ’évolution d’un
faisceau semi gaussien dans ’espace des phases de dimension quatre. Dans ce cas
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Figure 3.5: Evolution de Iénergie électrique discréte obtenue par (1) la méthode
PFC et (2) de conservation de l’énergie avec 32x 64 cellules; (3) la méthode semi-
lagrangienne avec 32x 64 points et (4) 32x 128 points pour l’amortissement Landau
non linéaire.
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Figure 3.6: Evolution de Uentropie cinétique discréte, des normes L' et L? de f
obtenues avec 32X 64 inconnues pour l’amortissement Landau non linéaire.
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Figure 3.7: Développement de la fonction de distribution intégrée en espace obtenue
par (1) le schéma PFC; (2) la méthode de conservation de l'énergie et (3) par la
méthode semi-lagrangienne pour l’amortissement Landau non linéaire.
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35 4

Figure 3.8: Développement de la fonction de distribution pour les valeurs f(t,z,v) <
0.1 obtenues par le schéma PFC pour l’amortissement Landau non linéaire.
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Figure 3.9: Evolution des premiers modes du champ électrique E.(0.5,0) et
E.(0.5,0,5) en échelle logarithmique obtenus par la méthode PFC avec 64X 64 cel-
lules pour l'amortissement Landau linéaire 2D.

I'équation de Vlasov s’écrit de la facon suivante, pour tout x = (z,y) et v = (vg,vy),

% b V.V + (Bs(t,x) + Ea(t,x).Vy f = 0, (3.-38)

ou E représente le champ électrique autoconsistant donné par I’équation de Poisson
et F, est le champ appliqué linéaire permettant la focalisation du faisceau.

1. Résolution de I’équation de Poisson. Le champ électrique autoconsistant
est donné par 1’équation de Poisson, il vérifie donc F(t,x) = =V ¢(t, x),

{ ~A¢=pfey, dans Q={xeR% |x?< (3, (3-37)

¢ =0, sur 0 ={x ¢ R? x|? = (32—‘1)2},

ol a désigne le rayon du faisceau. Nous discrétisons d’abord 1’équation de Poisson
sur une grille réguliere par une méthode spectrale :

o(t,x) = Z bk sin(i—gk‘.x), bp = — Z o(xz) sin(é—;rk.x).

keZ? keZ?

L’utilisation d’une base de sinus permet de résoudre le probleme de Poisson avec

condition de Dirichlet homogene sur Qy =] — 32, 342

~A¢ = p/eg, dans Qy et ¢ =0, sur ON.

Pour trouver une approximation de I’équation (3.-37), nous recherchons les points de
la grille tels que X; € 9. Puis, résolvons

- _ < ] 1 six=xj
—A¢; = (5]—{ 0 sinon dans o,

¢; = 0, sur 0.
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Nous notons par J = {j € Z?; X; € 9Q}, il reste a calculer les coefficients (;);c7
assurant la condition de Dirichlet homogene sur la paroi

> ug(X) =0, VjieJ.
leg
L’approximation de (3.-37) est alors donnée par

P(x;) = = ajdi(xi), VieZ.
JjeT

2. Résultats numériques. La fonction de distribution initiale est donnée par

v%+v§
no T 202 22 2 2
x Vg, Vy) = —————F=<€ th s1x” + <a
fO( y Y, Ug, y) (27Tvt2h) (7T(12) ) Yy >

et fo(z,y,vz,vy) = 0, si 2% + y? > a®. Pour avoir un faisceau “adapté”, nous devons
calculer la vitesse thermique vy, et le champ électrique appliqué E, appropriés (voir
par exemple [15]). Pour cela, nous considérons une fonction de distribution K-V
(Kapchinsky-Vladirmisky), qui est une solution stationnaire de 1’équation de Vlasov-
Poisson (3.6.2) et pour laquelle le champ électrique autoconsistant est linéaire. Ainsi,
le champ de force électrique total s’écrit

% (By(t, %) + Eq(t,x)) = —w?x

et la fonction de distribution K-V est de la forme

2 2 02 02

x Y 2
fo(x,v) =d¢, avecC = {— + e + A + (wjl)Q =1}

Nous calculons alors les valeurs RMS (Root Mean Square) qui correspondent aux
moments d’ordre deux en espace et en vitesse normalisés

= _ [ 22 fdxdv fv2 fdxdv
r s = A/2 - A 2>
Frms [ fdxdv /2 Verms = V02 [ faxdv /

Jy? Sy fdxdv B v2fdxdv
Yrms = \/> \ [ fdxdv Af2, Vg = \/7 \/ T faxdv wA/f2.

Nous choisissons alors une fonction de distribution semi-gaussienne équivalente au
faisceau K-V, c’est-a-dire, telle que les deux fonctions de distribution aient les mémes
quantités RMS

F:?2612/47 U?hzv_;%:ﬁ:WQaQ/‘l,

ol w? représente le coefficient directeur de la différence entre le champ électrique

autoconsistant initial et le champ appliqué E,(t,7) = —w3 x. Dans cet exemple, nous
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Nombre de processeurs | méthode PFC | méthode SPLINE
1 processeur 24 min 35 min 45 sec
2 processeurs 13 min 20 sec 19 min 45 sec
4 processeurs 5 min 50 sec 8 min 55 sec
8 processeurs 57 sec 1 min 15 sec

Table 3.1: Temps de calcul pour les méthodes PFCS3 et semi-lagrangiennes avec inter-
polation par spline cubique en fonction du nombre de processeurs pour une résolution
32 x 32 x 32 x 32.

Nombre de processeurs | méthode PFC | méthode SPLINE
1 processeur 9 h 04 min 12 h 15 min
2 processeurs 4 h 30 min 6 h 20 min
4 processeurs 2 h 11 min 3 h 07 min
8 processeurs 56 min 84 min

Table 3.2: Temps de calcul pour les méthodes PFCS3 et semi-lagrangiennes avec inter-
polation par spline cubique en fonction du nombre de processeurs pour une résolution
64 x 64 x 64 x 64.

avons choisi w et wy tels que la dépression du nombre d’onde wiozl /4. La densité

du faisceau ngy peut s’écrire en fonction du courant I et de la vitesse du faisceau vy,
de la fagon suivante : ng = q%b. Le faisceau est supposé étre composé de particules
de potassium ionisées, le courant vaut I=0.2 A, la vitesse du faisceau est v,=0.63
x10% m /s et le rayon du faisceau est a=0.02 m. Nous comparons la solution obtenue
par lalgorithme PFC utilisant une reconstruction d’ordre trois positive et la solution
obtenue par la méthode semi-lagrangienne (pour plus de détails voir [19]).

Les contours projetés dans l'espace des phases, les coupes de la densité ainsi que
le champ électrique total sont présentés sur les Fig. 3.10,3.11. Le faisceau commence
par se creuser a l'intérieur, ainsi les régions de fortes densités se propagent au coeur
du faisceau et se dirigent ensuite de nouveau vers 'extérieur, ce qui crée des ondes
de densité de charge. Ces ondes finissent par s’amortir apres plusieurs périodes. Les
résultats obtenus par la méthodes PFC sont tres proches de ceux obtenus par la
méthode semi-lagrangienne avec une interpolation par spline cubique.

3.7 Conclusion.

Dans cette partie, nous avons introduit un nouveau schéma numérique d’ordre élevé
pour 'approximation de I’équation de Vlasov en utilisant une grille de ’espace des
phases (x,v). Cette méthode impose la conservation du nombre de particules (ou
de la masse globale) ainsi que le controle des oscillations numériques qui peuvent
apparaitre lorsque le probleme est fortement non linéaire. Ce controle des oscillations
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Figure 3.10: Développement (1) de la projection en (z,y), (2) de la projection en
(x,vg), (3) de la projection en (vy,vy), (4) de la coupe de la densité de charge obtenues
par la méthode PFC.
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Figure 3.11: Développement (1) de la projection en (x,y), (2) de la projection en
(x,vg), (3) de la projection en (vy,vy), (4) de la coupe de la densité de charge obtenues
par la méthode semi-lagrangienne.
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est assuré par l'utilisation de la variation des points de reconstruction (ENO) ou
en imposant la conservation de la positivité (PFC). D’une part, la méthode ENO
semble étre trop dissipative pour donner une approximation précise de la fonction
de distribution lorsque celle-ci est fortement perturbée (par exemple, entropie n’est
jamais stabilisée). D’autre part, la méthode PFC est aussi précise que la méthode
semi-lagrangienne et génere tres peu d’oscillations numériques. La dissipation est
donc plus importante qu'un schéma semi-lagrangien utilisant une interpolation par
spline cubique, mais les valeurs macroscopiques obtenues par intégration de la solution
par rapport a la variable des vitesses v sont données avec une bonne précision. De
plus, la reconstruction locale est particulierement bien adaptée pour le calcul parallele
qui est indispensable pour traiter les problemes de la physique avec suffisamment de
points de discrétisations en dimension élevée.

Le schéma PFC se présente donc comme une alternative aux méthodes partic-
ulaires lorsque celles ci ne donnent pas satisfaction pour traiter des problémes en
1D1/2, 2D et 2D1/2.

Ensuite, nous avons proposé et testé différentes interpolations locales pour la
méthode semi-lagrangienne. L’étude de la stabilité L? confirme la précision de I'interpolation
par spline cubique en terme de dissipation et de dispersion. Pourtant, 'utilisation de
I'interpolation cubique d’Hermite avec une approximation des dérivées a l’ordre qua-
tre ou l'interpolation de Lagrange de degré cinq donne des résultats tres satisfaisants
avec un moindre cout. La méthode semi-lagrangienne qui a l'avantage de s’adapter
aux domaines a géométrie complexe [3] présente donc un intérét majeur pour de futurs
développements du traitement de I’équation de Vlasov dans ’espace des phases.
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Chapter 4

L’équation de Vlasov
axisymétrique.

4.1 Introduction.

Pour réaliser la fusion thermonucléaire ou traiter d’autres applications de la physique
des plasmas, il est nécessaire d’accélérer un faisceau de particules a tres haute énergie.
Pour minimiser la radioactivité dans I'accélérateur, il faut éviter les “pertes”, c’est-
a-dire les particules s’échappant du corps du faisceau. C’est pourquoi, il est essentiel
de comprendre la formation d’un halo : une couronne formée de particules autour du
corps du faisceau. Ce phénomene apparait lorsque la densité de charge est élevée, ce
qui provoque de fortes variations du champ électrique autoconsistant et une petite
quantité de particules est piégée autour du faisceau. Plusieurs modeles approchés ont
été considérés pour expliquer ce processus (Particle Core Model), mais la plupart ne
prennent pas en compte toutes les non linéarités. Ceci ne permet donc pas d’évaluer
la quantité de particules perdue et d’expliquer le mécanisme de formation du halo. Il
faut donc étudier un modele plus proche de la réalité comme le systeme de Vlasov-
Poisson. Les expériences dans ce domaine restent difficiles a mettre en place et sont
encore tres cotteuses. Il est donc impératif de recourir a la simulation numérique.
La plupart des méthodes particulaires, qui sont utilisées pour la discrétisation du
transport de particules, n’arrivent pas a décrire ces mécanismes. En effet, d’une part
le “bruit numérique” est trop important pour approcher précisément les zones de
faibles densités ou se situent les halos (aux alentours de un millieme de la densité
totale). De plus, le faible taux de convergence de ces méthodes ne suffit pas & bien
décrire I’évolution de la fonction de distribution méme lorsque le nombre de particules
se rapproche de la réalité. Le recours a la discrétisation de 1’équation de Vlasov
dans l'espace des phases semble donc souhaitable dans ce cas. Dans la plupart des
applications nous pouvons supposer une symétrie cylindrique et considérer I’équation
de Vlasov en coordonnées cylindriques 1D1/2 ou 2D1/2.

Dans ce chapitre, nous supposons que le faisceau est uniforme en la variable lon-
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gitudinale z et se propage a vitesse constante

v, — fz/m
VI ER/mEE

ou &, représente I'impulsion dans la direction z. Ainsi, les composantes transverses
(vg,vy) sont petites devant la vitesse longitudinale v.. Le probleme se réduit donc
a I'étude de 1’équation de Vlasov classique dans le plan transverse. De plus, nous
supposons que la fonction de distribution initiale est invariante par rotation. La
solution de I’équation de Vlasov reste alors invariante par rotation et vérifie I’équation
en coordonnées cylindriques

- + U —Es(t,?”) + iE‘a(tar) +
m m

ot or 0 (40)

r ) Ov, r  Ouvg

of | of (q _3) 9f  wpv, 9f _

ou le champ Es(t,r) est donné par ’équation de Poisson et E,(t,r) représente le
champ appliqué que ’'on supposera la plupart du temps linéaire. La variable r désigne

la distance par rapport a lorigine r = /22 + 2 et

v\ cos@ sinf Vg
vg ) \ —sinf cos6 vy )

Le champ E(t,r) est donné par I'équation de Poisson en coordonnées cylindriques

EOTES
r or

ot ot =a [ o (@)

Dans la suite, nous étudierons également 1’équation de Vlasov avec un champ
magnétique appliqué de la forme B = (0,0, B,), ou B, est constant. L’équation de
Vlasov devient alors,

g‘i'vrﬂ <%Es(tvr)+

0. (4.0)

ot or r m T

quveJrﬁ of (4B, | wuvr) 0f _
m ov, Ovg

Cette équation est plus réaliste, puisque la focalisation de faisceaux de particules est
la plupart du temps réalisée par 'application d’un champ magnétique longitudinal.
Le reste du chapitre est organisé comme suit. Nous donnons d’abord une nouvelle
formulation de I’équation de Vlasov en coordonnées cylindriques par la recherche
d’invariants supplémentaires. Nous présentons ensuite la construction de solutions
stationnaires pour le systeme de Vlasov-Poisson avec champ appliqué, comme les
fonctions de distribution K-V ou de Maxwell-Boltzmann. La fonction de distribution
K-V servira de base pour la focalisation de faisceaux quelconques. Apres un bref rap-
pel de la méthode numérique employée, nous donnons différents résultats numériques.
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4.2 Recherche d’invariants.

Les courbes caractéristiques de I’équation de Vlasov en coordonnées cylindriques
vérifient le systeme d’équations différentielles

= v
2
v
Up = 70 + iUGBz + %ES(tvr) (40)
Vg = —”"TU’" — %UTBZ.

Il est facile de vérifier que pour 1’équation (4.1),

1
H(r,v.,vg) = §m(vf +v3) + q bs(t, ) (4.0)
est un invariant, ol ¢s est donné par E; = 0,¢s. Il est difficile de se placer dans

le référentiel (r,v,, H) puisqu’il contient le champ autoconsistant. Nous recherchons
alors un nouvel invariant I de la forme I(r,vg) et tel que I = 0. Ainsi,

i .8I+ . 01l
= 7F— +Uyg—
or 687)9’

ol VU, q ol

_ ot q B)—,

Ur or ( r +mvr “) Oug

ol vy q ol
= vu|l=——(—+—=—B.)=—).
Y <07“ ( r * m Z> 8’09)

Il faut donc résoudre I’équation de transport

()

room Ovg’

(4-3)
I(r =1,vp) = I1(vg).

Le systeme définissant les courbes caractéristiques correspondant a (4.2) est donné
par

dvg  vg qB,

TS m .y
vg(s) = wy.

La solution de I’équation différentielle (4.2) s’écrit de la fagon suivante,

1 qusz> 1 1¢B.

’U()(’I”)I(S’wg—l—§ m r 2 m

T (4.-3)

Ainsi, en prenant la donnée initiale I1(vg) = vg + %%, nous trouvons un nouvel
invariant pour I’équation de Vlasov,

I(ryvg) = I(1,v9(1)) = I1(ve(1)) = 1 vy + %%BZTQ. (4.-3)
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Nous obtenons ainsi une nouvelle formulation de ’équation de Vlasov par un change-
ment de variable (r,v,,v9) — (r,v,, 1) avec

I 1¢B,
vg=—— —
r 2 m

r

et

2
or ., 98 (%Es(t,r) P (qu> r> OF _o, vieRr  (1-3)

m ov,

Cette nouvelle formulation est particulierement bien adaptée pour la parallélisation
des calculs puisque la variable I joue seulement le réle d’un parametre [3].

4.3 Solutions stationnaires.

4.3.1 Fonction de distribution K-V.

Nous nous intéressons a la fonction de distribution de Kapchinsky-Vladirmisky (K-V),
qui est une solution stationnaire de I’équation de Vlasov-Poisson. Cette fonction de
distribution a fait ’objet de nombreuses études en physique des faisceaux et constitue
le point de départ de la focalisation [4]. Soit @ > 0, nous considérons la fonction de
distribution

Folr, vpsvg) = %50(%15{ _BI—a?), (4.-3)

ou ng représente la densité totale, H et I sont donnés par (4.2) et (4.2), tandis que le
parametre J reste a déterminer. Puisque H et I sont des invariants pour l’équation
de Vlasov, il est clair que fy est une solution stationnaire de ’équation de Vlasov

(87, 00, 00) = Jolr(0), 00(0), 09(0)) = "2 (2 H — 51 — a?).

m

Il reste a calculer le champ autoconsistant a partir de I’équation de Poisson

BENRIANS
ror \" or ) PIEY

Nous calculons d’abord la densité de charge p. Pour cela, intégrons la fonction de
distribution par rapport a (v,,vg), pour un calcul rigoureux nous devons approcher
la mesure de Dirac par une fonction intégrable, par exemple

k/2, sixz e [~1/k 1/k],

gk(T) =
0, sinon.



4.3 Solutions stationnaires. 101

Nous notons par fo . la fonction de distribution approchée de fo. Ainsi, pour tout
0 < r < Timaz, OU Timae représente le rayon du faisceau

an
pr(t,r) = 0/ Jo (7, vp, vg)dv, dvg,
n 1gB
= i 9k <’Uf + ’Ug + 2= gbs — B(rvg + —MTQ) — a2> dv, dvy,
T JR2 m 2 m
qn
= 2| g (v} = K) dv, dvy,
T 1R2

avec

1¢B
K:—v§—2%¢s+ﬁ'r <’U9—|—§qmzr> + a?.

Alors, la densité de charge approchée s’écrit

pr(t,r) = 1% g (v} — K) dv, dv,
T JRr?
qno dv
m /IR </JR+ e (v ) ﬁ) supp(gi)dvs,
qno 1 2
= — —— su dvg + O(1/k*).
- (/; NG pp(gi)dvg + O(1/k%)

Nous posons ensuite

1 1¢gB
R=d> + 1521”2 —i—ﬁiqm—z'rQ — 2%(;55

et le parametre 3 est tel que R > 0. Nous calculons,

iy = 1 [t
T J-R R—’U

= qno+ O(1/k?).

O(1/k?),

Lorsque k tend vers I'infini, nous concluons que

p(t,r) = qno.

Le potentiel ¢, est alors donné par

Finalement, le parametre 3 doit vérifier

R=a>+ lﬁZ T—2>0
- 2 meog ) 2 ’
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Nous reconnaissons la fréquence plasma w, et la fréquence cyclotronique w,

2
2 9" Nno q
“p = meg’ C_EBZ'
Nous avons donc,
2 1 o r?
R=a"+ 55 +wcﬂ—wp E>O

La densité de charge est donnée par une constante pourvu que l'on choisisse bien
pour que le faisceau soit focalisé, le champ électrique auto-consistant est alors linéaire
par rapport a r. Ainsi, la fonction de distribution K-V est bien une solution station-
naire de I’équation de Vlasov.

Dans le but d’analyser et de comparer le comportement de différentes solutions sta-
tionnaires ou non stationnaires, P. M. Lapostolle et F. J. Sacherer ont introduit les
valeurs RMS et le concept de faisceaux équivalents [2]. Deux faisceaux composés de
la méme espece de particules, ayant la méme densité, le méme courant et la méme
énergie cinétique sont équivalents si les seconds moments de la fonction de distribution
en x, y, v, et v, sont égaux.

Exemple:  considérons le probleme de la focalisation de faisceau par un champ
électrique appliqué E,(r) linéaire en la variable r,

or 90 (%Es(t,r) + i—z - Ea(r)> OF _o, viem, (4.-12)

ov,

ou I = rwvy. Soit f(t,x,y,vs,vy) une fonction de distribution stationnaire ou non
stationnaire normalisée dans ’espace des phases 4 D. En coordonnées cartésienne,
I'équation (4.3.1) s’écrit alors

g +v- vxf + i(ES(taxagD - Ea(x,y)) ’ VVf =0.
t m

Le second moment en = est défini par

?:/ z? f(t, x,y, vg, vy)dedydvydo,
R4

et le rayon RMS dans la direction des x est donné par

— 2
Tyrms — xr“.

De la méme maniere, nous définissons Yrms, Vg,mss Vymms- Dans la suite, nous utilis-
erons les notations habituelles 2., . = v,,, ./v. et &’ = v, /v,, ol v, désigne la vitesse
constante du faisceau dans la direction z. Pour une fonction de distribution K-V,
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/

I aw = @, le rayon maximal du faisceau sur les axes x

nous notons par Tmaer = a €t x
et 2. Nous avons alors [4]

22 =d%/4, 22 =da"?/4.

Ainsi, pour une fonction de distribution quelconque, nous pouvons définir un faisceau
équivalent a I’aide des moment en (x,v).

Ensuite, nous introduisons I’émittance qui joue un réle fondamental dans la physique
des faisceaux. Elle décrit 'ensemble des particules qui se trouvent a l'intérieur du
faisceau
o\ 1/2

ex:(a:Qx’Q—xx/) .
Cette valeur n’est en général pas constante. En effet, les non linéarités dues au
couplage de I'équation de Vlasov avec ’équation de Poisson, font croitre I’émittance
tout en oscillant au cours du temps.

D’un point de vue pratique, la fonction de distribution K-V n’est pas le meilleur
modele pour représenter un faisceau de laboratoire. Pour cela, nous étudions les
faisceaux semi-gaussiens (voir chapitre 2) ou les fonctions de distribution de Maxwell-
Boltzmann. Cependant, pour les solutions stationnaires ou non stationnaires, les
faisceaux K-V sont toujours utilisés pour calculer les parametres d’adaptation a l'aide
de la définition de faisceaux équivalents.

4.3.2 Fonction distribution de Maxwell-Boltzmann.

Nous étudions ici une solution stationnaire de 1’équation de Vlasov axisymétrique
normalisée ¢ = m = 1 avec un champ électrique appliqué linéaire E,(t,r) = —r/2.
Considérons la fonction de distribution pour 0 < a <1,

«o 1
fo(r,vp,v9) = 5 OXP <— (5(213 +03) 4 ¢s(t,r) + ¢a(t,r)>> , (4.-12)
avec @q(t,r) = 12/4 et Ey(t,r) = —0,¢4(t,7). Nous évaluons ensuite la solution de
I’équation de Poisson normalisée
10 0ds r?
T <r o ) = aexp(—¢s — Z) (4.-12)

Lorsque « est différent de zéro et de un, nous ne connaissons pas de solutions explicites
de I’équation de Poisson (4.3.2). C’est pourquoi, nous approchons le potentiel ¢s par
une formule aux différences finies : soit (r;);>0, un maillage de |0, 7pqz]

¢0 = 07
gbl = @AT2/4,
T Ti—
¢ = ! (2 Gi—1 — Pi—2 < 32 aAr? exp(—¢;—1 — ?”2-2_1/4)>> .
Ti—1/2 Ti-1
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4.4 Discrétisation de ’équation de Vlasov axisymétrique.

Nous utilisons une grille de I'espace des phases (r, v, I). Cependant, il est nécessaire
d’utiliser une discrétisation particuliere dans la direction I. En effet, lorsque le champ
électrique total est linéaire comme pour une fonction de distribution K-V, les courbes
caractéristiques s’écrivent

2 2
wWo oo o  I7
S u =
ou
q w? 2
——(¢s + pa) = =17
m 2

Il faut donc controler le ratio I/r, la discrétisation dans la direction I vérifie donc
I=4wr?

Nous utilisons alors la conservation des valeurs de la fonction de distribution le long
des caractéristiques pour construire ’algorithme. Les nouvelles valeurs sont calculées
en chaque point de la grille en recherchant 'origine des courbes caractéristiques au
temps précédent. Cette méthode n’implique pas de condition de stabilité sur le pas
de temps du type CFL, ce qui pourrait étre trés pénalisant pour traiter I’équation
pres de 'axe r = 0.

Ensuite, dans 1’équation de Vlasov axisymétrique le facteur 12 /73 agit comme un
potentiel de répulsion par rapport au champ électrique total. Ce potentiel est le plus
important pres de 'axe, ou le champ électrique est négligeable. La principale difficulté
dans la discrétisation de I’équation de Vlasov en coordonnées cylindriques se situe donc
dans le traitement de l’équation pres de 'axe r = 0. La méthode la plus naturelle
consisterait a séparer la partie du transport libre qui peut étre résolue explicitement,
puis a résoudre la partie autoconsistante. Cependant, des erreurs numériques sont
générées pres de I'axe r = 0, et se propagent a l'intérieur du domaine. FEn effet,
lorsque ’on souhaite observer des phénomenes a de tres petites échelles, il est impératif
d’empécher la propagation des erreurs numériques. Une autre possibilité est d’utiliser
un schéma de splitting d’opérateurs classiques : sur I'intervalle de temps [t", " 1], 1a
fonction de distribution au temps " est donnée par f"(r,v,, )

* *
8811 + vy E)a]; =0,
(4.-14)

50,70, 1) = f7(r, v, ).

Nous calculons le champ électrique autoconsistant Fs a partir de ’approximation
f*(At,r,v., I). Puis,

af** q 12 1 qu 2 af**
_Es tu N =Y
ot * (m (8,m) + r3 4 < m ) "] o, 0

f**(07T7UT7I) = f*(At7T7UT7I)'

(4.-13)
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Finalement, f"*(r,v,.,I) = f**(r,v,, I).

La discrétisation de 1’équation (4.-14) nécessite 'application de conditions aux
limites artificielles. En effet, en r = 0 et pour v, > 0, le flux de particules est entrant,
tandis que pour v, < 0 des particules sortent du domaine de calcul. Ainsi, nous
devons modéliser le passage des particules a travers 'axe » = 0. Pour cela, nous
avons imposé la réflection spéculaire de particules

f0,v,,I) = f(0,-v,,I), Y v, >0.

La résolution numérique des équations de transport (4.-14) et (4.-13) est ensuite
réalisée a ’aide d’une méthode semi-lagrangienne avec une interpolation de type Her-
mite. Par exemple, pour I’équation (4.-14), sur l'intervalle [r;, 7;4+1], nous approchons
la dérivée de la fonction de distribution en chaque point de la grille par une formule
de différences finies d’ordre quatre

1
a?“fzn: 12A7 [ [H—l fn ] [f2+2 fn ]]

La reconstruction est alors donnée sur chaque intervalle [r;, ;1] par un polynéme de
degré trois interpolant la fonction de distribution et sa dérivée aux points de la grille

frr) = P =) 0 fP + (r—ri)? Blff — 7 — Ar 20, f7 + 0u f114]]
+ (r—mr)® [Am[8f+1+8f”] [i—l—l_finH‘

La fonction de distribution est alors reconstruite sur tout le domaine au temps t". 1l
reste alors a utiliser les courbes caractéristiques pour calculer la fonction de distribu-
tion aux points de la grille au temps ¢"*1.

4.5 Reésultats numériques.

4.5.1 Faisceau semi-gaussien.

Dans cet exemple, nous considérons I’évolution d’un faisceau semi gaussien dans
I’espace des phases de dimension quatre. De plus, la fonction de distribution est
invariante par rotation.

Nous résolvons donc le systéeme de Vlasov-Poisson en coordonnées cylindriques.
Puis, pour permettre la focalisation du faisceau nous appliquons un champ magnétique
constant le long de I'axe z. Alors, la fonction de distribution obéit a ’équation de
Vlasov de la forme

o af+<Es(t,r)+§—<qu> >8f 0, YIeR,  (4-15)

ot "o 2m ovy.

o I=rvg + 4 ﬁ 2= et Fs représente le champ électrique autoconsistant donné par
I’équation de P01sson La fonction de distribution initiale en coordonnées cartésiennes



106 4 L’équation de Vlasov axisymétrique.

est donnée pour 2 + y2 < g2

no qB, 2 qB 2 2
fo(x,y,vz,vy) = WGXP <— <(’Uac— 2my) + (vy + 27};@') >/2vth>a

et fo(z,y,vz,vy) = 0, si 22+y? > a?. Le champ magnétique B, et la vitesse thermique
vy, sont calculés a partir des quantités RMS, de sorte que le faisceau soit équivalent
au faisceau K-V adapté.

Nous supposons que le faisceau est composé d’une seule espece de particules, des
ions lourds de potassium. La densité ng est calculée a partir du courant 1=0.2 A et
de la vitesse de propagation du faisceau le long de I'axe z

e -1 q
=1+ —K
2 Y 7 +mc2 9y

ot K est I'énergie propre du faisceau K = 8.10* eV. Finalement, le rayon du faisceau
est a=0.02 m et la dépression du nombre d’onde w/wy = 1/4.

Nous observons la formation d’une onde au bord du faisceau. Celle-ci se propage
a lintérieur du faisceau et est finalement réfléchie pres de l'axe r = 0. Le champ
électrique autoconsistant initial est linéaire a l'intérieur du faisceau. Les variations
du champ sont relativement faibles mais suffisantes pour perturber fortement la den-
sité (Fig. 4.1). La résolution de I’équation axisymétrique permet d’utiliser un plus
grand nombre d’inconnues que pour I'approximation de I’équation en coordonnées
cartésiennes. Ceci permet de décrire plus précisément la fonction de distribution. De
plus, la nouvelle formulation de I’équation de Vlasov conserve parfaitement les in-
variants 6 et [ = ruvg + %ﬁf r2. Dans ce cas, 'utilisation de 1’équation axisymétrique
et d’'une discrétisation par une méthode semi-lagrangienne donnent des résultats tres
satisfaisants. Lorsque l'on compare I’évolution de la densité obtenue par le code
axisymétrique et par une méthode eulérienne ou semi-lagrangienne en coordonnées
cartésiennes, nous observons une plus grande amplitude de I'onde a l'intérieur du
faisceau. Ensuite, I'amortissement de cette onde est plus tardif avec le code ax-
isymétrique. En effet, la résolution plus faible en coordonnées cartésiennes introduit
de la dissipation numérique qui donne une approximation moins précise du trans-
port de particules. Pour terminer, il est possible de comparer les résultats avec ceux
obtenus par les méthodes particulaires (code WARP [1]). Le bruit numérique est
clairement trop important pour distinguer les erreurs numériques des phénomenes
physiques. Il faut utiliser un grand nombre de particules pour obtenir un résultat
similaire (un million de particules) [5].

4.5.2 Faisceau Maxwell-Boltzmann.

Nous considérons une fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann (4.3.2) qui est
une solution stationnaire du systéme autoconsistant de Vlasov-Poisson. Nous pertur-
bons la densité de 50%. Les parameétres du faisceau sont les suivants : les particules
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@) 3)

Figure 4.1: Développement de (1) la projection en (x,y), (2) la projection en (x,vz),
(3) la projection en (vg,v,) obtenues par le code axisymétrique pour un faisceau semi-
gaussien a z=0, 0.32, 0.48, 0.64, 0.96 m.



108

25e+15
2e+15
15e+15
le+15

Se+14

25e+15
2e+15
15e+15
le+15

Se+14

25e+15
2e+15
15e+15
le+15

Se+14

25e+15
2e+15
15e+15
le+15

Se+14

25e+15
2e+15
15e+15
le+15

Se+14

-

Natz=0.00 —

0.005

001 0015 002

0025 003

m

Natz=0.32 —

0.005

001 0015 002

0025 003

Natz=048 —

0005

001 0015 002

0025 003

S

Natz=0.64 —

0.005

001 0015 002

0025 003

Natz=0.96 —

0.005

001 0015 002

(1)

0025 003

15e+19

le+19

Se+18

Ge+18

-le+19

-15e+19

15e+19

le+19

Se+18

Ge+18

-le+19

-15e+19

15e+19

le+19

5e+18

Se+18

-le+19

-15e+19

15e+19

le+19

Se+18

Ge+18

-le+19

-15e+19

15e+19

le+19

Se+18

Ge+18

-le+19

-15e+19

4 L’équation de Vlasov axisymétrique.

. 1e418 . .
a0 od=00— oo Efta 000 —
0 2410
16418 0
ety 26410
4e+10
e
G0
4o o0
Serly et
0005 001 0015 002 0025 003 0005 001 005 0% 0025 003 005 001 005 002 0025
. 1e418 . .
YR odm02 — oo Ebta 03—
0 2410
16418 0
ety 26410
4e+10
e
60
4o o0
Serls et
0005 001 0015 002 0025 003 0005 001 005 0G2 0025 003 005 001 0055 002 0025
. 1o _ .
Jralz04s — o8 — el Bt 045 —
0 2410
1o+ 0
et 2410
4410
e
Ges10
des18 w0
Serls et
0005 001 0015 002 0025 003 005 001 005 062 0025 003 005 001 0015 002 00
. 1e418 . .
a0e a8 — oo Efta 2065 —
0 2410
1e+18 0
ety 26410
4e+10
e
60
4ol o0
Sels et
0005 001 0015 002 0025 003 0005 001 005 0% 0025 003 005 001 005 002 0025
0% — o8 od 0% —
a0 oatz 1410 Edtat 1209 ——
0
2410
16418 .
/\/h 26418 26410
4410
e
erl0
4o "
-Se+18 -letll
0005 001 005 002 0025 003 0005 001 005 0% 0025 003 005 001 0015 002 005

(2)

3)

(4)

Figure 4.2: Développement de la coupe de (1) la densité N(t,r), (2) du premier
moment en vy, (3) du premier moment en vy, (4) du champ de force total Eq(t,r) —

9B:

2m

semi-gaussien z=0, 0.32, 0.48, 0.64, 0.96 m.

r a Uintérieur du faisceau obtenues par le code axisymétrique pour un faisceau
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sont des ions lourds (potassium), le courant vaut I = 0.2 A et I’énergiec K = 8. 10*
eV et le rayon est 1,4 = 0.01 m. Nous présentons d’abord I’évolution des quantités
RMS o o o
Trms = (r2)1/2? ,Urrms = (U%)l/Q? UG = (v3>1/2
et I’émittance €, donnée par
2,2 2

€x = \/ TV — T U".

Or, x =r cosf
2 = / z? f(t, z,y, v, vy)dx dy dvg, dvy
R4
27
= / r2f(r, ., I)dr dv, dI (/ (cos 9)2d¢9>
R3 0

= mr2,

Ensuite, puisque v, = v, cosf — vgsinf
2 = /JR4 V2 f(t, z, Yy, v, vy)dx dy dvy dvy

27
= / V2 f(r, v, I)dr dv, dI (/ (cos 9)2d9>
R3 0

27
+/ vg f(r, vy, I)dr dvy, dI (/ (sin0)2d9>
R? 0
= (v} +0}).
Enfin, x v, = rv,(cos 0)? — 7 vy(sin )2,
TU, = / xvg f(t, 2.y, vy, vy)dax dy duy duy,
1R4
= TTU.

Ce qui permet de calculer ’émittance a partir des coordonnées cylindriques

e = (1177 (07 + 0) — T52)/(27) = 0.5 |/ (o7 + 03) — 7.

La Fig. 4.5 illustre la formation d’un halo autour du corps du faisceau. Ces coupes
sont réalisées lorsque la valeur RMS v, = correspond a un extremum. En effet, c’est
a cet instant que le halo est le plus visible [4]. Pour une dépression du nombre d’onde
w/wop = 1/2, nous observons les contours de la densité de charge pour 2=09.4 m,
13.57 m, 16.79 m, 23.05 m, 25.14 m. Le halo correspond approximativement a un
millieme de la densité totale. De plus, pour notre faisceau le rayon vaut 0.01 m et la
dimension du plateau est approximativement de 0.025 m, ce qui correspond bien a la
valeur maximale du rayon, donnée par la formule empirique de T. P. Wangler et al.
[6] qui vaut 0.0241 m.
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Figure 4.3: (1) Trms, (2) Urppnss (3) Vo,,.. (4) €x obtenues par l’équation axisymétrique
pour un faisceau Mazwell-Boltzmann.

0.026 T T T T T T 0.022 —— T T- T
Niveau de la densite 1/2000 —— Niveau de la densite 1/500 ——
0.021 - 1
0.024 1
0.02 1
0.022 1 0.019 - 1
S 002 =~ 0018 f 1
S T 0017
0.018 1 0.016
0.015 - 1
0.016 1
0.014 R
0014 L L L L L L L 0013 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 4.4: Evolution au cours du temps du rayon du faisceau correspondant a (1) un
deuz-millieme de la densité totale, (2) un cing-centiéme de la densité totale obtenu
par l’équation axisymétrique pour un faisceau Maxwell-Boltzmann.
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4.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour la discrétisation de I’équation
de Vlasov en coordonnées cylindriques sur une grille de ’espace des phases. Les
résultats numériques montrent que la précision de ce type de méthode est telle qu’il
est possible de mettre en évidence des phénomenes tres fins comme la formation de
halos. Ainsi, par cette méthode nous pouvons traiter un grand nombre d’applications
de la physique des faisceaux et construire des solutions de références pour les codes en
coordonnées cartésiennes. En effet, pour traiter la focalisation par gradients alternés,
il faut utiliser ’espace des phases complet puisque la fonction de distribution n’est
plus axisymétrique. Nous devons donc valider les solutions numériques obtenues par
les codes 2D x 2D avant de traiter des problemes plus complexes.
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Chapter 5

Approximation de I’équation de
Landau.

5.1 Introduction.

L’équation de Landau ou Fokker-Planck-Landau (FPL) a été établie par Landau en
1936 pour I'étude des collisions dans les plasmas. En effet, ’équation de Boltzmann
perd tout son sens pour des interactions coulombiennes (voir Partie I de [26]) qui sont
pourtant de premiere importance en physique des plasmas, physique des accélérateurs,
lasers, interactions faisceaux-plasmas, ondes de chocs et expansion de plasmas ou en-
core en astrophysique. Ce modele décrit donc les collisions binaires entre des particules
chargées avec des interactions de longue portée,

0T+ LE(2) -Vl = 2QUL ), (-1
ou ¢ représente la charge d’une particule, et m sa masse, Q(f, f) est Popérateur de
collisions défini par

QLD =u [ 000 =) [(Tuft.0)f0.07) = (Vo f NS0 | @', (52

avec
VR

P

L’inconnue f(t,x,v) représente la densité d’'un gaz ou d’un plasma dans 'espace des
phases, de position x et vitesse v. f(t,x,v) est positive et telle que le moment d’ordre
deux soit fini. De plus, dans I'équation (5.1), € représente le nombre de Knudsen, qui
détermine la fréquence de collisions et E(t, z) désigne le champ de force autoconsistant
donné par la solution de I’équation de Poisson

d(v) = |[v]"28(v), et S(v)=1Id (5.2)

E(t,x) = —Ved(t,x), —Ad(t,z) =L [ f(t,a,v)dv,

€0 JR3
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ou gg est la permittivité du vide. Comme pour I’équation de Boltzmann, différentes
valeurs de v dans (5.1) permettent d’établir un classement : nous parlerons de poten-
tiels durs lorsque v > 0, de molécules Maxwelliennes, lorsque v = 0 et de potentiels
mous pour v < 0. Ce dernier cas contient les interactions coulombiennes (y = —3),
dont les principales applications sont dans le domaine de la physique des plasmas.
La structure algébrique de l'opérateur est similaire a celle de 'opérateur de Boltz-
mann, nous retrouvons ainsi des propriétés physiques comme la conservation de la
masse, de 'impulsion, de 1’énergie

1
/ QN | v =0

v

et la décroissance de l'entropie cinétique H(t),

City=2 [ 1t,0) Wi v)do <0

- dt R3
Finalement, les états stationnaires de 'opérateur FPL i.e. Q(f, f) = 0, sont donnés
par des fonctions de distribution Maxwelliennes :

P <_M>
(23, )3/ 203 )7
ol p est la masse totale, ug la vitesse moyenne, et vy, la vitesse thermique qui est liée

a la température T par vy, = \/kp T'/m, ou le réel positif kp désigne la constante de
Boltzmann. De plus,

Mpyuo,T(v) =

p= fw)dv, wuy= ! fw)vdv, T = 1 (v)(up — v)* dv.
R3 PR3 3p J g3

Comme il est bien connu dans la littérature et établi par les travaux mathématiques
d’A.-A. Arsenev et N. V. Peskov [1], P. Degond et B. Lucquin-Desreux [12] et plus
récemment L. Desvillettes [13], I’équation FPL est obtenue en supposant que les col-
lisions rasantes sont prépondérantes dans I’équation de Boltzmann. Concernant le
probleme d’existence de solutions, A.-A. Arsenev et N.-V. Peskov [2] ont établi un
premier résultat d’existence locale en temps de solutions faibles dans le cas spatiale-
ment homogene pour les potentiels coulombiens. Récemment, une preuve d’existence
globale en temps de solutions renormalisées a été donnée par R. Alexandre et C. Vil-
lani [1, 27] dans le cas non homogene et pour une donnée initiale d’énergie finie. Nous
renvoyons le lecteur intéressé au remarquable travail de synthese de C. Villani sur le
sujet [28].

Pour I'équation de Boltzmann, la plupart des simulations numériques sont réalisées
par des méthodes Monte-Carlo [10]. Par contre, pour I'’équation de Landau et plus
particulierement pour les interactions coulombiennes, ces méthodes ne donnent pas
de résultats satisfaisants. D’ailleurs, la plupart de ces méthodes particulaires sont
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basées sur une intuition physique plus que sur la discrétisation directe de I’équation de
Landau [6, 19]. Plusieurs schémas déterministes ont donc été considérés, ces dernieres
années, pour la résolution numérique de I’équation FPL dans le cas homogene (la fonc-
tion de distribution f ne dépend pas de la variable d’espace z). D’abord, dans le cas
isotrope [3], c’est-a-dire lorsque la fonction de distribution ne dépend que de la variable
d’énergie €2 = |v|?, puis pour les probléemes & symétrie cylindrique dans [23, 17]. La
construction d’'un schéma numérique conservatif et entropique pour 'approximation
de Topérateur FPL dans I'espace des vitesses v € IR? a été proposée par P. Degond
et B. Lucquin-Desreux [11] : le point de départ de cette méthode est de discrétiser
lopérateur en utilisant la formulation faible du probléme homogene. Ceci permet
de retrouver toutes les propriétés de conservations. Cependant, une implantation
directe d’un tel schéma en dimension trois est trop couteuse. Plusieurs méthodes
rapides ont alors été considérées pour réduire le temps de calcul, comme les méthodes
multipole [16] et multigrille [7]. Une autre approche, basée sur la discrétisation di-
recte de l'opérateur en utilisant une méthode spectrale, a récemment été envisagée
[20]. Elle permet de réduire le cotut quadratique & N log N, ou N est le nombre total
d’inconnues.

Ce chapitre est constitué de deux parties. La premiere est consacrée a la descrip-
tion de différents algorithmes rapides pour approcher I'opérateur de Landau. Nous
présentons une nouvelle méthode basée sur 'approximation de 'opérateur pour une
fonction de distribution isotrope. Cette approximation est bien connue en physique
des plasmas pour le cas pseudo-isotrope [25] et permet de réduire I’évaluation de
I'opérateur de collisions a un cout linéaire. Des tests comparatifs pour les méthodes
multigrille, spectrale et pseudo-isotrope dans le cas maxwellien et coulombien sont
réalisés. Les méthodes spectrale et multigrille ont prouvé leur efficacité dans le cas
homogene, mais d’apres nos connaissances, il n’existe pas de résultats numériques
dans la situation non homogene. Pourtant, le couplage avec la partie transport est
nécessaire pour traiter des probléemes appliqués a la physique des plasmas ou a la dy-
namique des gaz. De plus, 'ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations
ou des discontinuités dans ’espace des vitesses et le traitement de 'opérateur de colli-
sions par ces algorithmes rapides pourrait entrainer des problemes de précision. Dans
la deuxiéme partie, nous donnons un algorithme efficace, basé sur la décomposition
des opérateurs de collisions et transports, pour traiter I’équation de Landau non ho-
mogene. L’équation de transport sera résolue en utilisant le schéma PFC d’ordre trois
permettant de conserver la masse, I'impulsion, 1’énergie et la positivité.

5.2 Comparaison de schémas numériques.

Nous rappelons les principaux traits des algorithmes rapides, puis présentons la méthode
pseudo-isotropique. Ensuite, nous proposons des résultats numériques classiques pour
le traitement de I’équation FPL dans le but de comparer la précision, le cotit et
la robustesse des différents schémas numériques dans le cas homogene. Dans la
derniere partie, nous rappelons le schéma a pas fractionnaire permettant le couplage
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de I’équation de transport et de I'opérateur de collisions. Des résultats numériques
illustrant ’effet de la fréquence de collisions sont présentés dans le cas 1D x 3D avec
la méthode multigrille (dimension une en espace et dimension trois en vitesse).

5.2.1 Trois algorithmes rapides pour 1’équation de Landau.

Cette partie est d’abord consacrée a une breve description des méthodes spectrale et
multigrille. La non linéarité de I’équation de Landau est de type quadratique, cepen-
dant la complexité des deux méthodes est de 'ordre de N log(N), ou N représente le
nombre d’inconnues.

Dans la derniére partie, nous proposons une nouvelle méthode pour la discrétisation
de opérateur avec un cout linéaire lorsque la fonction de distribution est “presque
isotrope”.

A. La méthode spectrale.

Discrétisation de 'opérateur. Cette méthode a été récemment proposée par L.
Pareschi et al. pour approcher les équations de Boltzmann [21] et Landau [20, 22].
Nous décrivons brievement 'idée de la discrétisation et renvoyons le lecteur aux ar-
ticles de réferences pour plus de détails. Nous écrivons d’abord l'opérateur sous sa
forme usuelle

QN =Vu [ 20|Vt o)F b0+ 9) = (Vs 0+ )00 |ds. (52

Nous supposons que le support de la fonction de distribution est inclus dans la boule
B(0,R/2) avec R > 0. Cette hypothese ne peut pas étre satisfaite en général puisque
I’état stationnaire est donné par une Maxwellienne, qui n’est pas a support compact.
La fonction de distribution est donc tronquée a zéro lorsque f prend des valeurs
suffisamment petites. A partir de cette hypothese sur le support de la fonction de dis-
tribution, le domaine d’intégration est inclus dans la boule B(0, R). Nous approchons
ensuite la fonction de distribution par une somme partielle d’une série de Fourier

Ity = S el A (5.2)

ke{-N,..,N}

ou k=(ki,ka,ks), N est le multi-entier (n,n,n), n représentant le nombre de demi-
modes dans chaque direction et le k-eme mode est donné par

P 1

- —ik.w
fre(t) = GR? /19(0,R)f<t7v)6 dv.

En substituant I’approximation fy(¢,v) dans 'opérateur (5.2), nous obtenons

Qv s =[5  A flt) Bultmet R O

R
I,me{—N,..,N}2
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ou Br(I,m) est défini par

~

Br(l,m) = /B( )|w|”+2[(l+m)(l—m)—(l+m).—(l—m).ﬂ]eiw-mdw

avec

B(l,m) :/B(O )|w|7+2 [12—(1.

%)2} M .

|w

Nous recherchons alors la fonction de distribution fy qui vérifie

Ofn ik, _
vk € {-N,., N}, /B(O,R){W_ (fN,fN)}e dv = 0.

Comme le terme résiduel de ’opérateur FPL est orthogonal a tout polynome trigonométrique
de degré < n, nous obtenons le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant

V/‘CG{—N,..,N}, dd—f;k: [%]7—’—3 Z flfm [B(lvm)_é(m¢m) :

Maintenant, il reste a approcher les termes B (I,m) en décomposant en deux parties,

Bllm) = /B(O )|w|v+2[12—(z.l)Q]eiw-mdw,

|wl
. 3 W Wi -
= 12/ lw | F2et m duy — Z l; lj/ P (w)— 23 "M dw.
B(0.7) S5 IBom |w]
Nous posons donc

Flm) = / [T 2¢m gy (5-1)
B(0,m)

L j(m) = / 2L iwom gy, (5.0)
B(0,7) |w|

pour finalement obtenir le nouveau systeme d’EDO : Vk € {—N,.., N},

dfk T +3 A A 9 .
L Jfe—m fm |(E —m)*F(m) — B(m,m) (5.1)
R A

T1v+3 3 A 2
-1 X S Fulb = ma) k= my) L (m),

7’7.7:1 me{fN,,N}
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Remarque 5.1 Les coefficients F'(m) et I; ;, donnés par (5.-1) et (5.0), ne dépendent
que de y et s’écrivent comme des intégrales a une dimension. Ils sont donc approchés
en utilisant une formule de quadrature récursive permettant de contréler [’erreur
numerique.

Pour approcher le terme de droite du systeme (5.1) qui s’écrit comme une somme de
convolutions discretes, il suffit d’utiliser un algorithme faisant appel a la Transforma-
tion de Fourier Rapide (FFT). Soit S; une convolution discrete, elle s’écrit sous la
forme
Sk=" > 9mbhi-m.
me{—N,..,N}

L’évaluation de Sy est de l'ordre de (87n3) log(8n?), ot 8n? est le nombre total
d’inconnues. En effet

e la réalisation d’'une FFT pour transformer g,, et hiy_,, en g, et ﬁk,m dans
'espace de Fourier a un cotit de 'ordre O((8 n3) log(8n?)),

e le calcul de la somme dans ’espace de Fourier S a un “cott linéaire”.

e la réalisation d’une FFT inverse pour transformer Sk en S, a un cout de l'ordre
O((8n3)log(8n?)).

L’approximation utilisant la méthode spectrale préserve exactement la masse, puisque
les conditions aux limites sont périodiques. L’impulsion et ’énergie sont controlées
par la précision spectrale. En effet, nous rappelons le résultat déja présenté par L.
Pareschi et al. dans [22] en apportant une correction a la preuve. Nous introduisons
Pn Dopérateur de projection

Py L2(] - R, R[") — PV, (5.0)
otl d est la dimension de 'espace des vitesses et PV désigne ’ensemble des polynomes

trigonométriques de IR? de degré inférieur & |N| et Lg(] — R, R[%) est I'espace des
fonctions mesurables, périodiques de | — R, R[? et de carré intégrable.

Proposition 5.1 Soit v > 0. Nous supposons que la fonction de distribution f
solution classique de l’équation de Landau satisfait

fer? (] _R?R[d>a

ot Hg (] - R, R[d) désigne lespace des fonctions mesurables, périodiques sur]— R, R[*
et dont les dérivées jusqu’a l’ordre deux sont de carré intégrable.
Alors, approximation spectrale Qn(fn, fn) = Pn Q(fn, fn) de Uopérateur de

collisions Q(f, f) vérifie

N

Q 5 2
1QU, ) = Qn(fns )z < C(F) (||f—fN||Hg+” Wy ’;N”'HP). (5.0)
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Preuve : nous décomposons d’abord l'erreur en deux parties

1QU, 1) = @n(fns )z < QU ) = QUfn, fv) e
+ QU N, fx) — Qn(fn. )l

Nous savons que fy € PV et puisque I'opérateur de Landau est quadratique en fy,
il est clair que Q(fn, fn) € P?V. Ainsi, en appliquant les estimations classiques des
méthodes spectrales [24], nous avons

QU )~ @ufn. )l < g QU )z

Il reste a estimer le second terme ||Q(f, f) — Q(fn, fn)l| 1z Pour cela, nous utilisons
I'identité
QU f) —Qlg,9) =Q(f +9,f —9),
ou lopérateur bilinéaire symétrique Q(.,.) est défini par
1

Q) = 5% [ @<w>[<vvf<t,v+w>>g<t,v>—<vwg<t,v+w>>f<t,v>}dw
2 B(0,2R)

Ve [ )| (Vaglt o+ ) (6) — (Tud b+ (e o
B(0,2R)
lequel peut s’écrire en utilisant le produit de convolution en reprenant les notations
de [26]
d

Lr _ _ _
Q(f.9) = Z ) [a?,jai,jf + (Iz-f,jai,jg e f-¢ g] ,
i,j=1
avec
2 % _
aij(z) = |2+ (5213‘ - I,Zz\2]> ’ azf,j = aij* f
et

c(z) = 0i5ai;(2) = =2(v+3)|2|7, e =cxf.
Sous I’hypothese v > 0, les quantités a; ; et ¢ sont bornées sur B(0, R), nous vérifions
Pestimation sur Q(f, g)

1QU. )z < Cr (lgllzs 17 1az + 11y Iglliz) < Cr lgllaz 1 11sz-

Ainsi, nous obtenons la majoration souhaitée

1QU, 1) = QUins )iz < Cr I + Fllz 1F = fxliaz < CRLF) 11 = Fvllas.

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 5.1. g

Remarque 5.2 Cette estimation n’est pas valable dans le cas coulombien, puisque
dans ce cas les quantités a; j et ¢ ne sont pas bornées sur B(0, R).

Notons que nous n’avons aucune information sur les états stationnaires, sur la
décroissance de I’entropie et sur la préservation de la positivité.
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B. La méthode multigrille.

Cette méthode a été proposée par C. Buet et al. dans [7]. Nous supposons ici que le
domaine d’intégration est inclus dans une “boite”de diametre R, que ’on notera par
Cy. Posons pour toute fonction p(v) suffisamment réguliere,

H(v,v") = —% f(t,0) f{E,07) [Vop(v) = Visp(v?)] @(v —07)

[VoIn(f(t,v)) = Ve In(f (2, 0%))] -

En utilisant la formulation faible, I’équation de Landau s’écrit
| Qunwetiae = [ Ho ) d (5-7)
1R3 C()XC()

Puis, nous introduisons une grille réguliere discrétisant le domaine d’intégration Cj,
composée de N = 8" points, oll n représente le nombre total de niveaux de grille. Le
pas de l'espace des vitesses est noté par Av = R/(2") et f;(t) représente I’approximation
de f(t,v;), avec v; = I Av —wvg, | = (I',12,13) € T = {1,..,2"}3 et v est le centre de la
grille.

Discrétisation différences finies. Dans une premiére partie, nous rappelons le
schéma conservatif et entropique introduit par P. Degond et B. Lucquin-Desreux [11].
A partir de la formulation faible (5.2.1) et pour [ € Z, nous définissons I’approximation

Q(f, f); de Popérateur de collisions par

STABQU, =D A H(vg,vm).

leT (I,m)ez?

Le terme H(v;,v,,) désigne une approximation de H(v;,v,,) pour une fonction test

quelconque ¢ € C}(IR?)

H (v, vm) = —% Ji(@) f () (D)1 = (Dp)m] @ (vr — vm)[(DIn (1)1 — (D In £ (2))m],
(5.-7)

ou D est une approximation différences finies de 'opérateur gradient.

A partir de cette formulation, nous prenons une fonction ¢ telle que p(v;)=1 et

¢(vp)=0, pour p # [, puis obtenons le systeme d’équations différentielles suivant

dfi(t)
dt

= FR(t) = (Dp(t)), (5-7)
ou D* est I'opérateur de différences finies adjoint de D et

pilt) = 3 ilt) F (B0 — ) (DI F(0)) = (DI F(E)m).

meT
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Pour obtenir la conservation de la masse, de 'impulsion et de I’énergie, nous calculons
d’abord une approximation de I’opérateur FPL en utilisant successivement 1’opérateur
différences finies décentré amont DT et aval D~ définis par

Vite, — Vi Vi — Yi—e,

+ R - J— _rvEs =
(-Ds 1/1)1 Av ) (-Ds ¢)Z Av y S 172737

oil ey représente la s-me composante de la base canonique de IR®. Nous introduisons
aussi 'approximation centrée D¢

_ Q/)H—es — wi—es

CahY. — =
(D5 )i s, S L3

L’opérateur FPL discret est finalement obtenu a partir de la moyenne des opérateurs
approchés & 1'aide de DT et D~. Il vérifie ainsi

1
AP QU | v | =0,
leT v?

Dans [7], les auteurs reformulent ce schéma comme la somme d’une approximation
centrée d’ordre deux et d’un terme de viscosité artificielle en Av? qui permet d’éliminer
les mauvaises conservations. Une telle approximation de (5.2.1) est actuellement trop
coliteuse, il faut donc réduire le temps de calcul en utilisant un algorithme rapide.

La méthode multigrille. Nous décrivons maintenant la mise au point de ’algorithme
multigrille pour améliorer la vitesse de calcul de 'opérateur. Il consiste & décomposer
lopérateur en différents niveaux et a calculer les interactions entre les particules suiv-
ant leur vitesse relative |v — v*|.

Au niveau un, nous décomposons le domaine d’intégration Cy en huit “boites” de
taille identique notées par C7, r € I} = {0,1}3, que nous appellerons les “enfants de
Co” et Cp étant le “parent” des boites C]. Nous avons ainsi

| Qu.nwee)d = [ e
IR CTxCY

(rr)e{0,1}3

Au niveau deux, nous décomposons chaque boite C7 en “sous-boites” CQT/, pour 1’ €
I, = {0,1,2}2, nous calculons alors les interactions des particules suivant la position
relative des boites d’'un méme niveau. Nous introduisons la définition suivante : la
cellule C’}C” est dite bien séparée de C7 si et seulement si les parents de C’}C” et de O}
sont les plus proches voisins et si C};l n’est pas le plus proche voisin de C}. Le plus
proche voisin de C], est obtenu en ajoutant au centre les quantités (R/2%)(e1,e2,e3),
avec (e1,e2,e3) € {—1,0,1}.

Nous écrivons alors la formulation faible de 'opérateur comme la somme de I'intégrale
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sur les boites bien séparées (b.s) et sur les boites qui ne sont pas bien séparées (p.b.s.)

QU fw)e(v) = CH(v, v*)dvdv*
/JR3 (T’rz,):e I /chcg
b.s.

+ E / H(v,v")dvdv*.
™ T‘/
(ryr')€el> CyxCy
p.b.s.
Si la cellule C3 est “bien séparée”, nous calculons I'intégrale a partir d’une formule de
quadrature donnée ci-dessous, sinon la contribution est calculée au niveau supérieur.
Nous répétons ce procédé jusqu’a ce que le niveau final n soit atteint
ur un niveau fixé k, nou von r r U'intégr rm
Po eau fixé k, nous devons approcher 'intégrale de la forme,

/ H(v,v")dvdv*, (5.-9)
crxcy’

mais une approximation directe requiert 82* évaluations, ce qui implique un calcul
de Pordre de N2. Ainsi, pour réduire le cotit, nous utilisons seulement n; = 8F
évaluations pour approcher (5.2.1), puis demandons qu’apres ny itérations en temps,
tous les couples (i,j) € C} x C,’;/ alent donné leur contribution. Soit {1,...,ny}, les
ny éléments de la boite C} et soit 7 une permutation aléatoire de {1,...,n;}. Dans
une premiere partie, nous approchons (5.2.1) par une formule de quadrature de type
Monte-Carlo en utilisant les paires (I,7(l)), I € {1,...,nx}, a la deuxiéme itération,
nous utilisons (I,72(1)), etc... Ainsi, aprés ny itérations, I'ordre 7 est de nouveau
atteint.

Finalement, lorsque Cj et C’g’ sont bien séparées, l'approximation Monte-Carlo de
(5.2.1) est donnée par

* * 1
/T . H(v,v")dvdv* = ok Z AP H (v, vrp))-
CpxCy le{l,..,ny}

L’évaluation de l'opérateur FPL est alors réduit a 'ordre n N ( < N logN).

Discrétisation en temps. Concernant la discrétisation en temps, un schéma d’Euler
explicite est utilisé. Pour assurer la stabilité de I’algorithme, nous imposons des con-
ditions sur le pas de temps At pour lesquelles le schéma donne une approximation
positive et assure la décroissance de l'entropie [8]. Il existe une constante positive
C > 0 telle que

|FP(t)| = |(D*p)i| < C In(K) fi(t),

ou K = maxy <1} (fi/ fixm), Puis en posant Aty = o/(C In(K)), avec a €]0,1],
lapproximation f;(t) reste positive. Finalement, I’entropie décroit pourvu que le pas
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de temps vérifie

_A'ng FP(t) In(fi(t))
M%Z fi(t)

At < min | Aty, (5.-9)

Nous notons enfin que pour éviter une condition de stabilité globale de type (5.-9)
sur le pas de temps, nous utilisons un algorithme de sous-cyclage, c’est-a-dire que I'on
choisit un pas de temps différent a chaque niveau de grille.

C. Le schéma pseudo-isotrope.

La méthode pseudo-isotrope pour ’équation de Landau est tres proche de la méthode
multigrille décrite précédemment, le point de départ est le schéma conservatif de
type différences finies. La formulation faible discrétisée de I’équation FPL peut étre
reformulée en utilisant la symétrie de 'opérateur. Pour toute fonction test ¢
Ot = 8 Y [ (D) B — ) [(DIn i — (DI [, (5-9)
i€l (i,5)€1?
ou f; désigne la moyenne de f sur la cellule ¢ et D est 'opérateur différences finies
utilisé précédemment pour la construction de la méthode multigrille.
A partir de ce schéma aux différences finies, nous approchons le systéme d’équations
différentielles ordinaires :

dfi(t)
dt

= FPi(t) = (D*p(t));, Viel,
ou D* est I'opérateur adjoint de D, et

pi®) = 3 £ 5509w —v) (D @) - (DI F1),) (529
JjET
et la matrice ®(v) s’écrit

®(v) = |v]" (] Id—v®0).

Lorsque la fonction de distribution est isotrope, le facteur multiplicatif |v — v*|? dans
la matrice ® peut étre remplacé par max(|v|, |v*])? [9, 25]. Ceci peut étre vérifié en
utilisant les polynomes de Legendre. En effet, nous avons

1 1 1 1 ip( ¥
= — = — €T s
v —v*| vt (1+2pz+p2)/2 ot nwe

ol p = vt /v~ avec vt = max(|v|, |[v*|) et v~ = min(|v|,|v*|), = est le cosinus de
I’angle entre les deux vecteurs vitesses et P, désigne le polynome de Legendre de



126 5 Approximation de I’équation de Landau.

degré [. Alors, comme dans le cas continu, seul le terme d’ordre zéro apporte sa
contribution. Cette propriété est utilisée pour dériver I’équation isotrope simplifiée.

Pour une fonction de distribution quelconque, nous pouvons considérer une tron-
cature de la série en ne retenant que les M premiers termes du développement. Dans
cette partie, nous nous limiterons a la plus grossiere approximation (M = 1). En
utilisant ce que nous appellerons 'approximation isotrope, qui est valable pour une
fonction de distribution proche de la fonction isotrope, nous améliorons les méthodes
multipole et multigrille [7, 8, 16] : le cott de cette méthode devient en effet linéaire
et le nombre d’inconnues n’est plus forcément une puissance de deux.

Proposition 5.2 Supposons que lespace des vitesses v € IR® soit discrétisé par une
grille composée de points de la forme (v;, +0.5) Av, iq € {—N,...,N—1} et a =1,2,3.
Alors, la méthode pseudo-isotrope décrite précédemment a un cott de calcul linéaire
par rapport au nombre total de points de discrétisation 8 N3.

Preuve : nous devons évaluer les quantités de la forme

AP () = (max(|vil, [0)7 fif i (vi = vj)a(vi — v;)p((DIn )i — (D1n £);)s)
J
(5.-9)
ou «, (3 et § représentent les composantes {1,2,3} des vecteurs de IR3. Cette somme
peut étre décomposée selon que |v;] < |v;| ou |v;] > |vj].
La premiere étape consiste a calculer les moments en “énergie”, c’est-a-dire en |v|.
Nous définissons alors

HYPO (jui]) = ) vja vy, (DI f)js filog"7, (5--9)
j

ou les indices «,3 et § sont maintenant dans {0,1,2,3}. (vj, désigne la a-éme
composante du point v; lorsque o € {1,2,3} tandis que v; est égal a 1. De plus, le
parametre € est défini de la maniére suivante

_ { L si |/U]| < |/UZ'|7
e = .
0 sinon.

Le nombre de valeurs de la forme (|v;]); est largement inférieur au nombre total de
points de discrétisation de la grille. Par exemple, si nous utilisons une grille uniforme
centrée v; o = (i + 0.5)Av ol iy, € {—N, N — 1}, le nombre de points est N; = 8N?3,
tandis que le nombre de valeurs de la forme |v;| est Na = O(N?). En effet,

2

o
0< AZQQ = (iq + 0.5)* < N2,
v

les valeurs |v;|?/Av? appartiennent donc & I'ensemble {0, ..., 3 N?}. Enfin, en utilisant
la symétrie de la grille, il est possible de réduire encore le nombre de valeurs de la
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forme |v;|. Les propriétés de symétrie et la structure de la matrice ® font que les
seules quantités nécessaires pour calculer (5.2.1) sont

(a,3,7) € {0,1,2,3}% tel que a < 3, afy ¢ {1,6,8,27}.

Le cardinal de cet ensemble est 34. Le cout de calcul de cette étape est donc de 'ordre
de N1 =8 N3, et le coiit en place mémoire de I’ordre de Ny. Nous calculons d’abord

Pa”g’5(|vk|) - Z vavs(DIn f)is fi, (5--9)
l
|vi|=vg|

avec un coit en N; = 8 N3.
La seconde phase est I’accumulation :

% %
Ha,ﬁ,5,0(|vi|) _ Zpa,ﬁ,5(|vk|)7 Ha,ﬁ,5,1(|vi|) _ Z | Paﬂ,é(‘vk‘)'
k=0 k=0

Ainsi, nous estimons les valeurs
P (o) = i (ol B2 i) 4+ B2 (o))

Cette évaluation nécessite environ No opérations.
La troisitme phase est la partie attribution. Par exemple pour le terme A'?2
correspondant a la premiere ligne et deuxieme colonne

AL22 = Zmax(|vi|v [0;)7 (vi — ;)1 (vi —vj)2 fi fj (DIn f); — (D1n f))a,
J

nous étendons le produit des vitesses relatives et obtenons

A1’2’2(UZ‘) — (Ui,l V; 2 FO,O,O — v F2’0’0 — V9 Fl,O,O + F2’1’0) (D In f)i,2

0,0,2 2,0,2 1,0,2 2,1,2
+ (Ui717)i72F” —UZ'71F” _'UZ'72F7’ +F”).

Le cout de cette derniere partie est Vy.

En conclusion, nous avons montré que 1’évaluation de I'intégrale double de la forme
(5.2.1) a un cout linéaire en dépit de sa structure quadratique. Le second avantage,
lorsque 'on utilise cette approximation, est que le nombre de points n’est plus de la
forme 2F. Ceci est trés important pour la flexibilité de la méthode. O

5.2.2 Tests numériques dans le cas homogene.

Nous présentons maintenant des tests numériques pour comparer les différents algo-
rithmes dans les situations suivantes
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e le cas maxwellien (v = 0) pour lequel des solutions explicites sont connues [4, 5].

e le cas coulombien isotrope (y=-—3) introduit dans [25] et pour lequel un code
unidimensionnel isotrope [9] est utilisé pour calculer des solutions de références.

e le cas coulombien bi-maxwellien : ce dernier test est de premiere importance en
physique des plasmas et consiste en une donnée initiale bi-Maxwellienne qui est
loin de la situation isotrope. Les deux premieres méthodes sont alors utilisables,
et nous permettront d’évaluer la précision en fonction du temps CPU.

Au cours de ces tests, nous observerons ’évolution des quantités physiques suivantes,

e [’entropie cinétique discrete :

H(t) = Y Av® f;(t) In(fi(t)).

i€z
e Le moment discret d’ordre quatre :

My(t) = AP [uil* fi(t).

i€z

e Les températures discretes : pour k =1, 2, 3

To(t) = 3 A® (F Av—ub)2fit) et T(t) = éZTk(t),

ez k=1

olt up = (uf, uf, ud) est une approximation de I'impulsion < [1s v f(t,v)dv et p

P
une approximation de la masse totale.

e L’erreur quadratique discrete : dans le cas Maxwellien (y=0), nous pouvons
calculer des solutions explicites. Nous notons par f¢** la solution de 1’équation
de Landau, puis définissons la norme L? de I’erreur relative discréte par

(T Av? [t (o 1) — i)

P = (3 Aws| fewact (v, £)[2) /2

A. Le cas Maxwellien (7 = 0).

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes connues isotropes,
qui est une extension des solutions de A.-V. Bobylev [4]. Nous posons S = 0.6 et
considérons
1 1-8 |v]? ]2
372 —exp(——=).
(27 S) S 28 28

fo(v) =
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Nombre d’inconnues | spectrale | multigrille | pseudo-isotrope
16 x 16 x 16 0.4 sec 0.08 sec 0.03 sec
32 x 32 x 32 10 sec 1.8 sec 0.37 sec

Table 5.1: Temps de calcul pour les méthodes spectrale, multigrille et pseudo-isotrope
en fonction du nombre d’inconnues pour une évaluation de l'opérateur (TEST A).

Les résultats numériques sont comparés avec la solution explicite

F(t.v) = 1 55—3+1—S@ eX(_@)
T ar s 28 s 2s5) P Tog)

oun S = 1—0.4exp(—t/6). Dans ce cas les températures Ti(t), To(t), T5(t) sont
égales puisque la solution est isotrope. Ce test est réalisé pour évaluer la précision
des différents schémas en comparant ’évolution de l'erreur quadratique. Pour la
méthode spectrale, un schéma de type Runge-Kutta d’ordre élevé est nécessaire pour
la résolution du systeme d’équations différentielles ordinaires, puisqu’il est impératif
de garder la haute précision de ’algorithme. De plus, le support de la fonction de
distribution est plus important que celui utilisé pour les méthodes différences finies.
En effet, pour obtenir la stabilité du schéma et pour éviter 'effet d’“aliasing” inhérent
aux méthodes spectrales, un support suffisamment large est requis.

La simulation est stoppée lorsque ’état stationnaire est atteint, ce qui correspond,
par exemple, a la stabilisation de ’entropie. Le tableau 5.1 montre le temps de calcul
pour I’évaluation de 'opérateur de collisions : nous avons réalisé une itération avec
un pas de temps proche de zéro et un schéma d’Euler explicite. Le cout de la méthode
pseudo-isotrope est largement réduit par rapport aux méthodes rapides, en N log N.
D’autre part, le tableau 5.2, représente le temps de calcul total pour les différentes
méthodes en fonction du nombre d’inconnues. L’augmentation du temps de calcul de
la méthode spectrale avec 323 modes s’explique par I'utilisation du schéma Runge-
Kutta qui nécessite plusieurs évaluations de 'opérateur a chaque itération. De plus,
la condition de stabilité est de I'ordre de O(1/N?), ot N est le nombre d’inconnues, ce
qui devient tres contraignant pour cette résolution. Un schéma d’ordre quatre de type
Adams-Balshforth, qui ne nécessite qu’une évaluation a chaque itération a été testé,
mais la restriction sur le pas de temps devient plus forte et ne permet pas de réduire
le temps de calcul. Concernant 'utilisation de la méthode multigrille, I’algorithme
de sous-cyclage est tres efficace dans cette situation. Le cott linéaire de la méthode
pseudo-isotrope pour I’évaluation de 'opérateur améliore le temps de calcul, méme si
la condition sur le pas de temps demeure quadratique, i.e. At < C Av?. L’évolution
de la norme discrete, de l'entropie et du moment d’ordre quatre est présentée (voir
Fig. 5.1,5.2,5.3). Au vu des résultats numériques, les méthodes multigrille et pseudo-
isotrope semblent étre d’ordre un. En effet, 'approximation différences finies de
lopérateur gradient est d’ordre deux, mais 'utilisation d’un algorithme Monte-Carlo
diminue la précision. En contre partie, le schéma spectral est largement plus précis
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Nombre d’inconnues spectrale multigrille | pseudo-isotrope
16 x 16 x 16 2 min 40 sec 10 sec 03 sec
32 x 32 x 32 07 h 40 min | 3 min 21 sec 1 min 50 sec

Table 5.2:  Temps de calcul total pour les méthodes spectrale, multigrille et pseudo-
isotrope en fonction du nombre d’inconnues (TEST A).

avec 323 modes et semble étre ici d’ordre deux. De plus, I’évolution de I’erreur obtenue
par 'algorithme spectral avec 16 modes dans chaque direction est seulement quatre
fois supérieure a celle obtenue par la méthode multigrille avec 32 points dans chaque
direction. Pourtant, ’erreur de ’approximation spectrale ne converge pas vers zéro
lorsque t tend vers l'infini, ce qui signifie que 1’état stationnaire n’est pas bien décrit
sur des temps longs. Enfin, le comportement de ’entropie et du moment d’ordre
quatre discrets obtenus avec 163 modes ne sont pas suffisamment précis, tandis que
la méthode multigrille qui assure la décroissance de I’entropie semble plus robuste.

The quadratic error for the spectral method The quadratic error for the multigrid method The quadratic error for the pseudo-isotropic method
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Figure 5.1: Evolution au cours du temps de la norme L2 de Uerreur relative pour (1)
la méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en
utilisant 163 et 323 inconnues (TEST A).

B. Le cas isotrope (y = —3).

La donnée initiale est maintenant isotrope puisqu’elle ne dépend que du module de

la vitesse ||
1 v| —o)?
folw) = gyown( -2,

o2

avec S = 10, 0 = 0.3. Ce test est réalisé pour comparer I’évolution de l’entropie
cinétique avec celle obtenue par le code isotrope unidimensionnel, décrit dans [9],
lequel est utilisé avec un nombre important de points de la forme €2 = |v|?. La
résolution est de 162 modes pour la méthode spectrale et 323 pour les schémas multi-
grille et pseudo-isotrope. D’apres les résultats présentés en Fig. 5.4 et 5.5, ’évolution
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The entropy for the spectral method The entropy for the multigrid method The entropy for the pseudo-isotropic method

-4.18

418 -4.18
32modes ¢ 32 points  © 32 points ~<—
16 modes + 16 points + 16 points -+

42 b

428 . . . . 428

Figure 5.2: Evolution au cours du temps de l’entropie cinétique pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en utilisant 163
et 323 inconnues (TEST A).

The fourth order moment for the spectral method The fourth order moment for the multigrid method The fourth order moment for the pseudo-isotropic method

32 modes ~+— 32 points ~— 32 points ~—
16 16 modes -+ 16 16 points - 16 16 points -

Figure 5.3: Evolution au cours du temps du moment d’ordre quatre pour (1) la
méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en
utilisant 163 et 323 inconnues (TEST A).
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de l'entropie induite par les trois méthodes est en accord avec celle obtenue par le
code isotrope. Pour éviter 'effet d’“aliasing” de la méthode spectrale, le support doit
étre suffisamment large, ce qui diminue la précision de la représentation de la fonction
de distribution. Cependant, I’état stationnaire semble étre décrit avec précision dans
ce cas. La méthode pseudo-isotrope donne également de bons résultats puisque la
fonction de distribution reste isotrope.

Evolution of the entropy for the spectral method Evolution of the entropy for the multigrid method Evolution of the entropy for the pseudo-isotropic method
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Figure 5.4: Evolution au cours du temps de l’entropie cinétique pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope comparée avec
celle obtenue par le code isotrope 1d isotrope (TEST B).

Distribution function evolution for the spectral method Distribution function evolution for the multigrid method Distribution function for the pseudo-isotropic method
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Figure 5.5: Evolution au cours du temps de la fonction de distribution pour (1) la
méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope (TEST
B).

C. La somme de deux Maxwelliennes (7 = —3).

La donnée initiale est maintenant choisie bi-Maxwellienne, c’est-a-dire la somme de
deux Maxwelliennes :

Fo(0) = 3 (M 2(0) + M 2(0)),
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avec v1 = (2,3,3), vo = (4,3,3) et vg = (3,3,3) représente le centre de la grille. La
vitesse thermique vaut vy, = 0.45, la masse totale est p = 5. Le temps final de
la simulation est T" = 20, ce qui correspond a 1’état stationnaire. Ce test permet
d’observer I’évolution de ’entropie, de la température et de la fonction de distribution
lorsque la donnée initiale est loin de I’équilibre et non isotrope. En effet, dans le cas
Maxwellien, C. Villani [26] donne la vitesse de convergence de la température vers
I’état stationnaire

Ti(t) =T + (T;(0) = T™) exp(—12pt),

oll T est la température a 1’état stationnaire, p représente la masse totale. Cepen-
dant, dans le cas le plus intéressant, le cas coulombien (y = —3), nous n’avons
pas d’information sur le temps de relaxation. D’ailleurs, il n’existe pas de résultat
théorique prouvant que la fonction de distribution solution de I’équation de Landau
converge vers 1’équilibre pour v = —3. Le recours a la simulation numérique devient
ici nécessaire pour comprendre les phénomenes physiques.

D’abord, nous présentons dans le tableau 5.3, le temps de calcul total pour une
itération, en utilisant un schéma d’Euler, afin de comparer le temps requis pour
I’évaluation de l'opérateur dans le cas coulombien. IL’augmentation du temps de
calcul est en accord avec I'estimation théorique pour les deux méthodes en N log IV,
ou N est le nombre total d’inconnues. Mais, le temps nécessaire pour 1’évaluation de
lopérateur par la méthode multigrille est nettement inférieur a celui de la méthode
spectrale. Le temps CPU pour la simulation complete est donné dans le tableau
5.4. Pour ce test, nous avons utilisé 8 et 162 modes pour la méthode spectrale et
163, 323 points pour le schéma multigrille. Les temps de calculs sont trés proches
lorsque la méthode multigrille est utilisée avec 323 points et la méthode spectrale
avec seulement 163 modes. Les Figures suivantes proposent I’évolution des quantités
physiques obtenues par les deux méthodes. Pour conserver I'ordre élevé de la méthode
spectrale, un schéma de type Runge-Kutta d’ordre quatre est requis. Ainsi, un petit
nombre de modes suffit & donner une approximation raisonnable : la relaxation de la
température (Fig. 5.6 et 5.7) obtenue par I’algorithme multigrille avec 323 points est
treés proche du résultat donné par la méthode spectrale avec seulement 163 modes.
Nous pouvons noter que l'état stationnaire de la température donné par le schéma
multigrille est néanmoins plus précis. En outre, ’entropie donnée par ’algorithme
spectral, qui n’est pas un schéma entropique, est décroissante et correspond bien
a l'entropie de la méthode multigrille. Par contre, le moment d’ordre quatre pour
la méthode spectrale continue de croitre. Enfin, ’état stationnaire de la fonction
de distribution est bien décrit pour les deux méthodes. Pour terminer, la Fig. 5.8
représente 1’évolution de la fonction de distribution dans l’espace des vitesses 3D,
pour f(t,v) = 0.02, vers I’état d’équilibre. Ce résultat est obtenue par la méthode
spectrale utilisant 323 modes. Les isovaleurs de I’état initial correspondent & deux
spheres dans P'espace des vitesses IR3. Ensuite, les deux fonctions de distribution se
rapprochent pour fusionner jusqu’a ce que I’état stationnaire soit atteint et représenté
par une seule sphere centrée.
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Nombre d’inconnues | méthode spectrale | méthode multigrille
8 x 8x8 0.03 sec
16 x 16 x 16 0.40 sec 0.08 sec
32 x 32 x 32 9.00 sec 1.88 sec

Table 5.3: Temps de calcul pour les méthodes spectrale et multigrille en fonction du
nombre d’inconnues pour une évaluation de 'opérateur (TEST C).

méthode spectrale | temps CPU méthode multigrille | temps CPU
8 X 8 X8 3 min 57 sec 16 x 16 x 16 1 min 52 sec
16 x 16 x 16 33 min 04 sec 32 x 32 x 32 36 min 53 sec

Table 5.4: Temps de calcul total pour les méthodes spectrale et multigrille en fonction
du nombre d’inconnues (TEST C).

En conclusion, les deux schémas donnent des résultats tres proches en terme de
précision. De plus, les tests réalisés a l'aide des différentes méthodes montrent que
la fonction de distribution converge vers un état d’équilibre a vitesse exponentielle.
Cependant, dans le cas coulombien il semble difficile de donner une formule explicite
du temps de relaxation.

Temperature evolution with 16 modes Temperature evolution with 32 points

1.4 T 1.4 T
TX(t) — TX() —

1.2 Ty(t) and Tz(t) - 1 1.2 Ty(t) and Tz(t) - 1
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04 r
0.2 "

0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(1) (2)

Figure 5.6: Evolution au cours du temps de la température pour (1) la méthode
spectrale et (2) multigrille (TEST C).
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Entropy evolution for spectral and multigrid methods Fourth order moment for spectral and multigrid methods
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Figure 5.7: Evolution au cours du temps de (1) Uentropie et (2) du moment d’ordre
quatre pour les méthodes spectrale et multigrille (TEST C).

5.2.3 Une premiere discrétisation de ’équation de Landau non ho-
mogene.

L’objectif de cette partie est de donner une premiere idée pour traiter I’équation de
Landau non homogene :

of 1

o Vo = = QU ). (5.-10)

ot €
Nous utilisons un schéma & pas fractionnaire ou de décomposition d’opérateurs. Sup-
posons que f"(x,v) soit une approximation de f au temps t" et discrétisons d’abord
I’équation de transport libre,

of

Bt +v.V,f =0, pourtel0,At,

f(O,x,v) = fl?($7v)

(5.-9)

Nous posons alors f*(x,v) = f(At,z,v), puis résolvons la partie collisions en utilisant
un algorithme rapide,
of 1 ——
T =101, vowrtelor
to€ (5.-8)

f0,z,v) = f*(x,v).

La solution au temps ¢"*! est finalement donnée par f"*1(z,v) = f(At,x,v). Lorsque
le nombre de Knudsen ¢ tend vers zéro, les collisions dominent la partie transport, il
faut donc diminuer le pas de temps ce qui rend la discrétisation de I’équation FPL plus
cotiteuse. A partir des tests présentés dans la partie précédente, la méthode multigrille
paralt mieux adaptée pour les calculs non homogenes dans l'espace des vitesses en
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Figure 5.8: Evolution au cours du temps de l'isovaleur f(t,vz,vy,v,)=0.02 dans
Uespace des vitesses 3D (TEST C).
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dimension trois. La méthode spectrale est plus précise, mais le temps de calcul reste
trop élevé. D’autre part, la méthode multigrille qui est seulement d’ordre un, a un cotit
de calcul beaucoup plus abordable et ’algorithme de sous-cyclage permet d’utiliser
un pas de temps plus grand. Ainsi, il est possible de réaliser des simulations sur des
temps longs avec un nombre de Knudsen petit. Pour la discrétisation de I’équation de
transport, nous utilisons la méthode de conservation des flux, présentée au Chapitre
2. Celle-ci parait bien appropriée puisqu’elle permet la préservation de la positivité,
la décroissance de 'entropie (qui est théoriquement constante), puis de conserver la
masse, 'impulsion et 1’énergie

1
S| v | =X

i v 2

v
Le couplage de ces deux algorithmes convient tres bien pour la discrétisation dans le
cas non homogene puisque la plupart des propriétés sont conservées au niveau discret.

5.2.4 Tests numériques dans le cas non homogene 1D x 3D.

A. Le cas d’une bi-Maxwellienne. Nous considérons d’abord une donnée initiale
bi-Maxwelienne en v, avec une forte modulation de la densité

folz,v) = %(MP,UI,T(U) + My r(0)) (1405 cos(ho ).

avec kg = 0.3. Pour simplifier, nous imposons des conditions aux limites périodiques
en la variable x,

f(t,0,v) = f(t,L,v), Y(t,v) € R x IR>.

Avec ces hypotheses, la masse, 'impulsion et 1’énergie sont conservées au cours du
temps et 1’état stationnaire est donné par le produit d’une fonction constante en x et
Maxwellienne en v calculée a partir de la masse, de 'impulsion et de la température
de la donnée initiale. La température et ’entropie sont présentées dans la Fig.
5.9. La température totale est bien conservée et ’entropie décroit exponentiellement,
puis se stabilise. Nous observons aussi que la valeur de ’entropie finale correspond
précisément a celle donnée par la solution stationnaire. Dans la Fig. 5.10, I’évolution
de la fonction de distribution dans I'espace des phases (x, v, ) obtenue par I'intégration
de la fonction de distribution en (vy,v,) est présentée : ’équation de transport avec
les conditions aux limites périodiques provoquent des oscillations dans ’espace des
vitesses. Cependant, apres quelques itérations, 'opérateur de collisions agit comme
une équation de diffusion qui élimine les oscillations et homogénéise la fonction de
distribution jusqu’a atteindre 1’état stationnaire.

B. Le tube a choc : Du transport libre aux modeéles hydrodynamiques.
Dans cet exemple, nous nous intéressons aux problemes de la dynamique des gaz.
C’est pourquoi, nous observons ’évolution des quantités macroscopiques : p(t,x)
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Figure 5.9: Evolution au cours du temps (1) de la température et (2) de lentropie
dans le cas non homogéne (TEST A).
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Figure 5.10: Evolution au cours du temps de la fonction de distribution dans le cas
non homogéne dans l’espace des phases en x =0 et v = /ky (TEST A).
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représente la densité du gaz, u(t, x) la vitesse moyenne et T'(¢, z) la température totale.
Ces quantités sont obtenues en calculant les moments de la fonction de distribution
f(t,x,v) par rapport a la variable de vitesse v.

p(t,z) = ft,z,v)dv, u(t,z) =

— ft, z,v)vdv
R p(t,z) Jms ( )

et la température

T(t,z)= ft,z,v)(u(t,z) —v)? dv.

Sp(tu x) R?
Nous discrétisons alors ’équation de Landau non homogene :

of | of _1

vt = —Q(f. ),

ol ¢ est le nombre de Knudsen, qui détermine la fréquence de collisions. Lorsque le
nombre de Knudsen tend vers zéro, les collisions dominent la partie transport et les
quantités macroscopiques (p(t,x),u(t,z), T (t,x)) correspondent de maniere formelle
avec la solution des équations d’Fuler compressibles pour la dynamique des gaz :
((O0p 0

ot 8_x(uP) =0,

9 O o\
5P+ 5-(pu” +p) =0,

0 0
E(pe) —I—%(pe +p)u=0.

Pour fermer le systéme, nous considérons I’équation d’état d’un gaz parfait.
Nous choisissons maintenant une donnée initiale pour le probleme du tube a choc de
Sod :

(p1;w, 1) = (1,0,1) si0 <z <0.5,
(pry s, Ty) = (0.125,0,0.25) i 0.5 < & < 1.

A partir de ces quantités, nous calculons la condition initiale pour I’équation de Lan-
dau non homogene donnée par

Jo(x,v) = My, 1y si0<2<0.5,
Jo(x,v) =M, o1 si05<z<1

Nous présentons des simulations pour des nombres de Knudsen différents et com-
parons les valeurs macroscopiques (p,u,T") obtenues en discrétisant FPL a partir de
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la méthode multigrille avec la solution numérique de ’équation de transport libre (sans
collision) et avec la solution numérique des équations d’Euler. La solution débute avec
un gaz de forte densité et a température élevée dans la région 0 < x < 0.5 et avec
une densité et une température faibles dans la région 0.5 < x < 1. Le gaz est initiale-
ment au repos. At= 0, le diaphragme séparant les deux régions est ouvert. Ceci
provoque une onde de choc qui se propage dans le milieu a faible densité et une onde
de raréfaction dans le milieu a forte densité.

Nous observons que lorsque le nombre de Knudsen ¢ tend vers zéro, les valeurs macro-
scopiques (p,u,T") se rapprochent de la solution des équations d’Euler. D’autre part,
la solution de I’équation de transport libre (¢ = +o00) développe de forts gradients
par rapport a la variable des vitesses. Cependant, lorsque la fréquence de collisions
augmente, c’est-a-dire lorsque e tend vers zéro, l'opérateur de Landau agit comme
une équation de diffusion et le profil de la fonction de distribution en v devient plus
régulier (voir Fig. 5.11).

Distributon function for the free transport Distrbution functon for k=10e-3 Distrbution function for k=10e-4
05 — T 05 — T 05 —
=000 — =000 — =000 —
045 1=0.05 -+ 045 1=0.05 -+ 045 =005 -+--
1010 -+ 1010 -+ 040 -+

Figure 5.11: Evolution au cours du temps de la fonction de distribution a © = 1/2
pour (1) le transport libre, (2) l’équation FPL avec e=1073 et (3) e=10"* (TEST B).

5.2.5 Conclusion.

Dans cette partie, nous avons revu et comparé les méthodes spectrale et multigrille,
puis introduit une nouvelle méthode pour approcher 'opérateur FPL lorsque la fonc-
tion de distribution est presque isotrope. Cette derniére méthode réduit sensiblement
le temps de calcul, mais ne peut pas étre utilisée lorsque la fonction de distribution
est loin d’étre isotrope.

La méthode spectrale conserve seulement la masse globale, mais donne une ap-
proximation des moments et de I’énergie avec la précision spectrale. Un compromis
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Comparison of the density at t=0.10

free transport ——
1 booooovooe 5 S k=1.E-04 -<o— T
&G euler equation -
0.8 |
0.6
0.4
0.2 +
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figure 5.12: Densité pour I’équation de transport libre, 'opérateur FPL avec e=10"4
et le systéme d’Euler au temps t = 0.10 (TEST B).

Comparison of the temperature at t=0.10

1.4 + free transport — 1
k=1.E-04 ——
euler equation -
1.2 + B
1 .

At SICEI L EEES
RS "
o

0.8 -

04 r

0.2 | N

Figure 5.13:  Température pour l’équation de transport libre, l’opérateur FPL avec
e=10"* et le systéme d’Euler au temps t = 0.10 (TEST B).
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Comparison of the mean velocity at t=0.10
Lar free transport —— -
k=1.E-04 -----
euler equation -

0.8 -

0.6 -

04 r

0.2

Figure 5.14:  Vitesse moyenne pour l’équation de transport libre, l’opérateur FPL
avec e=10"% et le systéme d’Euler au temps t = 0.10 (TEST B).

doit étre trouvé sur la taille du support pour éviter l'effet d’“aliasing” tout en con-
servant une bonne description de la fonction de distribution. Les tests numériques
montrent que les variations des moments sont négligeables, mais le cotuit de calcul reste
trop élevé pour utiliser un nombre de modes suffisamment grand et traiter le cas non
homogene en dimension trois en vitesse. De plus, la condition de stabilité sur le pas
de temps est de 'ordre de O(1/N?), ott N représente le nombre total d’inconnues en v.

Concernant la méthode multigrille couplée avec le schéma aux différences finies
préservant les moments de la fonction de distribution, elle donne des résultats satis-
faisants avec un nombre d’inconnues peu élevé et un colt de calcul raisonnable. En
effet, 'algorithme de sous-cyclage évite une condition de stabilité globale sur le pas
de temps et réduit considérablement le temps de calcul. L’utilisation de formules
de quadrature de type Monte-Carlo diminue la précision du schéma, mais donne
néanmoins des résultats suffisamment précis sur la relaxation de la température et
de 'entropie. De plus, la conservation des moments et la préservation de la positivité
sont un avantage pour la simulation en temps long, ce qui permet le couplage avec la
méthode a flux conservatif (PFC) pour le traitement de I’équation non homogene.
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5.3 Discrétisation de I’équation de Landau non homogene
2D x 2D.

Dans la partie précédente, nous avons vu que la méthode spectrale donne des résultats
tres précis pourvu que le nombre d’inconnues soit suffisamment élevé. Cependant, le
colit de calcul augmente sensiblement avec le nombre de modes puisque 'utilisation
d’un schéma explicite pour la discrétisation en temps implique une condition de sta-
bilité tres pénalisante sur le pas de temps. En dimension deux, il est possible de
traiter l'opérateur de collision avec un nombre suffisamment élevé d’inconnues tout
en conservant un temps de calcul abordable.

L’objectif de cette partie est donc de développer un algorithme pour la discrétisation
de I’équation de Landau dans I'espace des phases (z,v) € IR?x IR? couplant la méthode
spectrale pour les collisions et le schéma a flux conservatif pour le transport. Notre
méthode est basée sur un schéma de “splitting” en temps permettant de découpler la
partie collisions et la partie transport. Dans le couplage, un schéma de type Runge-
Kutta adapté pour la phase de collisions est utilisé et permet d’éviter partiellement des
pas de temps trop petits lorsque le probleme devient raide. Les principales propriétés
de notre méthode peuvent étre résumées ainsi

e Précision spectrale pour I’évaluation de Q(f, f) avec N log(N) opérations.

e Précision d’ordre deux en temps évitant une condition de stabilité trop restric-
tive sur le pas de temps due & la raideur de 'opérateur de collisions.

e Reconstruction d’ordre trois pour la discrétisation de I’équation de transport
avec correcteurs de pentes.

e Possibilité d’utiliser des grilles différentes pour les phases transport et collisions.
e Possibilité de parallélisation grace au schéma de “splitting”.

Cette partie est organisée comme suit. D’une part, nous rappelons brievement le
schéma, spectral en dimension quelconque. Nous montrons que l'utilisation d’un
schéma explicite en temps pour la résolution du systeme différentiel implique une
condition sur le pas de temps du type

At < C /N2,

ol € est le nombre de Knudsen et NV le nombre d’inconnues. Nous rappelons ensuite
le schéma & flux conservatif (PFC) et introduisons la discrétisation de différentes
conditions aux limites.

5.3.1 La méthode numérique.

Pour le traitement numérique des équations cinétiques du type (5.1), un simple schéma
de “splitting” d’ordre un est obtenu en considérant les deux étapes successives. Entre
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le temps " = n At et "+, nous approchons I'opérateur de collisions Sa(At)

of 1

f0,z,v) = f*(x,v).

(5.-10)

Puis, nous posons f*(x,v) = f(At,z,v) et résolvons I'’équation de transport Sj(At)
of _ _
o v VT4 F(t) T =0
ot (5.-9)

f0,z,v) = f*(z,v).

Finalement, la nouvelle valeur au temps ¢"*! est donnée par f"+1(x,v) = f(At,z,v).
Alors, un schéma d’ordre deux peut étre facilement dérivé en symétrisant le schéma
d’ordre un :

T = 81(At/2) 0 So(At) o S1(At/2) f™.

Dans la suite, nous présentons d’abord la discrétisation de 'opérateur de collisions en
utilisant la méthode spectrale. Puis, nous donnons un algorithme de discrétisation de
I’équation de transport avec des conditions aux limites diffusives ou spéculaires.

A. Un algorithme rapide pour I’étape de collisions.

Nous rappelons brievement les principales étapes de la discrétisation de I’équation de
Landau (5.1) par une méthode spectrale.
Nous écrivons d’abord 'opérateur de collisions

Q(f7 f) = V. /Rd (I)(U - U*) [(va(t,v))f(t,v*) - (vv*f(tav*))f(tvv) dv*. (5'8)

Nous approchons ensuite la fonction de distribution par une somme partielle d’une
série de Fourier

Ity = Y fut)e ®F (5.-8)

ke{—N,..,.N}

ou k=(ki,..,kq), N est le multi-entier (n,..,n), n représente le nombre de demi-modes
dans chaque direction et le k-éme mode est donné par

- 1

f(t) = @R /Bd(O,R) f(t,v)e™" F v do.

Nous calculons I'opérateur de collisions pour fy,

Qv 1) =[5  A fa) Aulmyet R

R
I,me{—N,..,N}2
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avec

A

5L(z,m)=/8(0 el 2 ) m) — @+ m)

ﬂ(l —m) ﬂ] LM,

|w] wl

Nous obtenons finalement le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant
dfx

7 [Z}wd o e [k m?Fm) - Banom)]  (5-9)

R
me{—N,..,N}

T3 d 2 2
- [E} ST feem Fm(ki —mi)(ky — my)T j(m),

i,j=1me{—N,..,N}

avec
F(m) = / o126 g (5.-8)
B(0,m)
I (m) = / o2 Y i gy (5.-7)
B(0,7) |w|

L’opérateur est approché par un algorithme en N log(N) basé sur la Transformation
de Fourier Rapide (FFT).

B. Discrétisation en temps.

La comparaison des méthodes multigrille et spectrale montre qu'un schéma de base
pour la résolution du systeme différentiel (5.-8) n’est pas bien adapté puisque ’augmentation
du nombre d’inconnues conduit & la résolution d’un systéme de plus en plus raide.
Ainsi, la forte non linéarité du systeme d’équations et le nombre important d’inconnues
rendent 'utilisation d’un schéma implicite trés cotiteuse. D’autre part, la structure
“diffusive” de 'opérateur de collisions entraine une condition de stabilité sur le pas

de temps de 'ordre du carré du pas des vitesses pour un schéma explicite.

Proposition 5.3 Soit f,?“ Uapproximation du k-éme mode de f au temps "1,
utilisant une méthode spectrale couplée avec un schéma d’Euler explicite pour la
discrétisation en temps de ’équation de Landau homogéne. Alors, le pas de temps At
doit satisfaire la condition de stabilité suivante

€

30(77d7f)>07 AtSC(Vadmf)ma

ou N? = Eizl n? et n est le nombre de modes dans chaque direction.

Preuve : posons FP(f), tel que
1

FR(P) = 2[5 e [ — mPEalm) - m?Fy ()
me{—N,..,N}
d
Y S el ma)ky —my) s m).

7’7.7:1 me{fN,,N}
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Alors, en utilisant un schéma d’Euler explicite d’ordre un, nous avons
Vke{-N,.,N}, frtl=fr+ At FR(f™).
La condition de stabilité sur le pas de temps est donnée par
Vke{—N,.,N}, At<1/Lip(FP(.)),

ou Lip (FPy(.)) est la constante de Lipschitz de FPg(.), qui peut étre évaluée en
calculant le jacobien Jj

d F Py in 1 rmyyt+d n on
|Jk,z\=\ T | < 2[R e (e A) [l =0 05001+ Fige = 1)
d
P IRO|+ Falk = D) + 32 k=12 L) + 11210k - D)].
1,7=1

Or, les coefficients Fi(m), Fp(m) et I; ; sont uniformément bornés par rapport a f,

puisqu’ils ne dépendent que de v et de la dimension de I'espace des vitesses.
at2+d

Fi(m)|, |Fo(m)|, |I; ;(m) <2—=——.

FLlm), [Fo(m)l, sy <2 g

Alors, il existe une constante strictement positive C(v, d, R), telle que

dFP,
dgi

190l = [ L] < St e

Finalement, le pas de temps est borné par

1 P
At< —— < C(v,d,R) i} —, Vk —N,..,N}
7L2p(Fk) —= (77 ) )fO N2> G{ [ }

O

A partir de la Proposition 5.3, nous observons que le pas de temps décroit lorsque
le nombre de modes croit ou lorsque le nombre de Knudsen tend vers zéro. Cet
inconvénient peut étre partiellement évité en utilisant un schéma d’ordre élevé ex-
plicite avec un large intervalle de stabilité. Pour les tests numériques présentés dans
la suite, nous utilisons le schéma d’ordre trois DUMKA récemment proposé par A.-A.
Medovikov dans [18]. Cette méthode est directement inspirée des schémas de Runge-
Kutta et le polynome de stabilité est calculé de sorte que le domaine de stabilité soit
optimal. Ainsi, grace au large domaine de stabilité, ce schéma permet de résoudre
des problemes relativement raides et puisque il est explicite, le cott de calcul reste
raisonnable. L’efficacité de la méthode peut étre fortement améliorée en utilisant un
procédé de pas de temps adaptatif.
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C. Discrétisation de I’équation de transport.

Cette partie est consacrée a la résolution numérique de I'’équation de Vlasov car-
actérisant la partie transport. Ainsi, nous utilisons une méthode eulérienne qui con-
siste a discrétiser la fonction de distribution f sur une grille de ’espace des phases.
Considérons 1’équation de Vlasov

of

couplée avec I’équation de Poisson normalisée

E(t,x) = =V, oé(t,x), —Ap(t, ) :/ ft,z,v)dv. (5.-12)
le
La procédure de discrétisation en temps est basée sur un schéma de décomposition

d’opérateurs. Pour passer de 1’étape t" au temps t" 1,

e 1. réalisation d’une premiere étape d’advection le long de I'axe z pour un demi
pas de temps : f*(z,v) = f(t",x — vAt/2,v).

e 2. calcul du champ électrique au temps ¢"11/2 en utilisant f* pour le calcul de
la charge dans I’équation de Poisson.

e 3. réalisation d’une étape d’advection le long de ’axe des vitesses v pour un pas
de temps : f** = f*(z,v — E(t"TY/2 z)At).

e 4. réalisation d’une seconde étape d’advection le long de ’axe x pour un demi
pas de temps : f(t" "Lz, v) = f**(x — vAL/2,v).

En utilisant cette procédure, nous pouvons nous restreindre, sans perte de généralité,
a la résolution d’une équation de transport en dimension une

Of+0,(uf)=0, VY(t,2)€ R X [Tmin, Tmaz), (5.-12)

ol u est une vitesse constante. Alors, la solution de I’équation de transport au temps
t"*1 est donnée par

FE @) = (@ — ulb), ¥ € [T, Tmac)-

Nous introduisons une suite de points (z;/2)icr du domaine de calcul [Zpin, Tmaz] €t
posons Az = ;12 — Ti_1/2, Ci = [Ti_1/2, Ti41/2]. Nous supposons que les valeurs de
la fonction de distribution sont connues au temps t" = n At et calculons les nouvelles
valeurs au temps "1 en intégrant I’équation de Vlasov sur chaque intervalle discret.
Ainsi, en utilisant la solution explicite de I’équation, nous avons

Tit1/2 :Bi+1/2—uAt
/ f 2)de = / ft" z)dx.
Z

i—1/2 Ti—1/2—u At
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En posant
Tiy1/2

oot jo(t") = / F(%, 2)de,
Tiy1/2—u At
nous obtenons la conservation du nombre de particules

Tit1/2 il n Tit1/2 n n
[ e e = a0+ [ e e - B, (612

i—1/2 Ti-1/2

A partir de cette reconstruction nous obtenons le schéma suivant

Tit1/2
Pip1pp(t") = / f(t", x)dx
T

jH1/27 Q%
: + , ,
= Ar 3 S+ e[+ L= 1@ 25) (fsa - )
k=j+1
€. . ,
(1= X)W+ 35 (= fi-)]-

D. Discrétisation des conditions aux limites.

Nous considérons ’équation de Landau non homogene (5.1) avec des conditions aux
limites supplémentaires en la variable de I’espace physique.

|v-n|f(z,v,t) :/ |vg - ()| K (ve — v, 2,t) f (2, 04, t) dvy for v-n > 0,2 € 09,

v -n<0
(5.-15)
ou n(x) représente la normale unitaire intérieure au domaine . Le flot entrant est
défini en fonction du flot sortant modifié par le noyau des conditions aux limites
linéaire K donné par lintégrale (5.3.1). Ce noyau est tel que la positivité et la
conservation de la masse soient assurées.

K(ve = v,z,t) >0, / K(ve — v,z t)dv = 1. (5.-15)
vn(z)>0

D’un point de vue physique, nous supposons qu’a la frontiere du domaine €2, une
fraction a des particules est absorbée par le mur. Ces particules sont ensuite ré-émises
a la vitesse correspondant a celle se trouvant dans le plasma et a la température du
mur. Quant a la fraction restante (1 — «), elle est parfaitement réfléchie. Ceci nous
conduit a imposer pour les vitesses entrantes

flz,v,t) =1 —a)Rf(x,v,t) + oM f(z,v,t), €I, v-n(x)>0, (5.-15)
avec 0 < a <1, et

Rf(z,v,t) = f(z,v—2n(n-v),t), (5.-14)
Mf(z,v,t) = p(z,t)fs(v). (5.-13)
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ou f, est donnée par

2
v
v) = 27T M v) =e —
F(0) = 20T Mo, () = exp ()
ou kp représente la constante de Boltzmann et T la température du bord 0f).
Dans I'équation (5.-13), la valeur (¢, x) est déterminée par la conservation de la
masse sur la surface

2nTsp(z,t) Mo, (v)|v-n|dv = / f(z,v,t)|v - n|dv. (5.-13)

v-n>0 v-n<0

La discrétisation des réflections spéculaires est évidente pour des géométries simples,
mais est plus difficile pour des géométries complexes, par exemple, lorsque le domaine
n’est pas symétrique. Ici, nous nous placons dans © = [0, L2, le flot est alors donné
par

Dip1/0(t", 0. <0) = @y (" 0.0 >0), V(t,v) € RT x R%.

La discrétisation des conditions aux limites diffusives est plus difficile & mettre en
ceuvre. Pour simplifier, nous présentons le schéma pour une équation de transport en
dimension une sur l'intervalle (Zyin, Tmaz). Supposons que les valeurs de la fonction
de distribution au temps t", (f])icr, soient connues. D’une part, lorsque 'origine de la
courbe caractéristique se trouve & I'intérieur du domaine, la valeur de f au temps t"+!
est calculée a 'aide du schéma PFC présenté précédemment. D’autre part, lorsque
l'origine de la courbe caractéristique est a 'extérieur du domaine, par exemple a
gauche du point x = x,,;,, nous calculons la valeur u”“/ 2(&min) qui représente une
approximation de ju(t, Zmip) sur intervalle de temps [t", t" ] par

tn+l

27rTS/ ul(t, :L‘mm/ My, 1, (V) vdodt = /
tn tn

Ainsi, lorsque la vitesse v est négative, la fonction de distribution sur l'intervalle
[t",t" 1] est calculée & partir des courbes caractéristiques

tn+l

/ ft, Tmin, v) v dodt.
v<0

dX
%(5) =v, X(t) = Tmin.

L’origine de la caractéristique au temps t" peut étre facilement localisée X (t", t, Typin) =
Tpin + 0(t" — t). En exprimant la conservation de la masse, nous calculons alors
p(t, Tomin,) / Mo, (v)vdudt

27rT/
tn+1
= / / X(t",t, Tmin),v) vdt dv
v<0 Jtn
Tomin—U At
= —/ / ft" z,v)dz dv.
USO Tmin

tn+l
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Finalement, la valeur " +/2(2,,:,) correspond & la moyenne de u(t, Zpin ) sur [t7, 1]

Tomin—U At
/<0/ ", z,v) de dv
) — VS Tmin .

27 TS At MI,O,TS (’U) vdv

v>0

Hn+1/2(x

min

Ainsi, a partir de ,u”H/ 2 nous pouvons approcher le flot de particules lorsque I'origine

de la courbe caractéristique est a l'extérieur du domaine. Lorsque la vitesse v; est
positive, nous notons par ¢ € [t",¢"1], le temps tel que Tmin = X (1", 2,41)9),
nous avons alors

Tit1/2 n t
DQip1/0;(t") = / ft", z,v5)dr + f(t, Tmin, vj) v; dt
Xt aiq0) tm

= Az ff 4 (=) " (@in) Mo, (v5).
k=0

5.3.2 Tests numériques.
TEST 1 : le cas Maxwellien d = 2.

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes isotropes [4]: nous
posons S = 0.5 et considérons

o) = a5 (1252 (1= 20) ) e 1L

Les résultats numériques sont comparés avec la solution explicite

_ 2 2
100 =55 (1- 250 (1-55)) o5,

ou S =1-0.5 exp(—2t). Dans ce cas les températures T} (t), T>(t) sont égales puisque
la solution reste isotrope. Ce test est effectué pour comparer l'efficacité du schéma
d’ordre trois DUMKA avec le schéma d’Euler explicite standard. La simulation est
stoppée lorsque 'état stationnaire est atteint ce qui correspond a la stabilisation de
I’entropie cinétique. Nous utilisons un nombre de modes n = 16, 32 et 64 dans chaque
direction, tandis que le pas de temps At et le support de la fonction de distribution
dépendent du nombre de points de la grille. D’une part, le temps total de calcul
est présenté dans le tableau 5.5 en fonction du nombre de modes. Il montre que
le schéma DUMKA utilisant une procédure de pas de temps adaptatif permet de
réduire sensiblement le temps de calcul lorsque le nombre d’inconnues augmente. En
effet, I'utilisation de la méthode spectrale avec 64° modes et du schéma DUMKA
est pratiquement quatre fois plus rapide que I’algorithme utilisant le schéma d’Euler.
D’autre part, la norme de l'erreur quadratique est tracée dans la Fig. 5.15. Le schéma
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Nombre d’inconnues

16 x 16
32 x 32
64 x 64

DUMKA adaptatif | DUMKA At fixé | EULER At fixé
000.6 sec 001.6 sec 001.2 sec
005.0 sec 013.0 sec 012.0 sec
143.0 sec 515.0 sec 512.0 sec

Table 5.5: Temps de calcul total pour les schémas DUMKA et FEuler en fonction du
nombre de modes (TEST 1).

d’Euler donne bien évidemment une approximation & I'ordre deux O(Av?) puisque
il satisfait une condition de stabilité du type At < C Av?. En outre, la solution
numérique obtenue par le schéma DUMKA est bien plus précise. Le schéma DUMKA
semble donc étre prometteur pour la discrétisation d’ordre élevé de 1’équation de
Landau par la méthode spectrale.

La Fig. 5.16 représente 1’évolution du pas de temps At lorsque le schéma DUMKA
est utilisé avec une procédure de pas de temps adaptatif. Nous constatons que lorsque
la fonction de distribution devient proche de 1’équilibre, il est possible de choisir un
pas de temps beaucoup plus grand.
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Evolution au cours du temps de ’erreur quadratique relative pour le

schéma (1) Euler (2) DUMKA et (3) DUMKA avec pas de temps adaptatif en utilisant
16, 32 et 64 modes dans chaque direction (TEST 1).

TEST 2: "amortissement Landau dans le cas non homogene.

Nous considérons maintenant le systeme de Vlasov-Poisson couplé avec 1’équation de
Landau :

of
ot

= —i—vxa—f + E(t,r)=——
x

of
vy

(5.-17)
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Figure 5.16: Evolution au cours du temps de ’entropie numérique et du pas de temps
pour le schéma DUMKA (TEST 1).

La donnée initiale est donnée par

1
V2mo?

ou 0=0.24, a=0.5, la période en espace est L=4 et k=27 /L. L’équation de Vlasov
développe de la filamentation dans ’espace des phases et de larges gradients en v
sont générés. Ainsi, un nombre important de points est nécessaire pour discrétiser la
partie transport. C’est pourquoi, nous utilisons une grille dans l’espace des phases
composée de N;=32 dans l'espace physique et N, =N, =64 dans la direction des
vitesses. D’autre part, ’équation FPL agit sur des échelles plus lentes en temps
et le cout de calcul de l'opérateur de collisions augmente sensiblement lorsque le
nombre d’inconnues est accru. Nous utilisons alors une grille plus grossiere (32x32)
pour I'évaluation de I'opérateur FPL. Les deux grilles de ’espace des vitesses sont
liées par une interpolation par polynémes trigonométriques. L’évolution de 1’énergie
8lectrique discrete, Y, Az E?(t), est tracée a 1'échelle logarithmique dans la Fig. 5.17
en fonction du nombre de Knudsen e. La valeur ¢ = +00 correspond a I’équation de
Vlasov-Poisson sans collision. Dans ce cas, 'amplitude de I’énergie électrique décroit
d’abord de facon exponentielle et oscille ensuite autour d’une constante. Par contre,
en présence de collisions, I'amplitude de 1’énergie électrique continue de décroitre
en fonction du temps. De plus, lorsque la fréquence de collisions est suffisament
élevée, la décroissance reste exponentielle. Concernant 1’évolution de la fonction de
distribution dans I'espace des phases (z,v,), sans collision, les variations de ’énergie
électrique créent des bosses autour de la vitesse de phase vy, = w/k, ol w est la
fréquence d’oscillations et k le nombre d’ondes. Par contre, lorsque la fréquence de
collisions est suffisament importante, I’'opérateur de collisions agit comme une équation
de diffusion et les oscillations générées par le couplage avec le systeme de Vlasov-
Poisson diminuent (voir Fig. 5.18). Finalement, lorsque la fréquence de collisions
croit, I'énergie électrique tend vers zéro et la fonction de distribution est stabilisée a

f(0,z,vg,vy) = o (Vitv})/20° (1 + acos(kx)), Y(x,vsv,) € (0,L) x IR?,
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I’équilibre. Dans la Fig. 5.18, nous reportons ’évolution de la quantité

F(t,v,) = / f(t, x, vz, vy) do dvy.
IRxIR

T T
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Figure 5.17: Evolution au cours du temps de Uénergie électrique en échelle logarith-
mique en fonction du nombre de Knudsen, (1) e = 400, (2) e =200 et (3) e = 50.

TEST 3: Les conditions aux limites de réflection.

Nous considérons ici I’équation de Landau non homogene (5.1) dans l'espace des
phases de dimension quatre 2D x 2D. Nous notons ’espace physique 2 = (0,1) x (0, 1)

o v Vi = 1QUL), H(xv) € R <0 x R,

ft=0,x,v) = fo(x,v), V(x,v)eQx IR

ft,x,v) = pu(t) exp (—v*/20,(2)), V(t,x,v) € R x 00 x R*v-n<O0,

ol n représente la normale extérieure au domaine. La quantité u(t) est calculée de
sorte que le nombre total de particules soit conservé, o, (x) représente la température
imposée a la frontiere. On prend

aw(x):{ 30 sixz=0,y€(0,1),

o sinon

et la donnée initiale est

2 2
) = g o (- () ),
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Figure 5.18: Evolution au cours du temps de la queue de la fonction de distribution
intégrée par rapport a x, en fonction du nombre de Knudsen, (1) e = 400, (2) e = 200
et (3) e =50.
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avec 0 = 0.25 et I'espace des vitesses est tronqué a v,q. = 4.5. La fonction de
distribution initiale représente la densité d’un gaz dont la vitesse initiale moyenne est
u(z,y) =(-1,0) et la température initiale est constante T'(x,y) = (0.5,0.5).

Dans la suite, nous considérons I’évolution des quantités macroscopiques : la den-
sité p, la vitesse moyenne u, la température T du plasma et des quantités suivantes

Fy(tz,0,) = / F(t, 2,9, v)dv, dy,
[0,1]x IR

Eo(ty,v,) = / F(t, 2,9, v)dv, da.
[0,1]x IR

F(t,n) = /Q £(t, 2,9, v)dz dy.

D’une part, nous présentons les résultats pour e=1, le nombre de cellules en x est
N,=64, Ny,=32 et N,,=N,, =32 modes dans chaque direction pour la discrétisation
dans 'espace des vitesses (Fig. 5.19). D’autre part, pour e=0.1, nous utilisons seule-
ment 16% modes pour la discrétisation de Iopérateur de Landau et Ny, =Ny, =32
points pour la résolution de I’étape de transport. Ceci pour éviter une condition de
stabilité trop pénalisante sur le pas de temps. Le lien entre les deux grilles se fait par
une interpolation par polynoémes trigonométriques (voir Fig. 5.21).

Les Figures montrent les isovaleurs de la vitesse moyenne et de la température
pour différentes valeurs du nombre de Knudsen €=0.1 et 1. Le front de la vitesse
moyenne et de la température se déplace le long de 'axe des = et est réfléchi a la
frontiere x=1. Pour de petites valeurs du nombre de Knudsen, la température et la
vitesse moyenne développent de forts gradients. Concernant les projections (v, vy), la
fonction de distribution intégrée en (x, y) est initialement une Maxwellienne centrée en
u=(-1,0) et se déplace ensuite jusqu’a atteindre un état stationnaire ue,q=(0,0), avec
une température différente. La projection en (z, v, ) montre que lorsque la partie trans-
port domine les collisions (¢ = 1), de forts gradients dans I’espace des vitesses sont
générés. Ceci nécessite 'utilisation d’un nombre important de points dans l'espace
des vitesses. En outre, pour de petites valeurs du nombre de Knudsen (¢ = 0.1), les
collisions sont dominantes. Ainsi, 'opérateur FPL introduit plus de diffusion et la
fonction de distribution f dans I’espace des vitesses est plus réguliere.

5.3.3 Conclusion.

Nous avons introduit une méthode efficace pour 'approximation de 'opérateur (5.1)
dans le cas non homogene. L’opérateur de collisions est résolu en utilisant une méthode
spectrale qui consiste seulement a approcher la fonction de distribution par une série
de Fourier et a discrétiser 'opérateur FPL dans I’espace de Fourier. Cette méthode
conserve la masse et donne une approximation de 'impulsion et de I’énergie avec
une précision spectrale pourvu que le support soit suffisamment grand. Pour la
discrétisation en temps, un schéma d’ordre élevé est nécessaire pour préserver la haute
précision de la méthode, mais la condition de stabilité de l'ordre de O(1/N?) est tres
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composante de la vitesse moyenne, (3) de la température pour e =1 (TEST 3).
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Figure 5.20:  Evolution au cours du temps de (1) la projection y-vy (2) z-vy (3)
vy — vy pour e =1 (TEST 3).
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restrictive. Le schéma d’ordre trois DUMKA améliore sensiblement les résultats en
terme de précision et de vitesse de calcul lorsque nous utilisons une procédure de pas
de temps adaptatif. Pour conserver la précision spectrale de la méthode, il faudrait
utiliser un schéma de type spectral pour la résolution numérique de I’équation de
Vlasov. Mais, ceci ne permettrait pas de traiter des problemes dans ’espace physique
avec des conditions aux limites réalistes. Ainsi, nous avons préféré le couplage avec
un schéma conservatif pour la phase de transport.

Finalement, cette méthode donne de bons résultats avec un nombre de modes dans
I’espace des vitesses relativement peu élevé. La méthode multirésolution consiste
a discrétiser la partie transport avec un nombre de points élevé, dans ’espace des
vitesses, tandis que 'opérateur de collisions est approché avec une résolution plus
grossiere. Une interpolation par polynémes trigonométriques fait le lien entre les
deux grilles. Cette approche numérique se justifie d’'un point de vue physique par la
différence d’échelles entre les deux opérateurs. En effet, les collisions coulombiennes
agissent sur des temps plus longs, alors que le transport crée de fortes variations dans
I’espace des phases sur des temps brefs.
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Chapter 6

Existence de solutions pour
Vlasov-Darwin.

6.1 Introduction.

Le modele de Darwin a été présenté par le physicien C. G. Darwin dans la revue
Philosophical Magazine dans un article intitulé “The dynamical motion of particles”
[8]. Ce systéme est une approximation des équations de Maxwell écrites sous la forme
d’un Lagrangien avec un potentiel retardé, lorsque la vitesse des particules est petite
devant la vitesse de la lumiere, mais pas négligeable. Nous pouvons aussi obtenir le
modele de Darwin a partir des équations de Maxwell écrites sous la forme habituelle.
Nous rappelons d’abord le systeme de Maxwell pour une densité de charge p et une
densité de courant j données; les champs électrique E et magnétique B vérifient

108 G B= ), V)R x I, (6.1)
c? Ot

B

E;—tJFV><E=o, Y(t,z) € RT x R, (6.2)
V-Ezﬁﬁ, V-B=0, V(taz)eR" xR, (6.3)

0

ol €y représente la permittivité du vide, c la vitesse de la lumiere et pg la perméabilité
du vide, laquelle est reliée & ey et ¢ par la relation pgegc® = 1.

Pour obtenir le modele de Darwin a partir des équations de Maxwell, il est
nécessaire de décomposer le champ électrique en deux parties : une partie longi-
tudinale ou irrotationelle, c’est-a-dire a rotationel nul, qui sera notée Ej, et une partie
transverse ou solénoidale, c’est-a-dire & divergence nulle, notée Ep

E(t,2) = EL(t,x) + Ep(t,z), VxE,=0 et V-Ep=0.

L’approximation de Darwin consiste alors a négliger les variations en temps de la partie
transverse devant les variations de la composante longitudinale. Ainsi, I’équation
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d’Ampere du systeme de Maxwell devient

1 0Fg,

ot
D’un point de vue mathématique, cette approximation change la structure hyper-
bolique des équations de Maxwell, en effet le systeme approché est elliptique. Puisque
d’une part V x Er, = 0, il existe une fonction scalaire ¢ (des que E, est suffisamment
régulier), telle que E;, = —V¢. D’autre part, V- Ep = 0, alors I’équation V- E = p/e¢
du systeme de Maxwell peut étre remplacée par

—VxB=—pyj, V(tz)eR"x IR (6.3)

EL=-V¢ et —A¢:€ﬁ.
0

Ensuite, en prenant le rotationel de I’équation (6.1), il vient
VXVXB=uVxj
et puisque V - B = 0, le champ magnétique satisfait I’équation suivante
—AB = gV x j.

Enfin, compte tenu de la loi de Faraday (6.2), nous établissons I'équation vérifiée par
le champ transverse Er
9 .
—AET:VxVxET:—%VxB:—é%—HO%.

L’utilisation du modele de Darwin se justifie aussi du point de vue de la simulation
numérique. En effet, la discrétisation du systeme hyperbolique de Maxwell entraine
des problemes liés d’une part a la condition CFL et d’autre part au transport des er-
reurs numériques lorsque le maillage est trop grossier. La discrétisation des équations
de Darwin sous sa forme elliptique semble étre plus stable numériquement, puisque
la condition de stabilité disparait et la dissipation est contenue dans les équations.
Des schémas numériques discrétisant le systeme de Darwin ont été implantés et sem-
blent donner des résultats satisfaisants (voir par exemple [24]). Ce modele présente
également un “avantage” sur le modele électrostatique, ou la seule équation de Poisson
est considérée, car il prend en compte les effets induits par les champs magnétiques.

Lorsque I'on souhaite décrire 1’évolution d’un plasma non collisionel, il faut coupler
les équations des champs avec 1’équation de Vlasov relativiste

of
5¢ T UE) Vaf +a(Et2) +v() x B(t,2))- Ve f =0,
ou f représente la fonction distribution d’une espece de particule (ions, électrons,...)
et g la charge d’'une particule. La variable £ désigne I'impulsion et v(§) est la vitesse
relativiste des particules
§/m

= e
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ol m représente la masse d’une particule. Ainsi, les densités de charge p et de courant
J, nécessaires pour la résolution des équations de Maxwell ou de Darwin, sont calculées
a partir de la fonction de distribution solution de I’équation de Vlasov

plos) =ama [ f(tads, i) =ama [ o e

Le couplage des équations des champs et de ’équation de Vlasov donne un systeme
non linéaire quadratique en f. Le probleme de l'existence de solutions faibles et
classiques pour le modele simplifié de Vlasov-Poisson est bien compris dans la plupart
des cas [3, 18, 21, 23]. La question de I'unicité est résolue pour les solutions classiques
et en partie pour les solutions faibles. Nous mentionnons par exemple le résultat
d’unicité de R. Robert pour les solutions faibles a support compact [22] et celui de P.-
L. Lions et B. Perthame pour les solutions fortes avec une condition sur I’expansion du
support [20]. Concernant le systeme de Vlasov-Maxwell, R. Glassey et J. Schaeffer
ont traité le cas des solutions classiques en dimension 1D%/2 et 2D/2, mais le probleme
en dimension trois n’est que partiellement résolu [10, 2, 14]. Pour les solutions faibles,
R. DiPerna et P.-L. Lions ont donné un résultat d’existence de solutions pour le
systeme de Vlasov-Maxwell classique lorsque la donnée initiale f; appartient a L' N
L>®(IR%) et a une énergie finie (non relativiste)

1
/ fo [v|*dzdv + —/ |E(0)]? + |B(0)*dz < 4o0. (6.3)
R3x RS 2 Jp3

Ce résultat est particulierement intéressant puisqu’il n’utilise que les estimations na-
turelles sur la solution.

Pour le systeme de Darwin linéaire, P. Degond et P.-A. Raviart ont montré
Iexistence et 'unicité d’une solution lorsque les densités de charge p et de courant
J sont suffisamment régulieres [11]. Mais, le probleme d’existence de solutions du
systeme de Vlasov-Darwin n’a fait 'objet d’aucune étude. La technique mise au point
par R. DiPerna et P.-L. Lions pour les systémes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell
ne s’applique pas directement au systeme de Vlasov-Darwin. En effet, 'estimation
naturelle de I’énergie pour le systeme de Vlasov-Darwin ne fournit aucune information
sur la composante transverse du champ électrique Erp.

Dans cette partie, nous traitons le modele de Vlasov-Darwin et prouvons ’existence
de solutions faibles sous une condition de petitesse sur la donnée initiale.

Nous présentons également un résultat de convergence de la solution du modele de
Vlasov-Darwin vers la solution du systeme électrostatique de Vlasov-Poisson, lorsque
la vitesse des particules est négligeable devant la vitesse de la lumiere.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous précisons
I’adimensionnement du systéme de Vlasov-Darwin en vue du résultat de convergence.
Ensuite, nous donnons les estimations a prior: naturelles sur les champs Ey, et B dans
Pespace L°(IR;, L?(IR3)), puis sur les moments en ¢ de f. Sous une condition de pe-
titesse sur I’énergie et la taille de la donnée initiale, nous établissons I’existence d’une
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borne sur le champ électrique transverse Er dans I'espace L®(IR;, L%OC(JRS;)). Puis,
nous étudions un probleme régularisé et le passage a la limite qui permet d’obtenir
Iexistence d’une solution faible pour Vlasov-Darwin. Dans la derniére partie, nous
montrons que lorsque le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumiere
tend vers zéro, le systeme de Vlasov-Darwin peut étre remplacé par le modele simplifié

de Vlasov-Poisson.

6.2 Adimensionnement des équations de Vlasov-Darwin.

Pour distinguer les fonctions scalaires et a valeurs vectorielles, nous introduisons la
notation :
LP(R°) = (LP(R))°, p>1.
Compte tenu des observations de la partie précédente, I’équation de Vlasov relativiste
s’écrit
of

SO Vaf +a(E+0(€) x B)-Vef =0,

couplée avec le systeme de Darwin pour le calcul des champs (E, B)

1 0Fy
Bt C B = —uni
2 ot V x Ho 7,
0B
— +VxEr=0
or TV T =0
_Pr _
V-Ej,=—, V-B=0,
€0
| E=Er+Epet V-Epr=0, VxEL=0,

ou les inconnues sont (f, Er, Ep, B).

Dans le but d’étudier la convergence de la solution du modele de Vlasov-Darwin,
lorsque la vitesse des particules devient petite par rapport a la vitesse de la lumiere,
nous réalisons un adimensionnement des équations basé sur les échelles caractéristiques

= longueur caractéristique de ’espace physique,

temps caractéristique,

impulsion caractéristique,

vitesse caractéristique,

densités de charge et de courant caractéristiques,

Xl

=
< W Ly o2 ol e

champs électrique et magnétique caractéristiques,

= fonction distribution caractéristique.
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Les inconnues s’expriment alors en fonction des valeurs caractéristiques, par exemple
f=ff, E=EE B=BB.

Pour alléger les notations nous notons encore f’ par f, E' par E, etc. Les équations
de Vlasov-Darwin s’écrivent alors

af v E
— 4+ —v Ve f + Bt |=—F+ xB|-V = 0,
o+ S0 Vo 0BT (S8 0 < B) Ve
avec
L E 0E; L
—_—_ = B__—
- I T T 1ol
L ¢B 0B
—_— = E -
c E Ot Vb =0,
E
_—VE:,
60Lﬁ L=p
ou

¢
V148 |e2/me?

oe) = 2=

et I’équation de continuité devient

ap
- P y.i=o.
7 8t+ g

<l
IS

Notons par ¢ le ration de la vitesse caractéristique des particules sur la vitesse de la
lumiere, nous avons

=T, =1, —=1, j=7p, e€=—=1 et w.=—B.

a4
m

3
S
&
ke

La quantité w. s’appelle la fréquence cyclotronique et nous la supposons de l'ordre de
e/t. L’équation de Vlasov adimensionnée est alors donnée par

g—{ + U( )Va:f + (E(t,.l‘) + 5”(5) X B(tvx))'véf =0, (6'_7)

ou la vitesse relativiste est donnée par
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et les champs électromagnétiques vérifient le modele de Darwin adimensionné

OEL .

L _YxB=-

€ T X €7,

OB

— +V x Ep =0,
ot r (6.-6)

V.-E,=p, V-B=0,

\E:ET—i-ELet V-Er=0, VxE,=0

Les densités de charge p et de courant j sont calculées a partir de la fonction de
distribution f

plta) = [ fiede ity = [ v(e) st €
R3 R3
Enfin au temps ¢t = 0, la fonction de distribution est donnée par une fonction fy

ft=0,2,6) = fo(z.€), (2,6 € R’ x R, (6.-6)

Dans la suite nous montrons que le systeme de Vlasov-Darwin adimensionné admet
une solution faible sous une condition de petitesse sur la donnée initiale. La fonction
de distribution f(t,z,&) € L®(IR*, L' L>®(IR%)) et satisfait au sens des distributions
I’équation de Vlasov (6.-7). Les densités de charge p et de courant j sont telles que

p, j € LR/ LY3(R3)).

Les champs E7, Er, B vérifient au sens des distributions les équations de Darwin
(6.-6) avec

(Er, Er, B) € L®(R}; I” + L°(IR})) x L®(IR}; IL*(IR})) x L™(IR,; L*(IRy)).
Dans la suite, nous noterons
Y(€) = V1+e¢ (6.-6)
Théoréme 6.1 Soit fy une fonction positive, appartenant ¢ L' N L®(IR? x IR®) et

vérifiant

() -1 x S
/11%3sz3 Tfoda:df < +o0, P */133 fo(z, &) d¢ € IL*(IR;),

De plus, nous posons
Ag = Ay + e AP AV

ou Ai et Ay sont donnés par

A =foll et A =[lfoll2 (I follpr +€2£(0)) 7,
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ou

-1 1
E(t) :/ %f(t)dmd{—l——/ |EL(t)|? + | B(t)]? d.
R*xR® € 2 Jm
Supposons qu’il existe une constante o > 0, indépendante de fo, Fr(0) et B(0), telle
que
061/2./40 <1,

Alors, le systéme de Vlasov-Darwin (6.-7)-(6.-6) admet une solution faible.

La preuve de ce théoreme sera faite en plusieurs étapes : nous recherchons d’abord
des estimations a priori sur la fonction de distribution f et les champs électriques Ep
et Er et magnétique B. Nous étudions ensuite un probleme régularisé pour lequel
nous montrons l’existence d’une solution globale réguliere. Puis par passage a la limite
dans le probleme régularisé, nous prouvons que le systeme de Vlasov-Darwin admet
bien une solution faible.

6.3 Estimations a priori.

Dans cette partie, nous noterons par C(fy, ), les constantes ne dépendant que de la
donnée initiale fy et de e. Puis, par C(fp), les constantes ne dépendant que de la
donnée initiale fp.

La premiére estimation a priori est la préservation de la positivité de la fonction
de distribution f et la conservation des normes LP, c’est-a-dire pour toute fonction
convexe ® € W,"°(IR),

loc

[, eUteeds [ at)rde (67
IR° < IR

R3xIR?

Nous établissons ensuite la conservation de I’énergie.

Proposition 6.1 Soit (f, Ep, Er, B) une solution régquliére du systéme de Viasov-
Darwin. Alors, l’énergie totale, qui s’écrit

e = [ M payade g [ 0P+ 1BOPE (0-)

g2

est conservée au cours du temps.
De plus,

[ [ rogpdcansZ [ ] pegacdr<ae v e, o0
R? J|¢|<1/e &€ IR Jg>1/e
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Preuve : compte tenu des définitions de v(§) donné par (6.2) et de v(£) introduit
dans (6.2), nous avons

e2¢ B
VT e

Nous multiplions 1’équation de Vlasov (6.-7) par v(§) et intégrons en (z,§) :

Ve (€)= e2v(§).

d
dt JR3x w3

v(€) [ d§ dx —/ c2v(¢) - (Er + Ep) fdédx = 0.

R3x IR3
Ce qui donne

d

% i 7(§)fd£dx —62 /BBJ . (ET + EL) dr = 0. (6—7)

Ensuite, nous considérons les équations de Darwin (6.-6), multiplions la premiere

équation par € (Ep + Ep) et la deuxiéme par € B et intégrons sur Bi :

e? d

—— \EL|2dx—a/ VxB-(Ep + Ep)de = —52/ j-(Ep + Ep)dz,
th RS R3 1R3

e? d

—_— 2 . =
5 T IR3|B\ da:—i—s/lRSVxET Bdzx 0.

Ainsi, en additionnant ces deux égalités, nous obtenons

< d \EL|?d +£i |B|*dx = —¢* - (Er + EL)d (6.-9)
th RB L v th RB = c B3j r L * )

Alors, les égalités (6.3) et (6.-9) impliquent la conservation au cours du temps de la
quantité suivante

1 1
/ Lf)fdgd:wr—/ IB]2dz + —/ \Er|? da.
R3><B3 13 2 RB 2 RB

Enfin, la conservation de la masse totale donne la conservation de 1’énergie :

-1 1 1
5(t):/ %fdgd:w—/ |B|? dx + —/ |Ep|? d.
RxR? € 2 Jme 2 Jme

Pour montrer I'inégalité (6.1), il suffit de remarquer que

1 P
T+ v2 max(Leld) ~ 14 i@ | &

< ¢
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Corollaire 6.1 Nous supposons que la donnée initiale fy est positive et telle qu’il
existe une constante C(fo,€) strictement positive vérifiant

fo € I N L'(IRY), / for(€)dedr + / EL(0) + |B(0)2dz < C(fo,). (6-9)
IRS IR3

Alors,

E(t) < £(0) = /BR WO fyawde + /IR (L) + |BO)R) dx < C(fo, ).

Nous donnons maintenant un deuxieéme Corollaire qui établit une borne sur (f,Fr,B)

uniforme par rapport a .

Corollaire 6.2 Nous supposons que la donnée initiale fy est positive et telle qu’il
existe une constante C(fy) strictement positive vérifiant

fo e LN LY IR®), / fo\§|2d€dx+/ |EL(0)” + |B(0)[*dz < C(fo). (6.-9)
RS R3

Alors, lénergie E(t) est uniformément bornée par rapport a € et telle que

/ / Ol de du + - / / FOIE| e dz < (1+V3) E(t) < Cfo).
R? J[¢|<1/e € JR3Jj¢>1/e

L’estimation de 1’énergie donne & la fois des estimations sur les champs (Ep,B)
et sur les moments en £ de la fonction de distribution. Ceci permettra d’obtenir des
estimations sur les densités p et j.

Nous rappelons maintenant un lemme d’interpolation classique qui nous sera utile
tout au long de ce chapitre [6].

Lemme 6.1 Si la fonction de distribution satisfait
f e L'n L>®(R%), / flemde € LYIR?), m > 0.
R3
Alors, il existe une constante C' > 0, telle que
m/(m43) 3/(3+m)
lollssms < UL ([ lems andg)

- 3/(3-+m)
llill gasrs < C LI (/R € dmd&) .
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Preuve : nous observons d’abord que les densités p(t) et £j(t) sont homogenes par
rapport a la variable £, puisque ¢ |v(£)| < 1, nous avons effectivement |e j| < p. Ainsi,
il suffit d’estimer p(z) :

o) = [ S = [ seodes [ swoa

l§1>R

IN

1

CB |flie + s [ €1 T,
R RB

Il s’agit maintenant de trouver le rayon R pour lequel cette inégalité est optimale.

Nous posons alors a = C' || f|| 1 et b= [s [£]™ f(x,€) d§ et minimisons

1/1(7“):(17”3—|-bL

rm’

.. . 1
Le minimum de v est atteint pour la valeur r = [% g] /(m+3)

optimale

, ce qui donne 'inégalité

3/(m+3)
/ Fz,€)de < C | f|rLimts) < / \s|"‘f<x,5>df>
R? R?

0

Pour le systeme de Vlasov-Darwin, ’estimation de 1’énergie permet d’obtenir une
majoration des moments en £ de f. Ces estimations donnent plus de régularité sur les
densités de charge p(t) et de courant j(t) dans les espaces LP(IR3), pour p strictement
supérieur a un.

Proposition 6.2 Sous l’hypothése (6.1) ou (6.2), les densités de charge et de courant
satisfont

Clfoll2 (ol + €0, (6-13)
C (lfoll 2 + £(0)). (6.-12)

lo@lass + ellg (O pass
17 )l

VARV

Preuve : nous montrons d’abord que le premier moment en £ de f est borné dans

LY(IR3) -

/ Ef(ta ey de = / E1F (2 €) de + / E1F(t 2, €) de,
R? l¢l<d lg|>1

J

IN

€

(L+ [€P) S (t,,€) dé + 2 (1 /5 L d&) .

<1
— €

€
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Ainsi, en intégrant en z, il vient

2
[t gaa < [ rergaas [ ] 6 t.6)de

1
+ e (; L) \s|f<t,x,s>dfda:>.

Enfin, en appliquant le résultat de la Proposition 6.1 sur la conservation de 1’énergie
et la conservation de la moyenne, nous établissons

[ et dede < fallo+(1+2) 1+ V2) £0)

Ce qui montre que le premier moment en ¢ de f est borné dans IL'(IR?).
Ensuite, nous appliquons le lemme d’interpolation (Lemme 6.1) pour m = 1 et
montrons le résultat

1/4 34
Ol i@l < O ([ ereagad) .

N

A

< ClFOIE (1ol + 0+ +vD) )"

Pour conclure la preuve, nous estimons 5(t) dans IL!(IR3) :

(¢, )| = f(t, 2, €)dE

o VT < [ Jelrta.g de

Ainsi,

Ol < [l < (Il + (0 +9(1+V2) E0).

Estimations sur le champ Fr.

L’estimation de I’énergie (6.1) ne fournit aucune information sur la composante trans-
verse du champ électrique Ep. A partir du systéme de Darwin, nous dérivons I’équation

suivante sur Ep
, ’Ep _ 2 @
ot? ot
Ensuite, I’équation de Vlasov (6.-7) permet d’exprimer %, lequel dépend implicite-
ment de Er,
95
ot
—/?ﬂ+%ﬂﬂ%1”Ud—€%@)®M®XEL+Eb+fv@)XBﬁdé

R

—AEr+e¢ (6.-21)

/ 0(€) ® 0(€) Vaf dt
RB



174 6 Existence de solutions pour Vlasov-Darwin.

v(€) @v(€) = (vi(§) v(€))1<ij<s

puisque
1

33’%‘(5) = W (5i,j

- & vi(§) Uj(f)) .

Etant donné que le terme source % de I’équation (6.3) n’est pas suffisamment régulier,
nous ne pouvons pas appliquer une méthode variationnelle classique pour établir une
estimation sur E7. Notre démonstration est donc basée sur une technique de dualité.
Pour ce faire, nous avons besoin d’imposer une condition de petitesse sur la donnée
initiale. Afin d’introduire cette condition, posons

Ao = Ay + e AP A3 (6.-23)

ou A; et As sont donnés par

1/2

A= follr et As=[foli2 (Ifoll + 2 £(0)) (6.-22)

Le résultat suivant donne une estimation sur le champ électrique transverse Ep
sous une condition de petitesse sur Ag.

Proposition 6.3 Nous supposons qu’il existe une constante o > 0 indépendante de
la donnée initiale, telle que
oel20Ay < 1. (6.-22)

Alors, il existe une constante C(fo, o) strictement positive, telle que
Er(t <C 1/2
IEr(@)llg2qps < C(fo,0) 77,
ou lespace fonctionnel IL? +IL° est muni de la norme |-l z2pps définie par

B\l p2yps = inf{ lallz2 + bl zs, Er=a+b, a€L*(R®, be ]LG(]R?’)}.

Nous montrons d’abord des lemmes intermédiaires pour préparer la démonstration.
Commencons par le Lemme de Mih’lin qui concerne 1’équation de Poisson.

Lemme 6.2 Soit p €]1,+oc[, a € C3(IR?\ {0}) telle que
3C >0, |s|D¥a(s)| <C,

ou « est un multi entier tel que |o| < 3. Alors, l'opérateur linéaire g — F~taF g est
continu de LP dans LP, ou F représente la Transformation de Fourier.

En appliquant ce Lemme a I’équation de Poisson, nous avons le résultat suivant.
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Corollaire 6.3 Soit g € LP(IR?), avec 1 < p < +00, considérons I’équation de Pois-
son,

—Au = Dk97
ot Dyg indique la premiére dérivée partielle de g selon la k-éme composante. Alors,
1Y Yk
1Dl = |F LG F gl < Collgl,

ou Y désigne le k-eme coefficient de Fourier.
Pour la preuve du résultat, nous renvoyons par exemple a [15] ou [16].

Lemme 6.3 Soit g € I>(IR*)NILS/5(IR%). Alors, la fonction g peut étre décomposée
de maniére unique dans Uespace IL*(IR) par

g=gr+gr. gr, gr € L*(R*), Vxg,=0, V-gr=0.

De plus, nous avons gr, gr, € E6/5(IR3) et il existe une constante C' ne dépendant
pas de g telle que

lgrllzers < Cliglgess:  Ngrlipz < Cliglip2.

Preuve : puisque la fonction g appartient a JLQ(R?’), nous pouvons appliquer la
décomposition de Hodge [5] : la fonction g peut donc s’écrire comme la somme directe
de gr et de gy, avec

g=9r+gr, gr, g € L*(IR*), Vxg,=0, V-gr=0.

Puisque gr vérifie V- gr=0, il existe une unique fonction v, € Y telle que gr = V x ),
et 'espace Y est défini par la complétion de

{ue (@R’ v-u=0}, (6.-22)

pour la norme du gradient u — ||Vu||yz2 (voir par exemple [9, Chapitre IX] ou [5]).
De plus, 14 est solution de ’équation suivante au sens des distributions

—AYy, =V xg.

En appliquant le Lemme de Lax-Milgram, nous montrons que ce probléeme admet une
solution unique ¥, € Y. De plus, nous savons que g € %/ °(IR?), alors en appliquant
le Corollaire 6.3, nous établissons ’existence d’une constante C > 0, telle que

Vi € (L5(R))?, | Vebgllgors < C llgll gors-
Ainsi,
lgrllpers = IV X Ygllposs < C Vgl pers < C llgllgoss-

Nous déduisons alors que g;, = g — gr € s/ (IR?). Ce qui conclut la démonstration.
O
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Lemme 6.4 Soit gr € IL>(IR*) N JL6/5(1R3), tel que V - gpr=0. Alors, le probléeme
“Ap=gp et YeEY (6.-22)

admet une solution unique dans espace Y défini par (6.3). De plus, il eriste une
constante C > 0 ne dépendant pas de gr, telle que

[l + IVl gs < C max {llgrll gz, llgrll o } -

Preuve : la démonstration de l'existence et de 'unicité d’une solution de (6.4) se
fait par une méthode variationnelle classique dans ’espace de Hilbert Y muni de la
norme du gradient u — [|[Vul| 2.

D’une part, a l’aide des inégalités de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous établissons
[25]

1]l ge < CIIVllge < C |1 D*| gors. (6.-22)

D’autre part, l'inégalité de Calderon-Zygmund appliquée a 1’équation de Poisson
donne, puisque gr € L/°(IR%)

ID*¢| poss < C llgrll poss (6.-21)
et puisque gr € IL?(IR?)
ID*9 ]| g2 < C llgrll g2 (6.-20)

Ensuite, en rappelant que I'injection de I'espace W12(IR?) dans IL°(IR3) est continue,
nous montrons une estimation sur V¢ dans IL5(IR?)

IVelgs <C (IVellge + ID*lg2) - (6.-20)

Alors, en regroupant les inégalités (6.3), (6.-21), (6.-20) et (6.3), nous obtenons la
premiere estimation

IVellgs < C (IV¥llge + 1D* g2) < C max {llgrllgz, lgrllges} - (6-20)

Ensuite, les inégalités (6.3) et (6.3) indiquent que 1 appartient & W16(IR3), dont
I'injection dans I'espace IL°°(IR?) est continue. Nous montrons donc

[l < C ([¥llgs + IVYllgs) < € max {{lgr 2 llgrllyes } - (6.-20)

A partir des inégalités (6.3) et (6.3), nous concluons la démonstration

[l + VYl e < C max {{lgrlige. lgrliges} -
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Lemme 6.5 Soit (f, E, B) une solution réguliére du systéme de Vlasov-Darwin rel-
ativiste. Posons

Moata) = [ (4 ey (k) de

Alors, nous avons

1/2

Moz < 2CNfolli2 (foll + €2 €(0)) (6.-20)

Preuve : il suffit de considérer un réel R > 0 et de décomposer M_;(t) de la facon
suivante

2 [ S (1 2Py ag
IRS
Sl I T LR D e R N S R D 3
IEI<R

¢I>R
_ 1
< SOl [ QR g [ ft 0P R
€I<R R Jig>r
Puisque,

R 2r2dr £]S5?|
2 14 g2 21/2d252/ er < R2
I R R

nous avons,

2 / Stz €) (1 + e2|ef?) /2 de
IRB
5\52\

< Ol R g [ ) (14 ) 2

Ainsi, en posant
1
a=llf ()= |S*e et b= /,R flt,, ) (1+ %) V/2 de,
nous minimisons la fonction ¢(r) = ar + b/r et obtenons
1/2
Mot <22 CIOIE ([ fn s i) dg) |
Il reste donc a estimer l'intégrale du second membre. D’une part, nous avons
[ rit o 2y ae
RB
= [ el Paer [ fes 0Ll g
lgl<1/e \

&I>1/e

> (1 ,
c (pw) +e ( L., e 7s>dg>>.

IN
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D’autre part,
1F ()L < [l foll e

Ce qui permet d’estimer la norme L? de la quantité M_1, en appliquant le résultat
de la Proposition 6.1 sur I'estimation de I’énergie,

2O (@) + €2 (E@)) ',
SOl (Mfoll + 2£(0) " = /2.4,

e Mo1(®)]l 2

IN

IA

O

Nous présentons maintenant la démonstration de la Proposition 6.3. Compte tenu
du peu d’information que nous possédons sur %, nous ne pouvons pas appliquer les
méthodes variationnelles classiques pour obtenir une estimation sur le champ trans-
verse Ep. Cette preuve est donc basée sur une méthode de dualité. Nous montrons
une estimation sur le champ électrique transverse Ep en imposant une condition de
petitesse sur la donnée initiale.

Preuve de la Proposition 6.3 : soit g € IL?(IR®) N IL5/°(IR®). D’une part, grace au
Lemme 6.3, la fonction g peut étre décomposée suivant sa composante longitudinale
et transverse

g=gr + 9., VxgrL =0, V-.gpr=0.

D’autre part, grace au Lemme 6.4, il existe une unique fonction ¢ € Y solution du
probleme suivant

—A¢p=gr, PeY. (6.-31)

Etant donné que les champs Ef(t) et B(t) appartiennent & l'espace IL?(IR3) et j(t)
A l'espace IL*/3 (IR3) et compte tenu de I’équation donnant le champ électrique trans-
verse Er (6.3) et de (6.3), nous avons

0*Er 8]
2 2
= 0.

Les trois termes de ce produit de dualité donnent

< —-AFEr+¢

< —AET,l/} >= —/ Er - Al/} dr = / Er - gr dr = / Er- gdl‘. (6.—31)
R3 R3 R3

Puisque V x Ef, = 0, nous avons F;, = —V¢ et V -1 = 0, nous obtenons donc
0’Er 0? 0%¢
2
=— — = 0. 6.-31
<5 Loyp>= <at2v¢,w> g2 8t2’v Y >= ( )

Il reste donc a estimer le produit de dualité suivant

< g2 —,1/) > . (6.-31)
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A partir de ’équation de Vlasov, nous pouvons calculer le terme %
05
o = [, v (&) Vaf)de (6.-30)
IRB

= [ @ I - ol€) @ @) B+ 20(6) X B)f dE, (6-29)
RS
= [ I - Poe) @ (€) B £ (6.-25)
RB
Cette estimation sera faite en plusieurs étapes.

Etape I. Nous commencgons par estimer
2 < [ O - Vardsw>.

Compte tenu des régularités de la densité de charge p(t) € L'(IR?) N IL*3(IR%) et de
la fonction v € WH6(IR?) obtenue dans le Lemme 6.4, nous obtenons

2 < / 0() (0(€) - Vaf)de.p >= —¢? / £(t,,€) 'o(€) (Vo) v(€) dar de.
R3 R3xR?
(6.-29)
Posons alors

Kta) = [ f(ta )o@ ds

A Taide de Dinégalité de Holder, il vient

E2

< [ oO0© - Teydew 3| < 2C UL Vvl (0-2)

1l faut donc estimer la norme L5/°(IR®) de K(t,z). D’une part, nous avons
tm—e/ftmf ‘§|2|£‘ d¢ < /ftxfdﬁ,

ainsi,

e 1K) ars < llp)llpars- (6.-29)

D’autre part,

SK(tx) = & / F(t 2.6 o€ dé + 2 / F(t2.€) [ol©)? de
|€]<1/e |€|>1/e

1
2 2, 2 (1 Y
€ /§<1/Ef(t,x,f)‘§| E+¢ (E /§>1/€f(t,x,§)\§| g)

IN



180 6 Existence de solutions pour Vlasov-Darwin.

Grace a l'inégalité (6.1), nous avons alors
&2 / Kt ) de < 22 (1+v2) £(2). (6.-30)
IRB

Enfin, en utilisant une inégalité d’interpolation entre les espaces L'(IR?) et L*/3(IR?),
puis les inégalités (6.-29) et (6.-30), nous concluons

2K < [EEO) |k
< 20 (a+vem)” oI 30

En regroupant les inégalités (6.3), (6.-29) et (6.-30), nous obtenons l’estimation suiv-
ante

e* < /B (O Q) - Vaf)de, v > | < 2B EENY o) IV ¢l o (6-30)

Enfin, compte tenu de (6.3), de la conservation de I’énergie (6.1) et ’estimation de la
densité de charge p (6.-13), nous concluons la premiere étape

62

< [ o) Va)dg > (6-29)
R

< CEPEO) Il (follor + EONY IV ¢lls.
Etape II. Nous allons traiter le terme (6.-29) ne contenant pas la composante Er.
< g /]R3(1 + 21?7V (Id — *0(€) @ v(€)) f (Er +ev(€) x B)dE ¢ > . (6.-29)
D’une part, en appliquant 'inégalité de Holder, nous avons

52

/ (AR (1d - () © v(©)) Er) -4 da d&'
IR

IA

2 c/ M (t,2)|Ex | da.
1R3
< & C M) 1Ll g2 [¢] e (6.-30)

N

D’autre part, en procédant de la méme maniere pour le terme comprenant le champ
magnétique B et en observant que ¢ |v(§)| < 1, nous établissons

62

[ £+ ST (10 = €)@ 0(6) v(e) x B) - v da
< CIMAW)l s IBOI g2 [¥ln=-  (6.-30)
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En regroupant les inégalités (6.-30), (6.-30), nous utilisons 'estimation de M_;
donnée par (6.-20) et de I’énergie fournie par (6.1) et obtenons ainsi I'inégalité ci-
dessous

2 [+ IR (1 = 0lg) @ 0() F(BL+e0() x By bt do

1/2
<202 (ollz +£2€(0)"" £(0)Y2 [z~ (6.-30)

Etape IIL. 1l reste & estimer le terme contenant Er (6.-28). Celui-ci vérifie
< [+ 2B (1 - Pu(© 90() 1 Br e >
R
<C [ Moo Bl plds. (630
IR
Compte tenu des égalités (6.3), (6.3) et (6.3), nous avons
2 _0j
Ep gde = —c" < =, >. (6.-30)
R3 8t
Puis, les trois étapes (6.-29), (6.-30), (6.-30) ci-dessus ont permis d’établir 1’existence
d’une constante C'(fy) > 0 et d’une constante C' > 0 ne dépendant pas de fy, telles

que : pour toute fonction g € IL5/° N IL?(IR?)

Ergdz| < C(fo)([¥lln= "+ [V zs )

‘RS

+ 20 [ M) Brl do ]
R
Ensuite, grace aux Lemmes 6.3 et 6.4, nous avons

Ergdz| < C(fo)e"?(1+Y%) llgll porsnp, (6.-31)

‘33

+ 620/le Moy (tz) |[Er|dz ||g|l possqpe-

Nous rappelons que le dual de I'espace (IL%N S/ %) est IL? + IL® (voir par exemple [4,
Théoreme 2.7.1]). Donc, pour tout a € IL*(IR?) et b € IL5(IR?), tels que Er = a + b,
nous avons

e’ /]R3 M_i(t,2) |Br|de < |2 Moy (t)l 22 llall g2 + le* M1 ()| oss [1Bl] go- (6.-31)
Grace a (6.-20), nous obtenons

2 M)z <2 CNfllV2 (Ifollr +2£0) /2 =2 C Ay, (6-30)
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ou Ay est défini par (6.-22). Observons aussi que

e M1t = € / 1+ EEP) T fdude < p(t)| < | follr = £ A,
R

(6.-30)
ou A; est défini par (6.-22). Ainsi, par 'inégalité de Holder

EIMaWllges < (EIMa@)™ (2 IMa@ll2)",

(52./41)2/3 (51/2 CA2>1/3,

< CSAP AP AL

A

Nous rappelons que A est défini par (6.3)
Ao = Ay +e AP A3,

Ainsi, en regroupant (6.-31), (6.-31), (6.-30) et (6.3), pour tout a € IL>(IR*) et b €
ILS(IR3), avec Er = a + b, il existe une constante o > 0 telle que

Brgde| < C(fo)e*(1+e"%) |lgllposnr

Je
+ e Ao (llall gz + 10l o) gl orsn2-

En prenant I'infimum de ||al|z2 + ||b]| g6, tels que Er = a + b, nous obtenons alors
pour tout g € IL%/5 N IL?

‘/ Ergdx
IRB

Par dualité, nous avons

< C(fo) eV?(1 +€Y9) gl possmpz + oY% Ao | Bl 2 9l poss e

BT || g2ms < C(fo) (1+eY8) el + 02 Ao | Er| g2 pe-
Donc, sous la condition de petitesse sur la donnée initiale :
0'51/2./40 <1,

nous établissons une majoration uniforme : il existe une constante C( fy, o) strictement
positive, telle que

1B ()]l 24 m0 < C(fo,0) (1+€/) !/,

Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 6.3. g
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6.4 FEtude d’un probléme régularisé.

L’objectif de cette partie est la construction d’une suite de solutions régulieres ap-
prochant la solution du systeme de Vlasov-Darwin. Nous étudions alors un probléme
régularisé pour lequel les estimations données dans la partie précédente restent valides.
Le parametre € n’intervient pas, nous prendrons donc € = 1.

D’abord, nous régularisons la donnée initiale fy et supposons

supp fo(x,.) C B(0,Ry) et fo € CHIR® x IR?). (6.-37)

Ensuite, nous considérons 6,(z) € C™(IR?), radiale telle que
supp 6, C B(0,1/n), Opdr =1, 6, >0.
RB

Nous nous intéressons alors au systeme de Vlasov-Darwin régularisé [6] :

% + () -Vaof + (B + Er + v(§) x B) %6, - Vef =0, (6.-37)

et au temps t = 0, la fonction de distribution f vérifie
f(ovxvé.) :f()(.l‘,f), V(fv,ﬁ) ERB ><1R3.

et les champs (Ep(t,x), Er(t,x), B(t,z)) sont donnés par

%—VxB:—j*Hm (t,z) € RT x IR?

0B

— +VxEr=0, (t,x)e R™ xIR?

ot T (t,) (6.-36)

V-Ep=p*b, V-B=0, (t,z)e R" xR®

| E=Er+Eyet V-Er=0, VxE,=0, (t,z)eR" xR

avec

) = [ fa9de, gt = [ u(© ftao)de

Proposition 6.4 Sous les hypothéses mentionnées ci-dessus, le systéme de Viasov-
Darwin régularisé (6.4)-(6.-36) admet une solution (f", Ef., E}, B") vérifiant

ffe CHIRT x R® x R%),
E},B" ¢ CHIRT; H'(IR?)) et E} € L*°(IRT;Y),
ou Y est défini par (6.3).
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En appliquant une démarche similaire a la partie précédente, nous vérifions facile-
ment que les estimations précédentes restent valides pour le probleme régularisé (6.4)-
(6.-36) et grace a l'inégalité de Young

1 *gllze < [1fllzr llgllze-
Ces estimations sont donc uniformes par rapport a n. En effet, nous avons

e conservation de l’énergie :
1
et = [ GO-D g dedgrs [ BB b0) dz = ),
R3xIR? 2 Jm?
e inégalité d’interpolation :
n n 1/4 3/4
10" Ol + 1" Ollgers < 161 (1ol + @+ VD) £0)
e estimation IL? + IL® de EZ:(t) sous la condition de petitesse :
3C >0, [EF®)lg2yps <C,

e conservation des normes L? : pour toute fonction 3 € C'(IR*,IR"),

/ B (t, . €))daxde < / B(fo(x, €))dad.
RS RS

De plus, la solution du probléme régularisé satisfait les propriétés suivantes, mais
non uniformément par rapport a n :

d
3COn) >0, D f Ol < CEONID F*)llp,  Vp € [1,+00],

ou D f(t) = (Vo f™(t), Ve f"(t)). Enfin, la solution f"(t) reste a support compact en
(x,€) et le support est contenu dans la boule de centre 0 et de rayon R™(t) défini par

R™(t) = Ro + / max (1, [(E}(s) + E}(s)) * 0| <) ds.

Nous montrons aussi que E7(t) est borné dans ILS(IR3) sans restriction sur la taille
de fo et sur I’énergie initiale.

Le paragraphe suivant est consacré a la démonstration de I’existence d’ une solution
du systeme régularisé. La preuve est basée sur la linéarisation du probleme.
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6.5 Preuve de la Proposition 6.4.

Dans cette partie, nous montrons que le probleme régularisé (6.4), (6.-36) admet une
solution. Les estimations qui suivent sont valables pour un n fixé. Ainsi, pour alléger
les notations nous ne marquerons pas la dépendance de la solution en n.

La démonstration est basée sur la linéarisation du probleme (6.4)-(6.-36). Nous
désignons par f! la solution du probléme de transport libre (E°=B°=0),

FHt2,€) = folw = v(§)t,9)
L’équation de Vlasov relativiste linéarisée s’écrit alors pour la (k + 1)-eme itération,
k>0,
o fk+1
ot

ott les champs (EX, E¥ B¥) sont supposés connus. Ainsi, & partir de la solution f**1,
nous calculons les nouveaux champs (E?H, EE'H, B**1). Le champ magnétique B¥*!
vérifie une équation elliptique

+ 0() - Vo f M+ (BE + Bf + v(€) x B¥) %0, - Ve =0, (6-37)

V x V x BFL(t,z) = (v x L en) (t,z), V-B(tz)=0.  (6-36)
Ensuite, le champ longitudinal Efﬂ satisfait I’équation de Poisson

VBNt z) = (pk“ * en) (@), VxEM(t ) =0. (6.-35)

Enfin, E;H est solution du probléme variationnel suivant : E§+1(t) EYetVweyY

VEE (t 2) Vu(z) + (A’““ (E:’;“ . Hn) (t, :c)) wx Op(z)de  (6.-34)
R3

= / (I]H'l * Hn) (t,z) - w(z)de,
R3
ou pour simplifier ’écriture, nous avons d’une part posé,
Mt x) = ZFP Nt ) + TE T (L, ), (6.-35)
avec
(ta) = [ 0O Var im0 u(e)de
1R3
et

Iyt (t2) = - /R (IR (Id — 0(&) © v(©) St 2, BT (t, ) * O () de

— [ QIR (T = o(€) ® 0(€) £ 1, u(E) x Bt ) % ()
R
Puis, d’autre part la matrice A¥*! est donnée par

A ) = [ 1+ €T = o) @ 0(9) 1 () e (6:31)
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Etude de I’équation de Vlasov linéaire.

Proposition 6.5 Nous supposons que la donnée initiale fo vérifie les hypothéses (6.4)
et que (B*(t), E%(t), EL(t)) sont donnés et appartiennent a IL*(IR®) x IL*(IR%) x
ILS(IR?).

Alors, ’équation de Vlasov linéarisée (6.5) admet une solution unique classique
et reste a support compact contenu dans B(0, RF¥1(t)) avec

t
Rk-l—l(t) < Ry + /0 max (1, ||(E5];(S) + E}j(s)) * HnHZLOO> ds.

Preuve : nous utilisons les propriétés de la convolution, pour obtenir des estima-
tions uniformes & partir d’une régularité minimale sur les champs (E%(¢), E% (t), B¥(t)).

En effet, 'équation (6.5) est une équation de transport linéaire avec des champs
de vecteurs réguliers. Le systeme définissant les courbes caractéristiques

(dX(s) —
—2 = (E(s)),

AZ(s) _ (i A . ¢ (6-37)
=2 = (B, X(9) + B (s, X(3)) + 0(E(s)) x BY (5, X(5)) ) * O,

Xt) ==z Z@t)=¢

admet donc une unique solution globale, s — (X (s,t,z,£),=2(s,t,z,£)) et la solution
de I’équation de Vlasov linéaire (6.5) est donnée par

£ 2, €) = fo(X(0),2(0)),

ou X(0) = X(0,t,2,€) et Z(0) = Z(0,¢,x,&). De plus, en dérivant une fois ’équation
de Vlasov (6.5) en (z,£), nous obtenons

%D P+ 0(€) - VoD fM1 4 (B + B + v(€) x BY) # 0, VeD fHH = —GM,

ou
GF = (Dv(&)) Vauf*™ ! + D(EY + Ef + v(€) x B¥) %0, - Ve 1

Nous déduisons que pour tout p € [1, +00],

CIDF Do < (141D (BE®) + BED) +0(6) x BYD) # ballae ) 1D (1) 1

Par un lemme de Gronwall, nous montrons que la quantité || D f*+1(¢)||r» est bornée

par C(6,,).

Enfin, la solution f*1(¢) reste & support compact et suppf**+1(t) c B(0, R¥*1(t))
ou

RMI(t) < Ry+ / ma (1, (B} (s) + E5(5)) * 6all = ) ds.
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Etude du systéeme de Darwin linéaire.

La fonction de distribution f¥*1(¢) est solution de ’équation de Vlasov linéaire. Elle
vérifie donc la propriété suivante

1A Ol < IOl = ollze, Vp € [L+oc). (6.-39)

Proposition 6.6 Si la donnée initiale vérifie les hypotheéses (6.4). Alors, les champs
BF+1, E]]EJrl et E{,ﬁl vérifient :

3COn) >0, VE=0, [EF(@)llgs + 1B (O)llge + B (@)l g2 < C(0n).

Preuve : nous donnons d’abord une estimation du champ magnétique B**1, lequel
vérifie
~AB*L(t,z) = (v P lazt® en) (t, ).
Grace aux propriétés de la convolution et par application du Corollaire 6.3, nous avons
VB (0]l s < C 15" % 0(t)ll oss < C l follpr 10nll pors-
Ensuite, a 'aide de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous savons que

1B () g2 < CIVB (0] ovs.

Ainsi, en regroupant les deux inégalités précédentes, nous obtenons une premiere
estimation de BFt1,
1B (1)l 2 < Clfolls 10nl ors- (6.-39)

De la méme maniere, il existe une constante C' > 0, indépendante de k, telle que
IEE @)l g2 < Cllfoll 1 110nlo/s- (6.-39)

Enfin, nous traitons le champ transverse E%H, lequel vérifie le probleme varia-
tionnel : E;H €Y et pour tout w €Y,

VEEN(t 2) Vu(z) + (Ak“(t,x) (E§+1 * en) (t,x)) 0 % O () dx
BB
_ / (7440, (t.2) - wia) de,  (6-30)
IRB
ot le vecteur Z¥+1 et la matrice A**+! sont respectivement définis par (6.5) et (6.-37).

La démonstration de 'existence d’une solution est basée sur le Lemme de Lax-
Milgram dans ’espace de Hilbert Y. La coercivité provient de la positivité de la
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matrice A¥t1. Enfin, la régularité du terme source provient du produit de convo-
lution. De plus, nous obtenons une borne uniforme : prenons dans la formulation
variationnelle la fonction test w = Eéi“, il vient

/IR i |VEET 2de < /IR i (If“ +I§+1) %0, EXdz. (6.-38)

Ainsi, en décomposant le terme de droite et en rappelant que |v(£)| < 1, nous avons
d’une part

9

‘/ I8t %6, - EXdr
RB

_ ‘/}RB </]R3v(§)-v$fk“v(§)d§> k0, - B dp

< / P % 0, [VEET da,
R3
< N follpr 16nllz2 IVEFFY| g2 (6.-39)

D’autre part, puisque B*! et EEH sont uniformément bornés dans IL?(IR%), nous
établissons

‘/ 1'54*1 . Eéngrld.’E
1R3

= | e o o) £

X (E¥ 4 o(€) x B %6, - EMY « 0, dwde]
A N lCEET 4+ B s Ol oo (|5 % 0|

<
k k
< N follpr (BT g2 + 1B g2) 100 | g2 17 | o [0l oss -

Compte tenu de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons
k k
1B )l s < CIVEF (@)l g2,

d’ou

‘/133 Iyt By e < O foll (IEE e + 1B g0l 2 10| oss IV B 2.

(6.-43)
En regroupant les inégalités (6.-38), (6.-39) et (6.5), nous montrons I'existence d’une
constante C'(6,,) > 0, indépendante de k, telle que

IVEE O < C0u) IVEE (1) 2.

c’est-a-dire,
3C(0n) >0, [IVEF (1)llz2 < C(0n).

Par conséquent,
3C0n) > 0, [EF ()]gs < C(6n). (6-43)
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Remarque 6.1 L’estimation uniforme des champs (E%(t), EX (t), B*(t)) dans 'espace
ILS(IR?) x IL?(IR?) x IL*(IR3) et les propriétés du produit de convolution permettent
de contréler le support de la fonction de distribution f*+t1 uniformément par rapport
a k. Ainsi, pour tout k > 0, le support de la fonction de distribution f*(t) est inclus
dans la boule de centre 0 et de rayon R(t), tel que

3C(0,) > 0, R(t) < Ro+C0,)t. (6.-43)

Pour achever la démonstration de la Proposition 6.4, il suffit de montrer que la
solution du probleme linéarisé converge vers la solution du probleme régularisé lorsque
k tend vers 'infini.

Passage a la limite : k£ — +oc.

Soit (f*, E]]f, Eéi, BF)pen la suite de solutions de I'équation de Vlasov linéaire (6.5),
(6.-36), (6.-35), (6.-34). D’une part, la majoration (6.5) donne une borne de la fonction
de distribution f* dans L2(IR* x IR®) . 1l existe donc une sous suite de (f¥)g>o et
une fonction f € L2(IRT x IR®), telles que

f¥ = f faiblement dans L2(IRT x IR%), lorsque k — +oo.

D’autre part, les majorations (6.5), (6.5) et (6.5) donnent des estimations uniformes
des champs électromagnétiques (Ei’ﬁ, E}j, BF). Tl existe donc une sous suite de (Ei’ﬁ, E}j, BF) k>0
et (Er, Er, B), tels que

BY ~ B faiblement dans L?(IRT x IR®), lorsque k — +o0,
EY¥ — E; faiblement dans L*(IR* x IR®), lorsque k — 400,
EX —~ Ep faiblement dans LS(IRT x IR?), lorsque k — +oo.

Il reste a montrer que la limite (f, Ep, F, B) est solution du probleme de Vlasov-
Darwin régularisé (6.4)-(6.-36).

Nous estimons d’abord, la différence des champs magnétiques B¥t! — Bk,
V x V x (B"“'“ - Bk> (t,2) = —A (B"“'*l - Bk) (t,2) = V x (jk“ —jk> *0,(t, 7).

Donc, a partir de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons

B - Bl < CIVBM = B o
< C|GF = 55) % 0,() || oss
< C ( / I(fk“—f’“)(t)ld&dw) T
R3xIR3
1/2
< C R ( / I(fk“—f’“)(t)IQdédw) 100l o,
R3xIR3
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ou le rayon R(t) est défini par (6.1). Nous en déduisons alors que

IBET = BR) ()l g2 < C0n) (FF1 = ) (O] 2 (6.-49)

Nous procédons de la méme maniere pour la différence des champs longitudinaux

EE‘H — Ef Il vient alors
I(EE™ = ED)@)llg2 < CO) 1 = )]l 2 (6.-48)
Nous faisons la différence des équations (6.-39) relatives & E% et E?Fl, puis prenons

Eéi“ — E% pour fonction test. Nous obtenons

| E = B OPdr + [ = )« 0,45 )55~ B(0) + 0, do

- /]R3 (T =TN)(0) % 0 - (Bp = Ep)(t)da (6.-47)
+ /]R (BT = Bp)(t) + 0n(A" — AN () B (2) O do. (6.-46)

Dans la suite, nous estimons les termes (6.-47) et (6.-46) en fonction de la quantité
k+1
IV(EL™ = Ep)ll g2
D’abord, puisque |v(§)| < 1, nous vérifions

[ @t - a0, B - Bho

<
“ e

< N = )0 0l 2 IV (EFT — EF) (1)l 2,
< R(1)*? H(f’“+1 — Ol 10nll1 IV (EF — BF)(0) 2.

(fEH = 1)) =

(EE — BR)(1)] dud,

Ainsi, il existe une constante C' > 0, dépendant de 6,,, telle que

<O =Y 2 IV (EFF =ER) ()] 2
(6.-50)

‘/]R (TEH = 2F) « 0 (BFH = BR)(t)da

De la méme maniere, nous avons
‘ /IR i (I8 —IH)(t) % 0, - (EE™ — EE)(t)da

< /13 (= IYOIEET () +0() x BEFL(E)) # 0a[(BF™ — EF)(t) * On|déda

+ FEONEFT = BF)(t) * 0] [(EET — EF)(t) % 0,|dEda
RG

+ / FE@O)0(€) x (BET! = BY)(t) # 0] |(B7™ — BF)(t) * 0| dEda.
BG
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En utilisant les majorations obtenues précédemment sur B*+! — B¥ données par (6.-
49) et sur Eﬁ“ — E¥ dans (6.-48) et les bornes uniformes sur B* dans (6.5) et E¥
données par (6.5), nous montrons ’existence d’une constante C(6,,) > 0, indépendante
de k, telle que

< Ca) I/ = fFll2 | EFF — Efll o

(6.-54)
En regroupant les inégalités (6.5) et (6.5), nous obtenons une majoration du terme
(6.-47)

'/R (T = T5) « 0 (BEH = BR)(t)da

< COn) 1/ = M2 IV (EFT = Bp)ll g2

(6.-54)
Il reste & obtenir une estimation de (6.-46) : puisque le support de f* est uniformément
borné, il existe une constante C'(6,,) > 0, telle que

‘/ (Z" — %) %0, - (EET — BY)da
R3

‘ / HEETY — ER)(t) + 0,(AF — AN (4) EX(t) % 6,, do (6.-53)
R?:
< CONEFT = EROllgs [ = Ol

En regroupant les inégalités (6.5) et (6.-53), nous avons,

IV(EF = ER)@)IF: < COIER = ER)@)llgs (77 = OOl 2
+ CONVEFT = BDOllg2 105 = )OI 2-

Grace a l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev,
I(EF = BR)O)llgs < IVEF = EF) ()2
nous obtenons la majoration suivante
I(EF = BR) Ol gs < CO) 15 = O]z (6.-55)

Pour achever la démonstration de la convergence, il faut estimer la différence

(£ = 4

L R (€)W

+ (B + BE + 0(€) x BY) 6, Ve = 1)

= —{BE B + (BE - Ef) + 0(©) x (B = B}« 0, Ve
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Nous multiplions alors I'’équation par (f**! — f*) et intégrons en (z,¢), il vient
1d
2dt Jpsxm

b [ (B B (e x BY) b, VelrH - ) dadg
R3x IR?

£ P dadg 4 [ (7 )V e dg
IRG

= —/IR3 - (fr+1 _fk){(Ef—Eé—l) + (E%—E@‘l)} f O - Vet da de
- / (P = ) {0(€) x (BF = B} - Vef* dade.
R3xIR?

En utilisant les estimations d’erreurs sur les champs (6.-49), (6.-48), (6.-55), nous
obtenons finalement l’existence d’une constante C'(6,) > 0, indépendante de k, telle
que

1d
2dt Jp3wm?

Wertlem [ ([ 1= fae)

x {\E,’g — EYY 4 |EE - BRY 4 |BY - Bk_l\} % 0, dz,
C@n) 15 = fF e 15 = 5 e

Ainsi, nous établissons I'inégalité suivante

d

SN = Oz < CO) 175 = 771022

| R — fR12 da dg

IA

IN

Par récurrence, nous en déduisons l’estimation suivante de f**t!1 — f¥ dans 'espace
L*(IR? x IR?)
C(0,) t)

1744 = ) < GO
Ce qui prouve la convergence forte pour tout 7' > 0 dans L?([0,T] x IR%) de la suite
(e vers f et compte tenu de (6.-49), (6.-48) et (6.-55), la convergence forte de
(B*(t), E%(t), B%())rev dans IL?(IR?) x IL*(IR*) x IL°(IR?) vers (B, Er, Et).

La limite ainsi obtenue satisfait les équations suivante au sens des distributions

—AB(t,x) =(V x j*6,)(t,z), V-B(t,x)=0. (6.-66)
Puis, sur le champ électrique longitudinal
—A¢(t,x) = (px06y) (t,z), Er(t,x)=-Vo(t, x). (6.-65)

De plus, Er € L>=([0,T];Y) est solution du probléme variationnel,

VE7(t) Vwdx = / 9

ot (t) % 0y - wdx, YweY. (6.-64)
RB

RB
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En utilisant la régularité des champs, la fonction f vérifie f € C([0,T] x IR x IR?),
avec f(t) & support compact et p,j € CL([0,T] x IR?),

0

a—{ 4 0(€) - Vof + (B + BEp + v(€) x B)# 0, - Vef = 0.
Etant donné que les termes sources des équations (6.-66), (6.-65) et (6.-64) sont
régularisés en espace et dérivable pour chaque t a dérivée continue en temps, nous
avons B, Er € C1([0,T]; C*®(IR?) N H'(IR?)).

Montrons maintenant que (Er, Ep, B) vérifient le systéme de Darwin régularisé

(6.-36). Nous remarquons d’abord que V x (V x B(t) —j % 0,(t)) =0 et V x B(t) —
§*0,(t) € L?(IR?), il existe donc une unique fonction p € Y telle que

V X B(t) + Vp =j x0,(t). (6.-64)

De plus, en prenant la divergence de ’équation (6.5) et compte tenu de (6.-65), il
vient

) 0 o
Nous avons donc ”
Alp — =2) =0.
(p 8t) 0

Puisque les terme sources p(t) et j(t) sont & support compact et Vp, 86% € L*(IR?),
nous établissons que

OE;
Vp+—==0,
PT
ce qui donne la premiere équation du systeme (6.-36)
OF
_8—tL + VX B=jx0, (6.-64)

Ensuite, a partir de '’équation (6.-64) vérifiée par E7, nous considérons ¢ = (@1, p2, ¢3) €
(D(IR?))? et posons w = V x ¢, alors w € D(IR?) et V- w = 0. Nous pouvons donc
prendre w comme fonction test

<V x (—AET+%*9,Z>,¢>:0.

Il existe donc une fonction scalaire po € LZ(R?’), telle que

V x V x Ep + Vpy = 9, 0,, dans H '(IR?®).

ot
Or en dérivant par rapport au temps 1’équation (6.5), nous obtenons
O*Ey, OB
Vpp=——%- et —+VxEpr=0.
P2= " ot * T

Ce qui montre que les champs (Ep, Fr, B) sont solutions du systéme de Darwin
régularisé (6.-36).
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6.6 FEtude de I’existence de solutions faibles.

Dans cette partie, nous supposons que fy vérifie les hypotheses suivantes
fo € LN L'(IR? x R?), / foy(&)dédr < +o0.
R3xIR3

Considérons une suite de fonction (E7., ET, B"™, f") solution du probleme régularisé
6.4)-(6.-36) et rappelons ’estimation de 1’énergie sur le probleme régularisé qui est
( pp g p g q
uniforme par rapport a n :

-1 1 1
/ MW=L e e o 4 L / B2dr + 1 / Ep2dr < C(fo.)  (6-65)
R¥xR® € 2 JR? 2 /R

et l'estimation sur la composante transverse du champ électrique Ep sous une condi-

tion de petitesse sur la donnée initiale (6.3), puisque I'injection de IL? + IL° dans IL},
est continue

VR >0, 3Cgr>0, / |EZ?dx < Cre. (6.-65)
B(0,R)

Les estimations (6.6) et (6.6) donnent le bon cadre fonctionnel pour décrire le
produit (Er, + Er +v(€) x B) f dans Lj,., puisque les termes sont dans L .
En effet, ces estimations permettent d’extraire des sous suites faiblement conver-
gentes dans l’espace LIQOC(JR?’). Cependant, comme nous n’avons pas d’information
sur les dérivées nous ne pouvons pas garantir ’égalité des deux quantités

(EL+Er+v()xB)fet lim (Ef +E}+v(§) x B") f".

n—-+00

Pour cela, nous utilisons le Théoréeme suivant, démontré dans [6, 19]

Théoréme 6.2 Soient 2 = (0,T) x IR® et v(§) € LS

loc

(IR, IR?), satisfaisant
VoeS% YuelR, |[{£€R% wv()o=u}=0

et une suite f* bornée dans L? (Q x IR®) qui satisfait pour tout ¢» € D(IR?), la suite

loc

{/IRB <% + Vo v(é) f") w(v)dv} (6.-65)

est compacte dans Hy, (). Alors, la suite

{[ s

est compacte dans L2 (§2).

loc
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A Paide de ce Théoréme, il reste & montrer que la limite du probléme régularisé con-
verge bien vers la solution faible de Vlasov-Darwin. Ce qui achevera la démonstration
du Théoreme 6.1.

A partir des estimations L120 . sur la suite (f", £}, E7, B")p>0, nous déduisons qu’il
existe une sous-suite qui converge faiblement dans L?  vers (f, Er, Er, B).

De plus, les normes LP de f" sont également bornées car

/ B(f™ (¢, 2, €))dede < / B(folx,€))dzde, VB € C(RY).
R3xIR3 R3xIR3
Ainsi, la solution du probleme régularisé vérifie au sens des distributions : V ¢ €
D(IR})
8fn n _ n
[ (L s v v ) uode= [ o vueae

avec ¢" = (E} + Ef +v(§) x B") 6, f". Nous savons que E}, E7. et B" sont bornés
dans I} .((0,T) x IR®) et f™ est bornée dans L>=((0,T) x IR? x IR?), donc le terme
g" - V(€) est borné dans L? ((0,T) x IR® x B(0,R)), pour tout T, R < 400. De

loc
plus, pour tout u € IR et o € 52, en appliquant le théoréeme des fonction implicites &

la fonction (y(-) définie par
/80(5) = /U(é‘) 0 — U,
nous avons

[{¢ € R, v() o= u}| = 0.

Grace au Théoreme 6.2, nous obtenons alors
vy € D(IRY), / [t @, &) ¢(€)dE — / ft,2,6)p(€)de,  dans  Li, (IR*xR?).
R3 R3
Ainsi, nous montrons que Vi € D(Rg’),Vgo € D((0,T) x R),
T
[ ] @ mpens ([ rese o) da-
0o JR3 R3
T
| [ s Bt ( / f(t,x,£)¢(§)d€> drdt, lorsque n— oo
0o JR3 R3
et de la méme maniere, Vi) € D(R?),Vg{) € D((0,T) x IR3),
T
|/ ( f”(t,x,§>w<£>v<£>df) x B" (t,z) de dt —
0 JR3 \JIR?

T
/ / (/ ft,z,8)v(§)v(E) d€> X Bp(t,x)dxdt, lorsque n — +o0.
0 JR} \JR?

Nous obtenons donc un quadruplet (f, Er, Er, B) solution au sens des distributions
du probleme de Vlasov-Darwin
of

B¢ T Vol + (EL+ Er+ev(§) xB) Ve f=0
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et les champs électromagnétiques vérifient au sens des distributions

( OF
588—tL—V><B:5j,
0B
— Er=0
ot + V x T s

V.-B=0, V-E=np,

VXELZO, V'ETZO.

N

A Taide de (6.-7)-(6.-6), nous montrons les propriétés suivantes

feCUR", L®°(IR? x R®) —wx), Er,Be C(IRT,L*(IR?) —w).

6.7 Convergence de Vlasov-Darwin pour des petites vitesses.

Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale est uniformément bornée par
rapport a g, nous considérons les hypotheses suivantes.

fo€ L® N LY (IR x R?), / fol€PPdédx < +oo.
R3x IR3

Nous notons par (f¢, Ej,E7, B%) la solution du systeme de Vlasov-Darwin (6.-7),
(6.-6).

Nous nous intéressons a la convergence des solutions du systeme de Vlasov-Darwin
adimensionné lorsque le parametre € tend vers zéro. Nous prouvons alors

Théoréme 6.3 Soit fy une fonction positive, appartenant ¢ L' N L®(IR3 x IR®) et
vérifiant

/ fol€[? da de + / ELO) + |BO) dx < Co.
R3xIR3 R3

ot Cy est une constante strictement positive indépendante de € et fy satisfait la con-
dition de petitesse (6.3).

Alors, la suite de solutions du systéme de Viasov-Darwin relativiste (6.-7)-(6.-6)
converge vers la solution faible du systéme de Viasov-Poisson non relativiste, lorsque
€ tend vers zéro. De plus, pour € suffisamment petit, la condition de petitesse sur fy
devient inutile.

Nous montrons d’abord que la suite (Ej (t))s>0 est compacte dans E?O/f(ﬂ%?’).

Proposition 6.7 Nous supposons que la donnée initiale vérifie (6.2). Alors, la suite
de solution définissant le champ électrique longitudinal (E).~o converge fortement

dans L®(R*, L}/* (IR%)).

loc
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Avant de procéder a la démonstration de la Proposition 6.7, nous montrons le
lemme suivant qui donne une majoration de la densité de courant j.

Lemme 6.6 Sous l’hypothése (6.2), la densité de courant j vérifie : il existe une
constante C(fy) > 0, ne dépendant que de la donnée initiale fq, telle que

175l gse < C(fo)-

Preuve : nous définissons d’abord les fonctions de distribution f} et f5 par

ﬁ:{fﬁkmva

0 sinon

et f5 = f° — f{. Ainsi, nous posons

. 3 . - ¢ 5
= f T o 8= [ e

D’une part, la conservation de I’énergie énoncée dans le Corollaire 6.2 implique
/JRG €17 fi(0)dE de < (1+2) E0) et [|fF(O)]z < | follze-

Par une inégalité d’interpolation, nous avons

1/5 45
o < CUOILL ([ 16P fictas ao)

Ce qui montre que j{ est uniformément borné dans IL%/*(IR%).
D’autre part, la conservation de I’énergie indique que j5 est borné dans LY (IR3)
de la facon suivante

/st )€l dede < e (L+v2) £(0) et [If5(1)r < [ folle. (6.-75)

Ainsi, par application d’une inégalité d’interpolation dans les espaces LP, nous avons

. . 1/5 4 . 4/5
135 ()l e < 1135 DI 135 (DI rs- (6.-75)

Il faut donc estimer |[j5| ;4/3 : nous posons alors

pilta) = [ fitta.) e

Par une inégalité d’interpolation et compte tenu de (6.7), nous avons

3/4
15Ol < IOl < CalFOIL ([ fFlgdear) < o) 2,
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En d’autres termes,
135 ()| ars < C(fo) e /2.

Puis, en substituant cette estimation dans (6.7), nous obtenons

. . . 1/5 B 4/5
lillgsn < CUEIL N2 < (s 1+ v2)E@) 7 (Cfo) e7/)
1/5
< C()M (1+v2)E0) .
Ce qui montre que j¢ = j{ + j5 est uniformément borné dans IL>/*(IR%). O

Preuve de la Proposition 6.7 : nous rappelons que le champ électrique longitudinal
s’écrit £ (t,x) = —V¢°(t,x), ou ¢° est solution de I’équation de Poisson

—A¢E — ps.
De plus, les inégalités d’interpolation, énoncées dans la Proposition 6.2, donnent des

estimations sur les densités de charge et de courant : il existe une constante C(fy),
ne dépendant que de la donnée initiale, telle que

lp* )l pass + ")l < C, Wt e R

Ainsi, puisque Ef satisfait ’équation de Poisson, il existe une constante C(fy) > 0,
telle que

IEL@®)ler < C(fo), 3/2<p< 12/5et [[VEL(t)||ne < C(fo), 1<q<4/36-76)

Pour obtenir la convergence forte de £, nous devons maintenant estimer la dérivée
par rapport au temps de Ef

0%

—V x B* = —¢j°. 6.-76
€ 5 €j (6.-76)
Le champ magnétique vérifie B* € IL2(IR?) et
—AB® =¢eV x j°.

Or, d’apreés le Lemme 6.6, j°(t) est uniformément borné dans IL%/*(IR?) et le Lemme
6.2 permet de montrer que

IV % Bl o < Ce 175 g (6.-76)
Ainsi,
OFE% 1 _ .
Ha—f\lﬁ/zx < IV Bl gsrs + =0l gsrs < C 5Ol s
Nous avons donc établi la majoration : il existe C(fy) > 0, ne dépendant que de fj,

telle que
OF; g
=57 lzsrs < ClI= Ol gsrs < Cfo)- (6.-76)

Finalement, & partir de (6.-76) et (6.7), nous avons montré
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e FE5(t,r) est borné dans 'espace L (IR, W1’5/4(R3)),

loc

. %iti est borné dans 'espace L®(IRT, IL>/*(IR?)).
Donc, par application du théoréme d’Aubin, la suite £ est compacte dans ’espace
L>(IRT, L?O/j (IR?)). Ce qui achéve la démonstration de la Proposition 6.7 O

Nous rappelons d’abord les estimations, uniformes par rapport a e, obtenues dans
la premiere partie sous les hypotheses (6.2) :

/IRS R? 7(522 Jrdede + 2 /133 |B°[* dz + 2 /1R3 |EL [P dx < C(fo), Vte R
X

Ensuite, la fonction de distribution est bornée par la donnée initiale pour toute les
normes LP(IR®)

12Oz < N follzoe, 2Ol < [lfoll, vt e R

Enfin, en reprenant la démonstration de ’estimation sur le champ E7, nous pouvons
nous apercevoir que la condition de petitesse disparait lorsque € est suffisamment petit

3C) €]0,1], Y2 Ay < Co.

Ainsi, pour tout R > 0, il existe une constante Cr(fo), ne dépendant que de la donnée
initiale fy et R, telle que

| 1B 0P do <20n(0)e (6.-76)
B(0,R)

De plus, le champ magnétique B est solution de 1’équation de Poisson suivante au
sens des distributions,

—AB°=¢eV xj°, V-B =0.

En appliquant le Corollaire 6.3 et les inégalités d’interpolation sur la densité de courant
j%, nous obtenons 'estimation : il existe une constante C' > 0, telle que

. .enl/6 .c19/6
1Bl 2 < CIIVBE||ors < Cllei®llgoss < Clledellyy e i e

Ainsi, en appliquant le résultat de la Proposition 6.2 sur la densité de courant j et le
Lemme 6.6, nous montrons l'existence d’une constante C(fy) > 0, telle que

1Bz < C(fo) e (6.-76)

A partir de ces estimations, nous montrons l’existence d’une sous suite toujours
notée (f¢, E5, E7, B%).~0 et un couple (f, E), tels que

fe(t, @, &) — f(t,x,&) faiblement dans L (IRT, L*(IR® x IR%)), lorsque € — 0,
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et en rappelant que la suite (E5 (t))s>0 est compacte dans JL?o/f

tout R >0

(IR®), nous avons pour

E5 (t,2) — E(t,z) fortement dans L>®(IR™, IL>*(B(0,R))), lorsque & — 0.

De plus, les estimations sur les champs (E7, B®) montrent qu'’ils convergent vers zéro
fortement dans L2 (IR®).
Le passage a la limite dans les équations de Darwin ne pose pas de probleme,

puisque la convergence faible suffit. Nous obtenons alors

V-E=p, et %—lt?:—j.
Le traitement du terme non linéaire de I’équation de Vlasov est rendu possible par la
convergence forte des champs électromagnétiques. En effet, € |v(£)| < 1 et d’apres les
estimation (6.7) et (6.7) dans I'espace IL7,.(IR*) sur E5 et B, nous montrons qu’au
sens des distributions

(E7 +ev°(§) x BY) V,f* — 0.

D’une part, la convergence forte dans ]Li;/j (IR*) du champ électrique longitudinal E5
vers la limite E et d’autre part la majoration de f¢ pour toute les normes LP(IR®)

impliquent la convergence au sens des distributions
Ef f¢ - Ef, lorsque € — 0.

Finalement le couple (f, E) est une solution faible de I’équation de Vlasov-Poisson.
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