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e]Zkg]kZX [h ]^X nbZi df Xykb]d[fe kfqXZ b ep b``fXee beekpY]d[f [f ]^X dfd]db` qb]b r WX
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!("*&!� !� * � �"(( = (�'!2.B�>��(( '0'*�C ��� )� �>*#�C �(0 �>? ��'&2� &� �!C?"*�# *&C � �
�!��2�# $ &* &' '!C �*&C �' ? !''&) (� *! "'� '&C ?(&��� C!��(' � &� �??#!> &C �*� * � B�>��((
�D"�*&!�' &� '!C � '��'� �59� ��� �#� �!* '")� ��*�� *! * � -%@ �!�'*#�&�* !� * � *&C � '*�? �
�"� '&*"�*&!�' �#� ���!"�*�#�� $ �!# &�'*���� $ � �� �!  &O �#�D"���0 ? ��!C ��!� !��"#' �
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?(�� *! * � = (�'!2 �D"�*&!� $ �!* *! ) � �!�'&'*��* � &* * � � �#O� �!�'�#2�*&!� � L�*"�((0$ * �
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�#'* C !��( &��("�&�O C �O��*&� ����*' ��� � �#O� �!�'�#2�*&!� &' * � N�#� &� C!��( � G &'
C!��( ��' �#'* &�*#!�"��� )0 N�#� &� �I� $ ��� ��2�(!? �� �#!C � C!#� C �* �C�*&��( ?!&�*
!� 2 &�� &� �HH$ 59� �

G � N�#� &� C!��( �&��#' �#!C * � B�>��(( �D"�*&!�' )0 ��O(��*&�O * � �*#��'2�#'� ?�#*�
!� * � �&'?(���C ��* �"##��* $ � &� &' * � *&C � ��#&2�*&2� !� * � �(��*#&� ��(� � G � "���#(0 &�O
�((&?*&� '*#"�*"#� !� * � N�#� &� C!��( &��"��' '!C � �&�� ���*"#�' �!# �"C�#&��( �!C?"*�*&!� �
&* �2!&�' �##!# ?#!?�O�*&!�' &� �#��* *!  0?�#) !(&� �D"�*&!�' �' ��(( �' * � #�'*#&�*&!� !� * �
*&C � '*�? � G � �"C�#&��( �??#!> &C �*&!� !� * � = (�'!2.N�#� &� C!��(  �' ) ��� &�2�'*&O�*��
&� �5I $ HM� �'�� �('! * � #���#����' * �#�&� � $ � &(� * � ��((.? !'����'' !� * � N�#� &� C!��( &'
'*"�&�� &� �HH� � �"* $ *! * � ) �'* !� !"# K�!� (��O� $ �! �> &'*���� #�'"(* '��C ' *! ) � �2�&(�)(�
�!# * � �!"?(�� = (�'!2.N�#� &� '0'*�C ��� * � ?"#?!'� !� * &' �!#K &' *! ' !� * � �> &'*����
!� � '!("*&!� *! * � #�(�*&2 &'*&� = (�'!2.N�#� &� '0'*�C &�

R
3
"���# � 'C �((��'' �''"C?*&!�

!� * � &�&*&�( � &'*#&)"*&!� �"��*&!� �
G � #�(�*&2 &'*&� = (�'!2 �D"�*&!� #���'

∂f

∂t
+ v(ξ) · ∇x f + q (E + v(ξ) × B) · ∇ξ f =

;
,

�H�

� �#�
q
&' * � � �#O� $

f(t, x, ξ)
#�?#�'��*' * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!� !� !�� '? ��&�' !� ?�#*&�(�'

�&!�' $ �(��*#!�'� $ ��? ���&�O !� *&C �
t
$ ? !'&*&!�

x
��� &C?"('&!�

ξ
� G � #�(�*&2 &'*&� 2�(! �&*0

!� ?�#*&�(�'
v(ξ)

&' O&2�� )0

v(ξ) =
ξ/m

√

1 + |ξ|2/m2 c2
,

� �#�
m

&' * � C �'' !� !�� ?�#*&�(� � %#!C * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!�
f
$ �� �!C?"*� * �

� �#O� ��� �"##��* ���'&*&�'

ρ(t, x) = q

∫

R3

f(t, x, ξ)dξ, j (t, x) = q

∫

R3

v(ξ) f(t, x, ξ)dξ
�5�

��� * � �(��*#!C �O��*&� ��(�'
ET

�*#��'2�#'� �!C?!���* !�
E

� $
EL

�(!�O&*"�&��( �!C?!���*
!�
E

� ���
B

�C�O��*&� ��(� � �#� O&2�� )0 * � N�#� &� �D"�*&!�'






















































1

c2
∂EL

∂t
− ∇× B = −µ0 j ,

∂B

∂t
+ ∇× ET =

;
,

∇ · EL =
ρ

ε0
, ∇ · B =

;
,

E = ET + EL

��� ∇ · ET =
;
, ∇× EL =

;
.
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F���(( * �* * � �&��#���� ) �*���� * � �) !2� N�#� &� C!��( ��� * � B�>��(( �D"�*&!�' &'
* �* * � *#��'2�#'� ?�#* !� * � �&'?(���C ��* �"##��* &' ��O(��*�� &� * � �!#C �# �

���!#� ��'�#&)&�O !"# #�'"(*' $ (�* "' )#&��0 C��*&!� * �* * � = (�'!2.4!&''!� ��� = (�'!2.
B�>��(( �D"�*&!�'  �2� ) ��� '*"�&�� )0 '�2�#�( �"* !#' � * � �> &'*���� !� �(�''&��( '!("*&!�'
 �' ) ��� !)*�&��� &� �6 $ 5: $ 5M� �=(�'!2.4!&''!� � ��� �5 $ H; $ H6 $ H: $ H9� �= (�'!2.B�>��((� �
G � �> &'*���� !� ���K '!("*&!�' &' ��'�#&) �� &� �H$ 5 H$ H7 $ 56� �=(�'!2.4!&''!� � ��� �55�
�=(�'!2.B�>��((� �

@�* "' ?!&�* !"*  �#� * � C �&� �&� �"(*0 ���!"�*�#�� &� * � '*"�0 !� �H�. �6� � �&C &(�#(0
*! * � = (�'!2.4!&''!� ��� = (�'!2.B�>��(( '0'*�C ' $ � � ����� �'*&C �*�' '"� �' �!�'�#2�*&!�
!� ? !'&*&2 &*0$

Lp
�!#C ' ��� *!*�( ���#O0 �#� �2�&(�)(� $ )"*  �#� $ * � *!*�( ���#O0 &' O&2�� )0

∫

R3×R3

m2c2(γ(ξ) − 1)f(t) dx dξ +
ε0

2

∫

R3

(

|EL(t)|2 + c2|B(t)|2
)

dx,

� �#�
γ(ξ) =

√

1 + |ξ|2/c2m2.
1��!#*"��*�(0 &* �! �' �!* O&2� ��0 )!"�� !� * � *#��'2�#'� �!C?!���* !� * � �(��*#&� ��(�
ET

� G �� $ * � ?#!���"#� &�*#!�"��� )0 N &4�#�� ��� @&!�' �55� ����!* ) � �&#��*(0 �??(&�� �
/�2�#* �(�'' $ * � "���#(0 &�O �((&?*&� '*#"�*"#� !� * � N�#� &� C!��( �((!� ' *! �'*�)(&' ��
�'*&C �*� !�

ET

� �� * � &�&*&�( ��*� &' '"� �&��*(0 'C �(( �
%!# � ) �**�# "���#'*���&�O !� * &' #�'*#&�*&!� ��� &� !#��# *! '*"�0 * � ) � �2&!# !� * �

'!("*&!� !� * � = (�'!2.N�#� &� C!��( � �� * � #�*&! ) �*���� * � � �#��*�#&'*&� 2�(! �&*0 !�
?�#*&�(�' ��� * � (&O * 2�(! �&*0 ) ��!C �' 'C �(( $ �� '*�#* )0 � #&*&�O * � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C
&� � �&C ��'&!�(�'' �!#C "'&�O * � �!((!� &�O � �#��*�#&'*&� '��(�' �

L =
� �#��*�#&'*&� (��O* 

,

t =
� �#��*�#&'*&� *&C �

,

ξ =
� �#��*�#&'*&� &C?"('&!�

,

v =
� �#��*�#&'*&� 2�(! �&*0

,

ρ, j =
� �#O� ��� �"##��* ���'&*&�' '��(&�O ���*!#'

,

E, B =
�(��*#&� ��� C �O��*&� ��(�' '��(&�O ���*!#'

,

f =
�&'*#&)"*&!� �"��*&!� '��(&�O ���*!#

.
G �� $ * � "�K�!��' �#� � #&**�� � &* #�'? ��* *! * � � �#��*�#&'*&� 2�("�' $ �!# �>�C?(�

f = f ′ f, E = E ′E, B = B′B.
G! '&C?(&�0 * � �!*�*&!�' $ �� �#!? * � ?#&C �' ��� #�?(���

f ′
)0

f
$
E ′

)0
E
$ ��� '! !� � G �

�&C ��'&!�(�'' = (�'!2.N�#� &� �D"�*&!�'  �2� * � �!((!� &�O �!#C

∂f

∂t
+
v t

L
v(ξ) · ∇x f + q B t

(

c

ξ

E

cB
E +

v

ξ
v(ξ) × B

)

· ∇ξ f = 0,
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L

c t

E

cB

∂EL

∂t
− ∇×B = − j L

B
µ0 j ,

L

ct

cB

E

∂B

∂t
+ ∇×ET = 0,

ε0
E

Lρ
∇ · EL = ρ,

� �#�

v(ξ) =
ξ

m v

ξ
√

1 + ξ
2 |ξ|2/m2c2��� * � �!�*&�"&*0 �D"�*&!� ��� )� � #&**�� �'

ρL

j t

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0.

@�* "' ���!*� )0
ε
* � #�*&! ) �*���� * � � �#��*�#&'*&� 2�(! �&*0 ��� * � (&O * 2�(! �&*0� 4 0'.

&��( �!�'&��#�*&!�' (��� *! * � �!((!� &�O '��(&�O

ε =
v

c
,

L

t
= v,

ξ

m v
= 1,

c B

E
= 1, j = v ρ, ε0

E

Lρ
= 1

���
ωc =

q

m
B.

G � D"��*&*0
ωc

&' * � �0�(!*#!� �#�D"���0 � &� &' �''"C�� *! )� !� !#��# !�
ε/t

� G �
= (�'!2 �D"�*&!� �!� )��!C �'

∂f

∂t
+ v(ξ) · ∇x f + (E + ε v(ξ)× B) · ∇ξ f =

;
,

�: �

� �#� * � #�(�*&2 &'*&� 2�(! �&*0 &' O&2�� )0

v(ξ) =
ξ

√

1 + ε2|ξ|2
�9�

��� * � �(��*#!C �O��*&� ��(�' '�*&'�0 * � '��(�� N�#� &� C!��(


















































ε
∂EL

∂t
− ∇× B = −ε j ,

ε
∂B

∂t
+ ∇× ET =

;
,

∇ · EL = ρ, ∇ · B =
;
,

E = ET + EL

��� ∇ · ET =
;
, ∇× EL =

;
.

�<�
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G � � �#O� ��� �"##��* ���'&*&�'
ρ
$
j
�#� �!C?"*�� �#!C * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!�

f

ρ(t, x) =

∫

R3

f(t, x, ξ)dξ, j (t, x) =

∫

R3

v(ξ) f(t, x, ξ)dξ,

� &(� * � *!*�( ���#O0 ) ��!C�'

E(t) =

∫

R3×R3

γ(ξ) − 1

ε2
f(t) dx dξ +

1

2

∫

R3

(

|EL(t)|2 + |B(t)|2
)

dx,
�M�

� �#�
γ(ξ) =

√

1 + ε2|ξ|2. �I�

%&��((0$ �* *&C �
t = 0

$ * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!� &' O&2�� )0

f(t = 0, x, ξ) = f0(x, ξ), (x, ξ) ∈ R
3 × R

3.
�7�

� � � �} ���� �~� �

�� �''"C � * �* * � &� &*&�( ��*"C
f0

&' � �!� ��O�*&2� �"��*&!� '"� * �*

f0 ∈ L1 ∩ L∞(R3 × R
3),

x

|x|3 ∗
∫

R3

f0(x, ξ) dξ ∈ L
2(R3

x),
�H;�

���  �' ��&*� K&��*&� ���#O0
∫

R3×R3

γ(ξ) − 1

ε2
f0 dx dξ <∞.

�HH�

B!#�!2�# $ �� '�*
A0 = A2 + εA2/3

1 A1/3
2 ,

�H5�

� �#� A1

��� A2

�#� O&2�� )0

A1 = ‖f0‖L1 and A2 = ‖f0‖1/2
L∞

(

‖f0‖L1 + ε2 E(0)
)1/2 �H6�

��� E(0)
&' * � *!*�( &� &*&�( ���#O0 �M� � �#�

EL(0)
���

B(0)
�#� O&2�� )0

∇ · EL(0) = ρ(0), ∆B(0) = ∇× j (0).

��	
�	�  �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������
σ

�� �� ����� �� �� � �� ���� � �����
f0

������ ��
�� ! " ���! ���

ε1/2 σA0 < 1,
�H: �
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�� ��� �� � � ��� ���� ����
(f, E,B)

�� �� � ������"� ��� �� ������ ��! " ��! � �� ���
f ∈ L∞(R+, L1∩

L∞(R6))
������ �� �� � ������ �������� ��! �� �� � ������������ � ��� �� �� � ����	 � ��� �������

���� �����
ρ
�
j

��� �� �� ����
ρ, j ∈ L∞(R+

t ;L4/3(R3
x))

���
ET

�
EL

�
B

��� ��������� �� �� � ������������ � ��� � �� �� � � ��� �� ��������� ��! � ���

(ET , EL, B) ∈ L∞(R+
t ; L2 + L

6(R3
x)) × L∞(R+

t ; L2(R3
x)) × L∞(R+

t ; L2(R3
x)).


)'�#2� * �* '&���
f

��� * � �(��*#!C �O��*&� ��(�' ) �(!�O *!
L2

loc

$ * � ?#!�"�*

f (E + v(ξ) × B) ∈ L1
loc��� * � = (�'!2 �D"�*&!� C �K�' '��'� &� D′

� L ('! $ &* &' �(��# * �*
ET

$
EL

$
B

���
f

�#� *&C �
�!�*&�"!"' � &* 2�("�' &� D′

��� * "' *�K� * � �!##��* &� &*&�( ��*� �
G! ?#!2� * &' #�'"(* $ �� �#'* O&2� � � ����� �'*&C �*�' !� * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!�

f
���

!� * � �(��*#&� ��(�'
ET

$
EL

��� C�O��*&� ��(�
B
� �  &(� * � ) !"��' !�

f
$
EL

���
B

�#�
!)*�&��� &� � �(�''&��( ��0$ * �* !�

ET

#�D"&#�' � �&��#��* �??#!�� ��� &' ? �#�!#C �� )0
� �"�(&*0 *�� �&D"� �>?(!&*&�O * � �((&?*&� '*#"�*"#� !� * � N�#� &� '0'*�C � �� ��>* O&2� �
#�O"(�#&��*&!� !� * � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C �!# � &� * �'� �'*&C �*�'  !(� "�&�!#C (0� G �� $
?�''&�O *! * � (&C &* &� * � #�O"(�#&��� ?#!)(�C $ �� ?#!2� * � �> &'*���� !� � ���K '!("*&!� *!
* � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C �

G � '��!�� #�'"(* �!���#�' * � �!�2�#O���� !� * � '�D"���� �
f ε, Eε

T , E
ε
L, B

ε)
� �� * �

?�#�C�*�#
ε
O!�' *! ��#! $ � &� C���' * �* * � � �#��*�#&'*&� 2�(! �&*0 !� ?�#*&�(�' &' C"� 

'C �((�# * �� * � (&O * 2�(! �&*0� +� * �* ��'� * � N�#� &� '0'*�C #��"��' *! * � 4!&''!�
�D"�*&!� �HH$ 59� � G �� $ * � �!((!� &�O * �!#�C  !(�' �
��	
�	� � �� �� ����� � �� � �� ���� � �����

f0

������ �� �� ! ���
∫

R3×R3

|ξ|2 f0 dx dξ < +∞.
�H9�

�� ��� � ��
ε

��� ������� �� � � �� �� ��� �� ���� � � ��� �������� �
f ε, Eε

T , E
ε
L, B

ε)
�� �� � ������������

������"� ��� �� ������ ��! " ��! � � �������� �� ��� ��� � ���� ��� �� ��
(f εk , Eεk

T , E
εk
L , B

εk)k∈IN��� � ���� ��
(f, E)

�� �� ����

f εk ⇀ f
� ��� �� ��

L∞(R+ × R
6),

�� ��
εk → 0,

(Eεk
L , E

εk
T , B

εk) → (E, 0, 0)
�����	 �� ��

L∞
(

R
+;L

5/4
loc (R3)

)

,
�� ��

εk →  
,

�� ���
(f, E)

�� � � ��� �������� �� �� � ������"� ������ ������ � ���� ��

∂f

∂t
+ v · ∇x f + E · ∇v f =

 
, ∇ · E = ρ, ∇×E = 0.

@�* "' ?!&�* !"*  �#� * �* * � �!�2�#O���� !� * � = (�'!2.B�>��(( '0'*�C *! * � = (�'!2.
4!&''!� '0'*�C  �' ) ��� ?�#�!#C �� &� �H;� � &* &� * � �#�C ��!#K !� �(�''&��( '!("*&!�' �

<



� � � ����� ��~�� �~�� �

G #!"O !"* * &' '��*&!� $ �� �!�'&��# � �!� ��O�*&2� �"��*&!�
f0

'�*&'�0 &�O �H;� $ �HH� ���
�''"C� * �*

(f, E,B)
&' � 'C!!* '!("*&!� !� * � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C � �� ���!*� )0

C��0 ?!'&*&2� �!�'*��* � &� C�0 2�#0 �#!C (&�� *! (&�� )"* �!�' �!* ��? ��� !�
ε ∈ (0, 1)���

f0

�
G � �#'* � � ����� �'*&C �*� &' * � �!� ��O�*&2 &*0 !� * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!�

f
��� * �

)!"������'' !� &*'
Lp

�!#C ' $
p ∈ [1,∞]

� +����� $ �!# �(( �"��*&!�'
Φ ∈W 1,∞

loc (R)
$ ��  �2�

∫

R3×R3

Φ(f(t, x, ξ))dx dξ ≤
∫

R3×R3

Φ(f0(x, ξ))dx dξ,

� ����
‖f(t)‖L1 ≤ ‖f0‖L1, ‖f(t)‖L∞ ≤ ‖f0‖L∞.

�H<�

+� * � �!((!� &�O #�'"(* $ �� �'*�)(&' � ) !"�� !� * � *!*�( ���#O0�

� �
�
	
� 

�  ��
t ≥ 0

� �� ��� � ����

E(t) =

∫

R3×R3

γ(ξ) − 1

ε2
f(t) dx dξ +

1

2

∫

R3

(

|EL(t)|2 + |B(t)|2
)

dx ≤ E(0),
�HM�

� �������� � � ����
∫

R3

∫

|ξ|≤1/ε

f(t)|ξ|2 dξ dx+
1

ε

∫

R3

∫

|ξ|>1/ε

f(t)|ξ| dξ dx ≤ (1 +
√

2) E(t).
�HI�

� ���� � G � �#'* �'*&C �*� �HM� &' �(�''&��( $ '�� � �O � �< $ 4#!?!'&*&!� H�<� �
�� ��>* !)'�#2� * �*

1

1 +
√

2

|ξ|2
max(1, ε |ξ|) ≤ |ξ|2

1 +
√

1 + ε2|ξ|2
=
γ(ξ) − 1

ε2
,

� &� ?#!2�' * � &��D"�(&*0 �HI� �
�

G � �'*&C �*� !� * � *!*�( ���#O0 O&2�' � "�&�!#C )!"�� !� �
EL

$
B

� &�
L∞

t (L2
x)

��� !�
* � �#'* C!C ��* &�

ξ
!� * � �&'*#&)"*&!� �"��*&!� &�

L∞
t (L1

x)
� G � (�**�# ?#!2&��' �'*&C �*�'

!� * � ���'&*&�'
ρ
���

j
� �� �#'* #���(( � �(�''&��( &�*�#?!(�*&!� (�CC� �< $ @�CC� H�H� �

M



�	�� �  ��
f

�� � ��� ��	����� � �� ����� �� �� ����

f ∈ L1 ∩ L∞(R6),

∫

R3

f |ξ|mdξ ∈ L1(R3),

� �� ��� �
m ≥ 0

�
�� ��� �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������

C > 0
� ��� �����	 ���� ��

m
� �� �� ����

‖ρ‖L1+m/3 ≤ C ‖f‖m/(m+3)
L∞

(
∫

R6

|ξ|mf dx dξ
)3/(3+m)

,

ε‖j‖
L1+m/3 ≤ C ‖f‖m/(m+3)

L∞

(
∫

R6

|ξ|mf dx dξ
)3/(3+m)

.

�� �!� ?#! ���� *! ' !� * �* * � *!*�( ���#O0 �'*&C �*� �HM� ?#!2&��' � ) !"�� �!# * �
�#'* C !C ��* &�

ξ
!�
f

� &� $ &� *"#� $ 0 &�(�' * � )!"������'' !�
ρ
���

j
&�
L

4/3
t,x

�
� �
�
	
� 

� � ��

t ≥ 0
�� � ����	 � ��� ������� ���� ����� ������ �

‖j (t)‖L1 ≤
∫

R6

|ξ| f(t, x, ξ) dxdξ ≤ C (‖f0‖L1 + E(0)) ,
�H7�

‖ρ(t)‖L4/3 + ε‖j (t)‖
L4/3 ≤ C ‖f0‖1/4

L∞ (‖f0‖L1 + E(0))3/4 .
�5;�

� ���� � @�* "' ?#!2� * �* * � �#'* C!C��* &�
ξ
!�
f

&' ) !"���� &�
L1(R3

x)
� &�����

∫

R3

|ξ|f(t, x, ξ) dξ =

∫

|ξ|≤1/ε

|ξ|f(t, x, ξ) dξ +

∫

|ξ|>1/ε

|ξ|f(t, x, ξ) dξ

≤
∫

|ξ|≤1/ε

(1 + |ξ|2)f(t, x, ξ) dξ + ε

(

1

ε

∫

|ξ|>1/ε

|ξ|f(t, x, ξ) dξ

)

.

L�*�# &�*�O#�*&�O � &* #�'? ��* *!
x
$ �� !)*�&�

∫

R6

|ξ|f(t, x, ξ) dξ dx ≤
∫

R6

f(t, x, ξ) dξ dx+

∫

R3

∫

|ξ|≤1/ε

|ξ|2f(t, x, ξ) dξ dx

+ ε

(

1

ε

∫

R3

∫

|ξ|>1/ε

|ξ|f(t, x, ξ) dξ dx

)

.

%&��((0$ 4#!?!'&*&!� H ��� �H<� 0 &�(�
∫

R6

|ξ|f(t, x, ξ) dx dξ ≤ ‖f0‖L1 + C E(0).
�5H�

I



G! �!��("�� * � ?#!!� !� �H7� $ �� �!*&�� * �*

|j (t, x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R3

ξ
√

1 + ε2|ξ|2
f(t, x, ξ) dξ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

R3

|ξ|f(t, x, ξ) dξ.

/!� $ �??(0&�O * � &�*�#?!(�*&!� (�CC� �@�CC� H� � &* 
m = 1

��� "'&�O �H<� ��� �5H� $
�� !)*�&�

‖ρ(t)‖L4/3 + ε‖j (t)‖
L4/3 ≤ C ‖f(t)‖1/4

L∞

(
∫

R6

|ξ|f(t, x, ξ) dξ dx

)3/4

,

≤ C ‖f0‖1/4
L∞ (‖f0‖L1 + E(0))3/4 .

�

� �	���	�� �
 	�� 	�
����� ����	�� ����
ET

�
+� �!�*#�'* *! * � = (�'!2.B�>��(( '0'*�C $ * � *!*�( ���#O0 �'*&C �*� �HM� O&2�' �! ?&��� !�
&��!#C �*&!� !� * � *#��'2�#'� �!C?!���* !� * � �(��*#&� ��(�

ET

� / �2�#* �(�''
ET

'�*&'��'
* � �!((!� &�O �((&?*&� �D"�*&!�

−∆ET + ε2 ∂
2EL

∂t2
= −ε2 ∂j

∂t
.

�55�

%"#* �#C !#� $ * � = (�'!2 �D"�*&!� �: � �((!� ' "' *! �!C?"*�
∂j/∂t

� &� &' O&2�� )0

−∂j
∂t

=

∫

R3

v(ξ) ⊗ v(ξ)∇xf dξ

−
∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2(Id− ε2v(ξ) ⊗ v(ξ))(EL + ET + ε v(ξ)× B)f dξ.

��� �>?(&�&*(0 ��? ���' !�
ET

� +����� $ * � ��#&2�*&2� !� * � #�(�*&2 &'*&� 2�(! �&*0 &'

∂jvi(ξ) =
1

(1 + ε2|ξ|2)1/2

(

δi,j − ε2 vi(ξ) vj(ξ)
)

��� ��  �2� '�*
v(ξ) ⊗ v(ξ) = (vi(ξ) vj(ξ))1≤i,j≤3.


� &�O *! * � ? !!# #�O"(�#&*0 !�
f
$ * � '!"#�� *�#C

∂j/∂t
�!�' �!* ��� !0 * � 'C!!* ��''

?#!? �#*&�' #�D"&#�� *! "'� � 2�#&�*&!��( C �* !� ��� �>?(!&* * � �!�.��O�*&2 &*0 !� * � C �*#&>
(Id− ε2 v(ξ)⊗ v(ξ))

*! !)*�&� ��
L

2
.�'*&C �*� !� ∇ET

� �� &�'*��� "'� � �"�(&*0 �#O"C��*
� &� ?#!2 &��' �� �'*&C �*� !�

ET

�* * � �>? ��'� !� � 'C �((��'' �!��&*&!� !�
f0

�

7



� �
�
	
� 

� � �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������
σ > 0

�� �� ����� �� �� � �� ���� � �����
f0������ ��

ε1/2 σA0 < 1,
�� ��� A0

�� 	 ���� �� ���! � �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������
C(f0)

��� �����	 ��
f0

�� �� ����

‖ET (t)‖L2+L6 ≤ C(f0) ε
1/2,

�� ��� �� � � �� ������ � �����
L

2 + L
6
�� ����� �� � ��� �� � ���� ‖.‖L2+L6

��� � �� ��

‖ET‖L2+L6 = inf
{

‖a‖L2 + ‖b‖L6 , ET = a+ b, a ∈ L
2(R3), b ∈ L

6(R3)
}

.

���!#� ?#!2 &�O * &' ?#!?!'&*&!� $ �� #���(( '!C � #�'"(*' �!���#�&�O * � 4!&''!� �D"�*&!�
��� #���# $ �!# &�'*���� $ *! �H< $ HI� �!# � ?#!!� �

�	�� � � ���� ����
p ∈ (1, 3)

���
g ∈ Lp(R3)

�

• ��
k ∈ {1, 2, 3} � �� � � ������ ��������

−∆u =
∂g

∂xk
,

�56�

��� � �� ���� ��������
u ∈ Lq(R3)

�
q = 3 p/(3− p)

� ∇u ∈ Lp(R3)
� � �

p
� �� ��� �� ���

� ����
∥

∥

∥

∥

∂u

∂xj

∥

∥

∥

∥

Lp

≤ C ‖g‖Lp, 1 ≤ j ≤ 3.

• �� � ��������
u = G ∗ g � �� ��� G(x) = 1

|S2||x|
,
�� �� � � ������ ��������

−∆u = g

������ �� �� � �� ������"��	���� ������ ����
∥

∥

∥

∥

∂2u

∂xi∂xj

∥

∥

∥

∥

Lp

≤ C ‖g‖Lp, 1 ≤ i, j ≤ 3.

�	�� � � ��
g ∈ L

2(R3) ∩ L
6/5(R3)

� �� �� �� ��� ��� �� � � �� ������
gT

���
gL

��
L

2(R3) ∩
L

6/5(R3)
�� �� ����

g = gT + gL, ∇× gL = 0, ∇ · gT = 0.
� �������� �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������

C
� ����� ������ ��

g
� �� �� ����

‖gT‖L6/5 ≤ C ‖g‖
L6/5, ‖gT‖L2 ≤ C ‖g‖L2.

H;



� ���� � �&��� * � �"��*&!�
g

)�(!�O' *!
L

2(R3)
$ * � ��(C!(*� ���!C?!'&*&!� �9� ��'"#�'

* �* * �#� �#� *�! �"��*&!�'
gT

���
gL

&�
L

2(R3)
'"� * �*

g = gT + gL, ∇× gL = 0, ∇ · gT = 0.

+� ���&*&!� $
gT = ∇× ψg

� �#�
ψg ∈ Y

&' * � "�&D"� '!("*&!� *!

−∆ψg = ∇× g,

���
Y

&' ������ �' * � �!C?(�*&!� !� * � '�*
{

u ∈
(

D(R3)
)3

; ∇ · u =
;}

,
�5: �

�!# * � O#��&��* �!#C
u 7→ ‖∇u‖L2

��� #���# $ �!# &�'*���� $ *! �7 $ - �?&*#� +� � !# �9�� �
B!#�!2�# $ '&���

g ∈ L
6/5(R3)

$ @�CC� 5 ��'"#�' * � �> &'*���� !� � ?!'&*&2� �!�'*��*
C

'"� 
* �*

‖∇ψg‖L6/5 ≤ C ‖g‖
L6/5.

-!�'�D"��*(0$
‖gT‖L6/5 = ‖∇ × ψg‖L6/5 ≤ C ‖∇ψg‖L6/5 ≤ C ‖g‖L6/5.

%&��((0$ �'
g
���

gT

�#� &�
L

6/5(R3)
$ * � (!�O&*"�&��( �!C?!���*

gL = g − gT

&' '"� * �*
gL ∈ L

6/5(R3)
�

�

�	�� � � ��
gT ∈ L

2(R3) ∩ L
6/5(R3)

�� �� �� ���� ∇ · gT �0
� �� ��� �� � � �� ��� ��	 � ������

−∆ψ = gT

�59�

��� � �� ��� � ���� ����
ψ ∈ Y

� � �������� �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������
C
� �� ��� ���� ���

��� ��� ��
gT

� �� �� ����

‖ψ‖L∞ + ‖∇ψ‖L6 ≤ C max {‖gT‖L2 , ‖gT‖L6/5} .
� ���� � ,>&'*���� ��� "�&D"���'' !� � '!("*&!� *! �59� �!((!� ' �#!C � 2�#&�*&!��( C �* !�

&� * � � &() �#* '?���
Y

� &* * � O#��&��* �!#C
u 7→ ‖∇u‖L2

� 
� * � !��  ��� $ �#!C * �
��O(&�#�!./ &#��) �#O.�!)!(�2 &��D"�(&*0 �9� $ �� �'*�)(&' 

‖ψ‖L6 ≤ C ‖∇ψ‖L2 ≤ C ‖D2ψ‖
L6/5 .

�5<�


� * � !* �#  ��� $ '&���
gT ∈ L

6/5(R3)∩L
2(R3)

$ * � -�(��#��.�0OC"�� &��D"�(&*0 �??(&��
*! * � 4!&''!� �D"�*&!� O&2�'

‖D2ψ‖L6/5 ≤ C ‖gT‖L6/5

�5M�

HH



���

‖D2ψ‖L2 ≤ C ‖gT‖L2 .
�5I�

�&���
W 1,2(R3)

&' �!�*&�"!"'(0 �C)����� &�
L

6(R3)
$ �� !)*�&�

‖∇ψ‖L6 ≤ C
(

‖∇ψ‖L2 + ‖D2ψ‖L2

)

.
�57�

G "' $ O�* �#&�O &��D"�(&*&�' �5<� $ �5M� $ �5I� ��� �57� $ �� O�* * � �#'* ) !"�� !� ∇ψ � * �#�
�> &'*' � ? !'&*&2� �!�'*��*

C
$ � &� �!�' �!* ��? ��� !�

g
$ '"� * �*

‖∇ψ‖L6 ≤ C
(

‖∇ψ‖L2 + ‖D2ψ‖L2

)

≤ C max {‖gT‖L2, ‖gT‖L6/5} . �6;�

G �� $ &��D"�(&*&�' �5<� ��� �6;� &C?(0 * �* * � �"��*&!�
ψ

) �(!�O' *!
W 1,6(R3)

� &� &'
�!�*&�"!"'(0 �C)����� &�

L
∞(R3)

� G �#��!#� $ ��  �2�

‖ψ‖L∞ ≤ C (‖ψ‖L6 + ‖∇ψ‖L6) ≤ C max {‖gT‖L2 , ‖gT‖L6/5} , �6 H�
� &� �!C?(�*�' * � ?#!!� �

�

�	�� � � � ��

M−1(t, x) =

∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2 f(t, x, ξ) dξ.

�� ��� � � ����

ε2 ‖M−1(t)‖L2 ≤ ε1/2 C ‖f0‖1/2
L∞

(

‖f0‖L1 + ε2 E(0)
)1/2

.
�65�

� ���� � @�* "' �!�'&��# �� �#)&*#�#0
R > 0

��� '?(&* M−1(t)
&� * � �!((!� &�O ��0

ε2

∫

R3

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ

= ε2

∫

|ξ|≤R

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ + ε2

∫

|ξ|>R

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ,

≤ ε2 ‖f(t)‖L∞

∫

|ξ|≤R

(1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ +
1

R2

∫

|ξ|>R

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ.

�&���

ε2

∫

|ξ|≤R

(1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ = |S2|
∫ R

0

ε2 r2 dr

(1 + ε2 r2)1/2
≤ ε |S2|

2
R2,

H5



��  �2�

ε2

∫

R3

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)−1/2 dξ

≤ ‖f(t)‖L∞

ε|S2|
2

R2 +
1

R2

∫

R3

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ.


?*&C &� &�O � &* #�'? ��* *!
R

�� !)*�&�

ε2 M−1(t, x) ≤ ε1/2C ‖f(t)‖1/2
L∞

(
∫

R3

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ

)1/2

.

/!� $ �� ���� *! O&2� � ) !"�� !� * � #&O *  ��� '&�� � 
� * � !��  ��� $ ��  �2�
∫

R3

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ

=

∫

|ξ|≤1/ε

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ +

∫

|ξ|>1/ε

f(t, x, ξ) (1 + ε2|ξ|2)1/2 dξ

≤ C

(

ρ(t, x) + ε2

(

1

ε

∫

|ξ|>1/ε

|ξ|f(t, x, ξ) dξ

))

.


� * � !* �#  ��� $ )0 �H<� $
‖f(t)‖L∞ ≤ ‖f0‖L∞.

G�K&�O * �
L2

x

�!#C !� M−1

��� "'&�O �HM� �� ���((0 !)*�&�

ε2‖M−1(t)‖L2 ≤ ε1/2 C ‖f(t)‖1/2
L∞

(

‖f(t)‖L1 + ε2 (E(t))
)1/2

≤ ε1/2 C ‖f0‖1/2
L∞

(

‖f0‖L1 + ε2E(0)
)1/2

= ε1/2A2.

�

�� ��� �!� O&2� * � ?#!!� !� 4#!?!'&*&!� 6 �

� ���� �� � ��� �� ����� � � @�*
g ∈ L

2(R3)∩L
6/5(R3)

� 
� * � !��  ��� $ * ��K' *! @�CC� 6 $
* � �"��*&!�

g
C�0 )� � #&**�� �'

g = gT + gL, ∇× gL = 0, ∇ · gT = 0.


� * � !* �#  ��� $ �#!C @�CC� : $ * �#� �> &'*' � "�&D"� '!("*&!�
ψ ∈ Y

*! * � �!((!� &�O
?#!)(�C

−∆ψ = gT .
�66�

H6



�&���
EL(t)

���
B(t)

) �(!�O *!
L

2(R3
x)

���
j (t)

) �(!�O' *!
L

4/3(R3
x)

&* �!((!� ' �#!C �55� ���
�66� * �*

< −∆ET + ε2 ∂
2EL

∂t2
+ ε2 ∂j

∂t
, ψ >= 0.

�� �!� �!C?"*� * � * #�� *�#C ' !� * � �)!2� �D"�(&*0� +* �#'* �!((!� ' �#!C �66� * �*

< −∆ET , ψ >= −
∫

R3

ET · ∆ψ dx =

∫

R3

ET · gT dx =

∫

R3

ET · g dx. �6: �

�&��� ∇×EL = 0
��� ∇ · ψ = 0

$ �� !)*�&�

ε2 <
∂2EL

∂t2
, ψ >= 0.

�69�

%&��((0$ �� ���� *! �2�("�*� * � �!((!� &�O �"�(&*0 ?#!�"�*

< ε2 ∂j

∂t
, ψ > .

�6<�

%#!C * � = (�'!2 �D"�*&!� $
∂j/∂t

��� )� ��'&(0 �!C?"*��

−∂j
∂t

=

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ
�6M�

−
∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2(Id− ε2v(ξ) ⊗ v(ξ))(EL + ε v(ξ)× B)f dξ,
�6I�

−
∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2(Id− ε2v(ξ) ⊗ v(ξ))ET f dξ.
�67�

L� �'*&C �*� !�
∂j/∂t

� &(( ) � !)*�&��� &� * #�� '*�?' �

� 
�	� 	�	� � @�* "' ) �O&� � &* * � �!((!� &�O *�#C

ε2 <

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ, ψ > .

G ��K' *! * � #�O"(�#&*0 !� * � � �#O� ���'&*0
ρ(t) ∈ L

1(R3)∩L
4/3(R3)

��� !�
ψ ∈W 1,6(R3)O&2�� )0 @�CC� : $ �� !)*�&�

ε2 <

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ, ψ >= −ε2

∫

R3×R3

f(t, x, ξ) tv(ξ) (∇ψ) v(ξ) dx dξ.
�:;�

+�*#!�"�&�O

K(t, x) =

∫

R3

f(t, x, ξ) |v(ξ)|2 dξ,

H:



&* �!((!� ' �#!C * � �� (��# &��D"�(&*0 * �*

ε2

∣

∣

∣

∣

<

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ, ψ >

∣

∣

∣

∣

≤ ε2C ‖K(t)‖L6/5 ‖∇ψ‖L6.
�: H�

+* #�C �&�' *! �'*&C �*� K(t, .)
&�
L6/5(R3)

� 
� * � !��  ��� $ ��  �2�

ε2K(t, x) = ε2

∫

R3

f(t, x, ξ)
|ξ|2

(1 + ε2|ξ|2) dξ ≤
∫

R3

f(t, x, ξ) dξ,

� ���� $

ε2 ‖K(t)‖L4/3 ≤ ‖ρ(t)‖L4/3 .
�:5�


� * � !* �#  ��� $

ε2K(t, x) = ε2

∫

|ξ|≤1/ε

f(t, x, ξ) |v(ξ)|2 dξ + ε2

∫

|ξ|>1/ε

f(t, x, ξ) |v(ξ)|2 dξ

≤ ε2

∫

|ξ|≤1/ε

f(t, x, ξ) |ξ|2dξ + ε2

(

1

ε

∫

|ξ|>1/ε

f(t, x, ξ) |ξ| dξ
)

.

G ��K' *! �HI� $ �� O�*

ε2

∫

R3

K(t, x) dx ≤ ε2 (
H
+
√5

) E(t).
�:6�

%&��((0$ �� �!��("�� �#!C �:5� $ �:6� ��� * � �� (��# &��D"�(&*0

ε2 ‖K(t)‖L6/5 ≤
∥

∥ε2K(t)
∥

∥

1/3

L1

∥

∥ε2K(t)
∥

∥

2/3

L4/3

≤ ε2/3
(

(1 +
√

2) E(t)
)1/3

‖ρ(t)‖2/3

L4/3 .
�:: �

��* �#&�O �:;� $ �: H� ��� �:: � $ �� !)*�&�

|ε2 <

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ, ψ > | ≤ ε2/3C (E(t))1/3 ‖ρ(t)‖2/3

L4/3 ‖∇ψ‖L6 .
�:9�

%&��((0$ * ��K' *! �:9� $ �HM� ��� �5;� $ �� ��� "? � &* 

ε2

∣

∣

∣

∣

<

∫

R3

v(ξ) (v(ξ) · ∇xf) dξ, ψ >

∣

∣

∣

∣

�:<�

≤ Cε2/3 (E(0))1/3 ‖f0‖1/6
L∞ (‖f0‖L1 + E(0))1/2 ‖∇ψ‖L6.

H9



�	�
�� 	�	� � �� �!� '*"�0 * � *�#C �6I� � &� �!�' �!* �!�*�&� * � *#��'2�#'� �!C?!.
���*

ET

�

< ε2

∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2
(

Id− ε2v(ξ) ⊗ v(ξ)
)

f (EL + εv(ξ) × B)dξ , ψ > .
�:M�


� * � !��  ��� $ �??(0&�O * � �� (��# &��D"�(&*0$ ��  �2�

ε2

∣

∣

∣

∣

∫

R6

f
(

(1 + ε2|ξ|2)−1/2
(

Id− ε2v(ξ) ⊗ v(ξ)
)

EL

)

· ψ dx dξ

∣

∣

∣

∣

≤ ε2 C

∫

R3

M−1|EL||ψ| dx.

≤ ε2 C ‖M−1‖L2 ‖EL‖L2 ‖ψ‖L∞.
�:I�


� * � !* �#  ��� $ !)'�#2&�O * �*
ε |v(ξ)| ≤ 1

$ �� ?#!���� &� * � '�C� ��0 *! �'*�)(&' 

ε2

∣

∣

∣

∣

∫

R6

f(1 + ε2|ξ|2)−1/2
((

Id − ε2v(ξ) ⊗ v(ξ)
)

ε v(ξ) ×B
)

· ψdξ dx
∣

∣

∣

∣

≤ ε2 C ‖M−1‖L2 ‖B‖L2 ‖ψ‖L∞ .
�:7�

��* �#&�O �:I� $ �:7� $ �� "'� * � )!"�� !� M−1

O&2�� )0 �65� ��� �HM� *! !)*�&� * � �!((!� &�O
�'*&C �*�

∣

∣

∣

∣

ε2

∫

R6

(1 + ε2|ξ|2)−1/2
(

Id − ε2v(ξ) ⊗ v(ξ)
)

f (EL + ε v(ξ) ×B)ψdξ dx

∣

∣

∣

∣

≤ ε1/2 C ‖f0‖1/2
L∞

(

‖f0‖L1 + ε2E(0)
)1/2 E(0)1/2 ‖ψ‖L∞.

�9;�

�� 
�� 	�	� � %&��((0$ ��  ���(� * � *�#C &�2!(2 &�O * � *#��'2�#'� �!C?!���*
ET

O&2�� )0
�67� � ��  �2�

∣

∣

∣

∣

<

∫

R3

(1 + ε2|ξ|2)−1/2
(

Id − ε2v(ξ) ⊗ v(ξ)
)

f ET dξ, ψ >

∣

∣

∣

∣

≤ C

∫

R3

M−1 |ET | |ψ|dx.
�9H�

G ��K' *! �6: � $ �69� ��� �6<� $ �� O�*
∫

R3

ET g dx = −ε2 <
∂j

∂t
, ψ >

H<



��� * � ?#�2&!"' * #�� '*�?' �:<� $ �9;� $ �9H� ��'"#� * �* * �#� �> &'*' � ?!'&*&2� �!�'*��*
C(f0)��� � ?!'&*&2� �!�'*��*

C > 0
&���? �����* !�

f0

$ '"� * �* �!# ��0 �"��*&!�
g ∈ L

6/5∩L
2(R3)

∣

∣

∣

∣

∫

R3

ET g dx

∣

∣

∣

∣

≤ C(f0) (‖ψ‖L∞ ε1/2 + ‖∇ψ‖L6 ε2/3)

+ C ε2

∫

R3

M−1 |ET | dx ‖ψ‖L∞.

G "' $ * ��K' *! @�CC� 6 ��� @�CC� : $ ��  �2�
∣

∣

∣

∣

∫

R3

ET g dx

∣

∣

∣

∣

≤ C(f0) ε
1/2 (1 + ε1/6) ‖g‖

L6/5∩L2

�95�

+ C ε2

∫

R3

M−1 |ET | dx ‖g‖L6/5∩L2 .

F���((&�O * �* * � �"�( '?��� !�
(L2 ∩L

6/5)
&'

L
2 + L

6
�'�� �!# &�'*���� �: $ G �!#�C 5 �M �H�� $

�� ��*"�((0 ���"�� �#!C �95� �� �'*&C �*� !�
ET

&�
L

2 + L
6
� +����� $ �!# �((

a ∈ L
2(R3)

���
b ∈ L

6(R3)
'"� * �*

ET = a+ b
$

ε2

∫

R3

M−1 |ET | dx ≤ ‖ε2M−1‖L2 ‖a‖L2 + ‖ε2M−1‖L6/5 ‖b‖L6 .
�96�

�0 �65� $ ��  �2�

ε2 ‖M−1‖L2 ≤ ε1/2 C ‖f0‖1/2
L∞

(

‖f0‖L1 + ε2 E(0)
)1/2

= ε1/2C A2,
�9: �

� �#� A2

&' ������ )0 �H6� � @�* "' �('! !)'�#2� * �*

ε2 ‖M−1‖L1 = ε2

∫

R6

(1 + ε2|ξ|2)−1/2 f dx dξ ≤ ε2‖ρ(t)‖L1 ≤ ε2‖f0‖L1 = ε2 A1,

� �#� A1

&' O&2�� )0 �H6� � G "' $ "'&�O �� &�*�#?!(�*&!� &��D"�(&*0

ε2 ‖M−1‖L6/5 ≤
(

ε2 ‖M−1‖L1

)2/3 (

ε2 ‖M−1‖L2

)1/3
,

≤
(

ε2 A1

)2/3 (

ε1/2 CA2

)1/3
,

≤ C ε3/2 A2/3
1 A1/3

2 .
�99�

��* �#&�O �95� $ �96� $ �9: � ��� �99� $ * �#� �> &'*' � ?!'&*&2� �!�'*��*
σ > 0

$ '"� * �*
∣

∣

∣

∣

∫

R3

ET g dx

∣

∣

∣

∣

≤ C(f0) ε
1/2(1 + ε1/6) ‖g‖

L6/5∩L2

+ ε1/2 σA0 (‖a‖L2 + ‖b‖L6) ‖g‖L6/5∩L2 ,

HM



�!# ��0
a ∈ L

2(R3)
���

b ∈ L
6(R3)

'"� * �*
ET = a+ b

� F���(( * �* A0

&' ������ )0 �H5� �
G �#��!#� $ �� �!��("��

∣

∣

∣

∣

∫

R3

ET g dx

∣

∣

∣

∣

≤ C(f0) ε
1/2(1 + ε1/6) ‖g‖

L6/5∩L2 + ε1/2 σA0 ‖ET‖L2+L6 ‖g‖
L6/5∩L2 ,

�!# ��0
g ∈ L

6/5 ∩ L
2 � �0 �"�(&*0$ ��  �2�

‖ET‖L2+L6 ≤ C(f0) (1 + ε1/6) ε1/2 + ε1/2 σA0 ‖ET‖L2+L6 .

-!�'�D"��*(0$ �' '! !� �' * � &� &*&�( ��*"C
f0

�" (� ('

σ ε1/2A0 < 1,

��  �2�
‖ET (t)‖L2+L6 ≤ C(f0) ε

1/2.
G � ?#!!� !� 4#!?!'&*&!� 6 &' * �� �!C?(�*� �

�

� 	� ���  �� �� ������ � ��� ���� �� � ��������
C(f0)

��������	 �� � ��� �� ����� � ���� ��� ����
�� ‖f0‖L∞

� ‖f0‖L1

��� E(0)
�

� � ��� ������~��} � � ~�� � ����	
� ��� �} � �~�� �

G � O!�( !� * &' '��*&!� &' *! �!�'*#"�* � '�D"���� !� '!("*&!�' !� '"&*�)(� �??#!> &C �*&!�' !�
* � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C '"� * �* * � � � ����� �'*&C �*�' ��#&2�� &� * � ?#�2&!"' '��*&!�
 !(� "�&�!#C (0�

-!�'&��# �� &�&*&�( ��*"C
f0

'�*&'�0 &�O �H;� $ �HH� ��� * � 'C �((��'' �!��&*&!� �H: � � G �#�
�> &'* � '�D"����

fn
0 ∈ C1

c (R
3 × R

3)
��� � ?!'&*&2� �!�'*��*

C0

'"� * �*

‖fn
0 ‖L1 + ‖fn

0 ‖L∞ + En(0) ≤ C0, ε1/2 σAn
0 < 1, ∀n ≥ 1,

�9<�

� �#� An
0

��� En(0)
���!*� * � �!�'*��* ������ )0 �H5� ��� * � &�&*&�( *!*�( ���#O0 �!#.

#�'?!��&�O *!
fn

0

#�'? ��*&2�(0� /�>* $ �� �!�'&��# � �!� ��O�*&2� ��� #��&�((0 '0CC�*#&�
�"��*&!�

θn ∈ C∞(R3
x)

'"� * �* $

supp θn ⊂ B(0, 1/n),

∫

R3

θndx = 1.

HI



L' * � ?�#�C�*�#
ε
�!�' �!* C �**�# &� * &' '��*&!� $ �� � &(( !C &* &* ��� �''"C� * �*

ε = 1
�

L ' &� �<� $ �� �!�'&��# * � �!((!� &�O #�O"(�#&��� '0'*�C
∂f

∂t
+ v(ξ) · ∇xf + (EL + ET + v(ξ) × B) ∗ θn · ∇ξf =

;
,

�9M�

� &* * � &�&*&�( ��*"C

f(0, x, ξ) = fn
0 (x, ξ), (x, ξ) ∈ R

3 × R
3,

��� * � �(��*#!C �O��*&� ��(�'
(ET , EL, B)

�#� O&2�� )0


















































∂EL

∂t
−∇× B = −j ∗ θn,

∂B

∂t
+ ∇× ET = 0,

∇ · EL = ρ ∗ θn, ∇ ·B = 0,

E = ET + EL

��� ∇ · ET = 0, ∇× EL = 0,

�9I�

� &* 
ρ(t, x) =

∫

R3

f(t, x, ξ) d ξ, j (t, x) =

∫

R3

v(ξ) f(t, x, ξ) d ξ.

��#� $ * � '0C)!( ∗ ���!*�' * � �!�2!("*&!� � &* #�'? ��* *! * �
x
2�#&�)(�

� �
�
	
� 

� � �� ��� �� ���� � �� ���� ���� ����� ������� ��
(fn, En

T , E
n
L, B

n)
� �� �� � ������

���! " ���! �� �� ����
fn ∈ C1(R+ × R

3 × R
3),

En
L, B

n ∈ C1(R+; IH1(R3))
���

En
T ∈ L∞(R+;Y ),

�� ���
Y

�� 	 ���� �� ���! � �� ���������
fn(t, ., .)

�� ��������� ���� ����� � �� ����
t ≥ 0

�
G � ?#!!� !� * &' #�'"(* &' ? �#�!#C �� )0 �(�''&��( �#O"C��*' �'�� �H5� �!# ��*�&(' ��� * �

#���#����' &� �<�� � 
 � �!"#'� $ * � #�O"(�#&*0 ?#!? �#*&�' ��� !0�� )0
fn

 ��2&(0 ��? ��� !�
n
�

/ �2�#* �(�'' $ '&��� * � 'C �((��'' �!��&*&!� �9<� &' '�*&'��� "�&�!#C (0 � &* #�'? ��* *!
n
$ ��

C �0 �#O"� �' &� * � ?#�2&!"' '��*&!� ��� "'&�O * � �!"�O &��D"�(&*0$ �� ��'&(0 � ��K * �*
* � �!((!� &�O �'*&C �*�'  !(� "�&�!#C (0�
�	�� � � �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������

C
� ��� �����	 ���� ��

f0

�� �� ����� � ��
t ≥ 0

�

‖fn(t)‖L1 + ‖fn(t)‖L∞ ≤ C,

‖ρn(t)‖L4/3 + ‖j n(t)‖
L4/3 ≤ C,

‖Bn(t)‖L2 + ‖En
L(t)‖L2 + ‖En

T (t)‖L2+L6 ≤ C.
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� � ��� � � � ������� {�

��#� $ �� K��? * � �''"C?*&!�' ��� �!*�*&!�' &�*#!�"��� &� * � ?#�2&!"' '��*&!� �
�&���

L
2 + L

6
&' �!�*&�"!"'(0 �C)����� &�

L
2
loc

$ &* �!((!� ' �#!C @�CC� < * �*

∀ R > 0, ∃ CR > 0,

∫

B(0,R)

|En
T |2 dx ≤ CR.

�97�

G � )!"��' !� @�CC� < ��� �97� O&2� � O!!� �"��*&!��( �#�C ��!#K *! ���(0�� * � ?#!�"�*
(En

L + En
T + v(ξ) × Bn) fn

&�
L1

loc

'&��� �2�#0 *�#C )�(!�O' *!
L2

loc

� +����� $ * �'� �'*&C �*�'
�((!� *! �>*#��* � '")'�D"���� !�

(fn, En
T , E

n
L, B

n)
��!* #�(�) �((�� � � &� �!�2�#O�' ���K(0

&�
L2

loc

*!��#�'
(f, ET , EL, B)

� +� !#��# *! ?�'' *! * � (&C &* &� * � �!�(&���# *�#C

(En
L + En

T + v(ξ) × Bn) fn

'*#!�O �!C?��*��'' &' ������ ��� &' ?#!2 &��� )0 * � �(�''&��( 2�(! �&*0 �2�#�O&�O (�CC� $
� &� �� #���(( �!� �< $ 55� �
�	�� � � ���� ����

Ω = (0, T ) × R
3
���

a(.) ∈ L∞
loc(R

3; R3)
� ������ � ��	

∀ω ∈ S2, ∀u ∈ R; |{ξ ∈ R
3; a(ξ).ω = u}| = 0.

��
(fn)n∈IN

�� � ������� � ��� �� �� ��
L2

loc(Ω × R
3
ξ)

�� ��� ������ �� � � �� ���
ψ ∈ D(R3

ξ)
� �� �

� ����� ��
{

∫

R3

(

∂fn

∂t
+ ∇x · a(ξ) fn

)

ψ(ξ)dξ

}

�<;�

�� ���������� ������� ��
H−1

loc (Ω)
� �� �� �� � � ����� ��

{
∫

R3

fn(t, x, ξ)ψ(ξ) dξ

}

�� ���������� ������� ��
L2

loc(Ω)
�

�0 �9M� $
fn

'�*&'��'
∫

R3

(

∂fn

∂t
+ v(ξ) · ∇ fn

)

ψ(ξ) dξ =

∫

R3

gn · ∇ψ(ξ) dξ,

� &* 
gn = (En

L + En
T + v(ξ) × Bn) ∗ θn f

n
$ �!# ��0

ψ ∈ D(R3
ξ)
� �&���

En
L

$
En

T

���
Bn

�#�
)!"���� &�

L
2
loc((0, T )×R

3)
���

fn
&' ) !"���� &�

L∞((0, T )×R
3×R

3)
$
gn ·∇ψ(ξ)

&' ) !"����
&�
L2

loc((0, T ) × R
3 ×B(0, R))

$ �!# �((
T
$
R
� �� �#� * �� &� � ?!'&*&!� *! �??(0 @�CC� M *!

���"�� * �*

∀ψ ∈ D(R3
ξ),

∫

R3

fn(t, x, ξ)ψ(ξ)dξ →
∫

R3

f(t, x, ξ)ψ(ξ)dξ, in L2
loc(R

+ × R
3).
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+* &' �!� '*#�&O *�!#��#� *! ?�'' *! * � (&C &* &� �9M� �'
n→ ∞ � &����� $ �!#

ψ ∈ D(R3
ξ)

���
ϕ ∈ D((0, T )× R

3
x)
$ ��  �2�

∫ T

0

∫

R3

(En
L + En

T )ϕ(t, x)

(
∫

R3

fn(t, x, ξ)ψ(ξ)dξ

)

dx dt −→
∫ T

0

∫

R3

(EL + ET )ϕ(t, x)

(
∫

R3

f(t, x, ξ)ψ(ξ)dξ

)

dx dt,

���
∫ T

0

∫

R3

(
∫

R3

fn(t, x, ξ)ψ(ξ) v(ξ)dξ

)

× Bn ϕ(t, x) dx dt −→
∫ T

0

∫

R3

(
∫

R3

f(t, x, ξ)ψ(ξ) v(ξ) dξ

)

×B ϕ(t, x) dx dt.

G � ���* * �*
(f, EL, ET , B)

&' � ���K '!("*&!� *! * � = (�'!2.N�#� &� C!��( * �� #���&(0
�!((!� ' �

� � ��� � � � ������� � �

+� * &' '��*&!� $ �� �> � �!� ��O�*&2� &� &*&�( ��*"C
f0

�� &� �!�' �!* ��? ��� !�
ε
� ���

'�*&'��' �H;� $ �HH� ���
∫

R3×R3

f0 |ξ|2dξdx < +∞.

-(��#(0$ * � 'C �((��'' �!��&*&!� �H: � &' �" (� ((�� )0
f0

�!#
ε
'C �(( ��!"O � %!# '"� 

ε
$ ��

���!*� )0
(f ε, Eε

L, E
ε
T , B

ε)
* � '!("*&!� !� * � = (�'!2.N�#� &� '0'*�C �: �. �<� �!�'*#"�*�� &�

G �!#�C H� 
)'�#2� * �*
∫

R3×R3

γ(ξ) − 1

ε2
f0 dx dξ ≤

∫

R3×R3

|ξ|2 f0 dx dξ

��� �� &���# �#!C 4#!?!'&*&!� 5 ��� �H<� * �*

‖j ε(t)‖L1 + ‖ρε(t)‖L1 + ‖ρε(t)‖L4/3 ≤ C(f0),
�< H�

‖f ε(t)‖L1 + ‖f ε(t)‖L∞ ≤ C(f0).
�<5�

�� ��>* ?#!2� '!C � �'*&C �*�' !� * � �(��*#!C �O��*&� ��(�' �
� �
�
	
� 

� � �� � � ����� ��

(Eε
L)ε>0

�� ���������� ������� �� C([0, T ],L
5/4
loc (R3))

���

ε1/2 ‖Eε
T‖L2+L6 + ‖Bε‖L2 ≤ C ε.
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���!#� O&2 &�O * � ?#!!� !� 4#!?!'&*&!� 9 $ �� �'*�)(&' � "�&�!#C )!"�� !� * � �"##��*
���'&*0

j ε
�

�	�� � � �� ��� �� ���� � � �� ����� ��������
C(f0) > 0

� ��� �����	 ���� �� �� � �� ���� � ����
f0

�
�� �� ����� � ��

t ≥ 0
�

‖j ε(t)‖
L5/4 ≤ C(f0).

� ���� � �� �����
f ε

1

���
f ε

2

)0

f ε
1 =

{

f ε
&� |ξ| ≤ 1/ε,

0
!* �#� &'�

���
f ε

2 = f ε − f ε
1

� �� �('! ?"*

j ε
1 =

∫

R3

ξ

(1 + ε2|ξ|2)1/2
f ε

1dξ
���

j ε
2 =

∫

R3

ξ

(1 + ε2|ξ|2)1/2
f ε

2dξ.


� * � !��  ��� $ 4#!?!'&*&!� H ��� �H<� &C ?(0
∫

R6

|ξ|2 f ε
1 (t)dξ dx ≤ (1 +

√
2) E(0)

��� ‖f ε
1 (t)‖L∞ ≤ ‖f0‖L∞.

1'&�O �� &�*�#?!(�*&!� &��D"�(&*0 &� * � '?&#&* !� @�CC� H$ �� O�*

‖j ε
1 (t)‖L5/4 ≤ C ‖f ε

1 (t)‖1/5
L∞

(
∫

R6

|ξ|2 f ε
1 (t)dξ dx

)4/5

≤ C(f0).


� * � !* �#  ��� $ 4#!?!'&*&!� H ��� �H<� &��&��*� * �*
j ε
2

���
f ε

2

�#� )!"���� &�
L

1(R3)���
L∞(R6)

)0

‖j ε
2 (t)‖L1 ≤

∫

R6

f ε
2 (t)|ξ| dξ dx ≤ ε (1 +

√
2) E(0)

��� ‖f ε
2 (t)‖L∞ ≤ ‖f0‖L∞.

�<6�

G �� $ �??(0 &�O * � �� (��# &��D"�(&*0$ ��  �2�

‖j ε
2 (t)‖

L5/4 ≤ ‖j ε
2 (t)‖1/5

L1 ‖j ε
2 (t)‖4/5

L4/3 .
�<: �

L� �'*&C �*� !� ‖j ε
2‖L4/3

&' �!� ������ � @�* "' '�*

ρε
2(t, x) =

∫

R3

f ε
2 (t, x, ξ) dξ.

�0 �� &�*�#? !(�*&!� &��D"�(&*0 ��� �<6� $ �� !)*�&�

ε ‖j ε
2 (t)‖

L4/3 ≤ ‖ρε
2(t)‖L4/3 ≤ C ‖f ε

2 (t)‖1/4
L∞

(
∫

R6

f ε
2 (t)|ξ|dξ dx

)3/4

≤ C(f0) ε
3/4.
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G �� $ '")'*&*"*&�O * &' �'*&C �*� &� �<: � $ ��  �2�

‖j ε
2 (t)‖

L5/4 ≤ C ‖j ε
2 (t)‖1/5

L1 ‖j ε
2 (t)‖4/5

L4/3 ≤ (ε E(0))1/5 (

C(f0) ε
−1/4

)4/5

≤ C(f0) (E(0))1/5 .

��* �#&�O * � ?#�2 &!"' �'*&C �*�' !�
j ε
1

���
j ε
2

$ �� �!��("�� * �*
j ε

&' "�&�!#C (0 )!"���� &�
L∞(R+,L5/4(R3))

�
�

� ���� �� � ��� �� ����� � � G � (!�O&*"�&��( �!C?!���* !� * � �(��*#&� ��(� C �0 )� � #&**��
�'

Eε
L = −∇φε,

� �#� − ∆φε = ρε.
-!�'�D"��*(0 �#!C @�CC� 5 ��� �< H� $ * �#� �> &'*' � ? !'&*&2� �!�'*��*

C(f0) > 0
'"� * �*

‖Eε
L(t)‖Lp ≤ C(f0),

�!# 6�5
< p ≤ H5�9

,
�<9�

‖∇Eε
L(t)‖Lq ≤ C(f0),

�!# H
< q ≤ :�6

.
�<<�

%#!C �<� $
Eε

L

�('! '�*&'��' * � �!((!� &�O �D"�*&!�

ε
∂Eε

L

∂t
−∇× Bε = −ε j ε.

�&��� * � C �O��*&� ��(�
Bε

)�(!�O' *!
L

2(R3)
��� '�*&'��'

−∆Bε = ε∇× j ε,

&* �!((!� ' �#!C @�CC� 5 ��� @�CC� I * �*

‖∇ ×Bε‖L5/4 ≤ C ε ‖j ε(t)‖L5/4 ≤ C(f0)ε.

� ���� $
∥

∥

∥

∥

∂Eε
L

∂t

∥

∥

∥

∥

L5/4

≤ C ‖j ε(t)‖
L5/4 ≤ C(f0).

�<M�


� &�O *! �<9� $ �<<� ��� �<M� $ * � '�D"����
(Eε

L)ε>0

&' #�(�*&2�(0 �!C?��* &� C(R+,L
5/4
loc (R3))

�
% &��((0$ @�CC� 5 ��� 4#!?!'&*&!� 5 0 &�(�

ε1/2 ‖Eε
T‖L2+L6 + ‖Bε‖L2 ≤ C ε,

� &� �!C?(�*�' * � ?#!!� !� 4#!? !'&*&!� 9 �
�
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/!� &* �!((!� ' �#!C �<5� ��� 4#!?!'&*&!� 9 * �* * �#� �> &'* � '")'�D"���� !�
(f ε, Eε

L, E
ε
T , B

ε)ε>0��!* #�(�) �((�� � ��� � �!"?(�
(f, E)

'"� * �*

f ε ⇀ f
���K(0 &�

L∞(R+, L2(R3 × R
3)),

� ��
ε → 0,

���

Eε
L → E

'*#!�O(0 &�
L∞(R+,L5/4(B(0, R))),

Eε
T → 0

'*#!�O(0 &�
L∞(R+,L2(B(0, R))),

Bε → 0
'*#!�O(0 &�

L∞(R+,L2(B(0, R))),

�!# ��0
R
� +* &' * �� '*#�&O *�!#��#� *! ?�'' *! * � (&C &* �'

ε
O!�' *! ��#! &� * � = (�'!2.

N�#� &� '0'*�C ��� � ��K * �*
(f, E)

&' � ���K '!("*&!� *! * � = (�'!2.4!&''!� '0'*�C �

� �����}���

��� � �� � ����� 	�
 � � ��� �� ������� �� � ���� ������� �� � ���
 	� ������ �� ��������� � �� �  !"� #$%� & '(�
#� & '(� ) #* � +, -�./01 � �234 �5/ �

�6� 7 � ����� � 8� ��� �������� �� �9� ������ 
��� :����� ��� �9� � ���
;< ���� �������� � =>?? �
& '(� � @�!$ � +AB -�.C31 � 00 �4 03C �

�2� D � E��F�� ��F G� H�I��F � � ��� �� ������� ��� �9� � ���
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3

�:��� 
������� � ��9
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�.� v � H������ ��F U �;V � V���� � ������ � ��9k������� �� ���� ��� k����� :��� �� �������� �� ��

���9������ � & '$$>K -�.CC1 �
��T� G� H�I��F � V� �� ��������� �� �������� �� �9� � ���
;< ���� ��������� ��F ���
��I���� �� �9�

� ���
;G������ ��������� ��� ��w���� �I9� 
�� ����� & '(� � & R(� >[$ Jbb %� a "#� x -�.C31 � 022400C �
���� G� H�I��F ��F G�;� � v�
���� � �� ������� �� �9� H��� �� ��F� �� �::��� �� ����� �� < ���� 	� ����;

����� � )>NZ? & '(� � y -�..61 � �2455 �
��6� p � p���� � D����������� z  	������ �� � ��������� ���k����� F�  	k������� F� � ���
 � {� |$R [R

% }~K# RN$#(O [R P 'K"! L -6TT �1 �
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;< ���� ������ �
& '(� � & R(� >[$ Jbb %� a "#� +t -�..T1 � �3.4 �/. �

��5� v � � ����� ��F U � ��9����� � s9� ���� ��F ���;9�� F�� �������� �����
 ����� � ���
 <���� ������ �
=>?? � & '(� � @�!$ � +x, -�../1 � 60/46C5 �

��0� v � � ����� ��F � � ������� � V��I� 
�� ������ �� �9� �����
 ����� � ���
;< ���� ��������� � q � )'"� a "#�
~K# � {>i!> aR"(� LJ & '(� � tB -�.C.1 � 3 �0436/ �

��3� G� ����
��F � j �:��� :����� � �� ��� �����9 F�� ���� � & >K>cN'b �$ 'K[ a(Z[#R$ #K & '(� R? '(#"$` ^o `
@ #(? 'K �J[ 'K"R[ @Z�%#$� #Kc @ N>cN'?� ` f >$(>K` &J -�.C01 �
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��������� �� �� ��������� :���� :9������� � q � =>?b Z(� @�!$ � +SA -�..01 � 62 �465/ �

��C� V � �W�� ��F�� � V����� :����� F��������� �:������� � YNZK[ %R� NRK [RN ? '(� R? '(#$"� RK \#$$RK$"� '] (RK
nn	` ab N#Kc RNd eRN%'c P Rg h>Ni LK "�` P Rg h>Ni -�.3.1 �

��.� j � ����� � 8� �9� ������� �� ������ �� �9� ������ 
��� :����� ��� �9� ����F�w�F ���;����� � ���

�������� � & '(� � & R(� >[$ Jbb %� a "#� t -�.C �1 � 66.465C �

�6T� � �� � X��F������ � s9� D���9� :����� ��� �9� ������� �������� �� : ��� � � J? RN� & '(� � a >"� {N'K$%�
t, -�.351 � 20 �4232 �

�6 �� v �U � H �G���� ��F G�;V � V���� � �������� I����� F 	k�������� F� ��:� � ���
;G������ � =� 
 � J "'[�
a "#� @ 'N#$ a ON� L & '(� � tAr -�.CC1 � 2T3426. �

�66� v �U � H �G���� ��F G�;V � V���� � � ��� ��������� �� ���� ������� ��� �9� � ���
;< ���� ������ �
=>?? � @ ZNR Jbb %� & '(� � yS -�.C.1 � /6.4 /0/ �

�62� G�;V � V���� ��F E � G���9�� � � G��:�I����� �� � ������ ��F ��I������ ��� �9� 2;F�� ������� � ���
;
G������ ������ � LK RK(� & '(� � +A, -�.. �1 � 5 �0452T �
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