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2.2.2 Convergence vers l’équilibre pour l’équation de Boltzmann spatiale-

ment non homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Introduction

1. Domaine de Recherche

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été regroupés en quatre chapitres traitant
successivement de la modélisation en physique des plasmas et des faisceaux, des méthodes
de type Fourier-Galerkin pour les opérateurs de collisions (équation de Boltzmann), de
l’analyse des méthodes de type volumes finis pour des équations cinétiques (modèles de
coagulation-fragmentation) et enfin des différents modèles intervenant dans la description
mathématique du chimiotactisme.

Les résultats donnés dans le premier chapitre mettent en avant l’utilisation de schémas
eulériens pour la simulation numérique de l’équation de Vlasov. Nous présentons ainsi deux
exemples provenant de la physique des faisceaux et des lasers. D’une part, nous étudions le
modèle paraxial couramment utilisé pour l’étude d’une coupe transverse d’un faisceau de
particules. L’objectif de ce travail est de faire le point sur la modélisation paraxiale et de
justifier mathématiquement les travaux des physiciens, c’est-à-dire l’obtention du modèle,
le sens mathématique de la solution KV (solution particulière du modèle paraxial), et enfin
le concept de faisceaux équivalents rms pour le confinement de particules. Finalement,
des simulations numériques viennent valider la méthode de focalisation lorsque l’analyse
mathématique devient trop difficile. D’autre part, un autre travail concerne l’étude du
système de Vlasov-Maxwell avec la prise en compte de conditions aux limites entrantes.
Ici, nous utilisons les techniques mises au point par Yan Guo (le suivi des trajectoires
et la technique de régularisation) pour le système de Vlasov-Maxwell conduisant ainsi
à l’existence et l’unicité d’une solution BV . Enfin, des simulations numériques mettent
en évidence la formation et la propagation de discontinuités à l’intérieur du domaine en
espace.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à la simulation numérique de gaz
raréfiés (modèles collisionnels cinétiques). Les simulations numériques de l’équation de
Boltzmann sont souvent réalisées à partir de méthodes Monte-Carlo. L’objectif de cette
partie est de proposer une alternative fondée sur les schémas spectraux (méthode de type
Fourier-Galerkin). Nous donnons un cadre général permettant d’appliquer la méthode
spectrale à une large classe d’opérateurs de type Boltzmann. Cette approche permet d’ob-
tenir une grande précision dans l’approximation de la solution de l’équation de Boltzmann
mais reste coûteuse en temps de calcul. Nous introduisons alors des algorithmes rapides
rivalisant avec les méthodes de type Monte-Carlo en terme d’efficacité (précision/temps
de calcul). Nous proposons enfin plusieurs exemples d’applications des méthodes spec-
trales. Par exemple, suite aux travaux de Laurent Desvillettes et Cédric Villani sur la
convergence vers l’équilibre de la solution spatialement non homogène de l’équation de
Boltzmann, nous nous sommes intéressés d’un point de vue numérique au comportement
de l’entropie relative à l’équilibre (local et global). Nous observons différents régimes :
d’abord une convergence rapide de la solution vers un équilibre local, puis des oscillations
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de l’entropie relative à cet équilibre. Notons que l’entropie peut être vue comme une dis-
tance de la solution de l’équation de Boltzmann avec la position d’équilibre, ces oscillations
indiquent une “hésitation” de la solution à se relaxer vers l’équilibre global. Ces résultats
sont replacés dans le contexte de l’étude du spectre de l’opérateur de Boltzmann linéarisé
(Ellis & Pinsky). Enfin, nous décrivons brièvement les travaux portant sur les milieux
granulaires.

La troisième partie est consacrée à l’analyse de schémas volumes finis pour les équations
cinétiques. Ce travail a été effectué principalement en collaboration avec Philippe Lau-
rençot qui s’est plus particulièrement intéressé à l’étude théorique des modèles de crois-
sances de grains (système de Lifshitz-Slyozov, opérateur de Smoluchowski). D’une part,
nous proposons des méthodes originales pour traiter des équations de coagulation et frag-
mentation. Par exemple, pour l’étude du comportement auto-similaire de la solution,
nous effectuons un changement d’échelle adapté en temps et en espace, afin de suivre
les variations de la solution sur une grande échelle de temps. Nous reformulons également
l’opérateur de coagulation sous la forme d’un opérateur divergentiel avec pour objectif
la mise au point de schémas volumes finis qui vont satisfaire des propriétés identiques à
celles de l’équation continue. Cette approche permet de réaliser des simulations numériques
d’une grande précision et ainsi d’indiquer des directions de recherches sur l’étude du com-
portement en temps grand de la solution exacte (existence de solutions auto-similaires,
phénomène de perte de masse, etc.). D’autre part, nous utilisons des techniques d’EDP
non linéaires pour montrer la convergence de l’approximation numérique vers la solution
de l’équation continue. La principale difficulté consiste à adapter ou à trouver de nouvelles
estimations a priori qui restent valides pour la solution numérique du schéma volumes
finis. Cette étude nous a permis de donner des estimations originales qui peuvent aussi
améliorer les résultats connus d’existence de solutions sur le problème continu.

Enfin dans le dernier chapitre, nous étudions des modèles cinétiques pour décrire
le mouvement de cellules ou de bactéries. À partir de développements asymptotiques
nous obtenons plusieurs modèles macroscopiques du type parabolique classique (Patlak-
Keller-Segel ou PKS) et hyperbolique (ces modèles ont été récemment proposés dans la
littérature). Nous développons alors des méthodes numériques d’ordre élevé conservant
certaines propriétés importantes du modèle continu (positivité de la densité, état sta-
tionnaire, entropie). En collaboration avec Chi-Wang Shu, nous reprenons les méthodes
WENO habituellement utilisées pour la simulation numérique de lois de conservation et
de systèmes hyperboliques et développons des schémas de conservation de l’équilibre pour
traiter convenablement les termes sources souvent discontinus. L’originalité de ce travail
repose sur la préservation de l’ordre élevé de la méthode. En effet, la plupart des schémas
de conservation de l’équilibre proposés dans la littérature sont au mieux d’ordre deux alors
que notre approche se généralise à n’importe quel ordre et permet de traiter les disconti-
nuités du terme source. Nous proposons également des simulations numériques justifiant
l’utilisation de schémas d’ordre élevé (quatrième ordre en temps et espace) pour le mou-
vement de cellules. Dans un travail en cours, nous étudions la discrétisation du modèle
parabolique de PKS. L’objectif est ici de simuler l’explosion de la solution en une me-
sure de Dirac pour des masses initiales suffisamment grandes. D’une part, nous proposons
une preuve de convergence de la solution numérique vers la solution régulière de PKS et
introduisons pour cela de nouvelles inégalités fonctionnelles discrètes. Par contre, l’étude
théorique de l’explosion semble très difficile dans le cas général, nous réalisons alors des
simulations numériques délivrant quelques pistes de recherche.

Ces différents chapitres ne sont pas aussi indépendants qu’il n’y parâıt : les méthodes
utilisées aux chapitres un et deux peuvent être couplées pour traiter des problèmes non ho-
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mogènes (dépendant des variables de temps, espace et vitesse) non linéaires. Les méthodes
étudiées dans le troisième chapitre sont également utilisées dans la dernière partie sur le
chimiotactisme pour la réalisation de simulations numériques.

2. Publications

2.1 Simulations numériques de systèmes de particules chargées

Publications référées (parues ou acceptées) :
A01 Conservative numerical schemes for the Vlasov equation, J. Comp. Phys. 172

166-187 (2001), avec E. Sonnendrücker et P. Bertrand.
A02 Comparison of eulerian Vlasov solvers, Comput. Phys. Communications 150 247-

266 (2003), avec E. Sonnendrücker.
A03 A numerical method for the accurate solution of the Fokker-Planck-Landau equa-

tion in the nonhomogeneous case, J. Comp. Phys. 179 1-26 (2002), avec L. Pareschi.
A04 Global existence for the Vlasov-Darwin system in R3 for small initial data, Ma-

thematical Methods in the Applied Sciences 26 297-319 (2003), avec S. Benachour,
Ph. Laurençot et E. Sonnendrücker.

A05 Vlasov simulations of beams by a moving grid, Comput. Phys. Communications
164 390-395 (2004), avec E. Sonnendrücker, E. Oudet, J.-L. Vay et A. Friedman.

A06 Numerical approximation of collisional plasmas by high order methods, J. Comp.
Phys. 201 546-572 (2004), avec N. Crouseilles.

A07 Analysis of the relativistic Vlasov-Maxwell model in an interval, Quarterly Ap-
plied. Math. 63 (2005), avec Y. Guo et C.-W. Shu.

A08 Modeling and numerical simulation of space charge dominated beams in the
paraxial approximation, à parâıtre dans Math. Models and Meth. in Applied Sciences,
avec E. Sonnendrücker.

Publications réferées dans des proceedings, ou des chapitres de livre :
P01 Comparison of numerical schemes for Fokker-Planck-Landau equation, ESAIM

Proceedings 11 161–181 (2001), avec C. Buet et S. Cordier.
P02 An adaptive numerical method for the Vlasov equation based on a multireso-

lution analysis, Brezzi, Franco (ed.) et al., Numerical mathematics and advanced
applications. Proceedings of ENUMATH 2001, the 4th European conference, Ischia,
July 2001. Berlin : Springer 437-446 (2003), avec N. Besse, M. Gutnic, I. Paun et
E. Sonnendrücker.

P03 Numerical methods for the Vlasov equation, Brezzi, Franco (ed.) et al., Nume-
rical mathematics and advanced applications. Proceedings of ENUMATH 2001, the
4th European conference, Ischia, July 2001. Berlin : Springer 459-468 (2003), avec
E. Sonnendrücker.

P04 Numerical solution of the nonhomogeneous Fokker-Planck-Landau equation, Pro-
gress in industrial mathematics at ECMI 2000 (Palermo), Math. Ind., 1, Springer,
Berlin 325–331 (2002), avec L. Pareschi.

P05 Direct Axisymmetric Vlasov Simulations of space charged dominated beams,
Sloot, Peter M. A. (ed.) et al., Computational science - ICCS 2002. 2nd internatio-
nal conference, Amsterdam, the Netherlands, April 21-24, (2002). Proceedings. Part
3. Berlin : Springer. Lect. Notes Comput. Sci. 2331 305-314 (2002), avec E. Son-
nendrücker et J.-L. Lemaire.

P06 Numerical solution of the Fokker-Planck-Landau equation by spectral methods,
Commun. Math. Sci. 1 1 206–207 (2003), avec L. Pareschi.
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P07 A conservative and entropic method for the Vlasov-Fokker-Planck-Landau equa-
tion, Numerical Methods for Hyperbolic and Kinetic Problems, IRMA Lectures in
Mathematics and Theoretical Physics, avec N. Crouseilles.

2.2 Méthodes spectrales pour l’équation de Boltzmann

Publications référées (parues ou acceptées) :
A09 High order numerical methods for the space nonhomogeneous Boltzmann equa-

tion, J. Comput. Phys. 186 457-480 (2003), avec G. Russo.
A10 Accurate numerical methods for the Boltzmann equation, Modeling and compu-

tational methods for kinetic equations, Model. Simul. Sci. Eng. Technol. Birkäuser,
Eds. P. Degond, L. Pareschi et G. Russo (2004), avec G. Russo.

A11 Accurate numerical methods for the collisional motion of (heated) granular flows,
J. Comp. Phys. 202 216-235 (2005), avec L. Pareschi et G. Toscani.

A12 Solving the Boltzmann equation in N log(N) with deterministic methods, sub-
mitted to SIAM J. Scientific Comput., avec C. Mouhot et L. Pareschi.

Publications réferées dans des proceedings, ou des chapitres de livre :
P08 A rescaling velocity method for kinetic equations : I. homogeneous case, Procee-

dings Modelling and Numerics of Kinetic Dissipative Systems, Lipari, Italy, 2004,
Nova-Science, avec G. Russo.

2.3 Analyse de schémas volumes finis pour les équations d’évolutions

Publications référées (parues ou acceptées) :
A13 Convergence of a finite volume scheme for the one dimensional Vlasov-Poisson

system, SIAM J. Num. Anal. 39 1146-1169 (2001).
A14 Numerical approximation of the Lifschitz Slyozov equation (in self-similar va-

riable), SIAM J. Num. Anal. 42 563–588 (2003), avec Ph. Laurençot.
A15 Numerical simulation of the Smoluchowski coagulation equation, SIAM J. Scien-

tific Comput. 26 2004–2028 (2004), avec Ph. Laurençot.
A16 Mass-conserving solutions and non-conservative approximation to the Smolu-

chowski coagulation equation, Archiv der Mathematik 83 558-567 (2004), avec Ph. Lau-
rençot.

Publications réferées dans des proceedings, ou des chapitres de livre :
P09 Convergence d’un schéma de type volumes finis pour le système de Vlasov-

Poisson, CRAS Paris t 330, série I Mathématique 979–984 (2000).

2.4 Modélisation mathématique du chimiotactisme

Publications référées (parues ou acceptées) :
A17 Derivation of hyperbolic models for chemosensitive movement, Journal of Ma-

thematical Biology 50 189-207 (2005), avec Ph. Laurençot et B. Perthame.
A18 Approximation of hyperbolic models for chemosensitive movement, SIAM J.

Scientific Comput. 27 850-872 (2005), avec C.-W. Shu.
A19 A Finite Volume Scheme for the Patlak-Keller-Segel Chemotaxis Model, soumis

à Numerische Mathematik.



Chapitre 1

Simulations numériques de
systèmes de particules chargées

L’équation de Vlasov décrit l’évolution d’un système de particules sous l’effet du champ
électromagnétique auto-consistant. L’inconnue f(t,x,p), qui dépend du temps t, de la
position x = (x1, x2, x3), et de l’impulsion p = (p1, p2, p3), représente la fonction de
distribution de particules (électrons, ions,...) dans l’espace des phases (x,p). Ce modèle
peut être utilisé pour l’étude de la propagation de faisceaux ou l’évolution d’un plasma
non-collisionnel et s’écrit sous la forme

∂f

∂t
+ v · ∇x f + q (E + v ×B) · ∇p f = 0, (1.1)

où q est la charge tandis que la vitesse relativiste des particules v(p) est donnée par

v(p) =
p/m

√

1 + |p|2/m2 c2
,

où m est la masse d’une particule et c est la vitesse de la lumière dans le vide. À partir de
la fonction de distribution f , nous pouvons calculer les densités de charge et de courant

ρ(t,x) = q

∫

IR3
f(t,x,p)dp, j(t,x) = q

∫

IR3
v(p) f(t,x,p)dp.

Enfin, le champ électromagnétique est donné soit par l’équation de Poisson

−∆φ =
ρ

ε0
, E = −∇φ, B = 0,

soit par le système de Maxwell (ε0 est la permittivité du vide et µ0 est tel que µ0 ε0 c
2 = 1)































1
c2

∂E
∂t
− ∇×B = −µ0 j,

∂B
∂t

+∇×E = 0,

∇ ·E =
ρ

ε0
, ∇ ·B = 0.

L’équation de Vlasov non linéaire a été étudiée par plusieurs auteurs : l’existence de
solutions classiques pour le système de Vlasov-Poisson a été obtenue dans [10, 138, 144]
et pour le système de Vlasov-Maxwell dans [35, 78, 79, 80] et plus récemment dans [16].
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L’existence de solutions faibles pour Vlasov-Poisson est décrite dans [6, 47, 115] et pour
Vlasov-Maxwell dans [48].

Concernant la discrétisation de l’équation de Vlasov, les méthodes Particle-In-Cell
(PIC) sont le plus souvent utilisées et s’avèrent être un outil efficace pour la compréhension
de l’évolution des systèmes de particules. Il s’agit d’approcher les trajectoires des particules
en discrétisant le système différentiel formé par les courbes caractéristiques correspondant
à l’équation de Vlasov. Le principal avantage de ces méthodes est qu’elles donnent des
résultats relativement précis même lorsque le nombre de particules discrètes est peu élevé.
Ainsi, elles permettent d’approcher la solution de l’équation de Vlasov sur une grande
échelle de temps et pour une géométrie tridimensionnelle. Cependant, dans certains cas,
nous sommes plutôt intéressés par des phénomènes de propagation d’onde nécessitant
une description plus détaillée de la fonction de distribution, ces phénomènes pouvant se
produire sur des échelles de temps plus courtes. Aussi, le bruit inhérent à la méthode
PIC la rend souvent inadaptée à ce type de problème, puisqu’il diminue seulement en√
N lorsque le nombre de particules N augmente. Il s’avère alors inutile d’ajouter plus

de particules pour atténuer les effets du bruit. Une meilleure approche pour traiter de
tels problèmes consiste donc à employer une méthode eulérienne qui discrétise l’équation
de Vlasov sur une grille de l’espace des phases. Ce procédé est intrinsèquement exempt
de bruit statistique et l’erreur est seulement associée à la discrétisation de l’équation de
Vlasov sur la grille de l’espace des phases.

Le but de ce chapitre est de montrer l’efficacité de cette approche pour deux problèmes
appliqués à la physique des plasmas. Nous décrivons d’abord brièvement la méthode de
conservation des flux avec une reconstruction préservant la positivité. Cette méthode a déjà
été proposée en collaboration avec Éric Sonnendrücker [59, 62] et consiste à approcher la
solution de l’équation de Vlasov sur une grille de l’espace des phases en calculant le flux de
particules. Toujours en collaboration avec Éric Sonnendrücker, nous proposons d’étudier
le modèle paraxial, obtenu à partir du système stationnaire de Vlasov-Maxwell, pour la
propagation d’un faisceau de particules chargées. Nous présentons quelques résultats justi-
fiant le choix du champ électromagnétique appliqué pour focaliser un faisceau quelconque
et concluons par des résultats numériques [60, 73]. La dernière partie, en collaboration avec
Chi-Wang Shu et Yan Guo, est consacrée à l’étude de l’influence des conditions aux limites
sur la régularité de la solution du système de Vlasov-Maxwell : nous nous intéressons à
un modèle simplifié 1D en espace et 2D en vitesse, mais tenons compte des effets rela-
tivistes et magnétiques. D’une part, nous utilisons la technique du suivi des trajectoires
développée par Yan Guo et montrons que le champ électromagnétique est suffisamment
régulier pour définir rigoureusement les trajectoires des particules. D’autre part, en rai-
son des conditions aux limites entrantes, f n’est en général pas régulière puisque seule sa
variation totale est bornée. Cependant, cette estimation BV est suffisante pour garantir
l’unicité de la solution [72].

1.1 La méthode de conservation du flot [59, 62]

Nous introduisons un nouveau schéma conservatif pour la discrétisation d’une équation
de transport et proposons plusieurs techniques de reconstruction. Contrairement aux
méthodes eulériennes classiques de type différences finies ou volumes finis explicites en
temps, la méthode que nous proposons n’est pas contrainte par une condition CFL sur le
pas de temps puisque nous utilisons le suivi des courbes caractéristiques.

Le couplage de l’équation de Vlasov avec les équations de Poisson ou de Maxwell
engendre la “filamentation” de la fonction de distribution dans l’espace des phases, ceci
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constitue la principale des difficultés dans la construction d’un schéma numérique pour
l’équation de Vlasov. En effet, la fonction de distribution f(t, x, v) est constante le long
des courbes caractéristiques qui deviennent si proches les unes des autres que les régions
de l’espace des phases où f(t, x, v) prend des valeurs différentes se rapprochent et de
forts gradients sont ainsi générés. À partir d’un certain temps, la grille de l’espace des
phases devient trop grossière pour suivre ces filaments devenus trop fins. Les différentes
méthodes proposées dans la littérature ne possèdent pas de mécanismes pour distinguer les
oscillations numériques de ces filaments. L’algorithme devrait effectivement être d’ordre
élevé lorsque le concept d’ordre est relié à celui de la précision et devrait contrôler les
oscillations lorsque les gradients deviennent trop forts ou lorsque la fonction de distribution
tend vers zéro. La méthode conservative mise au point est fondée sur ces principes.

Considérons l’équation de Vlasov sous sa forme conservative : nous observons d’abord
qu’en utilisant un schéma à pas fractionnaire en temps, nous pouvons nous restreindre,
sans perte de généralités, à une équation de transport en dimension un

∂f

∂t
+

∂

∂x
(u(t, x) f(t, x)) = 0, (t, x) ∈ IR+ × IR, (1.2)

où u est une fonction régulière du temps et de l’espace.
Nous définissons les courbes caractéristiques correspondant à l’équation de transport,

qui sont solutions du système d’équations différentielles suivant














dX

ds
(s) = u(s,X(s)),

X(t) = x.

(1.3)

Nous notons alors X(s, t, x) la solution de (1.3) et définissons le jacobien J(s, t, x) =
∂X
∂x (s, t, x). Dans [15], il est prouvé que le jacobien J(s, t, x) reste positif pour tout (s, t, x) ∈
IR+ × IR+ × IR, et la solution de l’équation de transport (1.2) décrit la conservation du
flot de particules

∀K ⊂ IR,
∫

K
f(t, x)dx =

∫

X(s,t,K)
f(s, x)dx, (1.4)

où
X(s, t,K) = {y ∈ IR : y = X(s, t, z); z ∈ K}.

Nous introduisons ensuite le maillage (xi+1/2)i∈I du domaine de calcul [xmin, xmax] et po-
sons ∆x = xi+1/2−xi−1/2 et Ci = [xi−1/2, xi+1/2]. Supposons que les valeurs de la fonction
de distribution sur le maillage soient connues au temps tn = n∆t, nous trouvons les nou-
velles valeurs au temps tn+1 en intégrant l’équation de Vlasov sur chaque intervalle discret.
Ainsi, en utilisant la propriété de conservation des particules (1.4) et en rappelant que le
jacobien x 7→ J(tn, tn+1, x) est strictement positif, nous obtenons sur chaque intervalle

∫ xi+1/2

xi−1/2

f(tn+1, x)dx =
∫ X(tn,tn+1,xi+1/2)

X(tn,tn+1,xi−1/2)
f(tn, x)dx

et
Φi+1/2(tn) =

∫ xi+1/2

X(tn,tn+1,xi+1/2)
f(tn, x)dx,

pour finalement décrire la conservation de la masse
∫ xi+1/2

xi−1/2

f(tn+1, x)dx = Φi−1/2(tn) +
∫ xi+1/2

xi−1/2

f(tn, x)dx − Φi+1/2(tn). (1.5)
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L’évaluation de la moyenne de la solution sur [xi−1/2, xi+1/2] permet d’ignorer les détails
de la solution exacte qui peuvent être très coûteux à estimer.

La principale étape consiste maintenant à choisir une méthode efficace pour recons-
truire une approximation de la fonction de distribution à partir des valeurs moyennes
sur chaque intervalle Ci. La méthode proposée dans [17, 18] fait appel aux limiteurs de
pentes classiques comme “minmod” et “superbee” ; elle est malheureusement trop dissipa-
tive pour obtenir une description précise de la fonction de distribution. Ici, nous utilisons
une reconstruction via primitive : soit F (tn, .) une primitive de la fonction de distribution
f(tn, .), nous notons par

fni =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

f(tn, x)dx,

ainsi, F (tn, xi+1/2)− F (tn, xi−1/2) = ∆xfni , et

F (tn, xi+1/2) = ∆x
i
∑

k=0

fnk =: wni .

Nous proposons différentes méthodes de reconstruction : l’interpolation WENO [1, 2, 147]
et la méthode PFC [59] brièvement décrite ci-dessous.

La méthode de conservation des flux (PFC)

Comme pour la méthode WENO, nous utilisons une reconstruction via primitive, mais
le “stencil” est désormais fixé. Pour assurer la préservation de la positivité et le principe
du maximum dans l’étape de reconstruction, nous introduisons des correcteurs de pentes.
En effet, c’est seulement en sacrifiant le principe d’ordre élevé que nous pourrons espérer
obtenir un schéma positif. Dans la suite, nous notons par f∞ = max

j∈I
{fj}.

Une approximation d’ordre deux. Supposons pour simplifier que la vitesse de pro-
pagation u(t, x) soit positive, nous construisons alors une première approximation de f ,
d’ordre élevé sur l’intervalle [xi−1/2, xi+1/2] en utilisant les points {xi−1/2, xi+1/2, xi+3/2}
et la propriété wi − wi−1 = ∆x fi :

F h(x) = wi−1 + (x− xi−1/2)fi +
1
2

(x− xi−1/2)(x− xi+1/2)
fi+1 − fi

∆x
.

Ainsi, par dérivation, nous obtenons une approximation d’ordre élevé de la fonction de
distribution sur l’intervalle [xi−1/2, xi+1/2] :

fh(x) =
dF h
dx

(x) = fi + (x− xi)
fi+1 − fi

∆x
.

Hélas, cette approximation ne satisfait pas le principe du maximum et des oscillations
numériques peuvent apparâıtre. Pour y remédier, nous introduisons les correcteurs de
pentes

εi =















min
(

1; 2 fi/(fi+1 − fi)
)

si fi+1 − fi > 0,

min
(

1;−2 (f∞ − fi)/(fi+1 − fi)
)

si fi+1 − fi < 0.
(1.6)

Nous définissons une nouvelle approximation, où les pentes sont atténuées lorsque la so-
lution devient moins régulière,

fh(x) = fi + εi(x− xi)
fi+1 − fi

∆x
, ∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2]. (1.7)
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À partir de cette reconstruction, nous pouvons démontrer la proposition suivante

Proposition 1.1 L’approximation numérique définie par (1.7) satisfait :
– la conservation locale de la masse : pour tout i ∈ I,

∫ xi+1/2

xi−1/2
fh(x)dx = ∆x fi,

– le principe du maximum : pour tout x ∈ [xmin, xmax], 0 ≤ fh(x) ≤ f∞.
De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x) est
bornée, l’estimation globale suivante a lieu

∫ xmax

xmin

|fh(x)− fh(x)|dx ≤ ∆x
∑

i

(1− εi)|fi+1 − fi| ≤ TV (f) ∆x.

Ainsi, nous définissons une approximation du flux Φi+1/2(tn) en recherchant d’abord l’in-
tervalle Cj tel que X(tn, tn+1, xi+1/2) ∈ Cj et nous posons

αi = xj+1/2 −X(tn, tn+1, xi+1/2),

lequel satisfait 0 ≤ αi ≤ ∆x et le flux de particules est enfin donné par

Φi+1/2(tn) =
∫ xi+1/2

xj+1/2−αi
f(tn, x)dx = αi

[

fj +
εj
2

(1− αi
∆x

) (fj+1 − fj)
]

+ ∆x
i
∑

k=j+1

fk.

Par symétrie, nous obtenons une approximation de Φi+1/2(tn) lorsque la vitesse de propa-
gation u(t, x) est négative.

Reconstruction d’ordre trois : nous généralisons la méthode précédente à l’ordre
trois. Sur l’intervalle [xi−1/2, xi+1/2], nous utilisons les points d’interpolation {xi−3/2,
xi−1/2,xi+1/2,xi+3/2} pour approcher la fonction primitive, et introduisons des correcteurs
de pentes pour finalement définir une nouvelle approximation

Φi+1/2(tn) =
∫ xi+1/2

xj+1/2−αi
f(tn, x)dx = ∆x

i
∑

k=j+1

fk

+αi
[

fj +
ε+j
6

(1− αi
∆x

) (2− αi
∆x

) (fj+1 − fj) +
ε−j
6

(1− αi
∆x

) (1 +
αi
∆x

) (fj − fj−1)
]

,

où ε±j est un correcteur de pente similaire à celui proposé plus haut (1.6).

Nous présentons dans la suite deux applications en physique des faisceaux où l’utilisa-
tion d’une méthode eulérienne est particulièrement bien adaptée.

1.2 Le modèle paraxial [60, 67, 73]

L’équation de Vlasov est couramment utilisée pour l’étude de la propagation de fais-
ceaux de particules chargées ou de plasmas. Pour les faisceaux de particules, nous pouvons
obtenir un modèle simplifié sous les hypothèses suivantes

– Le faisceau est stationnaire : toutes les dérivées partielles par rapport au temps
disparaissent.

– Le faisceau se propage à vitesse constante vb le long de l’axe de propagation x3.
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– (p1, p2, p3) avec p1, p2 << pb où pb = γmvb et

γ =
1

√

1− |v(p)|2/c2
.

Il vient en particulier

β ≈ βb = (vb/c)2, γ ≈ γb =
1

√

1− β2
b

.

– Le faisceau est cylindrique c’est-à-dire la dimension transverse du faisceau est petite
par rapport à sa longueur caractéristique.

Le modèle paraxial est une approximation du système de Vlasov-Maxwell obtenue en
conservant seulement les premiers termes dans le développement asymptotique de la fonc-
tion de distribution et du champ électromagnétique par rapport à η = l/L, où l désigne la
longueur caractéristique transverse et L est la longueur caractéristique longitudinale [37]
avec

η = l/L� 1.

Par ailleurs, par souci de simplicité nous négligeons les variations du faisceau par rapport
à la vitesse moyenne longitudinale vb. Plus précisément, nous posons x = (x1, x2), p =
(p1, p2) et

f = f(x, x3,p), φ = φ(x, x3), B = (B1 (x, x3) , B2 (x, x3) ; )

où la fonction de distribution f(x, x3,p) δ(p3−pb) est une solution particulière de l’équation
de Vlasov d’origine (1.1). À partir des hypothèses ci-dessus, f est une solution (au sens
des distributions) de

vb
∂f

∂x3
+ v(p) · ∇xf + qF · ∇pf = 0, (1.8)

E = −∇xφ, −∆xφ =
ρ

ε0
, ρ = q

∫

IR2
fdp, (1.9)















∂B2

∂x1
− ∂B1

∂x2
= µ0 vb ρ,

∂B1

∂x1
+
∂B2

∂x2
= −dB3

dx3

(1.10)

et F = (F1, F2) est donné par

F1 = − ∂φ

∂x1
− vbB2 +

p2

mγb
B3, F2 = − ∂φ

∂x2
+ vbB1 −

p1

mγb
B3.

Pour confiner le faisceau de particules dans le plan transverse, le champ électromagnétique
extérieur doit être maintenant appliqué. Pour cela, nous considérons trois types de forces
de focalisation qui sont la plupart du temps employées dans les accélérateurs :

1. Un champ électrique uniforme

E(x) = −γbm
q
ω2

0 (x1 e1 + x2 e2),

où ω0 est calculé de manière à focaliser le faisceau (voir parties 1.2.1 et 1.2.2).
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2. Focalisation périodique par un champ magnétique

B(x) = B(x3) e3 −
1
2
dB

dx3
(x3) (x1 e1 + x2 e2),

où la composante longitudinale du champ magnétique B(x3) est donnée (voir les
parties 1.2.1 et 1.2.2) et satisfait la condition de périodicité B(x3 +S) = B(x3) avec
S > 0.

3. Focalisation par gradients alternés
– soit par un champ magnétique

B(x) =
dB

dx3
(x3) (x2 e1 + x1 e2),

lequel correspond à un potentiel

ψe(x) = −1
2
dB

dx3
(x2

1 − x2
2),

et
dB

dx3
est donné (voir parties 1.2.1 et 1.2.2).

– soit par un champ électrique de la forme

E(x) =
dE

dx3
(x3) (x1 e1 − x2 e2),

lequel correspond à un potentiel

φe(x) = −1
2
dE

dx3
(x3)(x2

1 − x2
2),

et
dE

dx3
est donné (voir parties 1.2.1 et 1.2.2).

Le modèle paraxial est considérablement plus simple que le modèle de Vlasov-Maxwell.
D’une part, nous avons remplacé l’équation stationnaire de Vlasov par l’équation paraxiale
(1.8) où la coordonnée longitudinale x3 joue le rôle de la variable du temps et peut donc
être numériquement résolue par un procédé itératif. D’autre part, les équations station-
naires de Maxwell sont remplacées par les équations bidimensionnelles de Poisson où x3

agit seulement comme un paramètre. L’étape suivante est consacrée au calcul du champ
électromagnétique appliqué de sorte que le faisceau soit focalisé. Ainsi, nous introduisons
d’abord une solution explicite du modèle paraxial, appelée distribution de Kapchinky-
Vladimirsky (KV ) et définissons ensuite le concept de faisceaux de particules équivalents
rms. À l’aide de la définition de faisceaux équivalents, nous générons une fonction de
distribution initiale f0 et utilisons les champs appliqués correspondant à la fonction de
distribution KV pour focaliser la distribution f0 donnée en x3 = 0. Nous concluons cette
partie en présentant des simulations numériques de faisceaux de particules chargées en
utilisant la méthode PFC présentée précédemment.

1.2.1 La distribution de Kapchinky-Vladimirsky

Dans cette section, nous présentons la distribution KV , qui est une solution mesure
du modèle paraxial. Pour cela, nous commençons par introduire deux fonctions κ1 et κ2,
périodiques par rapport à la variable x3 (de période S). Ces fonctions vont correspondre
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aux forces de focalisation décrites dans la partie précédente (uniforme, périodique et gra-
dients alternés).

Nous notons ensuite par N0 =
∫

f dx dv la densité totale de particules et la pervéance
K (un paramètre adimensionné relié aux champs auto-consistants)

K =
q2N0

2πε0γ3
bmv

2
b

.

Finalement, ε1 et ε2 représentent l’émittance du faisceau, c’est-à-dire le volume occupé par
le faisceau dans l’espace des phases (x1, p1) et (x2, p2) (à une constance π près).

Théorème 1.1 Nous supposons que κ1(x3) et κ2(x3) satisfont

d

dx3
κ1(x3) ≤ C κ1(x3),

d

dx3
κ2(x3) ≤ C κ2(x3). (1.11)

Nous définissons la fonction de distribution KV par [102]

fKV (x1, x2, x3, p1, p2) =
N0

π2 ε1 ε2
δ0

(

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
(a1 p1 − a

′
1 x1)2

ε21
+

(a2 p2 − a
′
2 x2)2

ε22
− 1

)

,

(1.12)
où a1(.), a2(.) sont solutions de l’équation d’enveloppe (voir [34, 141])

a1
′′

+ κ1(x3) a1 −
2K

a1 + a2
− ε21
a3

1

= 0, a2
′′

+ κ2(x3) a2 −
2K

a1 + a2
− ε22
a3

2

= 0, (1.13)

où a
′
i et a

′′
i représentent respectivement la première et la deuxième dérivée par rapport à

la variable x3. Alors, fKV est une solution mesure du modèle paraxial (1.8)-(1.9) et le
champ électrique auto-consistant Es est solution de l’équation de Poisson et vérifie

Es(x1, x2) =































qN0

πε0(a1 + a2)









x1/a1

x2/a2









si
x2

1

a2
1

+
x2

2

a2
2

≤ 1,

→ 0 lorsque x1, x2 →∞.

À partir de ce théorème, nous dirons qu’une distributionKV représente un faisceau focalisé
lorsque la solution de l’équation d’enveloppe (1.13) est périodique avec la même période S
que le champ électromagnétique appliqué κ1 et κ2. Nous décrivons maintenant la procédure
formelle qui conduit à focaliser un faisceau quelconque à partir d’une solution KV .

1.2.2 La focalisation d’un faisceau quelconque

Dans la partie précédente, nous avons vu que la distribution KV présente un intérêt
particulier puisque nous pouvons calculer le champ électromagnétique et les paramètres
physiques d’une manière explicite (ou du moins numérique en discrétisant seulement
l’équation d’enveloppe (1.13)) pour que le faisceau soit focalisé. Cependant, le faisceau
KV ne correspond pas exactement aux faisceaux créés en laboratoire (la fonction de dis-
tribution est une mesure de Dirac dans l’espace phases) et il n’est donc pas possible de
calculer une solution exacte correspondant à n’importe quelle donnée initiale.

Sacherer [143] et Lapostolle [105] ont donc introduit le concept de faisceaux équivalents
rms (root mean square), qui permet de confiner n’importe quel faisceau.
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Définition 1.1 Nous considérons deux faisceaux, représentés par leur fonction de distri-
bution f1 et f2, composés du même type de particules et se propageant à la même vitesse
vb. Nous dirons que ces deux faisceaux sont équivalents rms, si les deux fonctions de dis-
tributions vérifient

∫

IR2×IR2
f1(x,p)dp dx =

∫

IR2×IR2
f2(x,p)dp dx (1.14)

et ont de plus les mêmes moments d’ordre deux en espace et en vitesse
∫

IR2×IR2
|xi|2f1(x,p)dp dx =

∫

IR2×IR2
|xi|2f2(x,p)dp dx, i = 1, 2 (1.15)

et ∫

IR2×IR2
|pi|2f1(x,p)dp dx =

∫

IR2×IR2
|pi|2f2(x,p)dp dx, i = 1, 2. (1.16)

Nous calculons d’abord un faisceau KV périodique en la variable x3 et définissons
le champ électromagnétique associé. Puis, nous déterminons la fonction de distribution
initiale f0 associée à un faisceau quelconque en calculant ses moments d’ordre deux en
espace et en vitesse et en les identifiant à ceux du faisceau KV équivalent rms périodique.
Nous présentons ici un algorithme permettant de calculer les paramètres physiques pour
le confinement d’un faisceau quelconque.

– Considérons un faisceau se propageant avec une vitesse constante vb et avec un
courant déterminé par le nombre total de particules N0, liés par la relation N0 = I

qvb
.

Nous fixons également l’émittance ε = (ε1, ε2).
– Nous calculons alors la pervéance du faisceau KV correspondant à l’amplitude du

champ électrique auto-consistant

K =
q2N0

2πε0γ3
bmv

2
b

.

– Nous choisissons les forces de focalisation parmi les trois configurations présentées
précédemment (uniforme, périodique, gradients alternés).

Ces paramètres étant déterminés, nous pouvons calculer (au moins numériquement) une
solution périodique (de période S) de l’équation d’enveloppe (1.13), où S est la période
de la force de confinement. Ainsi, le faisceau KV focalisé est complètement déterminé et
nous pouvons calculer les moments d’ordre deux en espace et en vitesse de la solution fKV
(1.12) en supposant par exemple que ‖fKV ‖L1 = 1, nous avons

∫

IR2×IR2
|xi|2fKV (x3 = 0,x,p) dp dx =

a2
0,i

4
, i = 1, 2

et
∫

IR2×IR2
|pi|2fKV (x3 = 0,x,p) dp dx =

ε2i
4 a2

0,i

, i = 1, 2,

où a0,i correspond à la donnée initiale de l’équation d’enveloppe (1.13) c’est-à-dire a0,i =
ai(0) et a′0,i = 0.

Nous considérons ensuite un faisceau quelconque représenté par sa fonction de distri-
bution f0 telle que ||f0||L1 = 1 et pour i = 1, 2,

∫

IR2×IR2
|xi|2f0(x3 = 0,x,p)dp dx =

∫

IR2×IR2
|pi|2f0(x3 = 0,x,p)dp dx = 1.
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Alors, nous cherchons à redimensionner la fonction de distribution f0 de sorte qu’elle soit
équivalente au sens rms au faisceau KV périodique que nous venons de construire. Nous
introduisons pour cela (α1, α2, β1, β2) tel que

f(x,p) =
1

α1α2β1β2
f0

(

x1

α1
,
x2

α2
,
p1

β1
,
p2

β2

)

.

En utilisant la Définition 1.1, nous obtenons alors

αi =
a0,i

2
, βi =

εi
2 a0,i

, i = 1, 2.

Cette procédure est complètement formelle dans le sens où elle n’assure pas de manière
rigoureuse que le faisceau f sera exactement focalisé c’est-à-dire périodique en x3. De plus,
les quantités rms introduites dans la Définition 1.1 pourraient diverger lorsque x3 tend
vers l’infini. Dès lors, l’analyse mathématique de ce problème devient très difficile. Nous
présentons néanmoins des résultats de simulations numériques utilisant la méthode de
conservation des flux, qui montrent que cette approche donne des résultats très satisfaisants
en pratique.

1.2.3 Focalisation alternée

Dans cet exemple, nous considérons un faisceau, composé de protons, qui est confiné
à l’aide d’une méthode de gradients alternés : le champ électrique est donné par

~E(x1, x2, x3) =









+k0(x3)x1

−k0(x3)x2









,

avec pour x3 ∈ (0, 1)

k0(x3) =































+1 si 0 < x3 < 1/8, ou 7/8 < x3 < 1,

0 si 1/8 < x3 < 3/8, ou 5/8 < x3 < 7/8,

−1 si 3/8 < x3 < 5/8.

L’émittance du faisceau est choisie ε = 2. 10−4 π m rad. La fonction de distribution initiale
à x3 = 0 est une distribution de type Maxwell-Boltzmann avec n0 = I

q vb
, le courant

I = 0.1A et l’énergie du faisceau est W = 0.2MeV , ce qui donne vb = 6.19 106 m. s−1 et

f0(x,p) =
n0

4π2 β1 β2 α1 α2
e(−r

2/2), r2 =
(

x1

α1

)2

+
(

x2

α2

)2

+
(

p1

β1

)2

+
(

p2

β2

)2

.

Pour ces paramètres physiques, la distribution KV équivalente rms n’est pas connue de
manière exacte mais nous calculons une approximation numérique de l’équation d’enve-
loppe (1.13) pour obtenir une solution périodique (a1(.), a2(.)), ce qui permet ensuite de
déterminer le faisceau KV équivalent (1.12). Ainsi, les paramètres initiaux (α1, α2, β1, β2)
pour x3 = 0 permettant de définir le faisceau de Maxwell-Boltzmann sont calculés en utili-
sant le concept de faisceau équivalent rms (1.14)-(1.16). En suivant cette procédure, la dis-
tribution de Maxwell-Boltzmann n’est pas exactement périodique en la variable x3. Nous
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présentons sur la Figure 1.1, l’évolution des quantités rms, c’est-à-dire les moments d’ordre
deux en espace (xrmsi )i∈{1,2} et vitesse (prmsi )i∈{1,2}, du faisceau Maxwell-Boltzmann et de
la distribution KV équivalente. Nous constatons alors que les quantités rms demeurent
très proches pour les deux faisceaux, ce qui permet de valider la méthode de Sacherer
et Lapostolle. Observons aussi sur la première figure du haut et du bas (voir Figure 1.1)
que le faisceau de Maxwell-Boltzmann n’est pas initialement symétrique puisque α1 6= α2,
ainsi l’évolution des deux moments d’ordre deux en espace notés xrms1 et xrms2 , est loin
d’être identique : les fréquences d’oscillations des deux faisceaux (Maxwell-Boltzmann et
KV ) restent très proches alors que l’amplitude de xrms1 et prms1 (moment d’ordre deux en
p1) de la distribution de Maxwell-Boltzmann est beaucoup plus importante que celle du
faisceau KV .
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Fig. 1.1 – Évolution des quantités rms obtenues par une méthode PFC pour une distribu-
tion initiale de type Maxwell-Boltzmann et un faisceau KV .

Ce phénomène d’amplification de l’enveloppe peut être observé plus précisément sur
les coupes de la fonction de distribution x1−x2, x1−p1 et x2−p2 présentées sur la Figure
1.2. Les courbes représentent les lignes de niveaux correspondant à 0.5, 0.1, 0.01 et 0.001
du maximum normalisé à un de l’espace des phases. Contrairement à ce qu’il se passe
pour le faisceau KV , les trajectoires du faisceau ne sont pas des ellipses et les champs
auto-consistants engendrent la filamentation de la fonction de distribution. Le faisceau est
alternativement focalisé dans une direction tandis qu’il est défocalisé dans l’autre. Après
plusieurs périodes (environ 100) le faisceau se stabilise et devient quasi-périodique.

Les résultats numériques présentés dans cette section viennent ainsi valider le concept
de faisceaux équivalents introduit par Sacherer [143] et Lapostolle [105] (voir section 1.2.2).
Ceci permet de calculer les paramètres physiques (densité, courant, énergie et champs
appliqués) pour le confinement d’un faisceau donné par une fonction de distribution initiale
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Fig. 1.2 – Évolution par rapport à x3 des coupes x1−x2, x1− p1 et x2− p2 de la fonction
de distribution f(x, x3,v) obtenue par la méthode PFC pour un faisceau initial de type
Maxwell-Boltzmann pour x3=0, 1, 2, 4.
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(donnée à x3 = 0) quelconque.
Finalement, ces simulations numériques justifient aussi l’intérêt des méthodes PFC

qui utilisent une grille de l’espace des phases pour l’étude de phénomènes transitoires
nécessitant une discrétisation précise de l’équation de Vlasov.

Ces méthodes étant dépourvues de bruit numérique, nous pouvons obtenir d’une part
une description précise des quantités macroscopiques mais aussi de la fonction de distri-
bution dans l’espace des phases.

1.3 Le système de Vlasov-Maxwell avec conditions aux li-
mites [72]

Les nouveaux accélérateurs de particules et lasers sont désormais capables de générer
des faisceaux de particules complètement relativistes et mettant en jeu de forts champs
magnétiques (faible émission et fort courant) de telle sorte que les effets relativistes et
électromagnétiques générés par le mouvement des particules ne peuvent plus être négligés.
Cependant, nous pouvons utiliser certaines symétries de la géométrie du dispositif des
accélérateurs pour réduire la dimension du problème sans pour autant négliger les ef-
fets magnétiques et relativistes. Le propos de ce travail est d’étudier la dynamique d’un
gaz d’électrons sous l’effet du champ électromagnétique. Dans un tel contexte relativiste,
l’influence des conditions aux limites est toujours primordiale. Ainsi, la question de la
régularité de la solution de l’équation de Vlasov et l’unicité en présence de conditions aux
limites reste une question mathématique ouverte. Ici nous étudions le système de Vlasov-
Maxwell de dimension un en espace et deux en vitesse, qui représente le modèle classique
de propagation d’un faisceau dans une diode plane.

1.3.1 Le modèle mathématique

Considérons un gaz d’électrons émis en x = 0 et absorbé en x = 1. Sous l’effet d’un
potentiel extérieur, la dynamique du gaz contenu dans une diode plane est modélisée par
le système de Vlasov-Maxwell [78]

∂f

∂t
+ v1(p)

∂f

∂x
+ q(E + v(p)×B) · ∇pf = 0, t ∈ IR+, x ∈ (0, 1), p ∈ IR2, (1.17)

avec la vitesse relativiste

v(p) =
p/m

√

1 + |p|2/m2c2

pour p = (p1, p2). La fonction de distribution f(t, x, p1, p2) et le champ électromagnétique

E = (E1, E2, 0); B = (0, 0, B)

satisfont le système de Maxwell suivant


































1
c2

∂E1

∂t
= −µ0 j1(t, x) ≡ −µ0 q

∫

IR2
v1(p) f(t, x,p)dp,

1
c2

∂E2

∂t
+
∂B

∂x
= −µ0 j2(t, x) ≡ −µ0 q

∫

IR2
v2(p) f(t, x,p)dp,

∂B

∂t
+
∂E2

∂x
= 0,

(1.18)
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avec la contrainte
∂E1

∂x
= ρ(t, x) ≡ q

∫

IR2
f(t, x,p)dp.

La donnée initiale est donnée par

f(0, x,p) = f0(x,p)

tandis que les conditions aux limites pour la fonction de distribution des électrons vérifie

f(t, 0,p) = g(t,p), p1 > 0, (1.19)
f(t, 1,p) = 0, p1 < 0. (1.20)

Pour le champ électromagnétique, les données initiales sont

E1(0, x) = E1,0(x), E2(0, x) = E2,0(x), B(0, x) = B0(x), x ∈ (0, 1) (1.21)

et des conditions aux limites de conducteurs parfaits (E×n = 0, B ·n = 0) sont prescrites
pour E2

E2(t, 0) = E2(t, 1) = 0, t ∈ IR+. (1.22)

1.3.2 Résultat principal : existence et unicité d’une solution BV

L’étude mathématique du problème aux limites non linéaire pour l’équation de Vla-
sov a été initiée par les travaux de Greengard et Raviart [85], où des solutions station-
naires (indépendantes du temps t) sont construites (ces solutions stationnaires n’étant
généralement pas continues). Une généralisation en dimension supérieure a été proposée
dans [36] et [139].

Plus récemment, Yan Guo et al. [88] ont fourni une analyse complète du problème
de Vlasov-Poisson avec des conditions aux limites entrantes et ont montré que pour une
différence de potentiel appliqué suffisamment importante, la solution appartient seulement
à l’espace BV et ne peut pas être continue. Dans ce travail, nous étendons cette étude au
système de Vlasov-Maxwell avec des conditions aux limites entrantes en tenant compte de
l’effet supplémentaire du champ magnétique auto-consistant et extérieur.

Introduisons maintenant quelques notations. Pour une constante positive arbitraire T ,
nous définissons la région Ω = (0, 1)× IR2 et

Π = [0, T ]× [0, 1]× IR2, Πs = Π ∩ {t = s}, 0 ≤ s ≤ T.

L’ensemble des conditions entrantes en {x = 0} et {x = 1} est donné par

γ+
0 = {(t, 0,p), v1(p) > 0, 0 ≤ t ≤ T} , γ−1 = {(t, 1,p), v1(p) < 0, 0 ≤ t ≤ T} .

Notre résultat principal pour le problème non linéaire est le suivant (en supposant pour
simplifier q = m = µ0 = c = 1).

Théorème 1.2 Supposons que

f0(x,p) ∈ L∞ ∩BV (Π0), g(t,p) ∈ L∞ ∩BV (γ+
0 )

sont à support compact et

E1,0, E2,0, B0 ∈ C0,1([0, 1]).

Alors, il existe une unique solution faible

f ∈ BV ∩ L∞(Π), E1, E2, B ∈ C0,1([0, T ]× [0, 1])

du système non linéaire de Vlasov-Maxwell avec les conditions aux limites (1.17)-(1.22).
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La preuve est fondée sur les arguments suivants : nous donnons d’abord des estima-
tions a priori sur le champ électromagnétique (E,B) et sur la fonction de distribution f .
L’argument clé consiste à établir une borne L∞ sur les champs qui ne dépende que de
l’énergie totale. Nous suivons pour cela l’idée de Glassey et Schaeffer pour le problème
posé sur tout l’espace [78]. Nous introduisons la décomposition suivante :

k±(t, x) = E2(t, x)±B(t, x),

où k+ et k− satisfont les équations de transport

∂k±

∂t
± ∂k±

∂x
= −j2(t, x). (1.23)

Nous établissons des bornes sur k+ et k− dont on peut déduire des estimations uniformes
sur les champs E2 et B. Pour cela, nous écrivons la solution de l’équation (1.23) à l’aide
des courbes caractéristiques correspondantes. À cause des conditions aux limites, nous
devons décomposer le domaine de l’espace (t, x) en quatre différentes régions et estimer la
solution k± sur chaque région (voir Figure 1.3). Ensuite, en utilisant les bornes naturelles
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Fig. 1.3 – L’ensemble espace-temps permettant de distinguer les différents cas pour l’esti-
mation de k±.

de l’énergie, nous obtenons des estimations sur les termes suivants
∫ t

α
j2(τ, x− t+ τ) dτ, α ∈ {0, t− x},

∫ t

β
j2(τ, x+ t− τ) dτ, β ∈ {0, t+ x− 1}

et
k+(s, 0), k−(s, 1), s ∈ [0, T ].

Ainsi, nous établissons des bornes L∞ sur les fonctions k± et donc sur (E2, B). Finalement,
en poursuivant l’étude nous obtenons des bornes C0,1 sur le champ électromagnétique, et
nous pouvons de ce fait définir correctement les courbes caractéristiques correspondant à
l’équation de Vlasov (1.17) et obtenir des estimations uniformes sur les trajectoires.

Concernant les estimations sur la fonction de distribution, nous prouvons une esti-
mation BV sur f , nous donnons alors une régularisation de l’équation de Vlasov linéaire
en ajoutant un terme source d’amortissement au point de singularité (x, p1) = (0, 0). En
utilisant un schéma itératif et en passant à la limite, nous prouvons l’existence d’une
solution faible pour le système de Vlasov-Maxwell. Finalement l’unicité se déduit à partir
de l’estimation BV sur la fonction de distribution f .
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1.3.3 Simulations numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de simulations numériques illus-
trant la formation d’une singularité pour le système de Vlasov-Maxwell en 1D − 2D. Ces
résultats sont obtenus à partir de deux méthodes différentes : d’abord une méthode de type
différences finies avec interpolation WENO [100, 147] et un schéma PFC présenté dans la
première partie 1. Nous considérons le système (1.17)-(1.18) avec une donnée initiale nulle
pour f et des conditions initiales sur les champs E(0) = 0, B(0) = 1 et les conditions aux
limites suivantes

f(t, 0,p) = g(t,p) =
1

2π
|p|2 exp

(

−|p|
2

2

)

t2

1 + t2
, p1 > 0,

f(t, 1,p) = 0, p1 < 0.

Nous réalisons plusieurs simulations avec nx1=np1=np2=N et N = 100, 150 et 200 points
dans chaque direction.

Dans [72], nous observons l’évolution de la norme BV de la solution numérique fN .
D’une part, la norme BV est relativement peu sensible à l’augmentation du nombre de
point, ce qui signifie que cette norme est décrite correctement. D’autre part, l’évolution des
normes L∞ du gradient discret ∇fN dépend fortement du nombre de points du maillage.
D’ailleurs, |∇fN |∞ tend vers l’infini lorsque le nombre de points augmente, ce qui signifie
que la solution du système de Vlasov-Maxwell n’appartient pas à l’espace fonctionnelW 1,∞

comme nous avons pu le voir précédemment.
Sur la Figure 1.4, nous représentons les gradients de la fonction de distribution et

observons qu’une singularité se forme au point (x, p1) = (0, 0) et se propage ensuite à
l’intérieur du domaine. Ainsi, les méthodes WENO et PFC semblent bien décrire cette
propagation de la singularité sans introduire d’oscillation numérique.

1.4 Conclusion et perspectives

En conclusion, nous avons appliqué avec succès les méthodes WENO et PFC pour
l’étude de la propagation d’un faisceau en (2Dx × 2Dv) et pour un problème de dimen-
sion trois en physique des plasmas (1Dx × 2Dv). Ces schémas ont également été ap-
pliqués à d’autres problèmes en physique des plasmas et en astronomie. L’avantage de
telles méthodes est qu’elles permettent de contrôler des oscillations numériques pouvant
se développer à l’intérieur du domaine lorsque la fonction de distribution se filamente.
Nous renvoyons par exemple aux travaux de M. Brunetti et al. [24] pour des applications
en physique des accélérateurs, à H. Schmitz et R. Grauer [145] pour la discrétisation du
système de Vlasov-Darwin ou à G. Manfredi et P.A. Hervieux [119] pour des simulations
sur la dynamique d’électrons ultra-rapides. Dans tous ces travaux, le schéma PFC a été
utilisé.

De plus, nous avons développé récemment une méthode numérique pour décrire la
dynamique des collisions dans un plasma par l’opérateur de Fokker-Planck-Landau [33].
L’idée consiste à approcher le champ électrique de telle sorte que l’énergie totale soit
exactement préservée au cours du temps tandis que l’on utilise une méthode de type
différences finies conservative pour l’opérateur de collisions.

1Une analyse mathématique complète pour de tels schémas est extrêmement difficile. Cependant, dans
des situations simplifiées il est possible de prouver que la solution numérique converge vers la solution du
problème continu dès lors que la solution est bornée dans l’espace BV .
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Fig. 1.4 – À gauche : évolution de ∂f
∂x en (p1, p2) = (0, 0). À droite : évolution de ∂f

∂p1
en

(x, p2) = (0, 0).

Concernant la théorie des équations de transport non linéaires, l’existence et l’unicité
d’une solution régulière pour le système de Vlasov-Poisson ou de Vlasov-Maxwell en tenant
compte des conditions aux limites en dimension deux et trois est toujours ouvert. Il existe
quelques résultats partiels (disons lorsque Ω est une boule) [96]. La principale difficulté est
d’établir des estimations L∞ sur le champ électromagnétique dans le but de contrôler le
support de la fonction de distribution f . Finalement, un autre problème ouvert concerne
le comportement en temps grand de la solution de l’équation de Vlasov et la convergence
vers une solution stationnaire dans le cas d’un domaine borné régulier.
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Chapitre 2

Méthodes spectrales pour
l’équation de Boltzmann

Nous nous intéressons à l’étude de gaz raréfiés modélisés par une équation cinétique.
Dans ce cas, les propriétés du gaz sont décrites par une densité de particules f(t, x, v), ap-
pelée fonction de distribution. Cette fonction de distribution satisfait l’équation de Boltz-
mann, une équation intégrodifférentielle, décrivant l’effet du flot à vitesse constante et
des collisions binaires entre les particules. En l’absence de force extérieure, l’évolution
statistique d’un gaz monoatomique [29, 151] est décrite par l’équation suivante

∂f

∂t
+ v · ∇xf =

1
ε
Q(f, f), x, v ∈ IRd,

où d > 1 représente la dimension de l’espace des vitesses, et ε > 0 est le nombre de
Knudsen, proportionnel au libre parcours moyen entre deux collisions. Dans le terme de
droite, Q(f, f) est l’opérateur de collisions et vérifie

Q(f, f)(v) = Q+(f, f)− L[f ]f (2.1)

avec
Q+(f, f) =

∫

IRd

∫

Sd−1

B(|v − v∗|, θ)f(v′)f(v′∗) dω dv∗,

L[f ] =
∫

IRd

∫

Sd−1

B(|v − v∗|, θ)f(v∗) dω dv∗.

Les vitesses v et v∗ sont les vitesses post-collisionnelles de deux particules ayant une
vitesse v′ et v′∗ avant qu’elles ne collisionnent. L’angle de déviation θ est l’angle formé par
les vecteurs v− v∗ et v′− v′∗. Aussi, les vitesses pré-collisionnelles sont ici paramétrées par

v′ =
1
2

(v + v∗ + |v − v∗|ω), v′∗ =
1
2

(v + v∗ − |v − v∗|ω),

où ω est un vecteur unitaire de la sphère Sd−1.
Les quantités Q+(f, f) et L[f ]f sont respectivement les termes de gain et de perte

tandis que la forme précise du noyau B, caractérisant les détails des interactions binaires,
dépend des propriétés physiques du gaz. Le plus souvent, le noyau prend la forme suivante

B(|v − v∗|, θ) = bα(θ)|v − v∗|α, (2.2)

où α est fixé suivant le type d’interactions des molécules du gaz. En particulier, nous
considérons les modèles de variables sphères dures (VHS) [11] c’est-à-dire bα(θ) = Cα où
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Cα est une constante positive. Le cas α = 0 est souvent appelé gaz Maxwellien tandis que
le cas α = 1 représente le cas des gaz assimilables à des sphères dures.

L’opérateur de collisions de Boltzmann satisfait les propriétés fondamentales de conser-
vations de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie et vérifie le célèbre
théorème H de Boltzmann

∫

IRd
Q(f, f) log(f)dv ≤ 0.

Le théorème H de Boltzmann implique que la fonction de distribution d’équilibre c’est-
à-dire la fonction f pour laquelle nous avons Q(f, f) = 0, s’écrit sous la forme d’une
distribution Maxwellienne

M(ρ, u, T )(v) =
ρ

(2πT )d/2
exp

(

−|u− v|
2

2T

)

,

où ρ, u, T représentent la densité, la vitesse moyenne et la température du gaz

ρ =
∫

IRd
f(v)dv, u =

1
ρ

∫

IRd
v f(v)dv, T =

1
d ρ

∫

IRd
|v − u|2 f(v)dv.

Parmi les différentes approches pour la discrétisation de l’équation de Boltzmann, nous
pouvons distinguer entre méthodes déterministes et méthodes non déterministes de type
Monte Carlo. Les premières présentent l’avantage d’être dépourvues de bruit statistique.
Cependant, elles sont beaucoup plus gourmandes en ressources (stockage mémoire) et
généralement plus coûteuses en temps de calcul que les méthodes de Monte Carlo pour
un même nombre de degrés de liberté. Par exemple, si nous notons par N le nombre
de paramètres qui caractérise la densité f pour la variable de vitesse, le coût numérique
d’une méthode déterministe conventionnelle pour l’évaluation de l’opérateur de collisions
est beaucoup plus grand que O(N2). Par conséquent, la plupart des calculs numériques
sont fondés sur des techniques de type Monte-Carlo comme les méthodes Direct Simulation
Monte Carlo (DSMC) dues à Bird [11] et la méthode modifiée de Monte Carlo due à Nanbu
[125, 8]. Pour une description détaillée de ces méthodes nous renvoyons au livre [38].

L’avantage des méthodes probabilistes provient essentiellement du coût numérique re-
lativement raisonnable (de l’ordre O(N), où N est le nombre de particules discrètes). De
plus, le coût en mémoire est moindre, puisque les particules se concentrent aux endroits
où la fonction de distribution est non nulle, contrairement à une méthode utilisant une
grille où la fonction de distribution est calculée en chaque point indépendamment de sa
valeur. Pour ces raisons, les méthodes particulaires n’ont aucun concurrent pour décrire
les situations où la solution est loin de l’équilibre thermodynamique.

Cependant, les méthodes déterministes sont beaucoup plus précises, et deviennent
plus compétitives par rapport aux méthodes Monte Carlo pour les problèmes d’évolution
où la solution reste proche de l’équilibre thermodynamique. Dans la classe des schémas
déterministes pour l’équation de Boltzmann, l’approximation la plus populaire est la
méthode DVM, discrete velocity models. Cette méthode [25, 81, 142] utilise une grille
régulière du domaine des vitesses et décrit la mécanique des collisions sur les noeuds de la
grille tout en préservant les propriétés physiques fondamentales c’est-à-dire conservations
de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Bien que les résultats numériques
montrent que ces algorithmes ne génèrent pas de fluctuations, leur coût numérique de-
meure élevé. Habituellement en O(naN2) où na est le nombre de paramètres utilisés pour
l’intégration angulaire. Typiquement, pour ces méthodes na ≈ O(N1/3). En raison du choix
particulier des points d’intégration imposés par les conservations, l’ordre de la méthode
DVM est inférieur à celui d’une formule standard de quadrature directement appliquée à
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l’opérateur de collisions. Par conséquent, nous constatons que la condition de conserva-
tion au niveau discret des propriétés physiques rend extrêmement difficile l’obtention d’une
méthode précise et d’ordre élevé. D’autre part, même si des propriétés de conservation ne
sont pas imposées au départ, un algorithme précis fournirait une approximation précise
des quantités conservées.

Dans [131], Pareschi & Perthame ont développé une discrétisation de l’opérateur de
collisions fondée sur le développement en série de Fourier de la fonction de distribution
par rapport à la variable des vitesses. L’approximation spectrale résultante peut être
évaluée avec un coût en O(N2), ce qui reste inférieur à celui des méthodes déterministes
précédentes. D’autre part, Bobylev & Rjasanow [12] ont utilisé une transformée de Fou-
rier de la fonction de distribution et en modifiant de manière appropriée les coefficients de
Fourier, ont construit un schéma assurant la conservation exacte de la masse, de la quan-
tité de mouvement et de l’énergie. La méthode proposée est ainsi précise à l’ordre deux.
Ensuite, Pareschi & Russo [132] ont poursuivi le travail entrepris précédemment en expli-
citant le calcul des modes de Fourier. Ils ont ainsi obtenu un système explicite d’équations
différentielles pour les modèles du type variables sphères dures (VHS). La méthode fournit
une approximation spectrale en vitesse, ce qui signifie que l’erreur décrôıt plus rapidement
que n’importe quel polynôme lorsque le nombre de points augmente.

Ici, nous nous intéressons à la construction de méthodes rapides et précises pour
l’équation de Boltzmann non homogène (dépendant de la variable d’espace) [63, 74]. La
complexité du calcul de l’opérateur de collisions discret est ramenée à O(N log2(N)) et la
masse est exactement préservée tandis que la vitesse moyenne et l’énergie sont approchées
avec la précision spectrale. Ce travail est le fruit d’une collaboration avec Clément Mouhot,
Lorenzo Pareschi et Giovanni Russo.

Dans la suite, nous donnons un schéma pour la discrétisation de l’opérateur de type
Boltzmann en utilisant une méthode spectrale. Nous proposons différents algorithmes pour
améliorer le coût numérique et plusieurs problèmes numériques sont discutés. Enfin, nous
proposons des résultats de simulations numériques dans le cas spatialement non homogène
dépendant du temps pour un problème de Riemann. Enfin, nous étudions numériquement
le problème de la convergence vers l’équilibre dans le cas d’une bôıte périodique.

2.1 Les méthodes spectrales [63, 65]

Dans cette partie, nous détaillons le cadre d’application de la méthode spectrale pour
des opérateurs de collisions de type Boltzmann. Ici, nous ne nous intéressons qu’à la
discrétisation en vitesse puisque l’approximation de l’opérateur de transport a déjà fait
l’objet du chapitre précédent.

2.1.1 Cadre général

Nous considérons l’équation de Boltzmann spatialement homogène que l’on écrit sous
la forme suivante

∂f

∂t
= Q(f, f), (2.3)

où Q est donné par

Q(f, f) =
∫

{(x,y)∈C}
B(x, y)

(

f ′f ′∗ − f∗f
)

dx dy, v ∈ Rd (2.4)

avec les notations habituelles f ′ = f(v′),... Puis,

v′ = v + Θ′(x, y), v′∗ = v + Θ′∗(x, y), v∗ = v + Θ∗(x, y).
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Dans l’équation (2.3)-(2.4), l’espace C représente un domaine en vitesse (généralement non
borné) et Θ, Θ′, Θ′∗ sont des fonctions que l’on précisera plus tard suivant la forme prise par
l’opérateur, B est la section efficace. Dans ce cadre général, nous voulons mettre l’accent sur
les propriétés d’invariance par translation de l’opérateur de collisions, ce qui est crucial
pour la mise au point d’une méthode spectrale. Dans les prochains paragraphes, nous
préciserons les changements de variables permettant d’effectuer le passage de l’opérateur
de Boltzmann sous sa forme classique (2.1) vers une forme du type (2.4).

Un premier problème associé aux méthodes déterministes utilisant une grille fixe de
l’espace des vitesses est la troncation du domaine pour se ramener à un espace borné.
En effet, l’espace des vitesses est souvent l’espace complet IRd et l’opérateur de collisions
transforme une fonction à support compact en une fonction strictement positive sur tout
l’espace. En général, le processus de collisions élargit le support par un facteur

√
2 dans le

cas de collisions élastiques (voir [140, 122] et [121] pour des propriétés similaires dans le
cas inélastique). Par conséquent, pour l’équation continue en temps, la fonction f devient
immédiatement strictement positive sur tout le domaine IRd. Ainsi, au niveau numérique
une condition “non physique” doit être imposée pour conserver la fonction de distribu-
tion dans un domaine uniformément borné en vitesse. Dans ce but, deux stratégies sont
possibles.

– Nous pouvons supprimer les collisions binaires physiques qui vont donner lieu à des
vitesses post-collisionnelles se trouvant à l’extérieur du domaine. Par conséquent le
nombre d’invariants pourrait crôıtre (c’est-à-dire les fonctions ϕ telles que (ϕ′∗+ϕ′−
ϕ∗−ϕ) est nul partout dans le domaine). Si cette étape est réalisée avec précaution
(c’est-à-dire sans supprimer trop de collisions), le schéma restera conservatif (et sans
invariants indésirables). Cependant, cette troncature casse la structure de convolu-
tion de l’opérateur de collisions, qui nécessite les propriétés d’invariance par trans-
lation en vitesse. En effet, le noyau de collisions dépend maintenant de v à travers
les conditions aux limites artificielles introduites pour préserver les conservations.
Cette procédure est le point de départ de la plupart des schémas pour l’opérateur de
Boltzmann dans un domaine borné (voir par exemple les discrete velocity models).

– Nous pouvons ajouter des collisions binaires “non physiques” en rendant la fonction
de distribution et l’opérateur de collisions périodiques. Ceci implique une perte du
nombre d’invariants (puisque des collisions non physiques ont été ajoutées). Ainsi, le
schéma devient non conservatif à l’exception de la masse si l’étape de “périodisation”
est réalisée avec attention. Néanmoins, la structure de l’opérateur de collisions est
maintenue dans un domaine borné et pourra être exploitée pour construire des al-
gorithmes rapides. La méthode spectrale que nous proposons est fondée sur cette
dernière troncation.

Nous considérons donc l’équation de Boltzmann spatialement homogène dans un do-
maine borné en vitesse DT = [−T ;T ]d (0 < T < ∞). Il est maintenant nécessaire de
tronquer le domaine d’intégration pour les variables x et y puisque l’étape de périodisation
conduirait sans cela à une intégrale divergente sur tout IRd. Nous imposons alors à x et
y d’appartenir à un domaine borné CR ⊂ C (le paramètre R fait référence à sa mesure
et sera défini clairement plus tard suivant la forme de l’opérateur). Pour une fonction à
support compact dont le support est inclus dans la boule BS , de centre 0 et de rayon S,
nous imposons une relation (dépendant des changements de variables et de la troncation
choisie) entre S, R et T dans le but d’une part de tenir compte de toutes les collisions
physiques et d’autre part d’éviter que les régions où f est différente de zéro présentent une
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intersection non vide (condition de déaliasing). L’opérateur tronqué s’écrit alors comme

QR(f, f) =
∫

CR
B(x, y)

(

f ′∗ f
′ − f∗ f

)

dx dy, (2.5)

pour v ∈ DT (l’expression pour v ∈ IRd est déduite par périodicité). En utilisant un
changement de variable sur v, nous pouvons facilement prouver que pour n’importe quelle
fonction ϕ périodique sur DT , la formulation faible suivante est satisfaite

∫

DT
QR(f, f)ϕ(v) dv =

1
4

∫

DT

∫

CR
B(x, y) f∗ f

(

ϕ′∗ + ϕ′ − ϕ∗ − ϕ
)

dx dy dv. (2.6)

Maintenant, nous utilisons la représentation QR pour construire une approximation spec-
trale pour la solution de l’équation de Boltzmann.

Dans la suite, nous utiliserons un seul indice pour représenter la somme en dimension
d par rapport au vecteur entier k = (k1, .., kd) ∈ ZZd. Ainsi, nous posons

N
∑

k=−N
:=

N
∑

k1,...,kd=−N
.

L’approximation fN de f est donc une série de Fourier tronquée

fN (v) =
N
∑

k=−N
f̂ke

i π
T
k·v, avec f̂k =

1
(2T )d

∫

DT
f(v)e−i

π
T
k·v dv. (2.7)

Dans une méthode de Fourier-Galerkin, les inconnues sont les coefficients de Fourier f̂k
pour tout k = −N, . . . , N . En observant que le terme de reste dans (2.5) est orthogonal
à tout polynôme trigonométrique de degré inférieur à N , nous obtenons un ensemble
d’équations différentielles pour les coefficients f̂k. En substituant l’expression (2.7) dans
(2.6), il vient finalement

QR(fN , fN ) = QR,+(fN , fN )− LR(fN ) fN

avec

LR(fN ) fN =
N
∑

l=−N

N
∑

m=−N
β(m,m) f̂l f̂mei

π
T

(l+m)·v, (2.8)

QR,+(fN , fN ) =
N
∑

l=−N

N
∑

m=−N
β(l,m) f̂l f̂mei

π
T

(l+m)·v, (2.9)

où

β(l,m) =
∫

CR
B(x, y)ei

π
T

(

l·Θ′(x,y)+m·Θ′∗(x,y)
)

dx dy. (2.10)

Ce schéma spectral n’est donc rien d’autre que la projection de l’équation de Boltzmann
tronquée sur l’ensemble IPN , des polynômes trigonométriques de degré inférieur à N dans
chaque direction. Cet espace est de dimension (2N + 1)d. La fonction fN est solution de

∂fN
∂t

= PN QR(fN , fN ),
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où PN représente la projection orthogonale sur IPN dans l’espace L2(DT ). Un calcul direct
donne un système d’équations différentielles ordinaires pour les coefficients de Fourier

∂f̂k
∂t

=
N
∑

l+m=k
l,m=−N

β̂(l,m) f̂l f̂m, (2.11)

où les β̂(l,m) sont appelés les modes de Fourier du noyau et sont donnés par

β̂(l,m) = β(l,m)− β(m,m).

2.1.2 La méthode spectrale classique

Pour la méthode spectrale classique proposée dans [132], un simple changement de
variables dans (2.1) nous conduit à

Q(f, f) =
∫

IRd

∫

Sd−1

Bc(g, ω)
(

f(v′)f(v′∗)− f(v)f(v∗)
)

dω dg, (2.12)

avec g = v − v∗ ∈ IRd, ω ∈ Sd−1 et










































v′ = v − 1
2(g − |g|ω) =: v + Θ′(g, ω),

v′∗ = v − 1
2(g + |g|ω) =: v + Θ′∗(g, ω),

v∗ = v + g =: v + Θ∗(g, ω).

L’opérateur de Boltzmann (2.12) est maintenant écrit sous la forme (2.4) avec (x, y) =
(g, ω) ∈ IRd × Sd−1 =: C.

D’ailleurs, en utilisant les conservations de la quantité de mouvement et de l’énergie
et en supposant de plus que Supp f ⊂ BS , nous obtenons le résultat suivant [131],

– nous obtenons que SuppQ(f, f) ⊂ B√2S ,
– l’opérateur de collisions est donné par

Q(f, f)(v) =
∫

B2S

∫

Sd−1

B(|g|, cos θ)
(

f(v′)f(v′∗)− f(v∗)f(v)
)

dω dg,

avec v′, v′∗, v∗ ∈ B(2+
√

2)R.
Par conséquent, dans le but d’écrire un schéma spectral pour l’équation (2.3) nous

considérons une fonction de distribution f que nous allons définir sur le domaine [−T, T ]d,
(0 < T < +∞). En supposant que f(v) = 0 sur [−T, T ]d \ BS , nous la modifions par
extension à une fonction périodique sur [−T, T ]d et nous tronquons le domaine pour
(x, y) = (g, ω) à CR = BR × Sd−1 pour R > 0. Ceci définit complètement l’opérateur
QR.

Ainsi, en appliquant l’algorithme spectral (2.8) et (2.9), nous obtenons les modes de
Fourier du noyau βc(l,m)

βc(l,m) =
∫

BR

∫

Sd−1

B(|g|, cos θ)e−i
π
T

(

g· (l+m)
2
−i|g|ω· (m−l)

2

)

dω dg.

Nous renvoyons aux travaux de Pareschi & Russo [132, 63, 65] pour un calcul explicite
des coefficients de Fourier βc(l,m) dans le cas des variables sphères dures où le noyau B
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est donné par (2.2). La calcul du terme de droite de (2.11) nécessite maintenant un effort
de l’ordre de O(N2) opérations, où N est le nombre total de coefficients de Fourier. Nous
rappelons que le coût habituel d’un modèle DVM avec N paramètres pour le calcul de f
dans l’espace des vitesses est de l’ordre de O(N2M) où M est le nombre d’angles discrets.

2.1.3 Méthodes spectrales rapides (MSP) [74]

Ici, nous allons fournir une approximation spectrale de l’opérateur de collisions en par-
tant d’une autre représentation qui rend mieux compte des symétries lorsque l’on effectue
la troncation de l’opérateur.

Cette représentation a déjà été utilisée dans [12, 98] pour construire un schéma aux
différences finies et est très proche de la représentation classique de Carleman [28]. À l’aide
de cette représentation, l’opérateur de collisions (2.1) peut être écrit comme

Q(f, f)(v) = 2d−1

∫

x∈IRd

∫

y∈IRd
Bfast(x, y) δ0(x · y)

(

f(v + y)f(v + x)− f(v + x+ y)f(v)
)

dx dy,

où δ0 représente la mesure de Dirac et

Bfast(x, y) = 2d−1B

(

−x · (x+ y)
|x||x+ y|

, |x+ y|
)

|x+ y|−(d−2).

Ainsi, l’opérateur de collisions est maintenant écrit sous la forme (2.4) avec (x, y) ∈ IRd×
IRd =: C, B(x, y) = Bfast(x, y) δ0(x · y), et v′∗ = v + y =: v + Θ′∗(x, y), v′ = v + x =:
v + Θ′(x, y), v∗ = v + x+ y =: v + Θ∗(x, y).

Nous considérons alors un domaine borné DT = [−T, T ]d, (0 < T < ∞) pour la
fonction de distribution f , et le domaine également borné d’intégration BR × BR pour
R > 0. L’opérateur tronqué s’écrit au point v ∈ DT

QR(f, f)(v) =
∫

x∈BR

∫

y∈BR
Bfast(x, y) δ0(x ·y)

(

f(v+y)f(v+x)−f(v+x+y)f(v)
)

dx dy.

Cette représentation du noyau de collisions implique de meilleures propriétés de découplage
des arguments de l’opérateur comme nous le verrons plus tard. À cette étape, nous pouvons
alors appliquer notre algorithme spectral (2.8) et (2.9) et les modes de Fourier du noyau
sont alors donnés par

βf (l,m) =
∫

x∈BR

∫

y∈BR
Bfast(x, y) δ0(x · y) ei

π
T

(

l·x+m·y
)

dx dy.

Dans la suite, nous nous concentrons sur le calcul βf et vérifions facilement qu’en réalité
βf (l,m) dépend seulement de |l|, |m| et |l ·m|. La recherche d’un algorithme rapide pour
le calcul de l’opérateur de collisions, c’est-à-dire un algorithme dont l’effort de calcul est
inférieur à O(N2+ε) (avec ε = 1 pour les DVM, ou ε = 0 pour la méthode spectrale
classique), va donc consister à identifier une structure de convolution de l’opérateur (voir
par exemple [13, 133]). L’objectif sera d’approcher chaque coefficient βf (l,m) par une
somme de la forme

βf (l,m) =
M2
∑

p=1

αp(l)α′p(m).

Ceci implique le calcul de M2 convolutions discrètes et le coût de calcul de l’algorithme
s’élève ainsi à O(M2N log2N) opérations en ayant recours aux techniques de transformées
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de Fourier rapides [27]. Mentionnons enfin que l’analyse mathématique de l’algorithme
rapide réalisée dans [124] assure les propriétés suivantes

– l’algorithme maintient la précision spectrale par rapport aux paramètres N et M ;
– l’erreur sur la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie est de

l’ordre de la précision spectrale par rapport aux paramètres N . Il n’y a pas d’erreur
supplémentaire induite par la discrétisation de l’angle.

2.2 Résultats numériques dans la cas non homogène

Dans l’article [74], nous présentons plusieurs résultats de simulations numériques dans
le cas spatialement homogène permettant de mettre en évidence l’amélioration apportée
par l’algorithme rapide sur le temps de calcul sans pour autant remettre en question la
précision de la méthode. D’ailleurs, des tests de performance viennent justifier l’utilisation
de ce type de méthodes par rapport aux méthodes de Monte-Carlo.

Dans cette partie, nous reportons deux exemples des plus significatifs pour les calculs
dans le cas spatialement non homogène : nous présentons d’abord le cas d’un problème
de Riemann issu de la dynamique des gaz raréfiés. Puis, nous proposons des simulations
numériques sur le problème de la convergence vers l’équilibre de la fonction de distribution.

2.2.1 Problème de Riemann : solution dépendant du temps

Dans ce test numérique nous traitons le cas d’une solution dépendant du temps, de
l’espace en dimension un et de la vitesse en dimension trois (1D×3D). L’équation de Boltz-
mann est considérée pour les molécules de type sphères dures (α = 1). Nous présentons
des résultats correspondant au problème de Riemann en dimension un et les comparons
avec la solution numérique obtenue à partir d’une méthode Monte-Carlo. La condition ini-
tiale est donnée par deux Maxwelliennes paramétrées par les quantités suivantes (densité,
vitesse moyenne et température)















(ρl, ul, Tl) = (1, 0, 1) si 0 ≤ x ≤ 0.5,

(ρr, ur, Tr) = (0.125, 0, 0.25) si 0.5 < x ≤ 1.

D’abord, notons que les fluctuations de la solution issue des simulations Monte Carlo
sont diminuées en répétant plusieurs fois le calcul pour différents paramètres statistiques
et en ayant recours à un procédé de calcul de moyennes des solutions obtenues pour
chaque configuration (moyenne statistique). Ceci permet de diminuer nettement le bruit
statistique inhérent à la méthode.

Nous avons donc calculé une approximation de l’équation de Boltzmann pour différents
nombres de Knudsen, partant du régime des gaz raréfiés jusqu’à la limite fluide corres-
pondante. La solution numérique de l’équation de Boltzmann à la limite hydrodynamique
(ε devient petit) est aussi comparée avec la solution numérique du système d’Euler ob-
tenue par le schéma de Nessyahu-Tadmor [126] en utilisant un grand nombre de points
(nx=1600). Nous renvoyons à [63] pour plus de détails.

Ici, nous présentons seulement le résultat correspondant au régime hydrodynamique
proche de la limite des équations d’Euler (ε = 10−4) en utilisant seulement 128 points
en espace. Dans ce cas, un petit pas de temps (∆t = 0.001) est requis pour préserver
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une précision raisonnable1. Ceci entrâıne une augmentation du temps de calcul de la
méthode déterministe tandis que la méthode TRMC (Time Relaxed Monte Carlo) [135]
est nettement moins sensible à l’erreur en temps puisque l’erreur en espace et en vitesse
est bien plus importante, il n’est donc pas nécessaire de prendre un petit pas de temps.
Ceci explique la différence du temps de calcul à l’avantage de la méthode Monte-Carlo.
Néanmoins la précision de la méthode est loin d’être satisfaisante. En effet, nous avons
reporté les résultats de la densité, vitesse moyenne et température obtenus par la méthode
TRMC et la méthode spectrale sur la Figure 2.1. L’utilisation d’un schéma d’ordre un en
espace et de type Monte-Carlo en vitesse n’est clairement pas satisfaisante dans ce cas
précis. En revanche, l’utilisation d’un petit pas de temps (∆t = 0.001) pour l’algorithme
spectral permet de diminuer considérablement l’erreur de la discrétisation en temps et
ainsi d’obtenir des résultats comparables avec la solution de la limite asymptotique.

2.2.2 Convergence vers l’équilibre pour l’équation de Boltzmann spatia-
lement non homogène

Nous considérons l’équation de Boltzmann en dimension deux définie sur le tore en
x avec des conditions aux limites périodiques. Nous introduisons d’abord les grandeurs
hydrodynamiques associées à la fonction de distribution f(t, x, v). Ce sont les (d + 2)
champs scalaires de la densité ρ (scalaire), la vitesse moyenne u (vecteur) et la température
T (scalaire). Si la fonction de distribution f(t, x, v) est une solution régulière de l’équation
de Boltzmann avec des conditions aux limites périodiques, elle satisfait les conservations
globales de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Ces lois de conservation
permettent alors de déterminer de manière unique la solution d’équilibre de l’équation
de Boltzmann : la fonction de distribution Maxwellienne globale normalisée (dès lors que
nous supposons initialement ρ = T = 1 et u = 0)

Mg(v) =
1

2π
exp

(

−|v|
2

2

)

. (2.13)

Dans la suite, nous utiliserons la terminologie suivante : une fonction de distribution de la
forme (2.13) sera appelée une distribution Maxwellienne, tandis qu’une distribution de la
forme

Ml(x, v) =
ρ(x)

2πT (x)
exp

(

−|v − u(x)|2

2T (x)

)

(2.14)

sera appelée une distribution Maxwellienne locale (dans le sens où les constantes ρ, u et T
dépendent de la position x). Nous définissons aussi la notion d’entropie relative locale Hl

comme l’entropie relative à la Maxwellienne locale, et l’entropie relative globale Hg comme
l’entropie relative à la distribution Maxwellienne globale, soit plus précisément

Hl(t) =
∫

f log
(

f

Ml

)

dx dv, Hg(t) =
∫

f log
(

f

Mg

)

dx dv.

Notre propos est d’étudier numériquement le comportement en temps grand de la
solution f . Lorsque f est une solution suffisamment régulière de l’équation de Boltzmann,
c’est-à-dire vérifiant certaines estimations a priori (en particulier, en assurant qu’il n’y a
pas de perte d’énergie pour les grandes vitesses), il est possible de montrer que la solution
f converge effectivement vers la distribution d’équilibre global Mg lorsque le temps t tend

1La dégradation de la précision est propre au schéma de splitting de Strang lorsque l’un des opérateur
devient raide (voir [43, 42, 101]). Une telle dégradation de la précision peut être évitée en utilisant une
autre approche pour la discrétisation en temps.
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Fig. 2.1 – Problème de Riemann avec ε = 10−4 : (1) la densité ρ, (2) la vitesse moyenne
u et (3) la température T au temps t = 0.20 en fonction de x obtenues par le schéma NT
pour le système d’Euler (haut) et par l’algorithme spectral et la méthode TRMC pour la
discrétisation de l’équation de Boltzmann (bas).
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vers l’infini. Bien sûr, l’obtention de ces bornes a priori demeure un problème extrêmement
difficile. Pour l’instant, seul le cas spatialement homogène a été complètement résolu (nous
renvoyons à [151]) ou lorsque la solution est proche de l’équilibre (voir en particulier [86]
pour le cas du tore). Cela constitue toujours un problème ouvert pour le cas spatialement
non homogène et lorsque la donnée initiale est loin de l’équilibre. Récemment, Desvillettes
& Villani [45, 46] puis Guo & Strain [87] se sont intéressés à l’étude des taux de retour
à l’équilibre pour l’équation de Boltzmann et ont mis au point une méthode constructive
(dans le sens où elle donne des taux de convergence explicites). En simplifiant, les auteurs
prouvent dans [46] que lorsque la solution de l’équation de Boltzmann est suffisamment
régulière alors

‖f(t)−Mg‖ = O(t−∞),

ce qui signifie que la solution converge vers l’équilibre de manière presque exponentielle en
temps (en fait avec un taux polynomial O(t−r) avec r aussi grand que nous le souhaitons).

La solution f de l’équation de Boltzmann satisfait les formules d’additivité de l’entro-
pie : l’entropie peut être écrite comme la somme d’une entropie purement hydrodynamique,
et d’une partie purement cinétique. En terme de fonctionnelles H, nous pouvons écrire

Hg(t) = Hl(t) +
∫

ρl(t, x) log
(

ρl(t, x)
Tl(t, x)

)

dx.

Nous pouvons aussi montrer que

Hl(t) ≤ Hg(t), ∀t ≥ 0.

De plus dans [46], Desvillettes & Villani conjecturent que des oscillations en temps peuvent
se produire sur l’évolution de l’entropie relative locale. En fait, leur preuve n’exclut pas la
possibilité que la production d’entropie s’effectue de manière oscillatoire et d’ailleurs une
grande partie du travail technique est provoquée par cette éventualité.

Description des résultats. Nous avons réalisé plusieurs simulations à l’aide de la
méthode spectrale rapide dans le but d’observer l’évolution de l’entropie et de vérifier
si de telles oscillations se produisent. Ce test numérique est difficile puisqu’il nécessite de
rendre compte de l’évolution de la fonction de distribution avec beaucoup de précision
lorsque celle-ci est proche de l’équilibre.

Nous considérons comme donnée initiale une perturbation de l’équilibre global Mg

f0(x, v) =
1

2π
(1 +A0 cos(k0 x)) exp(−|v|2/2), x ∈ [0, L], v ∈ IR2 (2.15)

pour des constantes A0 > 0 et k0 = 2π/L fixées. Sur la Figure 2.2, nous observons effecti-
vement un comportement oscillatoire de la production d’entropie relative et de l’entropie
hydrodynamique. L’intensité des oscillations dépend fortement de la longueur du domaine
L, ce qui est consistant avec le fait que dans le cas spatialement homogène (L = 0), il n’y
a pas d’oscillation.

Les différentes courbes représentent l’évolution en temps de l’entropie totale H et de
sa partie cinétique. Dans tous les cas, une distribution Maxwellienne est choisie comme
donnée initiale, la première figure correspond à une longueur de domaine L = π et la
dernière à L = 4π. Des oscillations peuvent être observées dans le cas L = π, mais ce qui
est le plus étonnant est qu’après un certain temps, l’entropie cinétique est très proche de
l’entropie totale ce qui indique que la solution évolue presque comme une solution spa-
tialement homogène (contrairement à l’intuition du régime hydrodynamique). À l’opposé,
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dans le cas L = 4π, les oscillations sont beaucoup plus significatives en fréquence et en
amplitude (notons que les figures sont en échelle logarithmique). La solution “hésite” entre
deux états : tantôt elle se rapproche du régime hydrodynamique tantôt elle s’en éloigne.
Finalement, notons que la convergence vers l’équilibre est plus rapide lorsque la longueur
de bôıte L est petite et la convergence semble être exponentielle en temps.

Les travaux d’Ellis & Pinsky [54], permettent de donner une interprétation assez simple
de ce phénomène. Puisque cet effet est observé lorsque la solution est proche de l’équilibre,
nous pouvons remplacer l’opérateur de Boltzmann par l’opérateur linéarisé autour de
l’équilibre (de plus les oscillations sont aussi observées pour l’opérateur de Boltzmann
linéarisé). Cela revient à étudier l’évolution des modes de Fourier correspondant à la va-
riable d’espace x du spectre de l’opérateur linéarisé. En utilisant un changement d’échelle,
cette évolution est donnée par le semi-groupe T̃k0/L(t), où T̃k(t) est défini dans [54] (c’est
en fait le semi-groupe correspondant au k-ème coefficient de Fourier de l’équation de Boltz-
mann linéarisée). Une étude asymptotique du spectre pour de petites fréquences k a été
réalisée [54]. Sur une échelle de temps suffisamment grande, le terme dominant c’est-à-dire
celui correspondant au plus petit taux de décroissance, est donné par les (d+ 2) “valeurs
propres hydrodynamiques”. D’ailleurs, un calcul explicite montre qu’à l’ordre un par rap-
port à ε = |k|, les valeurs propres s’annulent, excepté pour deux d’entre elles, données
par

λ1 = iε
√

1 + 2/d+O(ε2), λ2 = −iε
√

1 + 2/d+O(ε2).

Pour |k0|/L << 1, ce qui correspond par exemple à k0 fixé et L suffisamment grand, cette
analyse donne la partie imaginaire dominante des valeurs propres. Dans ce régime, nous
devrions donc observer des oscillations avec une fréquence de

√

1 + 2/d |k0|/L et la période
d’oscillations devrait être donnée par 2π(1+2/d)−1/2 L/|k0|, tout ceci pouvant être vérifié
sur les simulations numériques.

Les résultats numériques correspondent en effet aux calculs analytiques ω/L ' 1/
√

2
et nous observons que le taux d’amortissement est aussi relié à la longueur de la bôıte et
est en fait proportionnel à 1/L2 lorsque L tend vers l’infini, αL2 ' constant.

Finalement, les méthodes numériques récemment proposées pour la discrétisation de
l’équation de Boltzmann, comme celle présentée dans ce chapitre, sont capables de générer
une solution numérique très précise pour le comportement transitoire de la solution de
l’équation de Boltzmann et la convergence vers l’équilibre, ceci étant obtenu avec un coût
numérique relativement raisonnable même dans la situation spatialement non homogène.
Cette méthode pourrait être utilisée pour étudier numériquement le spectre de l’opérateur
de Boltzmann linéarisé (dans le cas spatialement homogène), ou de façon peut-être plus
intéressante, pour l’opérateur de Boltzmann linéarisé avec l’opérateur de transport dans le
cas non homogène. Par exemple, il est possible d’évaluer le taux de convergence exponentiel
à partir des résultats numériques (voir les figures). Ceci fournit une estimation numérique
du trou spectral (qui correspond à la partie réelle de la première valeur propre non nulle) de
cet opérateur (il est maintenant connu depuis les travaux d’Ukai [150] que cet opérateur
a bien un trou spectral sur le tore, voir aussi [30]). D’ailleurs, à partir d’une analyse
en fréquence des courbes présentées sur l’évolution de l’entropie relative locale ou de la
distance L1 à l’équilibre, il est possible d’obtenir une estimation des autres valeurs propres.

2.3 Conclusion et perspectives

L’approximation spectrale pour l’équation de Boltzmann présentée dans ce chapitre
est fondée sur une représentation de Fourier de l’équation dans l’espace des vitesses et
fournit ainsi une description précise de l’évolution de la fonction de distribution.
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Fig. 2.2 – Influence de la longueur de bôıte : entropie relative locale Hl(t) avec 64×64×64
pour L= π ; 2π ; 3π et 4π et A0 = 0.1 pour la donnée initiale (2.15).
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Récemment, nous avons étendu la méthode spectrale au cas de l’équation de Boltzmann
inélastique, décrivant le comportement d’un gaz granulaire avec et sans source de chauffage
[69]. La complexité dans le traitement de ce problème provient essentiellement du fait
que la solution converge vers une masse de Dirac pour des temps grands. Ainsi, une
grille fixe en vitesse devient inévitablement trop grossière pour représenter correctement
la solution. Nous avons donc développé une méthode fondée sur un changement d’échelle
en vitesse permettant de suivre les variations de la fonction de distribution par rapport
à v. Finalement, des résultats numériques en dimension un et trois en vitesse permettent
de valider cette approche pour l’étude des milieux granulaires. Nous présentons aussi
quelques conjectures sur la relaxation de la température (loi de Haff) à l’aide de simulations
numériques.

Une autre direction de recherche envisagée est l’étude de la convergence de la solu-
tion numérique obtenue à partir des méthodes spectrales vers une solution régulière de
l’équation de Boltzmann. En collaboration avec Clément Mouhot, nous travaillons ac-
tuellement sur cette preuve : la principale difficulté est d’établir des estimations a priori
suffisantes pour la stabilité de la méthode. Ce travail est rendu difficile puisque la méthode
spectrale ne préserve pas la positivité de la fonction de distribution, ce qui pourrait créer
un effet d’emballement et donc d’instabilité. Un premier résultat est donc d’établir un
résultat de stabilité de l’opérateur de Boltzmann par rapport à une perturbation qui ne
conserve pas la positivité. Nous suivons pour cela la preuve de Pulvirenti-Wennberg pour
l’obtention de borne inférieure sur la fonction de distribution.



Chapitre 3

Analyse de schémas volumes finis
pour les équations d’évolution

3.1 Les schémas volumes finis pour les équations d’évolution

Les méthodes volumes finis sont généralement considérées comme étant bien adaptées
pour la simulation numérique de lois de conservations avec éventuellement un terme source.
Elles ont été utilisées en mécanique des fluides, en modélisation de transfert de masse et
de chaleur ou en ingénierie du pétrole.

Une loi de conservation exprime la conservation d’une quantité f(t, x), par exemple
l’énergie, la masse ou le nombre de particules. L’équation de conservation prend la forme
suivante

∂f

∂t
+∇x · J(t, x) = 0, (3.1)

en tout point x ∈ Ω et tout temps t ≥ 0 où la conservation de la quantité f est décrite. À
l’aide de considérations physiques, le problème est fermé une fois que nous avons introduit
une loi constitutive qui relie f et J. L’équation (3.1) peut être vue comme l’expression de
la conservation de f sur un domaine infinitésimal. Ceci est formellement équivalent à la
relation suivante écrite sur un intervalle [tn, tn+1) et sur un volume K,

∫

K
f(tn+1, x)dx−

∫

K
f(tn, x)dx+

∫ tn+1

tn

∫

∂K
J(t, x) · nK(x)dγ(x)dt = 0,

où nK(x) est le vecteur normal unité, pointé vers l’extérieur pris au point x ∈ ∂K. Dans le
but de construire une discrétisation en espace par un méthode volumes finis, un maillage
M du domaine de calcul Ω ⊂ IRd est introduit. Le maillage est tel que Ω = ∪K∈MK, où
un élément de M, noté par K, est un ouvert de Ω et est appelé volume de contrôle. Pour
les schémas volumes finis considérés dans ce chapitre, l’inconnue est la valeur fnK , une
approximation de la moyenne de f sur le volume K au temps tn. Le principe de base de la
méthode consiste à intégrer l’équation (3.1) sur chaque K du maillageM. Nous obtenons
une loi de conservation sous une forme non locale écrite sur le volume K et en employant
par exemple un schéma d’Euler rétrograde, il vient

∫

K

f(tn+1, x)− f(tn, x)
∆t

dx+
∫

∂K
J(tn, x) · nK(x) dγ(x)dt = 0.

La dernière étape va alors consister à approcher le “flux”, J(tn, x) · nK(x), en ∂K pour
chaque volume de contrôle en fonction de {fnL , L ∈M}. Plus précisément, en omettant
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les conditions aux limites sur ∂Ω, nous notons l’interface K|L = K∩L, entre deux volumes
K et L ∈M. Le terme d’échange,

∫

K|L J(tn, x) ·nK(x)dγ(x), entre les volumes de contrôle
K et L durant l’intervalle de temps [tn, tn+1] est approché par la quantité JnK,L, en fonction
de {fnL , L ∈M}.

Précisons alors deux propriétés importantes des schémas volumes finis,
1. la conservation, c’est-à-dire JnK,L = −JnL,K , pour K et L ∈M et pour tout n ≥ 0.
2. la consistance de l’approximation de J(tn, x) ·nK(x), qui doit être définie en fonction

de la relation entre J et l’inconnue f .
À partir de ces propriétés et des estimations de stabilités sur l’approximation numérique,
nous prouvons la convergence de la solution numérique obtenue vers la solution du problème
continu. Pour un problème de transport linéaire, une estimation L2 ou L∞ sur la solution
numérique est généralement suffisante pour prouver la stabilité puisque la compacité faible
permet le passage à la limite. De plus, la consistance du flux numérique permet de prouver
la convergence vers la solution du problème continu. Ceci peut être interprété comme un
théorème de Lax pour les schémas volumes finis.

Pour un problème non linéaire, la situation est plus compliquée puisque la com-
pacité forte est nécessaire pour effectuer le passage à la limite. Ainsi, des estimations
supplémentaires doivent être établies entrâınant de nouvelles difficultés techniques. Ceci
constitue l’étape principale dans l’étude de convergence des schémas volumes finis pour
les équations de transport non linéaires.

Dans [58], nous avons déjà traité la convergence d’un schéma pour le système de
Vlasov-Poisson : la compacité faible est obtenue à partir d’une borne L∞ sur la fonction
de distribution et la compacité forte est montrée pour le champ électrique, lequel est
solution de l’équation de Poisson. Nous avons aussi prouvé des estimations d’erreur sur la
solution numérique. Dans ce chapitre, nous traitons une situation différente : nous étudions
une équation de transport mais cette fois-ci il n’y a plus d’effet régularisant provenant
d’une équation elliptique. Nous présentons plusieurs travaux, fruit d’une collaboration
avec Philippe Laurençot, dans lesquels nous discrétisons une équation cinétique pour la
modélisation de la croissance de grains (système de Lifshitz-Slyozov)















∂f

∂t
+

∂

∂x
(V f) = Qc(f), t ≥ 0, x ≥ 0,

u(t) +
∫ ∞

0
x f(t, x) dx = ρ,

(3.2)

où la densité de grains f(t, x), ayant au temps t la taille x, interagit avec une popula-
tion de monomères, u(t) étant la concentration de monomères au temps t. Les quantités
macroscopiques

M0(t) :=
∫ ∞

0
f(t, x) dx , M1(t) :=

∫ ∞

0
x f(t, x) dx (3.3)

peuvent être interprétées comme étant le nombre total de grains et la masse totale de
grains.

Dans la prochaine section, nous traitons un premier problème où nous étudions la
convergence d’un schéma volumes finis pour l’équation d’évolution (3.2) “sans interaction
locale” c’est-à-dire où Qc(f) = 0. Ceci décrit les dernières étapes de la formation et
croissance de grains d’une nouvelle phase à partir d’une solution saturée

Le deuxième problème est l’équation de coagulation de Smoluchowski

∂f

∂t
= Qc(f),
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modélisant la croissance de grains (particules, gouttes, etc.) par coalescence binaires. Nous
écrivons d’abord l’opérateur Qc(f) sous la forme xQc(f) = −∂J

∂x (f), où la fonction de flux
J(f) est donnée par une équation intégrodifférentielle non linéaire. Nous proposons alors
un schéma numérique pour sa discrétisation et présentons quelques propriétés permettant
d’aboutir à la convergence. Finalement, nous réalisons plusieurs simulations numériques
illustrant l’efficacité du schéma pour l’étude de la solution en temps grand.

La dernière partie de ce chapitre est consacrée à la convergence de la solution numérique
vers un état stationnaire non trivial pour un temps grand. La dynamique de l’équation
de Lifshitz-Slyozov est bien trop compliquée pour espérer obtenir un résultat rigoureux.
Cependant, lorsque nous considérons un problème de type dérive-diffusion, nous pouvons
construire des schémas pour lesquels cette étude est possible. Nous décrivons d’abord
le schéma volumes finis pour le modèle de dérive-diffusion et prouvons que la solution
numérique converge vers un état stationnaire discret consistant avec la solution station-
naire du problème continu. La méthode présentée ici est fondée sur une inégalité d’entropie
discrète.

3.2 Discrétisation du système de Lifshitz-Slyozov [64]

Dans les premières étapes d’évolution d’une solution, des grains se forment essentielle-
ment grâce aux fluctuations de concentration dans la solution. Dès que les grains atteignent
une certaine taille, la dynamique de croissance de grains entre dans une nouvelle phase.
Pour décrire ces dernières étapes, une approche de type champ moyen a été formulée par
Lifshitz & Slyozov [114], puis Wagner [152]. Pour des solutions extrêmement diluées, la
variation du degré de saturation peut être négligée et l’évolution au cours du temps de la
fonction de distribution f est donnée par

∂f

∂t
+

∂

∂x
(V f) = 0 , (t, x) ∈ IR2

+ , (3.4)

avec la contrainte (conservation du volume total)
∫ ∞

0
x f(t, x) dx = const. t ∈ IR+ . (3.5)

Ici x ∈ IR+ := (0,+∞) représente la variable de volume des grains, t ∈ IR+ est le temps
et V = V(t, x) désigne le taux de croissance des grains déterminé par un mécanisme de
transfert de masse entre les grains [114, 152]. En général, nous avons V(t, x) = k(x)u(t)−
q(x), où k et q sont donnés par

k(x) = xα, q(x) = 1, x ∈ IR+, pour 0 < α < 1.

La fonction u est alors déterminée de sorte que la solution f de l’équation (3.4) satisfait
la relation (3.5), c’est-à-dire,

u(t)
∫ ∞

0
k(x) f(t, x) dx =

∫ ∞

0
q(x) f(t, x) dx , t ∈ IR+ . (3.6)

L’objectif de ce travail est de proposer un schéma numérique pour (3.4)-(3.5) et d’étudier
ses propriétés de convergence.

Nous n’étudions pas directement le système (3.4)-(3.5), mais effectuons d’abord plu-
sieurs transformations afin d’obtenir une formulation plus convenable pour notre propos.
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En effet, en suivant [127] nous introduisons le nombre de grains F (t, x) de taille supérieure
à x, c’est-à-dire,

F (t, x) =
∫ ∞

x
f(t, x′) dx′ , (t, x) ∈ IR2

+ . (3.7)

La contrainte (3.5) devient alors la conservation de la norme L1 de F (t) au cours du temps
et F est la solution de

∂F

∂t
+ V ∂F

∂x
= 0 ,

∫ ∞

0
F (t, x) dx = const. , (t, x) ∈ IR2

+ . (3.8)

3.2.1 Comportement en temps long de la solution

La deuxième transformation que nous réalisons est liée au comportement en temps
grand de la solution de (3.4)-(3.5) et est motivée par une étude asymptotique formelle
[114] pour α = 1/3. Cette étude indique que le couple (f, u) converge vers une solution
auto-similaire lorsque le temps crôıt à l’infini

f(t, x) ∼ t−2 f∞(x/t) et u(t) ∼ u∞ t−α .

En rappelant que la convergence vers une solution auto-similaire signifie la convergence
vers un état stationnaire en variable auto-similaire plus facile à étudier, nous introduisons
G et v tels que















F (t, x) = (1 + t)−1 G (ln (1 + t), x/(1 + t)) , (t, x) ∈ IR2
+ ,

u(t) = (1 + t)−α v (ln (1 + t)) .

À partir de (3.8), nous déduisons que (G, v) est solution de l’équation suivante

∂G

∂t
+

∂

∂x
(W G) = S , (t, x) ∈ IR2

+ , (3.9)

avec
α v(t)

∫ ∞

0
xα−1 G(t, x) dx = G(t, 0) , t ∈ IR+ , (3.10)

G(0, x) = G0(x), x ∈ IR+ , (3.11)

où α ∈ (0, 1) est fixé,

W(t, x) = xα v(t)− 1− x , (t, x) ∈ IR2
+ , (3.12)

S(t, x) = α xα−1 v(t) G(t, x) , (t, x) ∈ IR2
+.

Nous étudions les propriétés et la convergence d’un schéma numérique pour (3.9)-(3.12)
construit à l’aide d’une discrétisation explicite d’Euler pour la variable temporelle et un
schéma volumes finis pour la variable de volume x.

Dans la suite, nous introduisons brièvement l’approximation numérique de (3.9)-(3.12)
et énonçons le résultat de convergence démontré dans [64]. Mentionnons d’abord qu’à
partir de (3.7) et de la positivité de f , la fonction x 7→ F (t, x) est décroissante tout comme
la fonction x 7→ G(t, x) en utilisant (3.9)-(3.12). Au niveau discret, notre approximation
de G va également satisfaire cette propriété. Ensuite, puisque la définition de v utilise
l’inverse d’un moment de G (voir la définition (3.6) de u), une étape importante pour
la convergence est l’obtention d’une borne uniforme L∞ sur les approximations de v.
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Notons que pour des données initiales à support compact, des estimations ont été établies
en suivant l’évolution du support de la solution [107, 127]. Cependant, cette méthode
ne semble pas pouvoir s’appliquer ici à cause de la viscosité introduite par le schéma
numérique. Nous mettons alors en place une approche différente et obtenons de nouvelles
bornes L∞ en fonction du premier moment de G.

3.2.2 Le schéma numérique et principaux résultats

Soit h ∈ (0, 1) la taille caractéristique d’une maille, nous posons

x−1/2 = 0 , xi = xi−1/2 +
h

2
, xi+1/2 = xi−1/2 + h ,

et Λhi = [xi−1/2, xi+1/2) pour i ≥ 0. Puisque x appartient au domaine non borné IR+, la
solution numérique doit être calculée sur un domaine borné [0, xIh+1/2) où Ih est un entier
supposé grand dépendant de h. Nous allons bien sûr demander à ce que h Ih → +∞ lorsque
h → 0. Finalement, nous notons par T ∈ IR+ le temps final, N le nombre d’itérations en
temps et posons

∆t =
T

N
, tn = n ∆t , 0 ≤ n ≤ N .

Les données h, ∆t et Ih doivent satisfaire les conditions suivantes : nous souhaitons
d’abord que le domaine de calcul approche [0,+∞), ce qui implique

lim
h→0

h Ih = +∞ , (3.13)

et imposons aussi la condition CFL suivante sur le pas de temps

10
∆t
h

(

h Ih
)

≤ 1 . (3.14)

En notant Gn,hi une approximation de la moyenne de G(tn) sur l’intervalle Λhi pour i ∈
{0, . . . , Ih} et par vn une approximation de v(tn), le schéma numérique étudié s’écrit

Gn+1,h
i = Gn,hi − ∆t

h

(

Fn,hi+1/2 − F
n,h
i−1/2

)

+ ∆t Sn,hi , 0 ≤ i ≤ Ih , (3.15)

Gn,h−1 = Gn,h
Ih+1

= 0 , (3.16)

h vn+1





Ih
∑

i=0

ahi G
n+1,h
i



 = Gn+1,h
0 , (3.17)

pour n ∈ {0, . . . , N − 1}. L’approximation du flux Fn,hi+1/2 est donnée par

Fn,hi+1/2 = νn+(xi+1/2) Gn,hi − νn−(xi+1/2) Gn,hi+1 , −1 ≤ i ≤ Ih , (3.18)

avec
νn(x) = xα vn − 1− x , x ∈ IR+ , (3.19)

νn+(x) = max {0, νn(x)}, νn−(x) = max {0,−νn(x)}, et le terme source Sn,hi est choisi de la
manière suivante

Sn,hi = ahi v
n Gn,hi avec ahi =

α

h

∫

Λhi

xα−1 dx , 0 ≤ i ≤ Ih . (3.20)

Sous les conditions (3.13), (3.14) et si hIh est suffisamment grand, la solution (Gn,hi )
du schéma (3.15)-(3.20) satisfait alors des propriétés similaires à G, que nous résumons
dans la Proposition 3.1 ci-dessous.
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Proposition 3.1 Il existe une constante positive x? dépendant seulement de α, G0 et T
telle que lorsque

h Ih ≥ x? (3.21)

et lorsque les conditions (3.13), (3.14) sont remplies, la solution (Gn,hi ), donnée par le
schéma (3.15)-(3.20), satisfait :

– positivité et monotonicité : 0 ≤ Gn,hi+1 ≤ G
n,h
i ≤ Gn,h0 , 0 ≤ i ≤ Ih − 1 ,

– conservation du volume total :
∑Ih

i=0 h G
n,h
i =

∑Ih

i=0 h G
0,h
i ,

pour n ∈ {0, . . . , N}.

Nous définissons ensuite l’approximation (Gh, vh) de (G, v) par

Gh(t, x) =
Ih
∑

i=0

Gn,hi 1Λhi
(x) , vh(t) = vn , x ∈ IR+ ,

où 1E représente la fonction caractéristique de l’ensemble E de IR+ et

Gh(T, x) =
Ih
∑

i=0

GN,hi 1Λhi
(x) , vh(T ) = vN , x ∈ IR+ .

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal

Théorème 3.1 Supposons que les conditions (3.13), (3.14) et (3.21) soient remplies.
Alors,

Gh −→ G dans L∞(0, T ;L1(IR+)) ,

vh
∗
⇀ v dans L∞(0, T ) ,

où (G, v) est la solution faible de (3.9), (3.10), (3.11) sur [0, T ] avec la donnée initiale
G0. Plus précisément, (G, v) est un couple de fonctions positives satisfaisant















G ∈ C([0, T ];L1(IR+)) ∩ L∞
(

0, T ;W 1,1(IR+; (1 + x)dx)
)

,

v ∈ L∞(0, T ) ,
(3.22)

et
∫ ∞

0
(G(t)−G0) ϕ dx =

∫ t

0

∫ ∞

0

(

G(s)−W(s)
∂G

∂x
(s)
)

ϕ dxds (3.23)

pour tout t ∈ [0, T ] et ϕ ∈ L∞(IR+), où v et W sont données par (3.10) et (3.12). De
plus, x 7→ G(t, x) est décroissante pour tout t ∈ [0, T ].

Observons que chaque terme dans (3.23) a bien un sens puisque, en utilisant (3.22),
nous déduisons que les fonctions W et ∂xG appartiennent respectivement à l’espace fonc-
tionnel L∞((0, T )× IR+, (1 + x)−1dtdx)) et L∞(0, T ;L1(IR+, (1 + x)dx)).

L’idée de la preuve du Théorème 3.1 consiste donc à trouver des estimations sur Gh et
sur son gradient discret dans L∞(0, T ;L1(IR+, (1+x)dx)), puis sur vh dans L∞(0, T ). Dans
le cas continu (3.9), (3.10), (3.11), ces bornes sont obtenues de la manière suivante : les esti-
mations sur G dans L1(IR+) et L∞(IR+) sont des conséquences directes de la conservation
de la moyenne de G et (3.9). La nouvelle observation provient alors du fait qu’une borne
supérieure sur v peut être obtenue à partir de (3.10) et des estimations précédentes sur la
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norme L1(IR+;xdx) de G. Ainsi, en insérant cette estimation dans (3.9), nous établissons
une estimation uniforme de G dans L1(IR+;xdx), et ensuite une borne supérieure de v
dans L∞(0, T ). L’équation satisfaite par ∂xG donne alors la compacité faible L1(IR+) sur
∂xG, laquelle en retour donne l’équicontinuité en temps de G. À partir de ces estimations,
nous pouvons appliquer le théorème de Dunford-Pettis et déduisons que G vit dans un
sous-espace compact de C([0, T ];L1(IR+)) et L1(0, T ;W 1,1(IR+)). Au niveau discret, nous
suivons les mêmes étapes pour (Gh, vh), ce qui est possible sous les conditions (3.13),
(3.14), et (3.21).

3.3 Simulations de l’équation de Smoluchowski [66, 68]

L’équation de Smoluchowski est un modèle de croissance de grains (particules, gout-
telettes, etc.) par coalescence binaire, c’est-à-dire le mécanisme de croissance conduisant
deux particules à s’assembler pour n’en donner plus qu’une seule, l’équation cinétique
s’écrit alors [148]

∂f

∂t
= Qc(f) , (t, x) ∈ IR2

+ , (3.24)

f(0) = f0 , x ∈ IR+ , (3.25)

où IR+ := (0,+∞) et le terme de coagulation Qc(f) est donné par

Qc(f)(x) =
1
2

∫ x

0
a(x′, x− x′) f(x′) f(x− x′) dx′ −

∫ ∞

0
a(x, x′) f(x) f(x′) dx′ (3.26)

pour x ∈ IR+. La première intégrale dans Qc(f) décrit la formation d’une particule de
volume x résultant de l’assemblage de deux particules de volume x′ et x − x′ avec x′ ∈
(0, x). La seconde partie de l’intégrale modélise quant-à-elle la désagrégation des particules
de volume x par coagulation avec d’autres particules. Le coefficient de coagulation a =
a(x, x′), caractérise le taux de coalescence avec lequel deux particules de volumes x et x′

produisent une particule de volume x + x′. D’un point de vue mathématique, c’est une
fonction symétrique, positive,

0 ≤ a(x, x′) = a(x′, x) , (x, x′) ∈ IR2
+ .

Observons d’abord que la coagulation de particules conserve le volume total alors que
le nombre de particules lui diminue. À partir de la fonction de distribution f , le nombre
total de particules M0(t) et le volume total de particules M1(t) au temps t ≥ 0 sont
donnés par (3.3). Il est facile de vérifier que M0 est une fonction décroissante du temps,
de manière plus surprenante le moment M1, représentant le volume total de particules,
peut ne pas rester constant au cours du temps lorsque le coefficients de coagulation a
crôıt trop rapidement [111]. Plus précisément, si a crôıt suffisamment vite pour des grands
x, x′, c’est-à-dire plus les particules ont un volume important, plus elles s’assemblent
rapidement. Une accélération de la croissance de grains se produit, conduisant à brève
échéance à la formation de particules de taille “infinie”, celles-ci ne sont alors plus prises
en compte dans le processus de coagulation, M1 commence donc à décrôıtre. Ce phénomène
est appelé habituellement la gélification.

L’objectif de ce travail est de proposer et d’étudier un schéma numérique pour l’équation
de coagulation (3.24). Il s’agit ensuite d’effectuer des simulations numériques pour rendre
compte de la gélification lorsque celle-ci a lieu et d’étudier le comportement en temps
long de la solution dans le cas contraire. Auparavant, des méthodes numériques ont été
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développées pour la discrétisation de (3.24) ; nous renvoyons par exemple à [104, 109] pour
des méthodes déterministes, et à [53] pour des méthodes stochastiques. Cependant, aucune
des méthodes déterministes mentionnées n’utilise la formulation alternative de l’équation
de coagulation (3.24) écrite sous une forme conservative, laquelle a pourtant été utilisée
dans [118]. Plus précisément, il a été noté dans [118] que l’équation de coagulation (3.24)
peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

x
∂f

∂t
= −∂J(f)

∂x
, (t, x) ∈ IR2

+ , (3.27)

où
J(f)(x) :=

∫ x

0

∫ ∞

x−u
u a(u, v) f(u) f(v) dvdu , x ∈ IR+ . (3.28)

Par notre approche, nous tirons avantage de cette formulation (3.27) pour proposer un
schéma numérique de l’équation de coagulation en utilisant l’esprit de la méthode volumes
finis. Avant de décrire en détail le schéma, insistons ici sur le fait que la formulation (3.27)
n’implique pas forcément que M1 reste constant au cours du temps contrairement à ce que
pourrait laisser penser une intégration directe de (3.27) sur IR+. L’observation clé est que
les propriétés d’intégrabilité de f varient avec le temps et ne garantissent pas forcément
que J(f)(t, x)→ 0 lorsque x→ +∞ pour tout temps t ≥ 0. Le phénomène de gélification
cöıncide avec le fait que la limite J(f)(t, x) est différente de zéro lorsque x → +∞ pour
un certain temps t. En effet, observons que d’après (3.27), nous avons

lim
X→+∞

∫ t

0
J(f)(s,X) ds = M1(0)−M1(t) for t > 0 .

Dans la prochaine partie, nous décrivons la discrétisation de (3.27), une étape préliminaire
consiste à tronquer convenablement la deuxième intégrale dans (3.28). Nous comparons
d’abord la solution numérique avec une solution exacte connue aussi bien pour l’étude de
la gélification que pour l’étude du comportement en temps grand de la solution. Nous nous
concentrons ensuite sur la simulation numérique de la gélification et observons la perte
de matière attendue à partir d’un certain temps fini. Nous verrons aussi que cette perte
correspond à l’explosion simultanée de certains moments de la fonction de distribution f .

3.3.1 Troncation du domaine

Puisque la variable de volume x vit dans l’intervalle non borné IR+, la première étape
est de réduire le domaine de calcul à un intervalle fini. L’approche la plus souvent utilisée
consiste à tronquer la variable de volume au delà d’une valeur maximale R. Dans ce cas,
nous devons choisir une troncation convenable JR(f) de l’opérateur de coagulation J(f)
parmi plusieurs possibilités. Ceci est discuté par exemple dans [9], et nous considérons ici
seulement deux des possibilités. La première est une forme conservative, qui s’écrit

JRc (f)(x) :=
∫ x

0

∫ R−u

x−u
u a(u, v) f(u) f(v) dvdu , x ∈ (0, R) . (3.29)

Dans ce cas, nous avons JRc (f)(R) = JRc (f)(0) = 0, ce qui implique que la solution fR de
l’équation

x
∂fR
∂t

= −∂J
R
c

∂x
(fR) , (t, x) ∈ IR+ × (0, R) , (3.30)

satisfait la conservation du volume total indépendamment de la valeur du coefficient a
∫ R

0
x fR(t, x) dx =

∫ R

0
x fR(0, x) dx , t ∈ IR+ .



3.3 Simulations de l’équation de Smoluchowski [66, 68] 51

La seconde troncation est cette fois-ci non conservative,

JRnc(f)(x) :=
∫ x

0

∫ R

x−u
u a(u, v) f(u) f(v) dvdu , x ∈ (0, R). (3.31)

Dans de cas, JRnc(f)(R) ≥ 0 est tel que le volume total de la solution fR de l’équation

x
∂fR
∂t

= −∂J
R
nc

∂x
(fR) , (t, x) ∈ IR+ × (0, R) , (3.32)

est décroissant par rapport au temps. Cette dernière approximation est particulièrement
bien adaptée pour l’étude de la gélification [9]. Une telle troncature est utilisée dans
[104] pour la réalisation de simulations numériques sur l’équation de coagulation origi-
nelle (3.24).

Lorsque a(x, x′)/(x x′) → 0 quand x + x′ → +∞, la convergence pour R → +∞
des solutions de (3.30) vers une solution de (3.27) a été prouvée dans [52]. Sous la même
hypothèse, un résultat similaire peut être démontré pour des solutions de (3.32) en utilisant
une approche développée dans [108]. Dans les deux cas, le principal objectif est d’établir des
résultats d’existence pour (3.27). Mentionnons que l’hypothèse précédente sur le coefficient
de croissance a(x, x′) n’exclut par les coefficients pour lesquels le gélification a lieu (comme
par exemple a(x, x′) = (x x′)α pour 1/2 < α ≤ 1). Ensuite, lorsque la gélification ne se
produit pas, nous démontrons que les solutions de (3.30) et (3.32) convergent toutes les
deux vers une solution de (3.27) satisfaisant M1(t) = M1(0) pour t ≥ 0. Nous renvoyons à
[52, 56] pour le cas conservatif et à [68] dans le cas non conservatif.

Théorème 3.2 Supposons que le coefficient de coagulation a et la donnée initiale f in

satisfont
a(y, y∗) ≤ A (1 + y + y∗) , (y, y∗) ∈ IR2

+ , (3.33)

pour A > 0 et

f in ∈ L1
1(IR+) := L1(IR+; (1 + y) dy) est positive p.p.

Pour n ≥ 1, nous notons par fn la solution de (3.31), (3.32) avec R = n. Alors, il
existe une sous-suite (fnk) de (fn) et une solution f de (3.27), (3.28) conservant la masse
et telle que

fnk −→ f dans C([0, T ]; faible− L1
1(IR+)) (3.34)

pour tout T > 0.

Ensuite, seule la convergence de l’approximation non conservative (3.31), (3.32) est valide
lorsque a(x, x′) ∼ x x′ pour x, x′ grands [106]. Puisque l’approximation conservative (3.29)
ne convient pas à l’étude du phénomène de gélification, nous ne considérerons que des
schémas non conservatifs dans la suite.

3.3.2 Le schéma numérique

Après avoir réduit le domaine de calcul à un intervalle borné, la seconde étape va consis-
ter à introduire une discrétisation en temps et en volume. À ce propos, nous considérons
h ∈ (0, 1), et Ih un entier suffisamment grand, puis notons par (xi−1/2)i∈{0,...,Ih} un
maillage de (0, R), où

x−1/2 = 0 , xi = (xi−1/2 + xi+1/2)/2 , ∆xi = xi+1/2 − xi−1/2 ≤ h , (3.35)
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et Λhi = [xi−1/2, xi+1/2) pour i ≥ 0. Grâce à la formulation (3.27), il semble naturel de
calculer une approximation de g(t, x) = x f(t, x) plutôt que de f(t, x). En notant gni
une approximation de la moyenne de g(tn, x) = x f(tn, x) sur Λhi pour i ∈ {0, . . . , Ih} et
tn = n ∆t, le schéma numérique que nous allons mettre en place s’écrit alors

gn+1
i = gni −

∆t
∆xi

(

Jh,ni+1/2 − J
h,n
i−1/2

)

, 0 ≤ i ≤ Ih , (3.36)

pour n ∈ {0, . . . , N − 1}, où Jh,ni+1/2 est donné par

Jh,ni+1/2 =
i
∑

k=0

∆xkgnk







Ih
∑

j=αi,k

∫

Λhj

a(x′, xk)
x′

dx′ gnj +
∫ xαi,k−1/2

xi+1/2−xk

a(x′, xk)
x′

dx′ gnαi,k−1







et l’entier αi,k correspond à l’indice de la cellule telle que xi+1/2 − xk ∈ Λhαi,k−1. Notons

que le flux approché Jh,ni+1/2 est une discrétisation pour −1 ≤ i ≤ Ih de

JRnc(f)(xi+1/2) =
∫ xi+1/2

0

∫ R

xi+1/2−x∗
a(x′, x∗)x∗ f(x∗) f(x′) dx′ dx∗

=
i
∑

k=0

∫

Λhk

x∗ f(x∗)
∫ R

xi+1/2−x∗
a(x′, x∗) f(x′) dx′ dx∗ .

Avant de présenter des résultats numériques, nous donnons quelques propriétés, vérifiées
par la solution numérique de (3.36), qui constituent l’outil principal de la preuve de conver-
gence.

Proposition 3.2 Sous la condition de stabilité sur le pas de temps,

∆t sup
i,n

(∫ R

δh

a(xi, x′)
x′

gh(tn, x′) dx′
)

< 1 , (3.37)

où δh = min{∆xi/2; i = 0, . . . , Ih}, la fonction gh est positive et le volume total volume
est décroissant par rapport au temps, c’est-à-dire,

Ih
∑

i=0

∆xi gn+1
i ≤

Ih
∑

i=0

∆xi gni , 0 ≤ n ≤ N − 1 . (3.38)

De plus, si ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) est une fonction décroissante, nous avons

Ih
∑

i=0

∆xi ϕ(xi) gn+1
i ≤

Ih
∑

i=0

∆xi ϕ(xi) gni . (3.39)

3.3.3 Le phénomène de gélification

Cette partie est consacrée à l’étude numérique de la gélification, c’est-à-dire à la possible
perte de matière durant l’évolution.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans l’introduction, lorsque le coefficient de coa-
gulation a crôıt très rapidement pour de grands x, x′, un emballement de la croissance de
grains se produit et conduit à partir d’une certain temps à la formation de particules de
volume “infini”. Puisque ces particules ne sont plus prises en compte dans l’équation de
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Smoluchowski (3.24), une partie de la matière disparâıt du système. Par conséquent, le
volume total M1 défini par (3.3) décrôıt avec le temps, et le temps de gélification Tgel est
défini par

Tgel := inf
{

t ≥ 0 ,
∫ ∞

0
x f(t, x) dx <

∫ ∞

0
x f(0, x) dx

}

∈ [0,+∞] .

Nous dirons alors que la gélification a lieu lorsque Tgel < +∞.
Une preuve élémentaire que Tgel < +∞ a été donnée dans [111] lorsque a(x, x′) = xx′,

et un problème central en physique dans les années quatre-vingt fût de déterminer pour
quel coefficient de coagulation a, le temps de gélification Tgel est fini. Pour simplifier notre
discussion, nous nous intéressons ici seulement aux modèles du type

a(x, x′) = xµ (x′)ν + xν (x′)µ , 0 ≤ µ ≤ ν ≤ 1 . (3.40)

Il a été prouvé que Tgel < +∞ pour µ = ν = 1 [111] et que la gélification ne peut pas
se produire (c’est-à-dire Tgel = +∞) si λ := µ + ν ≤ 1. Dans les autres cas, λ ∈ (1, 2),
des solutions particulières possédant un temps de gélification fini ont été construites dans
[49, 113], ce qui confortait la conjecture que Tgel < +∞ pour toute donnée initiale avec
un volume total fini dès que λ ∈ (1, 2) [90, 112].

Cette conjecture a été prouvée très récemment dans [99] en utilisant une approche
probabiliste et dans [55] par des arguments déterministes. Une fois que nous savons que la
gélification a lieu, une question naturelle est de déterminer Tgel et d’étudier le comporte-
ment de f(t) près du temps de gélification. Des arguments formels en physique (voir par
exemple [90, 112]) indiquent que

f(Tgel, x) ∼
x→+∞

A x−(λ+3)/2 , (3.41)

alors que le temps de gélification cöınciderait avec le temps d’explosion du moment d’ordre
(1 + λ)/2 de f . Le moment M` d’ordre ` ≥ 0 de f est défini par

M`(t) :=
∫ ∞

0
x` f(t, x) dx , t ≥ 0 , ` ∈ [0,+∞) .

Cette conjecture n’a toujours pas été prouvée rigoureusement ; même si plusieurs résultats
partiels vont dans ce sens [55]. De plus, des estimations de Tgel sont donnés dans [90]. Un
résultat plus précis est en fait connu lorsque µ = ν = 1 : dans ce cas, Tgel = 1/M2(0) est
le temps d’explosion du second moment M2.

L’objectif principal des simulations numériques présentées dans ce travail est double :
d’une part, nous espérons observer numériquement la gélification. D’autre part, nous
étudions le comportement de f et de ses moments proche du temps de gélification et
vérifions si ces résultats numériques viennent conforter ou contredire ces conjectures.

Ici, nous considérons seulement le cas (3.40) avec µ = ν = λ/2 ; c’est-à-dire,

a(x, x′) = (x x′)λ/2 , (x, x′) ∈ IR2
+ ,

avec λ ∈ (1, 2], et nous prenons pour donnée initiale f0 :

g0(x) = x f0(x) = exp(−x) , x ∈ IR+ . (3.42)

Puisque λ > 1, le phénomène de gélification a lieu et Tgel < +∞. De plus, pour λ = 2,
l’équation de Smoluchowski (3.24) admet une solution explicite pour la donnée initiale
(3.42), et le temps de gélification est Tgel = 1. Nous voyons dans la Figure 3.1 que le choix
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de la troncature (3.31) associé au schéma (3.36) fournit une bonne estimation du temps
de gélification exact.

Ensuite, comme nous l’avons rappelé dans la partie précédente, nous nous attendons à
ce que les moments M`(t) explosent lorsque t→ Tgel pour ` ≥ (1 + λ)/2 et restent bornés
si ` < (1 + λ)/2. Ainsi pour différentes valeurs de λ, nous calculons des approximations
de la solution de (3.24) complétée de la donnée initiale (3.42) tout en faisant crôıtre le
paramètre de troncature R. En rappelant que gh est une approximation numérique de
g(t, x) = x f(t, x), nous définissons le moment d’ordre ` ≥ 0 par

Mh
` (tn) =

Ih
∑

i=0

∆xi x`−1
i gni ,

et nous traçons l’évolution au cours du temps des moments d’ordre 1, (1 + λ)/2, et 2
(voir Figure 3.1). Il est clair que la gélification se produit à partir d’un temps fini et les
moments d’ordre (1 + λ)/2 et 2 se mettent alors à crôıtre soudainement près du temps de
gélification numérique. Puisqu’ils croissent lorsque R crôıt, cela semble confirmer l’explo-
sion des moments de la solution de l’équation de coagulation. Par ailleurs, observons que
pour des petites valeurs de λ, nous devons choisir une grande valeur pour le paramètre
de troncature R afin de stabiliser le temps de gélification numérique près d’une valeur
fixé. Nous pouvions nous attendre à cela puisque le phénomène de gélification devient plus
faible lorsque le paramètre λ se rapproche de 1, et devient alors plus difficile à capter
numériquement.

Les dernières images dans la Figure 3.1 sont des tentatives pour vérifier numériquement
la validité de (3.41). Puisque le temps de gélification n’est pas connu de manière exacte
(excepté pour λ = 2), il n’est pas évident d’obtenir une approximation précise de f(Tgel).
De plus, la troncature influence beaucoup le comportement de f pour de grandes valeurs
de x après le temps de gélification. Nous décidons alors de représenter sur la même figure la
solution numérique juste avant et juste après le temps de gélification et de calculer la pente
où les deux courbes cöıncident. Nous obtenons alors un bon accord avec le comportement
attendu (3.41) pour λ suffisamment grand (λ ∈ {3/2, 7/4, 2}), ce qui confirme par évidence
numérique la théorie.

3.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons mis au point plusieurs schémas volumes finis pour la
discrétisation d’équations non linéaires en théorie cinétique pour la croissance de grains.
Nous avons montré l’efficacité de ces schémas permettant ainsi de décrire avec beaucoup
de précision le comportement de la solution auto-similaire pour le système de Lifshitz-
Slyozov, ou de l’équation de Smoluchowski lorsque la gélification se produit. Une fois que
l’on sait que la gélification a lieu, une question naturelle est de déterminer Tgel et d’étudier
le comportement de f(t) au temps de gélification. Des arguments formels rencontrés dans
la littérature en physique indiquent que

f(Tgel, x) ∼
x→+∞

A x−(λ+3)/2 ,

et le temps de gélification cöıncide avec le temps d’explosion de certains moments. Bien
qu’une preuve mathématique de ceci est toujours manquante, les simulations numériques
semblent conforter cette conjecture. Nous voyons clairement que les simulations numériques
peuvent ainsi aider à la compréhension de ce phénomène complexe.
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En ce qui concerne l’analyse numérique des schémas volumes finis, nous souhaitons
établir un programme de recherche pour la construction de méthodes numériques per-
mettant de décrire correctement le comportement en temps grand. La dynamique de la
solution numérique donnée par (3.15)-(3.17) pour l’équation de Lifshitz-Slyozov-Wagner
ou par (3.36) pour l’équation de Smoluchowski est bien sûr trop compliquée pour être
complètement analysée théoriquement. Nous nous intéressons alors dans un premier temps
à la dynamique plus simple d’un modèle de dérive diffusion. Ce modèle décrit le transport
de particules chargées au niveau macroscopique. Il consiste en une équation de conservation
de la masse pour la densité de particules ρ(t, x)

∂ρ

∂t
−∇ · (∇ ρ+ ρ∇V ) = 0. (3.43)

Pour compléter ce modèle, les interactions auto-consistantes sont prises en compte en
considérant l’équation de Poisson satisfaite par le potentiel V (t, x)

−∆V = ρ. (3.44)

Des conditions aux limites de type Dirichlet peuvent être prises en compte

ρ = ρ̄; x ∈ Γ = ∂Ω, V = V̄ , x ∈ Γ, (3.45)

ou des conditions de type Neumann

(∇ρ + ρ∇V ) · ν(x) = 0, (3.46)

où ν(x) représente le vecteur normal à ∂Ω unitaire pointé vers l’extérieur du domaine et
pris au point x ∈ ∂Ω. La solution du système de dérive-diffusion doit satisfaire la propriété
suivante

dH

dt
≤ −

∫

Ω
ρ(t, y) [∇ (log(ρ(t, y)) + V (t, y))]2 dy,

où
H(t) =

∫

Ω
ρ(t, y) log(ρ(t, y)) +

1
2
|∇V (t, y)|2 dy.

Ceci permet de prouver que la solution converge vers un état stationnaire donné par
(α = const.)

−∆V = α exp(−V ). (3.47)

L’objectif de ce travail est de démontrer une propriété similaire pour une solution numérique.
Nous proposons alors un schéma complètement implicite en temps et montrons une pro-
priété de dissipation de l’entropie discrète.

La prochaine étape consisterait à démontrer des inégalités de Log-Sobolev discrètes,
comme pour le cas continu, afin d’établir des taux de convergence vers l’équilibre.



Chapitre 4

Modélisation mathématique du
chimiotactisme

Le chimiotactisme décrit le mouvement de cellules ”orienté” par une ou plusieurs sub-
stances chimiques. Par exemple, des bactéries attirées par de la nourriture, se déplacent
vers les zones où cette nourriture est la plus abondante. La bactérie Escherichia Coli est
très étudiée en laboratoire, et son mouvement est plutôt bien décrit. Il se décompose en
deux phases qui alternent. Dans un premier temps, la bactérie se déplace en ligne droite
grâce à des flagelles en rotation qui agissent comme des moteurs répartis sur la mem-
brane (phase run). Puis, ses flagelles s’inversent brutalement, ce qui a pour conséquence
de réorienter la bactérie (phase tumble). Certaines molécules ont pour effet d’augmenter
la durée de la première phase (run), ce qui provoque une marche aléatoire biaisée de la
bactérie. Nous ne nous intéressons pas au mouvement d’une bactérie isolée, mais à un en-
semble ”continu” de bactéries. L’effet du signal chimique est modélisé par un mouvement
global des cellules orienté par le gradient de concentration de cette molécule.

Un autre exemple est donné par le Dictyostelium (amibes), un organisme unicellulaire
qui peut sécréter un signal chimique (la molécule cAMP) qui se propage spontanément
en spirales. Les cellules répondent à ce signal par un mouvement dirigé vers les centres
émetteurs de pulsations, jusqu’à former des agrégats de cellules. À partir de là, les cellules
se différencient à l’intérieur du groupe multicellulaire, et s’assemblent. Le chimiotactisme
joue là un rôle dans l’agrégation des amibes.

Dans la situation la plus simple, nous considérons seulement des cellules représentées
par un continuum, la densité n, et une seule substance chimique (le chimio-attractant), la
concentration c. Un modèle simple pour l’évolution en temps et en espace du couple (c, n)
a été proposé par Patlak [136], et plus tard par Keller & Segel [103] (PKS), il s’écrit

∂n

∂t
−∇ · (Dm∇n− χn∇c) = 0, x ∈ Ω, t ≥ 0, (4.1)

∂c

∂t
−Dc ∆c = n− c, x ∈ Ω, t ≥ 0, (4.2)

où Ω est une domaine ouvert borné de IR2. Également, nous notons par χ la sensibilité
chimiotactique, qui est ici supposée constante par rapport à c tandis que Dm représente la
motilité des cellules. Dans certains cas, lorsque la répartition de la concentration chimique
est instantanée, l’équation pour c peut être remplacée par l’équation de Poisson plus simple

−∆c = n− c, x ∈ Ω, t ≥ 0, (4.3)

avec des conditions aux limites de Neumann c’est-à-dire ∇n · ν = ∇c · ν = 0, où ν est le
vecteur normal unitaire défini sur le bord ∂Ω.
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D’un point de vue mathématique, nous savons que les solutions du modèle de PKS
(4.1), (4.2) ou (4.1), (4.3) explosent en temps fini en une masse de Dirac. En effet, la densité
de cellules n se concentre de plus en plus dans des régions autour de points isolés et la
solution finit par exploser en ces points. Nous renvoyons à [91] pour l’étude mathématique
des solutions à symétrie sphérique dans une boule, le point d’explosion étant le centre de la
boule (ceci étant la seule singularité possible). Pour l’explosion dans le cas non symétrique
en dimension deux, certains résultats sont établis dans [94, 95], les points d’explosion
étant situés sur la frontière. Des simulations numériques viennent illustrer ces résultats
théoriques [76, 120]. En fait, l’explosion en certains points du domaine est compatible
avec les expériences réalisées sur le Dictyostelium ou l’Escherichia Coli et les résultats
numériques sur le modèle de PKS donnent une idée de l’influence de la concentration
chimique sur le mouvement des cellules. Ce modèle est donc très attrayant pour décrire
les phénomènes où les cellules se concentrent en certains points isolés. Ceci justifie les
nombreux travaux récents sur le modèle de PKS autant d’un point de vue théorique
que numérique. Nous renvoyons aux articles de Horstmann pour une revue complète des
travaux dans ce domaine [94, 95].

D’autre part, des expériences sur des cellules endothéliales humaines sur un matrigel
ont été réalisées. Leur mouvement conduit à la formation de réseaux qui sont interprétés
comme les premiers signes de la vasculature [77, 70]. Ce phénomène est important puisqu’il
est responsable de l’angiogénèse, un facteur important pour la croissance de tumeurs. Ces
structures ne peuvent hélas pas être expliquées par les modèles paraboliques de type PKS
qui conduisent génériquement à l’explosion en certains points. Récemment, des simula-
tions numériques sur des modèles hyperboliques ont mis en évidence la formation de ces
réseaux [146, 77]. Ceci conforte la tendance actuelle en mathématiques pour la biologie
d’utiliser des modèles hyperboliques pour décrire des régimes intermédiaires au niveau ma-
croscopique plutôt que des équations paraboliques (voir par exemple [70] et les références
correspondantes).

Une autre classe de modèles à été proposée en considérant des interactions intercel-
lulaires à un niveau plus local, disons des interactions individuelles ou mésoscopiques.
Cette approche conduit à l’utilisation d’équations cinétiques (de type Boltzmann) avec des
noyaux non linéaires qui nécessitent une connaissance détaillée du mouvement à l’échelle
des cellules. La bactérie Escherichia coli, par exemple, est connue pour se déplacer en alter-
nant les phases de runs et de tumbles [5]. L’avantage du modèle cinétique est qu’il fournit
non seulement une meilleure description du mouvement, mais permet d’unifier descrip-
tions microscopiques et modèles macroscopiques par l’intermédiaire de limites diffusives
ou hydrodynamiques.

Dans la prochaine section, nous présentons le modèle cinétique décrivant les change-
ments d’orientation des cellules au niveau mésoscopique. Nous définissons alors le cadre
mathématique général permettant d’établir le lien entre les différents modèles présentés
dans la littérature [70] (changement d’échelles, interactions entre les cellules, effet du
chimio-attractant). Puis, en collaboration avec Chi-Wang Shu, nous proposons un schéma
WENO d’ordre élevé et préservant les équilibres pour l’approximation des modèles hyper-
boliques avec termes sources [71]. Finalement, à l’aide d’un autre changement d’échelle sur
l’équation cinétique, nous obtenons le système parabolique de PKS. Nous proposons un
schéma numérique pour sa discrétisation en dimension deux et prouvons la convergence
de l’approximation numérique vers la solution de PKS. Dans [75], plusieurs simulations
illustrent l’explosion de la solution obtenue par l’algorithme numérique.
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4.1 Le cadre cinétique

Les phénomènes de run et tumble peuvent être modélisés par un processus stochastique
appelé le processus de saut en vitesse. Il a été introduit pour la première fois par Alt [5] et
développé ensuite dans [92, 149]. Une équation cinétique décrivant ce phénomène s’écrit
alors [5, 129]

∂f

∂t
+ v · ∇xf = T (S, f), (4.4)

où f(t, x, v) représente la fonction de distribution des cellules et dépend du temps t, de
la position x et de la vitesse v ∈ V ⊂ IRd tandis que T est un opérateur décrivant les
changements d’orientation des cellules. La concentration chimique c est toujours solution
de (4.2), où la densité totale de cellules n est donnée par

n(t, x) =
∫

V
f(t, x, v)dv.

Comme dans [92, 130], nous supposons que l’opérateur de changement d’orientation s’écrit
sous la forme

T (c, f) = T0(f) + εT1(c, f), (4.5)

où T0 représente la partie dominante du noyau de changement d’orientation et modélise le
processus de tumble en l’absence de substance chimique tandis que T1 est une perturbation
due aux effets de la concentration chimique. Le paramètre ε est ici lié à la fréquence des
changements d’orientation des cellules. L’opérateur Ti, i = 0, 1, s’écrit le plus souvent
comme un opérateur intégral

Ti(f)(t, x, v) =
∫

V

(

Ki(v, v′)f(t, x, v′)−Ki(v′, v)f(t, x, v)
)

dv′. (4.6)

Ici, le noyau Ki(v, v′) décrit la réorientation des cellules, c’est-à-dire la probabilité qu’une
cellule se déplaçant à la vitesse v change son orientation pour une vitesse v′ et peut
dépendre du chimio-attractant et de ses dérivées spatiales et temporelles. Mentionnons
d’abord qu’une conséquence directe de la structure (4.6) est que T0 et T1 satisfont au-
tomatiquement la conservation de la masse. Nous supposerons de plus que l’opérateur
dominant T0 conserve le flot de population, c’est-à-dire,

∫

V
T0(f) v dv = 0. (4.7)

Finalement, nous supposons que pour tout n ∈ [0,+∞) et u ∈ IRd, il existe une unique
fonction Fn,u ∈ L1(V ; (1 + |v|)dv) telle que

T0(Fn,u) = 0 ,
∫

V
Fn,u(v) dv = n,

∫

V
Fn,u(v) v dv = nu. (4.8)

L’hypothèse (4.8) signifie simplement que l’opérateur T0 est de rang (d + 1). Cette hy-
pothèse est consistante avec la Remarque 2.1 faite dans l’article d’Othmer & Hillen [92],
où une telle condition est attendue lorsque nous nous intéressons au caractère hyperbo-
lique du processus. D’autre part, l’hypothèse (4.7) de conservation du flux de la population
par l’opérateur T0 n’est habituellement pas faite, car la plupart du temps un changement
d’échelle de type limite diffusive est réalisé pour retrouver le modèle de PKS où cette
hypothèse n’est pas utile.
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Dans la suite, nous étudions différents modèles obtenus à partir de l’équation cinétique
(4.4) en effectuant des changements d’échelle appropriés. Nous obtenons ainsi plusieurs
systèmes hyperboliques et proposons aussi des schémas numériques pour lesquels nous
retrouvons certaines propriétés du modèle continu comme la conservation de la masse, la
préservation de la positivité de la densité et des états stationnaires et enfin des inégalités
d’entropie.

4.2 Le cadre hyperbolique [70]

4.2.1 La limite hydrodynamique

Comme nous l’avons déjà mentionné, une tendance générale consiste à employer des
équations hyperboliques pour décrire les régimes transitoires au niveau macroscopique
plutôt que des modèles paraboliques comme (4.1), (4.2), qui semblent moins précis. Nous
renvoyons par exemple à [50, 51, 146] à ce sujet. Notre propos est ici de décrire une
méthode systématique pour l’obtention de tels modèles et de tenter de justifier l’utilisation
de certains systèmes d’équations déjà développés de manière ad hoc [146, 77] ou à l’aide
de méthodes de fermeture de moments [93] en prenant comme point de départ l’équation
cinétique (4.4). Dans cette section, nous verrons que les modèles hyperboliques pour le
chimiotactisme peuvent également être obtenus comme une limite fluide de l’équation
de transport cinétique (4.4), mais en utilisant un changement d’échelle différent de celui
réalisé pour l’obtention du modèle de PKS [32].

Nous effectuons un changement d’échelle par rapport aux variables de temps et d’espace
t→ εt et x→ εx dans l’équation (4.4) et posons

n(t, x) =
∫

V
f(t, x, v)dv, n(t, x)u(t, x) =

∫

V
f(t, x, v) vdv. (4.9)

Ensuite nous introduisons f1 telle que

ε f1(t, x, v) = f(t, x, v)− Fn(t,x),u(t,x)(v),

où la fonction de distribution équilibre Fn,u est définie par (4.8). Nous intégrons alors (4.4)
par rapport à v ∈ V et utilisons la définition (4.9) et la conservation de la masse pour
obtenir à l’ordre un par rapport à ε















∂n

∂t
+∇ · (n u) = 0,

∂(nu)
∂t

+∇ · (nu⊗ u+ P ) =
∫

V
(v − u) T1(c, Fn,u) dv,

(4.10)

où le tenseur de pression est donné par

P (t, x) =
∫

V
(v − u(t, x))⊗ (v − u(t, x))Fn(t,x),u(t,x) dv (4.11)

et l’évolution de c est toujours décrite par (4.2). Dans la littérature, l’opérateur de chan-
gement d’orientation des cellules est habituellement choisi linéaire par rapport à f . Nous
considérons d’abord ce cas. Le système (4.10) est alors aussi linéaire par rapport à (n, n u)
dès lors que nous supposons que c est donnée. En particulier, un choix judicieux des
opérateurs de changement d’orientation T0 et T1 nous permet de retrouver le système de
Cattaneo, qui a été extrêmement étudié récemment dans le cadre du chimiotactisme (voir
par exemple [50, 93]).
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Nous obtenons aussi un modèle macroscopique non linéaire, plus réaliste, en considérant
simplement un opérateur de relaxation pour T0 et par exemple, lorsque seules les quantités
macroscopiques calculées à partir de la fonction de distribution f interviennent dans la
description de T1, un choix possible est

T1(c, f) =
∫

V
K1(v − u, v′ − u, n, c) · ∇c f ′dv′.

Alors, en ne retenant que les termes d’ordre un dans le développement par rapport à ε,
nous aboutissons au système ci-dessous déjà proposé par A. Gamba et al. dans [146, 77]















∂n

∂t
+∇ · (n u) = 0,

∂(nu)
∂t

+∇ · (nu⊗ u+ n p) = nχ′(c)∇c − σnu,

(4.12)

toujours couplé avec (4.2) pour le calcul de c. Le modèle considéré dans [146, 77] est en fait
(4.12) avec p = Id. Ce modèle a été utilisé pour l’étude de la vasculogénèse (les premières
étapes de la formation de vaisseaux sanguins)1.

4.2.2 Modèles paraboliques et hyperboliques

Dans cette partie, nous détaillons plus précisément les différences entre les systèmes
hyperboliques comme celui donné par (4.12), (4.2) et les systèmes paraboliques comme
celui de PKS (4.1), (4.2). Les deux modèles génèrent des formes singulières qui ont tendance
à exploser en temps fini. Il y a cependant une étonnante différence entre les modèles dans
le régime transitoire avant que l’explosion ne se produise. En effet, pour le modèle de PKS
(4.1), (4.2), la densité des cellules se concentre de plus en plus autour de points isolés
aboutissant finalement à l’explosion. L’explosion en temps fini a aussi été prouvée dans
[117] pour le système hyperbolique (4.12) dans le cas de solutions à symétrie sphérique.
Cependant, des structures du type de chocs apparaissent avant l’explosion formant une
sorte de réseau, la densité des cellules se concentre alors à proximité des bords de ce réseau.
Ce phénomène se retrouve en effet dans les résultats des simulations numériques et semble
compatible avec les résultats des expériences sur les cellules endothéliales. Nous concluons
cette partie en faisant quelques remarques sur les liens entre les modèles hyperboliques
(4.12), (4.2) et le système de PKS (4.1), (4.2). Nous notons d’abord que lorsque p = Id, les
solutions stationnaires de (4.12) pour un flux de population nul (nu = 0) ont les mêmes
états stationnaires que ceux du système de PKS. En effet, ces solutions satisfont

nχ′(c)∇c−∇n = 0.

Finalement, un autre changement d’échelle en temps et en espace sur le modèle hyperbo-
lique conduit formellement au système parabolique (4.1), (4.2) - voir [116].

4.2.3 Discrétisation des systèmes hyperboliques [71]

Dans cette partie, nous construisons des schémas numériques pour le système hyper-
bolique (4.12). La principale difficulté de ce problème est de trouver une discrétisation
adéquate du terme source évitant des oscillations numériques lorsque celui-ci devient trop
singulier.

1Ce modèle a été également utilisé pour décrire l’émergence de galaxies sous forme de réseaux.
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Dans la suite, nous notons par U l’inconnue, et par F (U) la fonction du flot et par
S(U) le terme source, ce qui donne pour le système non linéaire (4.12)

U =









n

nu









, F (U) =









nu

nu2 + n









, S(U) =









0

nχ′(c) ∂c∂x − σ n u









.

Nous introduisons ensuite (xi−1/2)i∈ZZ un maillage de IR et xi = (xi−1/2 + xi+1/2)/2.
Les schémas volumes finis pour les systèmes hyperboliques utilisent habituellement un
décentrage amont des flux et la version semi-discrète de (4.12) s’écrit alors sous la forme

∆xi
d

dt
Ui(t) + Fi+1/2 − Fi−1/2 = ∆xi Si (4.13)

où ∆xi désigne le pas d’espace xi+1/2 − xi−1/2, et l’inconnue discrétisée Ui(t) est donnée
par

Ui(t) =









ni(t)

ni(t)ui(t)









,

ce qui représente une approximation de la moyenne de U sur l’intervalle (xi−1/2, xi+1/2).
De plus, Fi+1/2 est une approximation du flot au point xi+1/2 et Si est une approximation
de la moyenne du terme source S(U) sur l’intervalle (xi−1/2, xi+1/2).

Pour un schéma d’ordre un, le flux est habituellement calculé par

Fi+1/2 = F(Ui(t), Ui+1(t)), (4.14)

où le flux numérique F(Ui, Ui+1) est fourni via la résolution approchée d’un problème de
Riemann. Nous supposons que le flux numérique F satisfait les hypothèses suivantes :

1. le flux numérique est consistant avec la fonction de flux, dans le sens où

F(U,U) = F (U). (4.15)

2. Le flux est tel qu’il préserve la positivité de la densité ni(t) pour le problème ho-
mogène, c’est-à-dire (4.12) sans aucun terme source. Autrement dit,

∆xi
d

dt
Ui(t) + Fi+1/2 − Fi−1/2 = 0 (4.16)

où le flux numérique Fi+1/2 est défini par (4.14) et implique que ni(t) ≥ 0 dès lors
que ni(0) ≥ 0.

3. Le schéma (4.16) défini par le flux Fi+1/2 donné par (4.14) vérifie une inégalité
d’entropie pour la paire d’entropie du problème homogène

ηh(n, n u) = n(log n− 1) +
1
2
nu2, Gh(n, n u) = nu (logn+

1
2
u2). (4.17)

D’après [14], ceci signifie que nous pouvons trouver un flux d’entropie numérique Gh
tel que

Gh(Ui+1) +∇U ηh(Ui+1) (F(Ui, Ui+1)− F (Ui+1)) (4.18)
≤ Gh(Ui, Ui+1) ≤ Gh(Ui) +∇U ηh(Ui) (F(Ui, Ui+1)− F (Ui)) ,

où ∇U ηh est la dérivée de ηh par rapport à U .
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Le discrétisation d’un système hyperbolique avec un terme source est souvent délicate
[82, 84]. Par exemple, une discrétisation du terme source par un schéma centré d’un
système hyperbolique non conservatif ne préserve en général pas les solutions stationnaires
du problème et peut surtout générer des oscillations numériques. Nous utilisons alors des
schémas équilibres qui permettent d’introduire un décentrage dans le terme source et donne
ainsi de meilleures propriétés de stabilité. Dans notre cas, il existe un état stationnaire qui
joue un rôle particulier dans la modélisation du chimiotactisme, il s’écrit

log(ni)− χ(ci) = const., ui = 0, ∀ i. (4.19)

Il se trouve que cet état stationnaire correspond aussi à l’état stationnaire de l’équation
parabolique (4.1), et décrit le comportement en temps grand des cellules sous l’influence
d’un chimio-attractant c, lorsque les solutions n’explosent pas. Ainsi, nous souhaiterions
préserver de manière exacte cette solution stationnaire au niveau discret.

Notre approche suit les travaux présentés dans [7] pour l’équation de Saint-Venant et
se généralise à n’importe quel ordre pour les schémas différences finies. Nous proposons
un schéma volumes finis pour le système (4.13) avec la fonction flux

Fi+1/2 = F(U−i+1/2, U
+
i+1/2), U±i+1/2 =









n±i+1/2

n±i+1/2 u
±
i+1/2









, (4.20)

où les valeurs à l’interface U−i+1/2 et U+
i+1/2 sont reconstruites localement à partir de Ui et

Ui+1. L’objectif de cette première reconstruction n’est pas d’augmenter l’ordre de précision
de la méthode, mais plutôt de construire un schéma préservant la solution d’équilibre
(4.19). Le terme source est ainsi discrétisé par

Si =









0

1
∆xi

(

n−i+1/2 − n
+
i−1/2

)









− σ









0

ni ui









. (4.21)

Cet Ansatz est motivé par la volonté de préserver l’équilibre. En effet, lorsque le flux de
population nu est nul, la densité de cellules n vérifie l’équilibre du flux et du terme source
c’est-à-dire

∂n

∂x
= nχ′(c)

∂c

∂x
.

En intégrant sur l’intervalle (xi−1/2, xi+1/2), nous obtenons une approximation du terme
source

1
∆xi

∫ xi+1/2

xi−1/2

nχ′(c)
∂c

∂x
dx =

1
∆xi

(

n−i+1/2 − n
+
i−1/2

)

.

Par conséquent, lorsque la vitesse u est suffisamment petite, nous pouvons représenter
localement l’intégrale du terme source par le gradient discret du flux. Ceci motive la
discrétisation du terme source (4.21). Nous montrons que cette discrétisation est bien
consistante avec le terme source (4.12) lorsque la solution est loin de l’état d’équilibre.
Nous prouvons aussi que l’état stationnaire (4.19) est exactement préservé dès que la
relation suivante est satisfaite

n−i+1/2 = n+
i+1/2, u−i+1/2 = u+

i+1/2 = 0. (4.22)
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Ainsi, pour que cette condition se réalise, nous choisissons

n−i+1/2 = ni e
χi+1/2−χ(ci), u−i+1/2 = ui, (4.23)

et
n+
i+1/2 = ni+1 e

χi+1/2−χ(ci+1), u+
i+1/2 = ui+1, (4.24)

ce qui implique que la relation (4.22) est bien satisfaite pour un choix arbitraire de χi+1/2

lorsque l’état d’équilibre (4.19) est atteint. L’évaluation de la valeur à l’interface χi+1/2

doit alors être telle que le schéma est consistant et stable. Nous avons choisi par exemple

χi+1/2 = max (χ(ci), χ(ci+1)) . (4.25)

Finalement, une approximation de la concentration chimique c est obtenue en discrétisant
(4.2) à l’aide d’un schéma volumes finis

dci
dt

=
Dc

∆xi

(

ci+1 − ci
∆xi+1/2

− ci − ci−1

∆xi−1/2

)

+ ni − ci, (4.26)

où ∆xi+1/2 = xi+1 − xi.
Nous montrons alors les résultats suivants pour le schéma (4.13)-(4.26) proposé ci-

dessus.

Théorème 4.1 Le schéma semi-discret (4.13) défini par (4.20), (4.21), (4.23) et (4.24)
(i) préserve la positivité de la densité de cellules ni(t)
(ii) préserve exactement les états stationnaires de la forme (4.19)
(iii) est consistant avec le système (4.12)
(iv) vérifie une inégalité d’entropie discrète associée à la paire d’entropie

η(t, x) = ηh(n, n u)− nc+
1
2

(

c2 +
(

∂c

∂x

)2
)

, (4.27)

G(t, x) = Gh(n, n u)− nuc− ∂c

∂t

∂c

∂x
.

où (ηh, Gh) correspond à la paire d’entropie pour le problème homogène sans terme
source (4.17) et lorsque χ(ci) = ci et ci est donné par le schéma (4.26)

∆xi
∂ηi
∂t

+Gi+1/2 −Gi−1/2 ≤ 0,

avec

ηi = ni

(

log(ni)− 1 +
u2
i

2
− ci

)

+
1
2

(

c2
i +

1
∆xi

(ci+1 − ci)2

∆xi+1/2

)

et le flux d’entropie discret Gi+1/2 est consistant avec la définition de G.

En utilisant une approche similaire, nous mettons au point une extension de ce schéma
à l’ordre deux. En fait, nous reconstruisons d’abord les valeurs à l’interface à droite et à
gauche à l’ordre deux, classiquement obtenues en trois étapes : une étape de reconstruction
des gradients discrets, une extrapolation linéaire et enfin une procédure de limitation pour
maintenir la positivité de la reconstruction. Ainsi, nous obtenons deux valeurs à l’interface
xi+1/2, en suivant les trois étapes mentionnées précédemment, chacune étant d’ordre deux
Ui,r et Ui+1,l à partir d’une reconstruction linéaire sur les intervalles (xi−1/2, xi+1/2) et
(xi+1/2, xi+3/2). Ensuite, en utilisant le même algorithme que pour le schéma d’ordre un,
nous calculons deux valeurs à l’interface pour le chimio-attractant eχ(c) au point xi+1/2,
que nous notons par (eχ(c))i,r et (eχ(c))i+1,l. Une fois ces deux reconstructions d’ordre deux
connues, nous appliquons une nouvelle reconstruction comme dans la section précédente
dans le but d’établir un schéma préservant l’équilibre.
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4.3 Simulations numériques

Nous réalisons des simulations numériques du modèle hyperbolique (4.12), (4.2) en di-
mension deux d’espace dans un domaine carré de longueur L = 0.2 cm avec pour simplifier
des conditions aux limites périodiques [146, 77]. Pour cela, nous avons mis en œuvre le
schéma numérique présenté dans la section précédente. La donnée initiale n(0) est choisie
en distribuant de manière aléatoire des concentrations de cellules avec une vitesse moyenne
nulle (nu)(0) = 0 et sans concentration chimique initiale c(0) = 0. Nous présentons plu-
sieurs résultats numériques en augmentant la densité totale de cellules. Nous stoppons la
simulation lorsque un état stationnaire est atteint ou lorsque nous constatons qu’un réseau
de cellules est formé.

Sur la Figure 4.1, la densité totale de cellules vaut seulement 50 cellules/mm2. Alors,
les cellules deviennent de plus en plus proches, mais la densité totale n’est pas assez élevée
pour faire apparâıtre des réseaux liés les uns aux autres. Sur les Figures 4.2 et 4.3, la
densité totale est augmentée à 100 cellules/mm2 puis à 400 cellules/mm2. Nous observons
alors la formation de régions avec de fortes concentrations de cellules, mais maintenant ces
régions sont liées par des cordes représentant des concentrations plus faibles de cellules. Ces
résultats reproduisent étonnamment les expériences présentées dans [146, 77] sur l’étude
du mouvement et de l’organisation de cellules endothéliales humaines.

(1) (2) (3)

Fig. 4.1 – Formation de réseaux :(1) la densité n et un zoom sur le coté en bas à gauche
de (2) la densité n et du (3) champs de vitesse u obtenus pour 50 cellules/mm2.

4.4 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé une approche unifiée, fondée sur le développement
de Chapman-Enskog, permettant de relier les différents modèles cinétiques et hyperbo-
liques pour l’étude du chimiotactisme. En utilisant un changement d’échelle approprié sur
l’équation cinétique, nous obtenons des modèles macroscopiques pour la densité de cel-
lules et le flux de population. Contrairement aux méthodes de moments, notre approche
garantit (au moins formellement) que la solution du modèle macroscopique (4.10) est bien
une approximation d’ordre un (par rapport au paramètre de changement d’échelle ε) de
la densité de cellules et du flux de population de la solution de l’équation cinétique (4.4).
De plus, cette méthode fournit des formules explicites pour le flux nu⊗ u+ P associé au
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(1) (2) (3)

Fig. 4.2 – Formation de réseaux :(1) la densité n et un zoom sur le coté en bas à gauche
de (2) la densité n et du (3) champs de vitesse u obtenus pour 100 cellules/mm2.

(1) (2) (3)

Fig. 4.3 – Formation de réseaux :(1) la densité n et un zoom sur le coté en bas à gauche
de (2) la densité n et du (3) champs de vitesse u obtenus pour 400 cellules/mm2.
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flux de population nu et de la sensibilité chimiotactique χ en fonction de l’opérateur de
changement d’orientation des cellules T , ce qui n’est pas le cas des méthodes empiriques
proposées dans [146].

D’un point de vue mathématique, la preuve rigoureuse de la convergence de la solution
de l’équation cinétique non linéaire vers la solution du système hyperbolique lorsque ε
converge vers zéro, est certainement un problème intéressant, mais ce type de problème se
pose pour de nombreuses équations cinétiques en dynamique des gaz et reste très difficile
[137]. Une première étape dans cette direction serait de prouver l’existence de solutions
pour le système hyperbolique.

D’autre part, nous avons développé et implémenté des schémas numériques pour la
discrétisation des systèmes hyperboliques pour l’étude du chimiotactisme. Une approxi-
mation d’ordre élevé a été implémentée dans [71] et d’autres simulations numériques ont
été réalisées d’abord pour valider les méthodes d’ordre élevé, puis pour traiter des appli-
cations plus concrètes.

Une autre direction de recherche concerne la simulation numérique du modèle de PKS
en utilisant des schémas volumes finis pour l’étude de l’explosion de la solution [120].
Ce type de méthode semble bien adapté à ces problèmes où la solution peut devenir
singulière et il est souvent possible de démontrer la convergence de ces schémas même
pour des solutions peu régulières. Ainsi, nous proposons et étudions les propriétés d’un
schéma volumes finis pour le système (4.1), (4.3) couplant la densité de cellules n et la
substance chimique c.

Nous considérons un maillage régulier M d’un domaine Ω constitué de volumes de
contrôle K ∈ M et notons par NK l’ensemble des voisins de K, σK,L=K̄ ∩ L̄ pour tout
L ∈ NK . De plus, (xK)K∈M est tel que xK ∈ K et la droite (xK , xL) est orthogonale à
l’arête K|L. Nous définissons aussi

τK,L =
m(σK,L)
d(xK , xL)

, si K,L ∈M,

où m(σ) représente la mesure de σ et d(xK , xL) est la distance euclidienne entre les points
xK et xL. Aussi, nous introduisons le pas de temps ∆t et tk = k∆t et notons par δ =
max (∆t, h), où h est le diamètre maximal des volumes de contrôle. Le schéma volumes
finis pour l’équation de dérive-diffusion (4.1) est défini par (pour une motilité Dm = 1)

m(K)
nk+1
K − nkK

∆t
−
∑

L∈NK

τK,L

[

nk+1
L − nk+1

K

]

+ χ
∑

L∈NK

τK,L

[

(

Dck+1
K,L

)+
nk+1
K −

(

Dck+1
K,L

)−
nk+1
L

]

= 0 (4.28)

et pour l’équation de Poisson (4.3)

−
∑

L∈NK

τK,LDc
k+1
K,L = m(K)

(

nk+1
K − ck+1

K

)

, (4.29)

pour tout K ∈ M et 0 ≤ k ≤ MT = [T/∆t], où v+ = max(v, 0), v− = max(−v, 0) et
DckK,L = (ckL − ckK).

Pour ce schéma (4.28)-(4.29), nous pouvons facilement établir un théorème d’existence
et d’unicité d’une solution numérique (nkK , c

k
K)K,k, mais la principale difficulté va consister

en l’obtention d’estimations a priori nécessaires pour la convergence du schéma.
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Nous indiquons ici les principaux arguments conduisant à la preuve de convergence
vers la solution de (4.1), (4.3). Nous partons du schéma pour la densité (4.28) et arrivons
plus ou moins directement après multiplication par nk+1

K , à l’estimation

∑

K∈M
m(K)

|nk+1
K |2 − |nkK |2

2 ∆t
+
∑

σ∈E
τσ |Dnk+1

σ |2 ≤ χ
∑

K∈M
m(K)|nk+1

K |3, (4.30)

où E représente l’ensemble des arêtes du maillage.
Dans le but d’estimer la norme L3 de n, nous utilisons une interpolation et une version

discrète de l’inégalité fonctionnelle de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (voir [75])

∑

K∈M
m(K)|nk+1

K |3 ≤ 9CΩ

2ξ
‖n‖L1

∑

σ∈E
τσ |Dnk+1

σ |2,

où ξ est une constante liée au maillage (voir [75] pour plus de précision). En insérant cette
dernière inégalité dans le terme de droite de (4.30), nous trouvons

∑

K∈M
m(K)

|nk+1
K |2 − |nkK |2

2 ∆t
≤ −(1− 9CΩ χ ‖n0‖L1

2 ξ
)
∑

σ∈E
τσ |Dnk+1

σ |2,

ce qui signifie que lorsque la masse initiale ‖n0‖L1 est suffisamment petite, alors la norme
L2 de la densité de cellules n décrôıt au cours du temps t ≥ 0. Cette estimation permet
alors d’obtenir les autres estimations plus classiques sur n et c. La preuve de convergence
est la conséquence des travaux d’Eymard, Gallouet et Herbin [57].
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[70] F. Filbet, Ph. Laurençot et B. Perthame, Derivation of Hyperbolic Models for Chemosensitive Mo-
vement, J. Math. Biology 50 (2005), 189–207.

[71] F. Filbet et C.-W. Shu, Approximation of Hyperbolic Models for Chemosensitive Movement, to
appear in SIAM J. Sci. Comput.

[72] F. Filbet, Y. Guo et C.-W. Shu, Analysis of the relativistic Vlasov-Maxwell model in an interval, to
appear in Quarterly Applied Math.



72 BIBLIOGRAPHIE
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[146] G. Serini, D. Ambrosi, E. Giraudo, A. Gamba, L. Preziosi et F. Bussolino, Modeling the early stages
of vascular network assembly, EMBO Journal 22 (2003), 1771–1779.

[147] C.-W. Shu, Essentially non-oscillatory and weighted essentially non-oscillatory schemes for hyper-
bolic conservation laws, Advanced Numerical Approximation of Nonlinear Hyperbolic Equations, B.
Cockburn, C. Johnson, C.-W. Shu and E. Tadmor (Editor : A. Quarteroni), Lecture Notes in Mathe-
matics, Springer 1697 (1998), 325–432.
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