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L’idée intuitive de I'intégrale d’une fonction continue f définie sur un segment |[a, b] est

’aire sous la courbe de f.

L’approche de 'intégrale de Riemann consiste a subdiviser 'intervalle de départ [a, b]

n

I7(f,0) = (vx —xp_y) inf f

| [zh—1,2k]
[Jr(fa(j):Z(xk_Q?kfl) sup f,
k=1 [r—1,78]

ou ¢ désigne la subdivision {a = 2o < 1 < ---

hauteur inf(,, , ., f et supy, | .,/ respectivement (voir figure 1).

o

a 1 xTo T3 b

FIGURE 1. Intégrale de Riemann : sommes de Darboux inférieure (hachu-

rée) et supérieure (pleine)

en petits sous-intervalles, et d’approximer f par une fonction en escalier, ¢’est-a-dire une
fonction constante sur ces sous-intervalles. On peut choisir pour cela sur chacun de ces
sous-intervalles sa borne inf ou sa borne sup, et on obtient ainsi les sommes de Darboux
inférieure et supérieur :

< z, = b}. Ces deux sommes corres-
pondent alors a la somme des aires des rectangles de base la longueur x, — x,_1 et de

En prenant des subdivisions de plus en plus fines, on approche au mieux l’aire sous la

courbe de f. Formellement, on définit

I~ (f) =sup{l (f,o)|o subdivision de [a, b]}
I't(f) = inf{I"(f,0o) |0 subdivision de [a, b]},
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et on dit que f est intégrable au sens de Riemann si I~ (f) = I*(f), et I'on note [ f(z)dx
cette quantité. L’approche de Riemann est relativement simple et intuitive, mais assez
limitée. On se contente d’intégrer des fonctions pas trop méchantes, par exemple continue
ou encore continue par morceaux (et plus généralement toute limite uniforme de fonctions
en escaliers) et seulement sur un intervalle borné. Un exemple de fonction qui n’est pas
Riemann-intégrable est donné par la fonction indicatrice des rationnels sur [0,1] : f =
1gno,1], ol
1 sizeQn]o,1],

HQQ[O’” (x) B {O sinon

En effet, soit 0 = {0 =2y < 21 < -+ < x, = 1} une subdivision quelconque de [0, 1], et
considérons les sommes de Darboux :
I(f,0) = 3 (oe —m 1) _inf
k=1 [xk—lyxk]
I(f,0) =Y (z) — x4-1) sup f.
k=1 [zr—1,2k]

Quelque soit lintervalle [z;_1,x;], on peut trouver un rationnel ¢; et un irrationnel r;
dans [z;_1, 7], donc supy,, | ., f =1 et infy,_, .1 f = 0 pour tout i, ainsi I*(f,0) =1
et I=(f,0) =0, et donc les sommes de Darboux ne convergent pas vers la méme limite.
Ainsi, f n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Une autre limitation de la théorie de Riemann concerne les problemes d’inversions de
limite et d’intégrale, ou de somme et d’intégrale, questions qui se posent assez naturelle-
ment. Dans le cadre de la théorie de Riemann, on ne possede pas de bons théoremes de
convergence (une limite de fonctions Riemann intégrables n’est pas forcément Riemann
intégrable par exemple).

Le cadre de I'intégration de Lebesgue va pallier a ces différents problémes : on va intégrer
une classe beaucoup plus large de fonctions et ceci sur des espaces bien plus généraux que
des intervalles, et ainsi disposer de bons théoremes de convergences. L’idée de Lebesgue
consiste a faire essentiellement la méme chose que Riemann mais non pas sur I’espace de
départ de f mais sur son espace d’arrivée, c’est-a-dire qu’on va encadrer f a partir des
valeurs de f(z) et non des valeurs de x. On consideére donc cette fois une subdivision de
I'image de f en des points yg < y1 < ... < y, et on considere les images réciproques

F - wel) = {2 € [0, 0] [y < fl2) < yi}

On approxime alors (voir figure 2) I'aire sous la courbe de f par des rectangles de hauteur
les y_1 et de base la « longueur » des f~'([yx—_1,yx[)- Si /= ([yr—1,yx[) est une union
d’intervalles, il n’y a pas de probleme pour définir sa longueur, mais la difficulté ici est
que f~'([yx_1,yx]) n’a aucune raison d’étre une union d’intervalles et peut méme étre une
partie assez tordue. .. Il nous faut donc au préalable étendre la notion de longueur (et en
dimension supérieure la notion d’aire et de volume) a des ensembles plus généraux. Et
c’est la que la théorie de la mesure va entrer en jeu.

On verra que bien heureusement, pour une fonction a la fois intégrable au sens de Rie-
mann et intégrable au sens de Lebesgue, les deux notions coincident. Mais on aura gagner
en généralité et en souplesse de manipulation sans perdre les notions vues précédemment !
Commencons par quelques rappels, essentiellement de théorie des ensembles.
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Yk

Yk—1+

FIGURE 2. Intégrale de Lebesgue : on découpe 'espace d’arrivée de f pour
approximer ’aire sous sa courbe

2. RAPPELS

2.1. Terminologie. Soit E un ensemble. Un sous-ensemble A de F, i.e. A C E, sera aussi
appelée une partie de E. On note P(E) 'ensemble des parties de E. Un sous-ensemble A
de P(F) sera appelée une classe (ou parfois une famille) de parties de E.

2.2. Rappels ensembliste. Si (A4,), est une suite de sous-ensemble de E, croissante, au
sens ou A, C A,41, pour tout n, on définit la limite de (A,),, comme étant la réunion de
tous les A,
lign A, = U A,
n

Si (A,), est une suite de sous-ensemble de E, décroissante, au sens ot 4,1 C A,, pour
tout n, on définit la limite de (A,), comme étant l'intersection de tous les A,,

li7rln A, = ﬂAn.

Pour n’importe quelle suite (A,), de sous-ensemble de F, on définit alors les deux
parties de E suivantes :

limniann = U ﬂ Ap et limsup = ﬂ U Ay

n k>n n k>n

Notons que comme la suite <ﬂk>n Ak> est croissante, et que la suite (Uk>n Ak) est
= n - n

décroissante, les notions de liminf et limsup sont cohérentes avec les notions de limites
ci-dessus. Les liminf et limsup d’une partie s’'interpretent de la facon suivante (et c’est
vraiment comme ¢a qu'’il faut les comprendre) :

x € limninf A, & dIn,Vk>n, x € A
< a partir d’un certain rang, x est dans tous les A,
et
r €limsup A, & Vn,dk >n, x € A,
' < x appartient a une infinité de A,,.
On a bien entendu que liminf, A, C limsup, A,.

Proposition 2.1. Soit f: E — F une fonction.
Pour tout A € E, on a

AC fH(f(A),

avec éqgalité si et seulement si f est injective.
Pour tout B € F, on a

f(f(B)) € B,
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avec égalité si et seulement si f est surjective. (En général, on a seulement f(f~'(B)) =

BNIm(f)).

Démonstration. Soit x € A. Par définition,

J7Hf(A) = {z € E|f(z) € f(A)},
c’est-a-dire 'ensemble des antécédents de I'image de A. Donc clairement, A C f~!(f(A)).
Si f est injective, soit x € f71(f(A)). Alors f(x) € f(A), donc par définition de f(A), il
existe y € A tel que f(z) = f(y). Comme f est injective, x = y, et donc = € A. Réci-
proquement, supposons que pour tout A, A = f~(f(A)). En particulier, z = f~1(f(x)).
Soit alors z,y € E, tel que f(z) = f(y). Alors, f~1(f(z)) = f~'(f(y)), et donc x =y, i.e.
f est injective.
Par définition,

FUHB)) ={f(@)lx € f[7Y(B)} = {f(2)|f(z) € B},
c’est-a-dire I'image des antécédents de B. Donc clairement, f(f~'(B)) C B. Si f est
surjective, soit y € B. Alors, il existe x € E, tel que y = f(x), et donc x € f~!(B). Par
suite, y € f(f~(B)). Réciproquement supposons que pour tout B, f(f~!(B)) = B. En
particulier, pour B = {y}, on a donc y € f(f~*(y)) non vide, et donc il existe z, tel que
y = f(z), c’est-a-dire f surjective. O
Proposition 2.2 (Formules de Hausdorff). Soit f: E — F une fonction. Soit (A;)icr

une famille (quelconque) de sous-ensembles de E et (B;);es une famille (quelconque) de
sous-ensembles de F'. Alors,

f (U Bj) = U (By)

jeJ jeJ

! (ﬂ Bj) = f71(B))

f (m A,-) c s,

avec éqgalité si f est injective. Si B € F, alors
“(£71(B)) = 17(°B).
Démonstration. Exo! O

Remarque 2.1. L’'image directe n’a aucune raison de bien se comporter vis a vis du
complémentaire (exo!).

2.3. Cardinaux. Le cardinal d’un ensemble fini F, que I'on note Card(E), désigne son
nombre d’éléments, e.g. si £ = {1,...,n}, Card(F) = n. On généralise cette notion aux
ensembles infinis de la sorte. (Remarque : un ensemble £ est infini si il existe € E et une
injection de F dans F \ {z}. Par exemple pour N, I'application N — N\ {0}, n —»n+1
est une injection).

Définition 2.1. Deux ensembles E et F sont dits équipotents, ou encore de méme car-
dinal, ou encore de méme puissance, s’il existe une bijection de ['un sur l’autre. On note
alors Card(E) = Card(F).

On notera Card(E) < Card(F) s’il existe une injection de E dans F, ou de fagon
équivalente s’il existe une bijection de E sur une partie de F'.
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Théoréme 2.1 (Théoreme de Cantor-Bernstein). Si Card(E) < Card(F') et Card(F) <
Card(FE), alors Card(E) = Card(F). Autrement dit, s’il existe une injection de E dans
F' et une injection de F' dans E, alors il existe une bijection entre E et F.

Démonstration. Admis. O

Définition 2.2. Un ensemble E est dit dénombrable s’il s’injecte dans N. Il est alors soit
fini, soit infini.
Un ensemble E est dit non-dénombrable si Card(E) > Card(N) (donc si il n’eziste pas
d’injection de E dans N).
Exemple 2.1. — Les ensembles Z, Q, N? pour tout p > 1 sont infinis dénombrables.
— R est non-dénombrable : voir plus bas.

— P(E) et {0,1}¥ sont équipotents : en effet Papplication qui & A € P(FE) associe
la fonction indicatrice 14 est une bijection. (exo!)

— lintervalle ]0, 1] est équipotent a R. (exo!)

— Tintervalle [0, 1] est équipotent a R. On remarquera qu’une bijection de [0, 1] dans
R ne peut pas étre continue (I'image d’un compact par une application continue
est compact).

2.4. Quelques résultats. On commence par une propriété que 'on utilisera souvent :
Proposition 2.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Soit E = U,>o Ey, ol les ensembles £, sont dénombrables. Ainsi, pour
tout n > 0, il existe une injection ¢, : E,, — N. Soit z € F, et définissons :

N(z) =min{n > 0|z € E,} (qui est bien fini).
L’application ¢: E — N x N définie par
p(x) = (N(2), en)(2)),
est alors injective, et comme N X N est dénombrable, E est bien dénombrable. 0

Proposition 2.4. Tout produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Exo! O
Proposition 2.5. Soit X un ensemble. Alors Card(P(X)) > Card(X).

Démonstration. L’ensemble X s’injecte bien évidemment dans P(X), il s’agit donc de
montrer qu’il n’existe pas de surjection de X dans P(X). Soit &: X — P(X), et supposons
que @ est surjective. Soit A € P(X) défini par

A={ze X[z g o)},
et soit xy un antécédent de A, i.e. ®(zg) = A. Alors :

— soit zp € A, et par définition de A, xg & P(xg), donc, comme P(xy) = A, = & A,
ce qui est impossible

— soit g &€ A, et comme P(zg) = A, g & P(xg), donc zy € A, ce qui n’est pas
possible non plus.

L’application ® ne peut donc pas étre surjective. 0
Remarque 2.2. Soit X un ensemble fini de cardinal n. Alors Card(P(X)) = 2" (exo!)

Proposition 2.6. Tout produit cartésien infini dénombrable d’ensembles contenant au
moins deux éléments est non-dénombrable.
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Démonstration. Soit E;,i > 0, des ensembles tel que Card(F;) > 2. Soit alors ¢;: {0,1} —
E; une injection. L’application

p: {0,1} — H E;

i>0
(@1, @2,...) = (p1(z1), pa(@2), .. )
est alors injective, et donc Card (Hizo El) > Card ({O, 1}N) = Card P(N) > Card(N), ce

qui montre que [[;o F; est non-dénombrable. O]
Théoréme 2.2. L’ensemble des réels R est non dénombrable, et on a Card(R) = Card(P(N)).
Démonstration. Voir TD. U

Définition 2.3. Un ensemble équipotent a R est dit avoir la puissance du continu.

2.5. La droite réelle achevée. La droite réelle achevée, notée usuellement R, désigne
I’ensemble des nombres réels auxquels sont adjoints deux éléments supplémentaires : un
plus grand élément, +o00, et un plus petit élément, —oo. On la note aussi [—o00, +00]. On
définit un ordre total sur R en prolongeant celui de R, on a donc :

—00 < < F00,

pour tout = € R. Les opérations algébriques usuelles sont étendues de facon évidente, en

particulier
00
oco—00 et —
00

ne sont pas définies. On prendra par contre souvent comme convention (assez dangereuse,
il faut bien avouer) que 0 X oo = 0. La droite achevée est un espace métrique muni (par
exemple) de la distance suivante : pour tous z,y € R,

ou f est 'homéomorphisme de R a | — 1, 1] définie par
x
x) = —F/——,
0=
prolongée & R par f(4o00) = #1. Ainsi, R est un espace compact, et la topologie induite
par 0 sur R coincide avec la topologie usuelle de R. Une base d’ouverts de R est composée

des intervalles de la forme ]a, +00], ou [~o0,b[ ou Ja, b[. Notons qu’il n’y a aucun moyen
canonique de prolonger la distance usuelle de R a R.
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3. TRIBUS

La notion de tribu sur un ensemble, va nous permettre de définir quels sont les ensembles
que l'on peut « mesurer ».

3.1. Définition et exemples.
Définition 3.1. Soit E un ensemble et A C P(E) une classe de parties de E. On dit que
A est une tribu, ou une o-algébre, si
(i) elle contient E : E € A;
(ii) elle est stable par passage au complémentaire : pour tout A € A, ‘A€ A;
(iii) elle est stable par réunion dénombrable : pour toute famille dénombrable (Ay,)n>o0

d’éléments de A, U A, € A.

n>0
L’espace (E, A) est appelé un espace mesurable, et les éléments de A sont dit des ensembles
mesurables.

Quelques conséquences immédiates de la définition de tribu :
(i) @ € Acar @ = °F;
(i

(iii

elle est stable par intersection dénombrable car N, A, = ¢ (U,, “4,) ;
elle est stable par différence car A\ B = AN°B;

elle est stable par différence symétrique car AAB = (A\ B)U (B \ A);
elle est stable par limite inférieure car liminf,, A, = U, Ng>n Ax;

(iv
(v

(vi) elle est stable par limite supérieure car liminf,, A, =, Ugsn Ak

~— — —

Exemple 3.1. Quelques exemples de tribus :
— {@, E'}, appelée tribu grossiere;
— P(E), appelée tribu triviale ou tribu discrete ;
— st AC E, {@,A,°A, E} est la plus petite tribu contenant A ;
— si (Ap)n>0 est une partition dénombrable de E, alors

(s

i€l

]CN}

est une tribu (exo!). En particulier, si (A4;);=1,.._» est une partition finie de E, alors
{Uier4; | I C{1,...,n}} est une tribu de cardinal 2".

3.2. Tribu engendrée.

Proposition 3.1. Soit C une classe de parties d’un ensemble E. L’intersection de toutes
les tribus contenant C est une tribu, appelée tribu engendrée par C, et notée o(C) :

cC)= [ A

A tribu, CCA

C’est la plus petite tribu contenant C.

Démonstration. Une intersection (quelconque, au sens pas forcément dénombrable) de
tribus est en effet une tribu. On a clairement @ € o(C), car @ € A pour toute tribu
A. Montrons la stabilité par passage au complémentaire. Soit A € o(C). Alors A € A
pour toute tribu A contenant C, donc A € A pour toute A, et “A est bien dans o(C).
Montrons la stabilité par union dénombrable. Soit (A,), une suite d’éléments de o(C).
Alors pour tout n, A, € A, pour toute tribu A contenant C. Donc UJ,, A,, € A pour toute
A, et U, A, € 0(C). Finalement, ¢(C) contient clairement C, et est bien la plus petite (au
sens de l'inclusion) tribu contenant C, car toute tribu contenant C contient o(C). O
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Exemple 3.2. Soit £ un ensemble et C la classe des singletons de E. Alors,
o(C) ={A € P(F)| A dénombrable ou °A dénombrable}.

Pour décrire o(C), on peut raisonner de la sorte. Elle contient la classe C, ¢’est-a-dire tous
les singletons de E. Elle doit étre stable par union dénombrable, donc elle contient les
unions dénombrables de singletons, donc les parties dénombrables. Elle doit étre stable
par passage au complémentaire, donc elle contient les complémentaires de parties dénom-
brables. On a donc un candidat naturel pour o(C) :

{A € P(E)| A dénombrable ou “A dénombrable}.

Appelons B cette classe, et montrons que B est une tribu. Comme B contient C et est
contenu dans o(C) par construction, et que o(C) est la plus petite tribu contenant C, on
aura forcément o(C) = B. On a @ € B, car & est dénombrable. Clairement B est stable par
passage au complémentaire. Soit (A, ), une suite de B. Si pour tout n, A,, est dénombrable,
alors U,, A, est dénombrable comme union dénombrable de parties dénombrables, donc
U, A, € B. Si il existe ng tel que “A,,, soit dénombrable, alors

c (U An> — A, € A,
qui est dénombrable, donc € (U,, 4,,) aussi, et U,, A, € B. On a bien montré que B est une
tribu, et donc B = ¢(C).

REMARQUE : Cette méthode ne marche malheureusement pas a tous les coups, et il est
en général tres difficile de décrire explicitement une tribu. . .

Remarque 3.1. Si C; C Cy, on a 0(Cy) C 0(Cy). En effet, si C; C Cy, comme Cy C 0(Cs),
onaC; C 0(Cy), et comme o(Cy) est la plus petite tribu contenant C;, on a o(Cy) C o(Cs).

Remarque 3.2. La réunion de 2 tribus n’est en général pas une tribu. Par exemple, sur
{a,b, c}, considérons les tribus A; = {&, {a}, {b,c},{a,b,c}} (ie. la tribu engendrée par
{a}) et Ay = {@,{b},{a,c},{a,b,c}} (ie. la tribu engendrée par {b}). Alors,

AU Ay = {Qv {a}’ {b7 0}7 {b}v {a’ C}, {a7 b, C}}
n’est pas une tribu, il manque par exemple {a,b} = {a} U {b}.
3.3. Tribu réciproque, tribu image, tribu trace.

Notation 3.1. Soit C une classe de parties d’'un ensemble Y, et f une fonction de X dans
Y. On notera

fey={ro)cecy

la classe des parties de X des images réciproques des éléments de C.
Proposition 3.2. Soit f: X — Y et B une tribu sur'Y. Alors
f7HB)={f"(B)| B € B}

est une tribu sur X, appelée tribu image réciproque de B par f. On lappelle aussi la tribu
engendrée par f, et la note aussi o(f).

Les propriétés de I'image réciproque (formules de Hausdorff) assure que f~1(B) est bien
une tribu (exo!).

Proposition 3.3. Soit f: X — Y et A une tribu sur X. Alors
B={BcCcY|f B eA
est tribu sur'Y, appelée tribu image de A par f
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La encore, les propriétés de I'image réciproque assure que B est bien une tribu (exo!).

Remarque 3.3. Attention, la tribu image n’est pas f(A) qui n’est en général pas une
tribu. Par exemple, soit X = {a, b, ¢} et la tribu sur X donnée par A = {&, {a}, {b,c},{a,b,c}}
(c’est-a-dire la tribu engendrée par {a}). Soit Y = {1,2} et f telle que f(a) = f(c) =1

et f(b) = 2. Alors, f(A) = {2,{1},{1,2}}, qui n’est pas une tribu (il manque {2} le
complémentaire de {1}).

Proposition 3.4. Soit (E, A) un espace mesuré. Soit X € P(E) et soit B la classe de
parties de X définie par B = {ANX | A € A}. Alors, B est une tribu sur X, appelée tribu
trace de A sur X.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que B est la tribu image réciproque de A par l'in-
jection canonique i: X < F, car pour tout A € A, i71(A) = AN X. O

3.4. Tribu de Borel.

Définition 3.2. On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) sur R la tribu engendrée
par les ouverts de R. On la note B(R).

Plus généralement, soit (X,T) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur
X, et on la note B(X) la tribu engendrée par les ouverts de X.

Plutot que d’utiliser ’'adjectif mesurable, on appellera les éléments de la tribu borélienne
des boréliens.

Rappelons (voir cours de topologie), que tout ouvert de R s’écrit comme une réunion
dénombrable d’intervalles ouverts, que I'on peut supposer disjoints. En effet, soit U un
ouvert et = € U. Soit C'(z) 'union de tous les intervalles ouverts contenu dans U et
contenant x. Alors C'(x) est non-vide car U est ouvert et C'(z) est un intervalle ouvert car
réunion d’intervalles ouverts, ¢’est méme le plus grand intervalle contenant x (remarque :
c’est la composante connexe de x dans U). Ansi,

U= UUC’(:U).

Soit y € U. Si y € C(x), alors C(x) est un intervalle ouvert contenant y, donc C(z) C
C(y). Donc x € C(y), et par suite C(y) C C(x). Finalement, C'(z) = C(y).
Donc, si C(z) N C(y) # &, alors il existe z € C(z) N C(y). Donc C(z) = C(x) et
C(z) = C(y), et donc C(x) = C(y). Finalement, les C'(z) sont soit égaux, soit disjoints.
Par densité de Q dans R, il existe un rationnel g, € C(z) pour chaque x € U, et donc,
les C'(x) étant disjoints, l'union est dénombrable.

On a donc que la tribu borélienne B(R) est engendrée par :
— les intervalles ouverts |a, b[ (avec a < b dans R)
— les intervalles fermés [a, b] (avec a < b dans R)
— les intervalles ouverts |a, +o0o[ (avec a € R)
— les intervalles ouverts | — oo, af (avec a € R)
— les intervalles ouverts |a, b avec a < b dans Q
— les intervalles |a, b], a < b

Détaillons la premiere assertion, les autres sont laissées a titre d’exercice. Notons C la
classe des intervalles ouverts :

C:{]a,b[|a,b€@,a<b}.
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On veut donc montrer que B(R) = ¢(C). On a évidemment
C C {ouverts de R},

donc
a(C) C B(R).
Par le rappel ci-dessus, tout ouvert de R peut s’écrire comme une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts, donc
{ouverts de R} C o(C),

et comme B(R) est la plus petite tribu contenant la classe des ouverts de R, on a
B(R) C ¢(C).
Ainsi, B(R) = o(C).

De méme, la tribu borélienne B(R?) est par exemple engendrée par les pavés

d

H]ai, bi[, avec a;,b; dans R.

i=1
Remarque 3.4. Il est possible de montrer que B(R) est équipotente a R (i.e. de méme
cardinal). Ceci se fait par récurrence transfinie, et dépasse largement les notions abor-
dées dans ce cours. Notons tout de méme que comme Card(P(R)) > Card(R), il existe
(beaucoup!) d’ensembles non-boréliens. Il n’est pourtant pas aisé d’en exhiber un. .. Nous
reviendrons la-dessus un peu plus tard.
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4. MESURES
4.1. Définition.

Définition 4.1. Soit (E, A) un espace mesurable. Une mesure (positive) sur (E, A) est
une application p: A — [0, 4+00] telle que

(1) n(@) =0;

(ii) elle est o-additive : pour toute suite (A,), d’éléments de A deux d deux disjoints,

on a
On dit alors que (E, A, 1) est un espace mesuré.

Avant de donner quelques exemples, voici quelques propriétés immédiates que vérifie
une mesure.
Proposition 4.1. Soit (E, A, 1) est un espace mesuré. Alors,
1) additivité finie : pour tout (A;);e; mesurables, avec I fini, et disjoints deux d deut,
i(Uier Ai) = ier (As) ;
Pour tout A, B € A,
2) w(A) = p(A\ B) + u(AN B) ;
3) W(AU B) + n(AN B) = p(A) + u(B) ;
4) sous-additivité finie : p(AUB) < u(A)+u(B) ; et plus généralement, si Ay, ..., A,
sont des ensembles mesurables, alors
I (U Ak) <> (Ap);
k=1 k=1

5) croissance : si A C B, p(A) < u(B).

Démonstration. 1) Découle de la o-additivité.

2) Ona A= (A\ B)U(ANB) avec A\ B et AN B disjoints. Il suffit alors d’utiliser
le point précédent.

3) AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB) et les ensembles A\ B, B\ A et AN B sont
deux a deux disjoints. Par le point précédent,

1(A) + p(B) = p(A\ B) + (AN B) + p(B\ A) + p(An B)
=pu(AUB)+ (AN B).

Remarque : on ne peut pas a priori retrancher p(A N B) qui pourrait étre infini.

4) Si pu(A) + p(B) = o0, il n'y a rien & montrer. Si u(A) + u(B) < +oo, alors
par le point précédent p(A N B) < +00, donc on peut le retrancher dans ’égalité
précédente, et donc

u(AU B) = pu(A) + u(B) — w(AN B) < p(A) + u(B).

Par récurrence immédiate, on a pu(Ul; 4;) < X", u(A;) pour tous ensembles

mesurables Aq,..., A,.
5) Si A C B, alors AN B = A, et par 1’égalité du point 2),
u(B) = p(B\ A) + p(A) > p(A). 0

Outre 'exemple trivial de la mesure nulle, donnons quelques exemples de mesures :
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Exemple 4.1. Soit (X,.4) un espace mesurable. On définit la mesure de comptage m sur
(X,.A) par : pour tout ensemble mesurable A € A,

m(A) = {Card(A) si A est fini

+o00 sinon.

Exemple 4.2. Soit (X, .4) un espace mesurable, et a € X. On définit la mesure de Dirac
au point a, notée d,, sur (X, A) par : pour tout ensemble mesurable A € A,

5a(A)—{O siz g A

1 sixze A
On a donc 0,(A) = 14(a).

A titre d’exercice, vérifiez que les deux exemples précédents définissent bien des mesures.
Quelques définitions supplémentaires :

Définition 4.2. Soit ;1 une mesure sur un espace mesurable (E,A).
— On dit que p est finie, ou de masse finie, si u(E) < oo. On a donc que u(A) < oo,
pour tout A € A. Le nombre u(E) est appelée la masse de pu.
— On dit que p est une (mesure de) probabilité si sa masse vaut 1.

— On dit que p est o-finie si il existe un recouvrement dénombrable de E par des
ensembles de mesures finies : il existe (E,), avec E, € A pour tout n, tel que
E=U,E, et n(E,) < oco.

Les mesures de probabilité nous donnent alors d’autres exemples de mesure. Par exemple,
la loi binomiale de parameétres n,p est la mesure p sur espace Q = {0,...,n} muni de
la tribu P(Q2) tel que

) = (1 )oH o

pour tout k = 0,...,n. La théorie moderne des probabilités, axiomatisée par Kolmogorov
dans les années 1930, est de fait basée sur la théorie de la mesure.
La proposition suivante donne une autre caractérisation de mesure.

Proposition 4.2. Une application p: A — [0, +00] est une mesure si et seulement si :
(i) p(2) =0

(ii) 1 est finiment additive : pour tout ensembles mesurables A;,i € I avec I fini, deux
i deus disjoints, 11 (User As) = Sier p(As).

(7ii) p est “continue d gauche” : pour toute suite croissante (A,)n>o0 d’ensembles me-
surables, p(lim, A,) = lim,, u(A4,).

Démonstration. Soit p une mesure. La o-additivité entraine I’additivité finie, donc seul le

dernier point reste a montrer. Soit (A,), une suite croissante, i.e. A, C A,,1, pour tout
n. Posons By = Ag, By = A1\ Ao, ..., B, = A, \ A1, ... Les ensembles B,, sont bien
mesurables, et deux a deux disjoints. De plus, U;_, Br = 4,, et

li}LnAn = UAn = UBn.

Alors, par o-additivité, on a p (U, B,) = X, u(By), ainsi,

u <LnJ An) =p <LnJ Bn) = Zn:u(Bn) = lim Xn: pu(By) = lim ( LnJ By) = lim pu(Ay).

k=0 k=0
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Montrons la réciproque. Il s’agit donc de montrer la o-additivité. Soit (A,), une suite
d’ensembles mesurables deux a deux disjoints. Posons B,, = U;_, Ax. Les B,, sont mesu-
rables, et on a B,, C B,.1, pour tout n. Comme U, 4, = U,, By, on a

M(Lﬂ)%) _M<UB ) = lim 1(B,) = lim ps( UAk —hmZu (Ap),

k=0
ou la dernier égalité utilise I’hypothese d’additivité finie. Ainsi,

u(Ua.) = Suta
et p est bien une mesure sur A. 0]

Corollaire 4.1. Toute mesure p est sous-o-additive, c’est-a-dire que pour toute suite
d’ensembles mesurables (Ay)n,

U] <2

Démonstration. Soit (A,), mesurables, posons B, = Up_, Ax. Alors la suite (B,), est
mesurable, croissante, et on a U,, B, = U,, A». En appliquant la continuité a gauche de la
proposition précédente, on a alors,

n n k=0
Or par sous-additivité finie, on a pu (Up_y Ax) < >Xp_o 1(Ag), ainsi

n
I (U An> <lm ) p(Ar) =D p(Ay). O
n k=0 n
La continuité a droite pour une mesure n’est en général pas vérifiée. Mais on a le résultat

suivant :

Proposition 4.3. Soit (A,), une suite décroissante d’ensembles mesurables telle qu’il
existe ng tel que u(A,,) < oo. Alors

lim /1(A,) = p(lim Ay).
Démonstration. Comme la suite (A,), est décroissante, on a que pour tout n > nyg,
p(A,) < oo, car A, C A,, et par croissance d’une mesure. Posons B,, = A,, \ A,. Alors,

comme (A,), est décroissante, la suite (B,,), est croissante et converge vers U, B, =
Ay \ Ny Ay, done

p (ﬂAn> = (UB ) = lim p(By) = p(An,) — lim pu(Ay),

ce qui conclut la preuve. 0

Remarque. La condition finie est nécessaire, en effet considérons la mesure de comptage
m sur N, et les ensembles A,, = {n,n + 1,...}. Alors la suite (A,), est décroissante et
converge vers ), A, = &, donc m (N, A,) = 0, mais m(A4,) = 400 pour tout n, et donc
ne converge pas.

Proposition 4.4. Soit p une mesure sur A, et (A,), une suite d’éléments de A. Alors,

,u(limninf A,) < lim inf w(Ay).
Si de plus, p est une mesure finie, alors
p(liminf A,) <liminf pu(A,) < limsup pu(An) < p(limsup Ay).
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Démonstration. Rappelons que liminf, A, = U, Ng>n Ax. Posons B,, = N>, Ax. Alors
(By)n est une suite croissante d’ensembles mesurables, et par continuité a gauche de p,
on a

i <limninf An) = U <U Bn> = sup u(By).

Or, comme g, Ar C Ay, pour tout k > n, on a pu(Ng>n, Ar) < p(Ag), pour tout k& > n,
et donc

Finalement, p (liminf, A,) < sup,, infg>, p(Ag) = liminf,, p(A4,).
L’inégalité sur la limsup se montre de maniere analogue par continuité a droite sous
I’hypothese que p est une mesure finie. 0

Proposition 4.5. Soit (u,), une suite croissante de mesures, i.e. pour tout n, p,(A) <
tnt1(A) pour tout A € A. Alors lapplication p définie par u(A) = lim, u,(A) est une
mesure sur A. En particulier, toute combinaison linéaire dénombrable a coefficients positifs
de mesures est une mesure.

Démonstration. On vérifie aisément que p est une mesure en appliquant la proposition 4.2 :
I'additivité pour une famille finie d’ensembles mesurables est claire, et pour (4,), une
suite d’éléments de A, on a

[ <ij Ak) = lim s, (ij Ak) = lim lim g, (Ag) = lim lim g, (Ag) = lim p(Ag),

I'inversion des deux limites étant possible par croissance. Ainsi, p est continue a gauche,
et finalement est bien une mesure. Soit (a,), une suite de coefficients positifs. Alors,

%W=§%MM

définit clairement une suite croissante de mesures (1,),, et sa limite Y, v, p, est alors
bien une mesure. ]

Exemple 4.3. Soit £ un ensemble dénombrable. Alors la mesure

P
ek
est la mesure de comptage sur (E, P(E)).
Autre exemple, sur (N, P(N)), la mesure
A’I’L

Z =7,

|
n>0 n.

est la mesure de probabilité bien connue sous le nom de loi de Poisson de parametre A
(avec A > 0).

4.2. Mesure de Lebesgue. La mesure de Lebesgue est la mesure sur (R? B(R?)) qui
donne un sens mathématique a la notion de volume en dimension quelconque (donc de
longueur pour d = 1 et d’aire pour d = 2).

Théoréme 4.1. [l existe une unique mesure sur (R, B(R)) telle que la mesure de tout
intervalle |a, b] soit égale a b — a (avec a < b). On lappelle la mesure de Lebesgue sur R
et on la note .

Plus généralement, il existe une unique mesure sur (R% B(R?)) (d > 1) telle que la
mesure de tout pavé [ ]as, bi| soit égale au produit T2, (b; — a;). On Uappelle la mesure
de Lebesgue sur R? et on la note Ay ou X si il n’y a pas d’ambiguité sur la dimension.
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La propriété suivante est fondamentale :

Propriété. (Invariance par translation). La mesure de Lebesgue sur (RY, B(R?)) est in-
variante par translation : pour tout borélien A € B(RY) et tout v € R,

MA +2) = \(A),
ot A+x={a+z|a€ A}.

Pour le moment, on va admettre I'existence et I'unicité de la mesure de Lebesgue. On
verra plus loin comment montrer que deux mesures sont égales, et en particulier 'unicité
de la mesure de Lebesgue, mais on admettra sa construction (pas évidente et assez longue).

Montrons alors quelques propriétés supplémentaires.

Le mesure de Lebesgue sur R ne charge pas les points, c¢’est-a-dire que pour tout x € R,
A({z}) = 0 (on dit qu'elle est diffuse). En effet, la suite des intervalles |z — . 2 + [ est
décroissante et converge vers

1 1
x—n,x—l—n{—{x}.

M

n

De plus, A (]x — %, x4+ %[) = %, donc on peut appliquer la proposition 4.3, et on a donc

A({r}) = lim A (]x— i,x—l— 1D —lim 2 =0,

n non
On en déduit donc que :

A (]a7b[) =A (]a7 b]) = A ([a7b[) = A ([a7 b]) .

Autre conséquence, tout ensemble dénombrable est de mesure de Lebesgue nulle puis-
qu'un ensemble dénombrable s’écrit comme 'union dénombrable disjointe de ses single-
tons. En particulier, N et Q sont de mesure de Lebesgue nulle.

Autre propriété : la mesure de Lebesgue est o-finie. En effet, on peut recouvrir R par

R=J]—n,n]
n>1
et la mesure de Lebesgue de 'intervalle | — n,n| est A\(] — n,n[) = 2n qui est finie pour
tout n > 1. De plus, A(R) = +o0.

Les ensembles dénombrables ne sont pas les seules a étre de mesure de Lebesgue nulle.

Par exemple :

Exemple 4.4 (Ensemble triadique de Cantor). On part de 'intervalle Cy = [0, 1].
On lui retire son tiers du milieu. On obtient ainsi C; = [0,3] U [3,1]. On réitere le
procédé : on retire a chacun des deux intervalles de C leur tiers du milieu. On obtient

Cy =10, 5]U[2, 3]U[2, I]U[3, 1]. Et on réitere. .. On obtient la construction de la figure 3.

Formellement, on définit par récurrence les ensembles C,,, par Cy = [0, 1], et pour tout

n>1,
_Cn—l 2 On—l
Cn =3 U<3+ 3 )

c’est-a-dire que D'intervalle [a, b] est envoyé sur [a,a + %54 U [b — 252, b).
On vérifie alors par récurrence que C,, est la réunion de 2" intervalles fermés, deux a
deux disjoints, de longueur 3% donnés par

- T " Tk 1]
oo D o T o-|. aveczi € {0,2}.
Par exemple, €y = [0, 5] U [, 55 + ] U[5, 5+ 5] U5 + 32 1]
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0 1
1 2
0 3 3 1
1 2 1 2 7 8
0 9 9 3 3 9 9 1

FI1GURE 3. L’ensemble triadique de Cantor

On appelle alors ensemble triadique de Cantor I’ensemble :

C =) Cn

n>0

QUELQUES PROPRIETES DE C :

(1)
(i)
(iif)

il est non vide : il contient clairement 0 et 1 et méme en fait toutes les bornes des
intervalles définissant les C,, ;

il est compact car fermé (comme intersections de fermés, chaque C,, étant fermé
car union finie de fermés) et borné (car contenu dans [0, 1]);

il est sans point isolé : soit x € C, alors x € C,,, pour tout n > 0. Donc, pour tout
n, x est dans un intervalle de la forme

1
[Z 3,6,2%—1—3”1, avec xy € {0,2}.

avec xj, € {0,2}. Donc z est la limite de deux suites adjacentes et ne peut étre
isolé ;

Il est non dénombrable, et en bijection avec {0, 2}V, c’est-a-dire que C peut s’écrire
sous forme

C:{Zgz, xn€{0,2}}.

n>1
D : Soit (), une suite de {0,2}. Posons a, = >°_; g&. Alors, pour tout n > 1,
x, € C, par définition de C,, donc pour tout n, xz, E C. Comme C est fermé,
on a ), 3+ = lim,a, € C. Remarque : cela suffit pour montrer que C' est
non-dénombrable, et comme C' C [0, 1], qu’il est de méme cardinal que R.

C : Soit x € C, donc pour tout n > 0, il existe un intervalle de la forme I,

[an, an, + 3%] tel que z,, € I,. On a donc que |a, — x| < . Quand on passe de
C, a Cpiq, soit x est dans le premier tiers de [I,,, auquel cas (pi1 = Ap, SOit T est
dans le dernier tiers de [,,, auquel cas, a,11 = a, + ?Jn% On a donc que pour tout
N, Qpi1 = Gy + g,'i—ﬂ, avec Tpy1 = 0 ou 2. Comme ag = 0, on a a, = >7;_; 3¢. Or

Un —> 2k>1 385 €6 ap — x, c’est donc que z = 37, > 3%
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(v) il est de mesure de Lebesgue nulle : comme C,,; C C,, et que A\(Cp) = 1, on a par
limite décroissante (”continuité a droite”) :
A(C) = Lm A(Cy).

Or C), est la réunion de 2" intervalles disjoints de longueur 3%, donc \(C},) = g—z

qui tend vers 0 quand n — oo. Finalement, A\(C') = 0.
(vi) C est d’intérieur vide : si ce n’était pas le cas, il contiendrait un intervalle ouvert
Ja, b[ non vide (C' est non vide). On aurait donc par croissance,

b—a = A(b,al) < A(C),
et A(C) serait non nulle. Or on a montré juste au dessus que A\(C') = 0.
REMARQUE : On peut faire une construction analogue mais au lieu de retirer le tiers

du milieu, on retire un intervalle de longueur 3+ au milieu. On construit ainsi un compact

d’intérieur vide, mais cette fois de mesure de Lebesgue 1 —¢, pour n’importe quel € €0, 1[.
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5. FONCTIONS MESURABLES

Notation 5.1 (TRES importante!). Soit f: E — F et A C F. On utilisera la notation
abrégée {f € A} pour désigner I'image réciproque de A, c’est-a-dire

{feAt={z e E|f(x) € A} = [T}(A).
Par exemple, si F' = R, on notera {f = a} = {x € X | f(x) = a}, ou encore {f > a} =
{r € X | f(x) > a}, etc...
5.1. Définition.

Définition 5.1. Soit (E,A) et (F,B) deuz espaces mesurables. Une fonction f: E — F
est dite mesurable si pour tout B € B,

f7H(B) € A,
autrement dit, f~1(B) C A.

Si A et B sont des tribus boréliennes, on parlera de fonction borélienne au lieu de
fonction mesurable.

Exemple 5.1. Les (fonctions) constantes sont mesurables (exo!).
La fonction indicatrice 14: (F,.A) — ({0,1},P({0,1})) est mesurable si est seulement
si A est un ensemble mesurable (exo!).

Remarque 5.1. Si on se donne uniquement la tribu B, f~'(B) est la plus petite tribu
sur E qui rende f mesurable.

Si on se donne uniquement la tribu A, la tribu image de A par f est la plus grande
tribu sur F' qui rende f mesurable.

Commencons par un résultat bien utile pour montrer la mesurabilité d'une fonction
lorsque la tribu d’arrivée est engendrée par une classe de parties.

Proposition 5.1 (Lemme de transport). Soit f: X — Y, et C une classe de parties de
Y. Alors

a(f7H(C)) = [H(a(C)).
Démonstration. Montrons I'inclusion C. Comme C C o(C), on a f~1(C) C f~'(a(C)).

Comme f~!(c(C)) est une tribu, et que o(f~'(C)) est la plus petite tribu contenant
f7X(C), on obtient I'inclusion

a(f71(C)) C f(a(C)).
Pour l'inclusion inverse, considérons
B={BCY|f(B)€a(f ()}

c’est-a-dire la tribu image de o(f~!(C)) par f. On a clairement que B contient C, donc
contient o(C), et donc

fHe(C)) C f7H(B).
Mais par définition de B, on a f~1(B) C o(f~1(C)), ainsi

F7He(C) Ca(fH(C)). u

La grande utilité de ce lemme est que pour montrer qu’une fonction est mesurable si
la tribu d’arrivée est engendrée par une classe de parties C, il suffit de montrer que pour
tout C' € C, f~(C) appartient & la tribu de départ. En effet, si f: (X, X) — (Y,0(C))
vérifie

voec, f71(0)ex,
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dit autrement, f~1(C) C X, alors o(f~(C)) C X, et donc par le lemme de transport,
7o) c X,
c’est-a-dire que f est mesurable. Ceci sert en particulier pour montrer qu'une fonction est

borélienne, la tribu de Borel étant engendrée par exemple par les intervalles ouverts |a, b[.

Remarque 5.2. Autre remarque, bien utile. Soit f: (X,B(X)) — (Y,B(Y)). Alors si
f est continue, f est borélienne. En effet, si A est un ouvert de Y, alors par continuité
f71(A) est un ouvert de X, et donc appartient a la tribu borélienne B(X).

5.2. Opérations.

Proposition 5.2. Soit f: (X, X) — (E,€) et g: (E,€) — (F,F) deuz fonctions mesu-
rables. Alors, go f est mesurable de (X, X) dans (F,F).

Démonstration. Pour tout A C F,on a (go f)"1(A) = f~(g7(A)). En effet,

F7H g7 A) =z e X[ fa) € g1 (A)} = {z € X|g(f(x) € A} = (g0 )} (A).
Donc si A € F, g'(A) € &€ par mesurabilité de g, et f~'(g7*(A)) € X par mesurabilité
de f. 0

Proposition 5.3. Soient f et g deux fonctions mesurables de (E, A) dans (R, B(R)) et
soit a € R. Alors, af + g et fg sont mesurables.

Démonstration. Soit a # 0 (sinon c’est trivial). Alors, pour tout a € R,

{af <a} ={f <a/a} € A,
car f est mesurable. Ainsi, af est mesurable. Pour la somme, on écrit
{frg<ay={f<a-gt=U{f<g<a-gt=U{f<atn{g<a—qg}
q€Q q€Q

qui est mesurable comme union dénombrable d’ensembles mesurables. Ainsi, f + ¢ est
mesurable. Pour le produit, on commence par montrer que f? est mesurable :

{f*<a}={-Va<f<Va}

qui est bien dans A. Alors, comme fg =1 ((f + 9)*> — (f — g)?), on conclut. O

Proposition 5.4. Soit (f,), une suite de fonctions mesurables de (X, X) dans (R, B(R)).
Alors, sup,, fn, inf, f,, limsup,, f,, liminf, f, sont mesurables. De plus, si (fn)n converge
simplement vers une fonction f, alors f est mesurable.

Démonstration. Pour tout a € R, {sup, f,, < a} = N, {fn < a} € X, donc sup,, f,, est
mesurable. De méme, {inf, f, > a} = N, {fn > a} € X, donc inf,, f,, est mesurable. On
en déduit que limsup,, f,, et liminf,, f,, sont aussi mesurables. Si f,, converge simplement
vers f, alors f = limsup,, f, = liminf, f,, et donc f est mesurable. O

5.3. Fonctions étagées.

Définition 5.2. Une fonction mesurable de (E, &) dans (R, B(R)) est dite étagée si elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs. Autrement dit, il existe une partition finie mesurable
(Ai)ier de E avec I fini et A; € € pour tout i € I, et des réels a; tel que f =Y ;cra;la,.

Remarque 5.3. On peut toujours choisir les «; deux a deux distincts et les A; = {f =
a;}. On appelle alors forme canonique de f la décomposition :

f= 2 aly=a

acf(E)
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Exemple 5.2. La fonction indicatrice 1 4 d'un ensemble mesurable A est bien stir étagée,
elle ne prend que deux valeurs : 0 ou 1. Une fonction en escalier est une fonction étagée,
mais la réciproque est fausse. La fonction indicatrice des rationnels 1g est étagée, mais
n’est constante sur aucun intervalle de R (non réduit a un point!).

Théoreme 5.1 (Eemme fondamental d’approximation). Toute fonction mesurable de
(E,E) dans (R, B(R)) est limite simple d’une suite de fonctions étagées. Si de plus,
(i) f est positive, on peut choisir (f,), positive et croissante (au sens ot fp, < fui1,
pour tout n) ;

(ii) [ est positive et bornée, on peut choisir (f,)n, de sorte que la convergence soit
uniforme.

Démonstration. Supposons f positive. L’idée est de partitionner I'espace d’arrivée R, en

k kE+1
UQn_l l?’"%[ U [n, +OO]

k=0,...,n
On définit alors la suite (f,,),, de fonctions étagées par

n2"—1 k

k=0

Les f, sont bien positives (évident), et la suite est croissante. En effet, soit z € X, on
distingue alors trois cas :
— Si f(x) >n+1, fum(@)=n+1>n= f,(x);
— Si f(x) € [n,n + 1], alors f,(z) = n, et il existe k € {n2"" ... (n+1)2"" -1}
tel que f(z) € [5r, 2] Donc fry1(2) = o > n = fu(2);

— Si f(x) < n, alors il existe k € {0,...,n2" — 1} tel que f(x) € [2%,%[:
[Qf_li“ 2’2111)[ Alors, f,(z) = 2,” et fni1(z) vaut soit 2n+1 = 2%, soit 2’2111 > o

Dans les deux cas, an( ) > fulx).

Montrons maintenant la convergence.
Si f(x) = +o0, fu(x) = n pour tout n, et f,(x) — f(z) quand n — +oo.
Si f(z) < oo, alors il existe ng (qui dépend de x) tel que f(z) < ngy. Pour tout n > ny,

ona |f,(z) — f(z)| < 5. Ainsi, f,(z) = f(z) quand n — oo.
Si f est bornée, il ex1ste ng tel que pour tout x € E, f(x) < ng, donc pour tout x € F,

pour tout n > ng, |fu(z) — f(z)| < 5%, et (fn)n converge uniformément vers f.
Si f est de signe quelconque, on écrit f = fT — f~, avec
fr = flyso et [T =—fljco.

Les fonctions f* et f~ sont mesurables et positives, et on applique alors le résultat
précédent. 0]
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6. INTEGRALE DES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES.
6.1. Intégrale des fonctions étagées positives.

Définition 6.1. Soit (E, A, ) un espace mesuré et soit f: (E;A) — (R,B(R)) une
fonction étagée positive. On appelle intégrale de f par rapport a p, que l'on note [y fdu,
’élément de [0, +oo] défini par

[ Fdu= 3 au({f=a}).

aef E)

avec la convention que 0 X oo = 0.

Notation 6.1. L’intégrale d’une fonction sera notée indifféremment :

/fd,u, /f Ydp(x /f p(dx), ou encore /fdu

si I’espace sur lequel on integre est clair. On notera aussi :
/ fdp = / fladp.
A E

Remarque 6.1. Cette définition ne dépend pas de la représentation de f. En effet, soit
[ = Yicraily, une autre décomposition de f, avec donc I fini, et les A; deux a deux
disjoints. Alors, comme,

{f = a} = U Aj,

i o=«

on a .

Yoo au{f=al)= Y a X p(A)= Y Y aip(A) =) aipu(A

acf(E) acf(E) i|lai=a acf(E)i|loi=a iel

Exemple 6.1. L’intégrale d’une fonction étagée f = >, a;14, par rapport a la masse de

Dirac ¢, est :
[ fa = aibu(4) = ¥ aila(a) = f(a),

L’intégrale de 1g par rapport a la mesure de Lebesgue A donne :

/ 1od) = A(Q) = 0.

R

Rappelons encore une fois que la fonction 1g n’est pas Riemann intégrable !
Donnons les premieres propriétés.

Proposition 6.1. L’intégrale est :
(i) linéaire : pour toutes fonctions étagées positives f et g, [p(f + g)du = [5 fdu +
Jegdp;
(ii) positivement homogéne : pour tout o > 0, et toute fonction f étagée positive,
Jpafdpy=a g fdu;
(iii) croissante : pour toutes fonctions étagées positives f et g, telles que f < g, on a
[ fdp < [ gdp.
Démonstration. i) Soit deux fonctions étagées f = Y ,c; ;14 et g = > g,
avec (A;)ier e(t )(Bj)jej deux partitions ﬁiies ({e E.ZA:ZIEOIrS (/ﬁzﬂ Bi(i7j)§jjJe§g uEI}1]e
partition finie de F, et on a

f+g= > (ai+5)lans,.

(i)elxJ
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Ainsi,

[E(f+g)du = > (o +B)u(A; N By)

(ij)elxJ
= > apu(A&inB)+ > BinANB)
(i.j)elxJ (i.j)elxJ
= ZaiZM(Ai N B;) + ZﬁjZM(Ai N Bj)
el jeJ jeJ el
= aip(A) + D Bin(By)
iel jed
:/f@+/mm
E E

(ii) Facile, exo!

(iii) La fonction g = f + g — f est la somme de deux fonctions étagées positives, et on
applique le point (i).
O

6.2. Intégrale des fonctions mesurables positives.

Définition 6.2. Soit (E,A,u) un espace mesuré et soit f: (B, A) — (R,B(R)) une
fonction mesurable positive. On appelle intégrale de f par rapport a pu, que l'on note
[g fdp, Uélément de [0, +oo] défini par

/ fdup = sup {/ ody ’ © étagée positive, p < f} :
E E
St [ fdp < oo, on dit que f est intégrable.
Comme premiere propriété, on remarque facilement que l'intégrale est croissante :

Proposition 6.2. Pour toutes fonctions f et g mesurables positives telles que f < g,

alors
/ fdp < / gdp.
E E

Démonstration. Si ¢ est une fonction étagée positive telle que ¢ < f, alors ¢ < g, et donc
par définition du sup,

sup {/E edp ‘ @ étagée positive, p < f} < sup {/E wdp ‘ @ étagée positive, p < g} . g

Théoréme 6.1 (Théoreme de Beppo-Levi ou Théoréme de convergence monotone). Soit
(fn)n une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers

f. Alors
/ fdu = lim / Fudp.
E n—oo J @

Remarque 6.2. Le théoréeme de convergence monotone donne alors que [ fdu est la
limite de [ f,du ot (f,), est une suite arbitraire de fonctions étagées positives croissant
vers f.

Démonstration. Soit (f,), une suite de fonctions mesurables positives qui converge en
croissant vers f. Rappelons que f est alors mesurable comme limite simple de fonctions
mesurables. On a alors f,, < f, et par croissance de I'intégrale,

[ dudn < [ ap.
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En passant a la limite (qui existe dans [0, +oc] par croissance), on obtient donc

lim [ fudp < [ fap.
n E E

Montrons l'inégalité inverse. Par définition de [ fdpu, il suffit de montrer que pour toute
fonction étagée positive ¢ telle que ¢ < f, [@du < lim, [ f,du.

Soit alors ¢ une telle fonction et a € [0,1[. Posons, E, = {ap < f,}. Alors la suite
(E,)n est croissante (car (f,), est croissante), et on a E = UJ,, E,. En effet, soit = € E.
Si f(z) = 0, alors p(z) = f.(xr) = 0 pour tout n, et z € E, pour tout n, et donc
z €U, En Si f(z) >0, f(x) > ¢(x) > ap(x), et comme f,(x) croit vers f(x), il existe n
assez grand tel que f,(x) > ap(z). Donc x € E,, et finalement F = |, E,. En écrivant
© = > erila,, avec I fini, on a alors

/ aplp, du = Zaai,u(Ai NE,) < / fndp,
E E

1€l
car ap < f, sur E,. Comme la somme a gauche est finie, on peut passer a la limite, ce
qui donne

a/ pdp < lim/ frndp.
E n JE

Comme a est arbitraire, en faisant tendre a vers 1, on obtient finalement

/wmgm/mm
E n E

ce qui acheve la démonstration. [l

Remarque 6.3. Le théoreme de convergence monotone s’applique pour les suites croissantes
de fonctions mesurables, et pas décroissantes. Par exemple, la suite f,, = 1, 1o est dé-
croissante, et converge vers 0. Or, par rapport a la mesure de Lebesgue,

Ammmﬂhamm+wD:+m

et donc ne converge pas vers 0. A titre d’exercice, on pourra montrer que si (fn)n est une
suite décroissante de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers f, et
telle qu'il existe ng tel que [ f,,dp < oo, alors lim,, [ f.du = [ fdu.

Remarque 6.4. Considérons la suite de fonctions boréliennes f, = %ﬂ]o,n[- Alors, f,
converge vers 0 uniformément, car, pour tout x € R,

1
|fulz)] < ” — 0.

Or l'intégrale de f,, par rapport a la mesure de Lebesgue est

1 1
MA:—/H,JA:—A ) =1,
[ fudr =~ [Lgudr = 2(00,n)

pour tout n, et donc ne converge pas vers 0! L'hypothese de croissance de la suite (f,,), ne
peut pas étre omise sans hypothése supplémentaire, méme si la convergence est uniforme.
Cela suggere tout de méme un lien entre limite de l'intégrale et intégrale de la limite,
donnée par le lemme suivant :

Proposition 6.3 (Lemme de Fatou). Soit (f,), une suite de fonctions mesurables posi-
tives de (E, A) dans (R, B(R)). Alors,

/ liminf f,dp < lim inf/ frndpe.
E nJE
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REMARQUE : On remarque qu’en prenant f, = L4, avec (A, ), une suite d’ensembles
mesurables, on retrouve l'inégalité

,u(limninf A, < lim inf w(Ay)
vue précédemment.

Démonstration. Commencons par rappeler que lim inf,, f,, est mesurable. La suite de fonc-
tions définies par g, = infy>, fi est croissante et croit vers liminf,, f,. Par le théoreme de
convergence monotone, on a donc

sup/ gndp :/ liminf f,dpu.
n E E

De plus, comme pour tout k > n, g, < fi, par croissance de 'intégrale, [ g,du < [ frdu,
donc [ gndp < infys, [ frdp, et en prenant le sup,

/ liminf f,dy = sup/ gndp < sup inf/ frdp = lim inf/ fndp. U
E n JE n kE>nJE n E

Le théoréme de convergence monotone est tres commode pour montrer certaines pro-
priétés de l'intégrale d'une fonction mesurable. Il suffit de montrer ces propriétés pour les
fonctions étagées, puis de passer a la limite a l'aide du théoreme. Par exemple,

Proposition 6.4. L’intégrale est linéaire, positivement homogéne et croissante.

Exemple 6.2. (i) Soit J, la masse de Dirac au point a sur un espace mesurable
(E,.A). Soit f une fonction mesurable de (E,.A) dans (R, B(R)) et positive. Alors

| sds. = f(a).

Cela se vérifie aisément pour une fonction f étagée de la forme f = > ;cra;lya,,
avec [ fini. En effet, on a alors

/ fdo, =3 ciba(A) = 3 il (a) = f(a).

B icl iel
Si f est maintenant mesurable et positive, par le théoreme fondamental d’ap-
proximation, il existe une suite (f,), croissante de fonctions étagées positives qui
converge vers f, on a donc lim,, f,,(a) = f(a), et par le théoreme de convergence
monotone, la suite des intégrales [ f,dd, converge vers [ fdd,. Ainsi, [ fdd, =
f(a).

(i) Soit I'espace mesuré (N, P(N), m) ot m est la mesure de comptage. Soit u: N — R,
autrement dit une suite (uy,),>0. Alors, u est toujours mesurable, et I'intégrale de
u par rapport a m est alors :

/ udm = Z Up,.

N n>0
Une série peut donc étre vue comme une intégrale par rapport a la mesure de
comptage sur N. En particulier, tous les résultats sur I'intégrale s’applique tels
quels aux séries.

(iii) De méme, sur (N,P(N)), considérons la mesure de Poisson p = Y50 2re 5,
avec A > 0. Alors,

)\n
Jo = 3 ro e

On a donc que [y fdu est exactement 'espérance de f(X) ou X est une variable
aléatoire suivant la loi de Poisson !
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Proposition 6.5 (Inversion somme/intégrale). Pour toute suite (f,)n de fonctions me-
surables positives de (E, A) dans (R, B(R)), et pour u une mesure sur (E,A), on a

L(Ea)a-x

Démonstration. Posons ¢, = >1_, fx. Alors (g,), est une suite mesurable, croissante, de
limite Y-, f,, (dans [0, 4+00]) qui est mesurable. Le théoreme de convergence monotone et
la linéarité de l'intégrale donne alors le résultat :

/E (%:J%) d/i:/Elignéfkdu:hrrln/Eéfkdu:hykz:%/Efde:zn:/Efndu'

O
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7. INTEGRALE DES FONCTIONS MESURABLES DE SIGNE QUELCONQUE
Notation 7.1. Soit f: (E, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable. On notera :

[T= s et 7 =—fl<o,
respectivement les parties positive et négative de f. On a alors que f* et f~ sont mesu-
rables et positives, et on a

f=fr=f et Ifl=f"+f"

Définition 7.1. Soit f: (E, A) — (R,B(R)) une fonction mesurable. On dit que f est
intégrable par rapport a p si

[ 1fldn < o,
E

et dans ce cas, on définit l'intégrale de f par rapport a p par

[ gdu= [ fran— [

Remarquons que [ |f|du < oo équivaut a [ fTdu < oo et [ f~du < oo, et donc I'inté-
grale de f est bien définie et est un élément de R. On dira aussi que f admet une intégrale
dans R si seulement 1'un de ces deux nombres est fini.

La propriété suivante s’appelle parfois I'inégalité triangulaire pour I'intégrale.

Proposition 7.1. Pour toute fonction mesurable f,

/fdu S/ | fldp.

E E

Démonstration. C’est une conséquence simple de I'inégalité triangulaire (I'usuelle) :
[t =\ [ rran— [ ran < [ praps [ rdu= [ i 0
E E E E E E

Définition 7.2. Soit (E, A, u) un espace mesuré. On notera L'(E, A, ), ou en abrégé
LY(p), Uensemble des fonctions intégrables par rapport a fi.

On a alors :
Proposition 7.2. L’espace L'(p) est un R-espace vectoriel.

Démonstration. Soit f, g deux fonctions intégrables, et o un réel. Par I'inégalité triangu-
laire, |af + g| < ||| f] + |g|, donc af + g est intégrable par les propriétés de I'intégrale
des fonctions mesurables positives. O

Proposition 7.3. L’intégrale est une forme linéaire positive (donc en particulier crois-
sante).

Démonstration. On se ramene au cas fonctions positives par la décomposition f = f*—f~
(exo!). O

Remarque 7.1. Si m est la mesure de comptage sur N, £!(m) n’est rien d’autre que
'espace [*(N) des suites dont la série est absolument convergente.

7.1. Propriétés de l’intégrale.

Définition 7.3. Soit (E, A, p) un espacé mesuré. On dit que A € P(E) est un ensemble
p-négligeable s’il existe un ensemble mesurable N € A tel que A C N et u(N) = 0.

Soit P(x) une certaine propriété qui dépend de x € E. On dira que P(x) est vraie pour
p-presque tout x, ou encore que P est vraie p-presque partout, si {x € E | P(x)est fausse}
est un ensemble p-négligeable, c’est-a-dire qu’il existe N € A tel que u(N) = 0 et {x €
E | P(z)est fausse} C N.
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On abrégera presque partout en p.p. et si le contexte est clair on ne précisera pas for-
cément pour quelle mesure.

On remarquera que dans la définition d’ensemble négligeable, on ne suppose pas ’en-
semble en question mesurable, mais seulement inclus dans un ensemble mesurable de
mesure nulle... On abordera (peut-étre) les subtilités de ce point plus tard. On sera la
plupart du temps dans la situation ou ’ensemble négligeable A est lui méme mesurable,
et donc u(A) = 0.

Exemple 7.1. Soit f: (X, A, u) — (R,B(R)) une fonction mesurable. Alors f = 0 u-
presque partout si {f # 0} est p-négligeable, et comme f est mesurable, alors f = 0

p-presque partout si u({f # 0}) = 0.

De méme, |f| < oo p-p.p. si p({|f] = o0}) = 0. Autrement dit, f est finie en dehors
d’un ensemble de mesure nulle.

Sur (R, B(R)) muni de la mesure de Lebesgue, la fonction indicatrice des rationnels Lg
est nulle A-presque partout, car A(Q) = 0.

Proposition 7.4 (Inégalité de Markov). Soit f: (E, A) — (R, B(R)) mesurable. Alors,
pour tout a > 0,

pllf1 2 a) < = [ 1fld
Démonstration. On a
alqszar < |f1Lgszay < IS,
donc par croissance de 'intégrale,

ap(|f] > a) < /E |f]dp. 0

Proposition 7.5. Soit f: (E, A) — (R, B(R)) mesurable et positive. On a
/Efd;t=0<:>f=0u-p-p-

Démonstration. Soit f nulle presque partout, i.e. u({f # 0}) = 0. Soit ¢ étagée positive
telle que ¢ < f. Comme {p # 0} C {f # 0}, on a aussi ¢ = 0 p-p.p. Donc [ pdp =0 et
par définition de l'intégrale de f, on a aussi [ fdu = 0.

Réciproquement, soit f mesurable positive d’intégrale nulle. Par I'inégalité de Markov,

n{f = i}) Sn/Efdu=0-

Or {f # 0} = U, {f > 1}, et la suite des ensembles {f > L1} est croissante, donc on a
bien p({f # 0}) =0, i.e. f =0 p-p.p. O

Remarque 7.2. Soit f intégrable, et A un ensemble mesurable tel que p(A) = 0. Alors,
par la proposition précédente,

car la fonction g = |f|14 est positive et nulle presque partout (car {g # 0} C A).

Proposition 7.6. Soit f et g deux fonctions intégrables telles que f = g p-presque

partout. Alors,
/ fdp = / gdj.
E E
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Démonstration. Posons :

h = maX{f?.g} - mln{f?.g}

Comme {f = g} € {h = 0}, on a h = 0 p-p.p., donc par la proposition précédente
Jg hdp =0, ie.

J min{f.gkdn = [ max{f.gydp.
Comme min{ f, g} < f,g < max{f, g}, par croissance de 'intégrale, on conclut. O

Remarque 7.3. Peu importe la valeur d’'une fonction sur un ensemble négligeable pour
calculer son intégrale!

Proposition 7.7. Soit f: (E, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable. Alors

/ |fldp < 00 = [ est finie p-p.p.
E

Démonstration. Soit f p-intégrable. On peut supposer f positive quitte a remplacer f par
|f|. On veut montrer que f est finie p-presque partout, i.e. u({f = oco}) = 0. Posons A =
{f = oo}. Par contraposée, supposons que p(A) > 0. Comme f s’écrit f = ool + f1 4,
on a f > ool . Par croissance de I'intégrale, on a donc

[t = oop(4) = o<,
E
car pu(A) > 0, ce qui conclut la démonstration. O

La réciproque est bien entendue fausse, les constantes ne sont par exemple pas inté-
grables pour la mesure de Lebesgue ! Par contre, si i est finie, on a la proposition suivante.

Proposition 7.8. Soit u une mesure finie et f une fonction mesurable. Si f est bornée
p-presque partout, alors f est intégrable.

Démonstration. Soit f mesurable et vérifiant |f| < M p.p. pour un certain M > 0.
Comme | f] = |f[1jgicar + [ £11j75ar €t que u({]f] > M}) =0, on a

J APt = [ 11 pardis < My(1f] < M) < Mu(E) < oo,

car y est finie. O

7.2. Théorémes de convergences. On a déja vu deux résultats fondamentaux de
convergence, le théoreme de convergence monotone et le lemme de Fatou. Enongons main-
tenant un autre résultat de convergence majeur en théorie de I'intégration.

Théoréme 7.1 (Théoreme de convergence dominée.). Soit (f,,), une suite d’éléments de
LY(p) et f une fonction mesurable telles que :

(i) (fn)n converge vers f p-p.p.;
(i) il existe g € L' (1) telle pour tout n, |f.| < g p-p.p.
Alors f € LY (i), et on a, quand n — oo,

J V= Tl =,
E

et en particulier/ fnd,u—>/ fdpu.
E E
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Démonstration. Soit A = {lim, f, = f}, et pour tout n, B, = {|f.| < ¢g}. Par hypothese,
on a (°A) =0 et u(°B,) = 0. Posons,

N =A°U(JB:.
Alors N est p-négligeable, et pour tout = € N, |f(x)| < g(x), ie. |f| < g p-p.p., et
f € LY(u). Pour tout € N, posons h,(z) = 2g(x) — |fu(z) — f(z)| (et n’importe quoi

sur N). Alors h,, > 0 p-p.p., h, = 2g p-p.p. et en appliquant le lemme de Fatou & (hy,),,
on obtient :

/ 29dj :/ lim inf hndy < liminf/ hodyi :/ 2gd,u+liminf/ 1 fn — fldu
E E T n B E nJE
donc
~liminf [ ~|fu~ fldu <0,

nJE

ie.
tim sup [ |f, = fldpe <0,

n E
et donc lim, [z |f, — fldu = 0. Comme |[g fodp — [z fdu| < [g|fo — fldu, on en déduit
que

lim / Fodp = / fdp. 0

n JE E

7.3. Lien avec l’intégrale de Riemann.

Théoréme 7.2. Soit f: [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann et boré-
lienne. Alors les intégrales de f au sens de Riemann et de Lebesque coincident.

Démonstration. Supposons f positive, le résultat pour f de signe quelconque s’en déduira
par la décomposition habituelle f = f+ — f~.

Soit 0 = {a = 29 < ¥ < -+ < x, = b} une subdivision de [a,b], et considérons les
sommes de Darboux :

I*(f,0) = (2 — 1) sup f
k=1 [zr—1,7k]

(o) = S me) ik f
k=1 [xkflvxk]

Par définition de l'intégrabilité au sens de Riemann, pour tout € > 0, il existe une subdi-
vision o, telle que

I*(f,0.)— I (f,0.) <e.
Introduisons les fonctions étagées :

fi(@)= sup f pourw € [zp_1, ]
[Tr—1,7]

fo(zx) = [ inf f pour x € [mh_q,xx].
Tk—1,Tk

Par définition de I'intégrale de Lebesgue, on a
/{a’b] frdN =T (f,0.) et /M FrN = T(f,0.),
et comme - < f < fF ona
F(fo) < [ JIXST (f02)

et donc les deux intégrales coincident. 0
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Notation 7.2. On notera alors indifféremment l'intégrale par rapport a la mesure de
Lebesgue sur intervalle [a, b]

b
/[a,b] fdA, [ayb]f(x)dk(x), [a7b]f(:v))\(dx), /af(gj)dx7 etc...

Exemple 7.2. Soit
I(a) = / (1+x) e dy.
0 n

On cherche la limite de I,,(«) quand n — co. Posons f,,(z) = (1 + £)n e 1o (). Alors,
1

n
(fa)n converge simplement vers la fonction f(z) = e=(1=¥%1 o ((z). Si a > 1, alors f
est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, car :

—(1—a)z : " —(1—a)z . e (1me)e]” 1
/e Lo qoof(z)dx = lim [ e dxr = lim =

n—oo Jo n—oo | o — 1 0 a—1°

La premiere égalité est une conséquence du théoreme de convergence monotone, et la se-
conde, de 1’égalité entre les intégrales de Riemann et de Lebesgue. On cherche maintenant
une condition de domination par une fonction intégrable. On a, pour =z > 0,

z\" xk " (n\ z*
T 1 d — v &
‘ <+n) 2~ 2 <k>nk

k>0 k=0
" (1 1 (n

> L4 k

>3 (e )

> 0,

car

1 (n)_ Inmn—1)--(n—k+1) < 1

nk\k) Kl nk =k

Ainsi, |f,(2)| < e’(l’“)wll[o,Jroo[ € L£'. On a donc par le théoréme de convergence dominée
que

00 1
lim In(a) = / e~ 1=z gy — , sia>1.
n— o0 0 a—1

Sia <1, alors f n’est pas intégrable, et on a par le lemme de Fatou,

00 = / Fd) = / lim inf f,dA < lim inf / FodA.
Alinsi,

lim I,(a) =00 sia<l1.
n—oo

7.4. Mesure a densité. Soit (F,.A, 1) un espace mesuré.

Proposition 7.9. Soit f: (E, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable positive. On pose,
pour tout A € A,

v(A) = /E fladp.
Alors v est une mesure sur (E, A) vérifiant : pour tout A € A,
p(A) =0 = v(A)=0.

On dit que v est absolument continue par rapport a ., ce que l'on note v < . On appelle
f la densité de v par rapport a u, et on note dv = fdu (ou dérivée de Radon-Nikodym,
notée souvent g—;).

On a de plus que v est une mesure finie si et seulement si f € L'(p).
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Soit g: (E, A) — (R, B(R)) mesurable. Alors g € L(v) si et seulement si gf € L (),

et dans ce cas
/ gdv = / gfdp.
E E

Démonstration. On vérifie aisément que v est une mesure : clairement, v(&) = 0. Soit
(A;)n une suite d’ensembles mesurables dans A. Alors,

v (UpA,) = /f]lUnAndu _ /fz 14 dy = Z/f]lAndu =3 u(A,),

lavant derniere égalité se justifiant par le théoreme de convergence monotone. Ainsi, v
est une mesure. Si u(A) =0, alors 14 = 0 p-p.p., et donc v(A) = 0. Il est clair que v est
finie, de masse v(F) = [ fdu si et seulement f € £'(u). La derniére assertion se montre
en considérant d’abord g étagée positive, puis en passant a la limite par convergence
monotone (comme d’habitude). O

Exemple 7.3. On peut construire ainsi de nouveaux exemples de mesures. Par exemple,
par rapport a la mesure de Lebesgue dx sur R :

(i) dv(x) = ée‘“’j/Qdm, la loi normale centrée réduite ;
(ii) dv(x) = ae™ "1 oof(z)dz, la loi exponentielle de parametre o > 0;

(iii) dv(z) = £ —L5dz, la loi de Cauchy.

T 1422

Vérifiez que ces exemples sont des mesures de probabilités sur (R, B(R)) (au moins les deux
dernieres, on verra plus tard comment montrer que l'intégrale gaussienne [ e 2y =

V).

Remarque 7.4. La proposition précédente admet une réciproque partielle, non triviale, le
théoreme de Radon-Nikodym : si p et v sont des mesures finies, telles que v est absolument
continue par rapport a p, alors il existe f € L1(u) telle que v = fdp.

Remarque 7.5. Sur ([0, 1], B([0, 1]) considérons m la mesure de comptage et A la mesure
de Lebesgue. Alors A < m car si m(A) = 0, alors A = &, et A\(A) = 0 aussi. Bien siir,
m n’est pas absolument continue par rapport a A, puisque par exemple, la mesure de
Lebesgue d'un singleton est nulle, et pas sa mesure de comptage. De plus, A n’admet pas
de densité par rapport a m bien que A\ < m. En effet, supposons par ’absurde qu’une
densité existe f = 4. Soit D = {f # 0}. Alors pas définition de la densité, on a

dm

fdm = X([0,1]) = 1.
[0,1]

De plus, pour tout € > 0, on aurait donc
1> [ fhgzadm > em({f 2 <)),
0,1

ce qui implique que {f > ¢} est fini. Alors, comme D = U,>{f > 2}, on a D qui est
dénombrable, et donc A(D) = 0. D’ou,

L=A{7=0p) = [ Ly fdm =0,

ce qui est absurde!
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7.5. Intégrale des fonctions a valeurs complexes.

Définition 7.4. Soit f: (E, A) — (C,B(C)) une fonction mesurable a valeurs complezes.
On dit que f est intégrable par rapport a p si le module |f| est intégrable. Ainsi, R(f) et
S(f) sont intégrables et on définit :

/EfdMZ/E?R(f)dqui/E%(f)du.

Les propriétés de 'intégrale pour les fonctions a valeurs complexes se déduisent de celles
pour les fonctions a valeurs réelles via la décomposition en parties réelles et imaginaires.
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8. INTEGRALES A PARAMETRE

Théoréeme 8.1 (Continuité sous le signe intégrale). Soit I in intervalle de R et soit
f: I xE — R une fonction telle que pour tout t € I, lapplication partielle f(t,-): E — R
est mesurable. On suppose :

(i) qu’il existe to € I tel que pour p-presque tout x, t — f(t,x) est continue en tg;

(ii) qu’il existe g: E — R p-intégrable telle que pour p-presque tout x, pour toutt € I,
[f(t,2)] < g(x);
alors la fonction
ter [ f(ta)du(a)
est bien définie et continue en tg.

Théoréme 8.2 (Dérivation sous le signe intégrale). Soit I in intervalle de R et soit
f: I xE — R une fonction telle que pour tout t € I, lapplication partielle f(t,-): B — R
est mesurable. On suppose :

(i) que pour tout t € I, f(t,-) est intégrable ;
(ii) que pour p-presque tout x, t — f(t,x) est dérivable sur I ;
(iii) qu’il existe g: E— R p-intégrable telle que pour p-presque tout x, pour toutt € I,

1% 1,0)] < gl

alors la fonction
h:t |—>/ ft, x)du(x)
E

est bien définie et est dérivable sur I, de dérivée :

0= [ it i),

pour tout t € 1.

Démonstration. Ces deux théorémes sont des conséquences directes du théoreme de conver-
gence dominée. Montrons le théoreme de dérivabilité, celui concernant la continuité est
plus facile et laissé en exercice.

Soit t € I et (t,), une suite de I telle que ¢, — ¢. Posons :

f(tn, @) — f(t, @)
n\T) =
pour x € E. Comme ¢ — f(t, z) est dérivable pour presque tout x par (i), on a f,(z) —
%(tw) pour presque tout z. En particulier, %(t, -) est presque partout (!) égale a une
fonction mesurable. Par I'inégalité des accroissements finis, on a

ulo)] < sup| 2 (s, )

sel

et donc,
|fu(2)] < g(2),

pour p-presque tout z par (iii). Par le théoréeme de convergence dominée, on a donc :

[ Jul@)dpta %/ (t, 2)dp(z)
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Mais comme,

[ fu@ydut) = [ (f (tn,2) - S x)) du(a)

t, —t

— tnl—t (/E f(tn, x)du(z) — /Ef(t,x)du(m))
_ hlt) (D)
th—t
on conclut. =

Remarque 8.1. Les deux théoremes précédents s’étendent immédiatement au cas d'une
fonction a valeurs dans C.
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9. COMPLEMENTS : LEMME DES CLASSES MONOTONES ET THEOREME D’UNICITE
D’UNE MESURE

On commence par introduire deux classes de sous-ensembles satisfaisant des conditions
plus faibles que celles d’une tribu.

Définition 9.1. Une classe A de parties d’un ensemble E est appelée une classe monotone
(ou un \-systéme) si :

(i) elle contient E ;

(ii) elle est stable par différence propre : pour tous A, B € A tel que A C B, alors
B\Ae€A;

(iii) elle est stable par réunion dénombrable croissante : pour toute suite croissante

(A,), d’éléments de A, alors U,, A, € A.

Exemple 9.1. Une tribu est une classe monotone. Un exemple de classe monotone qui
n’est pas une tribu est : sur £ = {1,2,3,4}, A = {A C E| Card(A) pair} (exo!).

Définition 9.2. Une classe 11 de parties d’un ensemble E est appelée un m-systeme si
elle est stable par intersections finies : pour tous A, B € II, AN B € Il.

Exemple 9.2. L’ensemble des intervalles ouverts Ja, b[ de R forme un w-systéeme. Autre
exemple, la classe des pavés {A x B| A, B C E} est un m-systéme sur F x E.

Comme dans le cas des tribus, une intersection quelconque de classes monotones est
encore une classe monotone, et si C est une classe de parties, la classe monotone engendrée
par C est définie par :

AC) = N A,

A classe monotone
CCA
qui est la plus petite classe monotone contenant C.

Proposition 9.1. Une classe A qui est a la fois une classe monotone et un mw-systéme
est une tribu.

Démonstration. Par hypothese, £ € A. La stabilité par passage au complémentaire est
évidente car ' € A, et A est stable par différence propre (et A° = E \ A). Montrons
la stabilité par réunion dénombrable. Soit (A,), une suite d’éléments de A. On pose
B, = Uj_y Ag. Alors la suite (B,), est croissante, et U, B, = U, 4,. Il suffit donc de
montrer que B, € A pour tout n, et d’appliquer la stabilité par réunion dénombrable
croissante. Une classe monotone est stable par passage au complémentaire. Un m-systeme
est stable par intersection finie. Donc, comme

()

B,, est bien dans A pour tout n. 0

C
Y

Théoréme 9.1 (Lemme de la classe monotone). Pour tout w-systéeme C, la plus petite
classe monotone contenant C est la tribu engendrée par C, c’est-a-dire o(C).

Avant de démontrer ce théoréme (assez subtil...), donnons deux corollaires bien utiles
pour montrer I'unicité d’'une mesure.

Corollaire 9.1. Soit p et v deuxr mesures finies sur (E,A), de méme masse, et qui
coincident sur un m-systeme engendrant A. Alors p et v coincident sur A.
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Démonstration. Soit p et v deux mesures de méme masse sur A = o(C) ot C est m-systeme.
On introduit la classe

A= {A€A|u(A) = v}
On va montrer que A est une classe monotone. On a :
(i) A contient E, car u(E) = v(FE) par hypothese;
(ii) Soient A, B € A tels que A C B. Comme p et v sont finies, on a
w(B\A) = u(B) — p(A) = v(B) —v(A) =v(B\ A),
et donc B\ A € A.

(iii) Soit (A, ), une suite de A croissante. Alors, par continuité a gauche d’une mesure,
on a

UA —hmuA)—hmy —I/UA

et donc U,, 4, € A.

Donc A est bien un A-systeme. De plus, par hypothese A contient C car i et v coincident
sur C. Donc, A(C) C A, et par le théoreme de la classe monotone, A(C) = o(C). Comme
A=0(C),ona ACA, et donc p et v coincident sur A. O

Exemple 9.3. Soit p une mesure de probabilité sur (R, B(R)). On rappelle que la fonction
de répartition de u est la fonction F': R — [0, 1] définie par :

F(t) = p(] —o0,t]), pour tout t € R.
La fonction de répartition caractérise u. En effet, comme la classe
C={]-oc,1[t €R}

est un m-systéme qui engendre la tribu borélienne B(R), si deux mesures ont la méme
fonction de répartition, alors elles sont égales sur B(R) par le corollaire précédent.

Corollaire 9.2. Soit p et v deuz mesures sur (E,A) telles que :
(i) il existe une suite croissante d’ensembles mesurables (E,), telle que E =, E, ;
(i) pour tout n, u(E,) =v(E,) < oo;
(7ii) p et v coincident sur un w-systéme C engendrant A et contenant chaque E,,.

Alors p et v coincident sur A.
Démonstration. Pour tout n, on restreint 4 et v a E, en posant, pour tout A € A :
pn(A) =p(ANE,) et v,(A)=v(ANE,).

On applique alors le corollaire 9.1 aux mesures p, et v, : pour tout A € A, p,(A) et v,(A)
sont finis car u(AN E,) < u(E,) < oo, et de méme pour v,. De plus, elles coincident sur
le w-systéme C qui engendre A par 'hypothese (iii). Le corollaire 9.1 entraine alors que
L €t vy, coincident sur A. Comme la suite (F,), est croissante et que E =, E,, on a

w(A) = (AN E,) =limp(AN E,) = lim 11, (4),

et de méme pour v. Comme p,(A) = v,(A) pour tout A € A, on conclut. O

Remarquons que le corollaire s’applique notamment a p et v o-finies. Ce corollaire
permet alors de montrer 1'unicité de la mesure de Lebesgue :
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UNICITE DE LA MESURE DE LEBESGUE SUR R¢. On considére le m-systéme C de l'en-

semble des pavés ouverts de RY :
d

H]ak7bk[a

k=1
avec ay < by dans R. On a déja vu que la tribu borélienne B(R?) est engendrée par C.
Supposons qu’il existe deux mesures p et v sur B(R?) vérifiant :

0 <ﬁ]ak,bk[> =v <ﬁ]ak,bk[> = ﬁ(bk — ay).

k=1 k=1 k=1
Posons, pour tout n > 1, E,, =] —n, n[¢. Alors, la suite (E,,), est croissante, U, F, = R?,
et u(E,) = v(E,) = (2n)% Le corollaire 9.2 implique alors que p et v coincident sur tout
B(R?), et donne donc I'unicité de la mesure de Lebesgue sur R?. O

Démonstration du théoréme de la classe monotone. Soit A(C), le A-systeéme engendrée par
C. Montrons que A(C) est une tribu. Par la proposition précédente, il suffit de montrer
que c’est aussi un w-systeme.
Soit C' € C fixé. Soit A¢ la classe définie par

Ac={A e AC)|ANC € A(C)}.
Montrons que A¢ est un A-systeme contenant C. On a bien £ € Ag car ENC = C € A(C).
Soit A C B dans A¢s. Alors,

(B\A)NC=(BNC)\ (AnQO),

et comme A(C) est stable par différence propre et que ANC' C BNC, ona (BNC)\(ANC) €
A(C), donc on obtient que A¢ est stable par différence propre.

Soit (A,), une suite croissante d’éléments de A¢. Donc, pour tout n, A, N C € A(C).
Alors, comme

(Lnj An> NC = LnJ(An nao),

que (A, NC) est croissante, par stabilité par réunion dénombrable croissante de A(C), on
obtient bien que (U, 4,) N C € Ac. Ainsi, A¢ est un A-systéeme. De plus, il contient C
car C est un m-systéme, donc il est stable par intersection finie. Finalement, A(C) étant le
plus petit A-systéme contenant C, on en déduit que A(C) = A¢. On a donc obtenu que

VC eC, YVAe AC), AnC € A(C).
Reste a vérifier que 'assertion ci-dessus est en fait encore vrai pour tout C' € A(C). Soit
alors C' € A(C), et posons encore
Ac={AcAlC)|ANC € A(C)}.

Par ce qui précede, A¢ est un A-systeme contenant la classe C, donc on a bien A¢ = A(C).
Finalement,

YO € A(C), YA € A(C), ANC € A(C),

c’est-a-dire que A(C) est un m-systeme. Ainsi, A(C) est une tribu. Elle contient la classe
C, donc elle contient aussi la tribu engendrée par C, donc

#(C) C A(C).

Mais comme une tribu est aussi un A-systeme, on a finalement A(C) = o(C). O
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10. PRODUIT D’ESPACES MESURES

Soient (Ei,.A;) et (Es, As) deux espace mesurables.

10.1. Tribu produit, mesure produit.

Définition 10.1. On appelle tribu produit sur Ey X Es, notée A1 ® A, la tribu engendrée
par les pavés a cotés mesurables :

A1 ® Ay = U(-Al X A2)7

ol .A1 X .Az = {Al X A2|A1 S .Al,Ag € .AQ}
L’espace (Ey x Ey, A1 @ Ay) est appelé espace mesurable produit.

Remarque 10.1. Il est utile de remarquer qu’un pavé s’écrit aussi A; X Ay = (A1 X E3)N
(El X AQ)

En général, A; x Ay n’est pas une tribu, le complémentaire d’un pavé n’étant pas en
général un pavé.

Dans toute la suite, on note my: Fy; X Ey — Fy et mo: B} X Ey — FEs les projections
canoniques sur Fj et Fy respectivement, c’est-a-dire m(z,y) = x et me(x,y) = y, pour
tout (z,y) € Fy x Ey. Remarquons que 7 (resp. my) est mesurable de A; ® A, dans A,
(resp. Ap). En effet, pour tout A, € Ay, m'(A;) = A, x E, appartient a A; x A, donc
a A; ® As. Méme principe pour mo. On a en fait mieux :

Proposition 10.1. La tribu produit est aussi la tribu engendrée par les projections cano-
niques, c’est-a-dire

A1 @ Ay = o (7 (A) Uy ' (A)
ou T By X By — Fy et mo: By X Ey — Ey sont les projections canoniques.
Démonstration. Notons B la tribu engendrée par m et m, i.e.

B =o (' (A) Uy (A)),

qui est par définition la plus petite tribu rendant les applications m; et my mesurables,
donc la tribu contenant tous les ensembles 77 '(A;) et 75 ' (Ay), pour A; € A, et Ay € As.
Or 71 (Ay) = Ay x By et my '(Ay) = By x Ay, donc B contient aussi les ensembles de la
forme (A; X E3) N (E; x Ag) = Ay x Ay. Donc B contient A; X Ay, et donc B contient
A1 ® As. Mais comme B C A; ® As, on a bien égalité. O

Proposition 10.2. Soit (E,A), (E1, A1), (E2, As) des espaces mesurables et
f(E,A) — (Ey X By Ay @ Ay)
r e flx) = (fi(z), f2(2)).
Alors f est mesurable si et seulement si fi et fo sont mesurables.

Démonstration. On a f; = m o f et fo = my o f. Donc si f est mesurable, alors f et fo
sont mesurables comme composées de fonctions mesurables. Réciproquement, soit f; et
f2 mesurables, et soit A; € A; et Ay € Ay. Il suffit de vérifier la mesurabilité de f sur les
pavés de la forme A; x A, par le lemme de transport. Or,

F7HAL X Ag) = fH(A) N fH(A) € A,
car fi et fo sont mesurables, et donc f est mesurable. 0

La tribu borélienne de R? (donc la tribu engendrée par les ouverts de R?) est aussi la
tribu produit de B(R) avec elle méme :
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Proposition 10.3. On a :
B(R?*) = B(R) ® B(R),
et plus généralement,
B(RY) =BR)* (=BR)® - ®@B(R)=BR)"" @ B(R)).

d fois

Démonstration. Soit 7 : R?* — R et mp: R? — R les projections canoniques, i.e. my(z,y) =
x et mo(x,y) = y. Elles sont clairement continues (pour la topologie produit), et donc
borélienne quand on munit R? de la tribu B(R?). Comme B(R)®? est la plus petite tribu

rendant 7 et my mesurables, on a donc I'inclusion

B(R)®?  B(R?).

Comme tout ouvert de R? s’écrit comme la réunion dénombrable de pavés de la forme
U x V avec U et V des ouverts de R, on a donc que B(R)®? contient les ouverts de R?,

et donc contient la tribu borélienne B(R?).

Remarque 10.2. Plus généralement, si £ et Fy sont deux espaces topologiques, on a

B(E1> ® B(EQ) C B(El X EQ)
Et si de plus, E; et Ey sont a base dénombrables d’ouverts, alors

B(El X EQ) = B(El) & B(EQ)

Notation 10.1. Soient (Ej, A;) et (Es, As) deux espaces mesurables. Soit C € A; @ A,.

Pour tous x; € E; et x5 € E5, on note
le = {.TQ € Ey | (I1,$2) - C} et O™ = {.771 €k | (Il,l’g) € C}

les sections de C'.
Exemples de sections : Si C' est un pavé A; x A, alors

Ay six € Al,

(Al X A2):r:1 = {.Tg € E2 | (%1,.@2) € Al X Ag} = { .
< sinon.

Méme principe pour (A; x Ay)*2. Si C est le disque {(z,y) € R?*|z? 4+ y* < 1}, alors
{[—\/1 — 22, V1—2? size[-1,1]
1%/]

Co={yeR|2*+¢y* <1} = _
sinon.

Soit f: (Fy X Ey, A1 ® Ay) — (R, B(R)) une fonction mesurable. On note
far: (B2, As) = (R, B(R))
z2 [z, 22)
et
[ (B, A — (R, B(R))
1 = f(z1,29)
les applications partielles de f.
Proposition 10.4. Pour tout x1 € E4, et tout x9 € Es,
(i) Cy € Ay et C*2 € A;.

(ii) fu, et [ sont mesurables.
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Démonstration. (i) Soit x1 € E; et notons N, = {A € A; @ Ay | A,, € Az}, Alors
N, contient les pavés mesurables : soit A; € A; et Ay € As.

AQ si T € A1

& sinon.

(Al X Ag)zl = {1’2 € b, | ([L’l,l’g) € A x AQ} = {

Donc (A; x Ay),, € Ay, et Ay x Ay € N,. De plus, N, est une tribu. En
effet, on vérifie facilement que le complémentaire d’une section est la section du
complémentaire, et de méme avec la réunion. Comme N, contient A; x A, c’est
donc A; ® Ajy, ce qui montre que C,, € Asy. On fait de méme pour C*2.

(i) Soit B € B(R) un borélien. Alors,
f;ll(B) = {2y € By | f(z1,72) € B} = {952 € By |(x1,22) € fﬁl(B)} = f"H(B)a

qui appartient & Ay par (i). Donc f,, est mesurable. On fait de méme pour f*2.
[

Théoréme 10.1. Soit (Ey, Ay, p1) et (Ey, Ag, o) deuz espaces mesurés avec py et pig des
mesures o-finies. Il existe une unique mesure p sur lespace produit (Ey X Fa, A1 @ Aj)
telle que

p(Ar X Ag) = p1 (A1) p2(Az),
pour tous Ay € Ay et Ay € Ay. On Uappelle mesure produit et on la note py & po. Elle
est o-finie, et pour tout C' € A; ® Az, on a

p1 ® pa(C) = /El 112(Cy ) dpa (1) = /52 1 (C*2)dp(2).

Démonstration. L'unicité découle du lemme des classes monotones. Soit p et u' deux
mesures qui vérifient la propriété du théoreme. Elles sont o-finies car p; et po sont o-
finies. De plus, elles coincident sur le m-systeme A; x A, qui engendre A; ® As, et donc
coincident sur tout A; ® A, par le corollaire 9.2.

Pour l'existence, définissons m;: A; ® Ay — [0, +00] par

m(C) = [ ua(C Yy ().

Commencons par vérifier que ’application m; est bien définie : il s’agir de vérifier que
lapplication he: 1 — us(Cy,) est mesurable. Supposons tout d’abord que po est finie,
et introduisons

A={C € A ® Ay | h¢ est A;-mesurable}.
On va montrer que A est une classe monotone. Comme elle contient le m-systeme des
pavés mesurables car ha,xa, = p2(A2)14, qui est mesurable, par le lemme de la classe
monotone elle contient A; ® Ay. On a :

(i) By x Ey € A, car (Ey X E3),, = Es, et donc hg,xp, = po(F2) qui est mesurable
car constante.

(ii) Soit A C B dans A. Donc h, et hp sont mesurables, et comme hp\a = hg — ha
car (B\ A)y, = By, \ As, et A,, C By, hp\a est mesurable comme différence de
fonctions mesurables. Donc B\ A € A.

(iii) Soit (C™), une suite croissante d’éléments de A, et soit C' = {J, C™. Alors la
suite (C{™),, est croissante (exo!), et on a

ho(r) = p ((UC(”)> ) = Jia (U Ci’f)) = lim p12(CfY) = lim b (a1).

n

Donc, he = lim, hom) est mesurable, comme limite de fonctions mesurables, et

U, C™ € A.
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Donc A est bien une classe monotone, et donc he est mesurable pour tout C' € A; ® A,.
Si 19 est o-finie, soit (E™) une suite croissante d’éléments de A; telle que Ey = U,, E™
et po(E™) < co. Alors, up(Ay) = lim, pa(Ay N E™), et en appliquant ce qui précede a
la mesure po(- N E™) qui est finie, on obtient que z; + p(Cy, N E™) est mesurable, et
donc que h¢ est mesurable comme limite de fonctions mesurables.

Montrons maintenant que m; est une mesure. Il est clair que m; (@) = 0 car une section
de 'ensemble vide est vide. Soit (C(™),, une suite d’ensembles mesurables dans A; ® A,
deux & deux disjoints. Comme (U, C™),, = U, C{", et que les sections C{™) sont deux &
deux disjointes, on a, en utilisant le corollaire du théoreme de Beppo-Levi pour échanger
somme et intégrale,

my M2 Ml 96’1 M2 Ml 351 ml
(UC™) = [ S mlCt e = 3 [ i Cair(er) = o (€1

donc m; est og-additive. Donc m; est une mesure, et sur les pavés mesurables, on a
ma(Ay % A2) = [ i (A1 x A dpn(@1) = [ pa(An) Ly (@) dpn (1) = (A (Aa).

Il existe donc bien une mesure my vérifiant mq(A; X As) = 1 (A1)pu(Asz). On fait de méme
avec la mesure moy définie par

ma(C) = /E (™) (),

ce qui conclut la preuve du théoreme. O
Comme corollaire immédiat, on a :

Corollaire 10.1. La mesure de Lebesque \g sur (R4, B(R?)) est aussi la mesure produit
A&,

Remarque. Le théoreme est faux si p1 ou s ne sont pas o-finies. Prendre par exemple,
i1 la mesure de Lebesgue, et ps la mesure de comptage sur R qui n’est pas o-finie.

10.2. Théorémes de Fubini.

Théoréme 10.2 (Théoreme de Fubini-Tonelli). Soit f: (E; X Ey, A1 @ As) — [0, +0]
une fonction mesurable, positive. Alors, les fonctions

(B, Ay) — [0, +00] . (Es, Ag) — [0, +00]

T H/E J (@, 22)dps () T H/E [y, xa)dpn (1)

sont mesurables, et on a :

/Ele2 Jdpm@ps = /El <[EQ f(xl’@)dm(@)) dpi (1) = /E2 (/El f(9€1,I2)dN1($1)> dpia(z2).

Remarque 10.3. Le théoreme de Fubini-Tonelli assure donc que l'intégrale de f par
rapport a la mesure produit p; ® ps peut se calculer en faisant deux intégrales simples
successives dans I'ordre que I'on veut. Les égalités ayant lieu dans [0, +0o0], il n’y a pas de
précaution particuliere a prendre.

Démonstration. Le théoreme est vrai pour les fonctions indicatrices par le théoreme 10.1
donnant 'existence de la mesure produit. Par linéarité de l'intégrale, il est vrai pour les

fonctions étagées, puis par convergence monotone pour les fonctions mesurables positives.
O
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Théoréme 10.3 (Théoréme de Fubini-Lebesgue). Soit f: (Ey x Ey, A1 @ As) — R une
fonction mesurable p; ® ps-intégrable. Alors, les fonctions

(B, A)) = R (Ey, Ay) = R
et
Ty /E (1, z2)dpa(xs) Ty /E f(z1, z2)dp (1)

sont respectivement 1-intégrable et po-intégrable, et on a :

/Elez fdm®ps = /El (/E2 f(ml’@)dw(@)) dpa (1) = /152 </El f($1,$2)dﬂl(fl’1)> dpiz(z2).

Remarque 10.4. Pour appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue, il faut cette fois d’abord
vérifier que f est intégrable par rapport a p; ® ps, ce qui se fait en appliquant le théoreme
de Fubini-Tonelli & |f], et en vérifiant que I'une des deux intégrales doubles est finie.

Démonstration. Le théoréme se vérifie aisément en appliquant Fubini-Tonelli & fT et f~
(exo!). O
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11. MESURE IMAGE ET THEOREME DE TRANSFERT

Définition 11.1. Soit f: (E, A) — (F,B) une fonction mesurable et i une mesure sur
(E,A). Alors, Uapplication v: B — [0, +o00| définie par

v(B)=pu(f(B)), BeB,
est une mesure sur (F,B), appelée mesure image de p par f. On la note parfois py.

Vérifions que v définit bien une mesure :

(1) v(2) = u(f~(2)) = (@) = 0;
(ii) soit (By), une suite d’éléments de B, deux a deux disjoints. Alors, comme f~!(B;N
Bj) = f~YB;) N f71(By), les f~1(B,) sont deux & deux disjoints, et

() <ol () =a(Ur () =l () = otow

Le théoreme suivant est fondamental en théorie des probabilités.

Théoréme 11.1 (Théoreéme de transfert). Soit up, la mesure image d’une mesure (1 sur
(E, A) par une application mesurable h de (E,A) dans (F,B). Alors, pour f mesurable

de (F,B) dans (R, B(R)), on a
[ fdun= [ 1o ndp.
F E
Démonstration. Si f = 1p ou B € B, alors

[ 1o h(@)du(@) = [ Vs (@)du@) = p(h™ (B)) = jun(B) = [ Lpdun

et le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices. Par linéarité de l'intégrale, c’est
encore vrai pour les fonctions étagées, puis par convergence monotone pour les fonctions
mesurables positives. Le théoreme pour les fonctions mesurables de signe quelconque s’en
déduit en utilisant la décomposition f = f* — f~. O

Exemple 11.1. Soit A la mesure de Lebesgue, et 7, la translation par a, i.e. 7,(z) = x+a.
Alors, par invariance par translation de la mesure de Lebesgue, on a A\, = A, et donc

/Rf(x—l—a)dx = /Rf(x)dx

Nous admettrons le théoreme suivant bien utile pour le calcul intégral, mais dont la
démonstration est assez technique.

Théoréme 11.2 (Formule du changement de variables). Soit U et V deux ouverts de R?,
et ¢: U — V un Cr-difféomorphisme (i.e. ¢ est bijective, de classe C*, et tel que ¢~ est
C1). Alors, pour toute fonction f positive ou intégrable,

[ £eo@ar@) = [ fly)ldet Jy (m)]dAw),

ot Jy-1 est la matrice jacobienne de ¢~ (i.e. la matrice d x d des dérivées partielles des
composantes de ¢~1). De maniére équivalente, on a

| F@axy) = [ £ o olx)|det Jy(x) dr(a).
Démonstration. Admis, voir [1] pour une preuve. O

Remarque 11.1. En dimension 1, on retrouve la formule du changement variable usuelle :

/ab J(x)de = /j((?) (@) ()dt.
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Exemple 11.2. Soit A € GLy4(R) et b € R% Soit ¢ 'application affine définie par
o(x) = Az + b, pour tout x € R Alors, pour tout f € L(u),

1

dr = ——— dx.
[ foo(ehds = o [ f)de
En effet, la i® coordonnée de ¢(z) est Z;l:l a;jxj + b;, donc
837]' N a”’

et donc J; = A.

Remarque 11.2. On rappelle I’énoncé du théoreme d’inversion globale (corollaire immé-
diat du théoreme d’inversion locale) :

Théoréme 11.3. Soient U et V deux ouverts de R? et soit ¢: U — V une application.
On suppose que ¢ est bijective, de classe C' et telle que la matrice jacobienne J, de ¢ est
inversible. Alors ¢ est un C*-difféomorphisme de U dans V.

Exemple 11.3 (Coordonnées polaires). Soit l'application bijective
¢1:]0, +oo[x] — 7, [ = R*\ (R_ x {0})
(r,0) — (rcos@,rsinf).
Sa matrice jacobienne est

cosf@ —rsinf
Jo=1(r,0) = <sin9 rcosQ)

de déterminant det J,-1(r,0) = r > 0, et le théoreme d’inversion globale assure que ¢ est
un C'-difféomorphisme. Ainsi, pour une fonction borélienne intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R?, on a

dxdy = dxd
/RQf(w,y) zdy /RQ\(R_X{O})f(Jf,y) zdy

= f(rcos@,rsin@)rdrdd.

10,400 x]—m,7[

En particulier, on peut calculer 'intégrale gaussienne comme suit, en appliquant le

changement en coordonnées polaires a la fonction f(z,y) = e~ (@+%)/2 ot le théoréme de
Fubini-Tonelli. On a

/ e_(x2+y2)/2dxdy = / e " Prdrd = 27T/ re " 2dr = 2r.
R2 10,+00[x]—m,7[ 10,4+00[

2
/ e_($2+y2)/2dxdy = </ e_$2/2dx) ,
R2 R

encore par Fubini-Tonelli, on en déduit 1’égalité bien connue :
/ e 2y = /27
R

Remarque 11.3. Soient p la mesure de densité f1; par rapport a la mesure de Lebesgue
A sur RY, et ¢: U — V un C'-difféomorphisme, alors la mesure image de u par ¢ est la
mesure de densité g par rapport a A donnée par

g(y) = fo o™ (y)| det Jy-1(y) |1y (y).

Comme
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En effet, on a, pour toute fonction h mesurable positive,

/hdu¢ - /h o ¢(x)dp(z /h o ¢(2) f(x) Ly (2)dA(z)
= [ h(y)f 0 67 ()l det Jyr (9] Ly (1) AAw).

par la formule du changement de variables. On obtient donc ’assertion en prenant h = 1.
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12. ESPACES LP

Définition 12.1. Soit p € [1, +oc[. On définit l'espace LP(E, A, ), abrégé en LP(u), l'en-
semble de toutes les fonctions mesurables f a valeurs dans R telles que | f|P soit intégrable
par rapport a p. Pour f € LP(u), on pose :

171, = ([ f1rdn)

Définition 12.2. On définit l'espace L2(E, A, 1), abrégé en L>(u1), l'ensemble de toutes
les fonctions mesurables f a valeurs dans R qui sont p-essentiellement bornées, c’est-a-
dire qu’il existe a > 0 tel que p({|f| > a}) = 0. Pour f € L>®(u), on pose

1flloo = inf {a> 0| u({|f] > a}) = 0},
qu’on appelle supremum essentiel de f.

Le supremum essentiel est donc le plus petit des majorants de f en dehors d’un ensemble
négligeable. En particulier, on a donc |f| < ||f||. p-p-p-

On remarquera aussi que || f||cc < sup,ep |f(z)]. Sideplus f: (R, B(R), ) — (R, B(R))
est une fonction continue, alors ||f|| = sup,ep |f(2)| (ce qui justifie 'usage de la no-
tion || - ||oo utilisée pour le supremum habituellement). En effet, supposons que || f]|o <
sup,cp | f(x)], alors il existe € R tel que | f(z)| > || f||oo, donc 'ensemble {|f| > || f]]oo}
est non vide et ouvert par continuité de f. Il est donc de mesure de Lebesgue non nulle,
c’est-a-dire A({|f| > ||f]ls}) > 0, ce qui contredit la définition du sup essentiel.

Remarque 12.1. Les fonctions de £%°(u) se caractérisent a l’aide des fonctions bornées
usuelles : si f € L>(u), alors il existe une fonction g mesurable et bornée telle que f = g
p-p.p. et on a ||f|lec = sup,cp|g9(x)|. En effet, il suffit de poser g = fLys<f}- On
a alors que g = f p-p.p., et que pour tout x € E, |g(z)| < ||f||lw (car g(xz) = 0 sur

UL > [[fllee})- Done, sup,ep[g(x)] < [|f[leo Et comme g = f p-p.p. implique que
19loe = [ f]loo, €t que [[g|[oc < sUP,cp[g(z)], on a bien ||f||ec = sup,cp |g9(7)].

Définition 12.3. Soit p et q dans [1,+00]. On dit que p et q sont des exposants conjugués
sit4+1=1.

P q

Par exemple, 1 et +00 sont des exposants conjugués.

Proposition 12.1 (Inégalités de Holder). Soit p,q des exposants conjugués. Alors, pour
tout f € LP(u) et tout g € LI(u), on a fg € LM (), et

1Fglly < WAL, llall, -

Démonstration. On commence par le cas p = 1 et ¢ = co. Par definition du sup essentiel,
on a |g| < |9l p-p-p., donc
1f9l <Ifllgllw  wp-p-,

et en intégrant par rapport a u, on obtient

Ifglly < 171l Nl -

Soit maintenant p, g €]1, +o0[. Si || f|[, ou ||g||, est nulle, alors f ou g est nulle p-p.p., et
I'inégalité est évidente. Supposons donc que [|f||, > 0 et [[g][, > 0. Quitte a remplacer f
par W et g par ﬁ, on peut supposer que | f|[, = |lg|l, = 1. On utilise alors le lemme
suivant :
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Lemme 12.1 (Inégalité de Young). Soit p,q €]1,+o0] tel que % + % =1, et a et b deux

réels positifs. Alors,
a? bl
ab < — + —,
P q

avec égalité si et seulement si a? = b9.

Finissons la preuve de la proposition. En utilisant 'inégalité de Young, on a

p q
9] < Elig
p q
et en intégrant par rapport a p, on obtient, puisque || f|[, = [|g][, = 1 et que p et g sont
conjugueés,
p q
1 1
gl < e Bl 1,2
q p q
ce qui démontre la proposition. O

Démonstration de 'inégalité de Young. L’inégalité est trivial si ab = 0, on peut donc
supposer que a,b > 0. On utilise la concavité du logarithme :

Va € 10,1],Va,y > 0,log (ax +(1—- a)y) > alog(z) + (1 — a)log(y).
En prenant a = % (et donc 1 —a = %), x = aP, y = bl, puis en prenant I’exponentielle, on

obtient 'inégalité cherchée (le cas d’égalité provient de la stricte concavité du log). [

Proposition 12.2 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1,+0o0]. Si f,g € LP(u), alors
f+geLP(u), etona

1+ gll, < 1A, + llgll, -

Démonstration. Commengons par le cas p = co. Par définition de £, on a |f| < ||f]l
pw-p-p- et |g] < |lgllo, #-p.p., donc par I'inégalité triangulaire, |f + g| < || f|l + |9/l
pwp-p-, e w({|f+ 9l > | fllo +1lgll.}) = 0. Par définition du supremum essentiel, on a
alors que

1f + 9llee < 1 lle + 1191l -

Le cas p = 1 découle de I'inégalité triangulaire : |f + g| < |f| + |g|, et donc en intégrant
par rapport a i, on obtient bien

1F+glly < I1Flly + llglly -

Supposons maintenant p > 1. En utilisant le fait que x +— 2P est convexe, on a
1 1 1 1
gt < ZfIP + =g,
5f + 59 = 11"+ Sldl

ce qui donne :

|f+glP <227 (1P + |gl?) -

En intégrant par rapport a u, on obtient donc que f + g € LP(u) car f et g sont dans
LP(p). Par I'inégalité triangulaire, on a

\F+glP=1f+gllf + g <IfIIf + 9P+ gllf +glP!

Alors, en intégrant, on a

[E|f+9|”du§ /E|f||f+g|p‘1du+/E|g||f+g|p‘1du~
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On utilise alors I'inégalité de Holder appliqué a | f| (resp. |g]) et | f+g|P~! avec les exposants
conjugués p et ¢ = 5. On a bien que |f +g|P~t € LYp) car f+ g € LP(u). On obtient

alors :
p—1

/E\f+g|”du§(/E|f|pdu>p(/ (If +9P71)" ) </ |g|pdﬂ> (/ (If + g7 1)” )

p—1

- () oreom) ™ (s (] o))

—1 —1
1f+glly < WAL NE+ gl + llgll, 1L+ gll;

Comme l'inégalite de Minkowski est triviale si || f + g||,, = 0, on peut toujours supposer
que || f + gll, > 0, et donc en simplifiant, on obtient

donc,

1f+all, < 11, + llgll,- O
Les espaces L£P(u) sont donc des R-espaces vectoriels, puisque si f,g € LP(u) et que
a € R, alors af 4+ g € LP(u). Ils sont de plus pas loin d’étre normé pour la "norme” |||,

I’homogénéité est évidente, et I'inégalité de Minkowski est exactement 'inégalité triangu-
laire pour ||||p Par contre, ||f||p = 0 n’implique pas que f = 0, mais que f = 0 p-presque
partout ! Les espaces £P(u) sont des espaces vectoriels dit semi-normés. Un procédé clas-
sique pour modifier une semi-norme en une norme est d’identifier deux fonctions vérifiant

If —gll, =0.
Plus précisément, soit ~ la relation d’équivalence définie par
fr~ge f=g ppp. (& p{f#9})=0)
Elle est clairement réflexive (f ~ f), symétrique (f ~ g & g ~ f), et transitive (f ~ g
et g ~ h implique que f ~ h). On remarque de plus que ||f — g[[, = 0 équivaut a f =g
p-presque partout ce qui est indépendant de p. On a alors :

Définition 12.4. Soit p € [1,+00]. On définit 'espace LP(E, A, ), abrégé en LP(u),
comme [’ensemble quotient
LP(p) = LP(p)/ ~

de LP(u) par la relation d’équivalence ~ définie par l’égalité p-p.p., c’est-a-dire le sous-
ensemble de LP(u) des classes d’équivalence de ~.

On a donc qu’un élément f de LP(u), est une classe d’équivalence f = {g € LP(u)|g =
f p-p.p.}. On identifiera toujours fonctions et classes d’équivalence. Cest-a~dire que f €

LP(u) sous entend n’importe quelle fonction de £P(u) égale a f p-presque partout.
On a alors immédiatemment :

Théoréme 12.1. L’espace LP(u) est un espace vectoriel normé pour la norme || - ||,-
On a méme mieux :

Théoréme 12.2 (Théoreme de Riesz-Fischer). L’espace LP(u) est un espace de Banach,
c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.

Remarque 12.2. Dire que f,, — f dans L, i.e. ||f, — f||, — 0, c’est dire que
1 _ p _
s [ 1 fPdp=o.

Dire que f,, — f dans L™, i.e. ||fn — f|lc — 0, c’est donc dire que pour tout ¢ > 0, il
existe ng tel que pour tout n > ng,

1o = fllo <&,
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et donc qu’il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout x € N¢,

|[f(z) = fz)] <e.

Donc (f,) converge uniformément vers f sur N¢ et en particulier converge simplement
vers f sur N¢.

Montrons d’abord deux lemmes qui serviront pour la démonstration du théoreme. Le
premier énonce que pour toute suite de Cauchy, on peut extraire une sous-suite qui est
"rapidement” de Cauchy, et le second donne une caractérisation des espaces de Banach.

Lemme 12.2. Soit (£, ||-||) un espace vectoriel normé, et (u,), une suite de Cauchy dans
E. Alors il existe une suite extraite (u,, ) tel que pour tout k > 1,

< 1
Démonstration. Par définition d’une suite de Cauchy, on a que pour tout € > 0, il existe
ng > 0, tel que pour tout p > ng, pour tout ¢ > ng,

Hunk+1 — Uny,

[up — g <e.
On construit la suite (ny)g>1 par récurrence.
Soit € = % Choisissons ny > 0 tel que pour tout p,q > ny, ||u, — | < %
Soit maintenant ¢ = ($)2. Il existe n} tel que ||u, — ug|| < (1)% pour tout p,q > nj.
Posons alors ny = max{nj,n; + 1}. Alors ny > ny et est tel que pour tout p,q > no,

2
1
[up — ugll < <§) :
Et ainsi de suite. Supposons ny construit. On choisit alors ng,; > ny tel que pour tout

VR
Dy q 2 Njt1, ||“p - uq” < (§> .
On a donc bien que pour tout k£ > 1,

()

car Ngiq > Ni. OJ

Hunk+1 — Unpy,

Lemme 12.3. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Si toute série de terme général u,
telle que Y-, ||u,|| < +oo est convergente (dans E'!), alors E est complet.

Remarque 12.3. Attention a bien comprendre ’énoncé du lemme : si pour toute suite
(un)n d’éléments de E vérifiant Y, |lu,|| < oo (dans R), il existe u € FE telle que
limy, o0 || Xpeg ur — u|| = 0, alors E est complet.

Remarque 12.4. C’est en fait une équivalence, mais le sens direct, i.e. dans un espace
de Banach toute série normalement convergente est convergente, est facile (exo).

Démonstration. Soit (x,), une suite de Cauchy dans E. Par le lemme précédent, il existe

une suite extraite (zy, )r, telle que pour tout k, |2y, — @, | < (3)F. Posons uy = zp,,, —

T, . Alors la suite (uy)y vérifie

2}; g || < ; @)k < 0.

Par hypothese, on a donc que la série >, up est convergente dans F, i.e. la suite des
sommes partielles Y}, u; converge en norme vers »_; u;. Mais, comme

k—1 k—1
Ty = Tpy + Z(wanrl - xnj) = Tp, T+ Z Uj,

j=0 7=0
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on a donc que la suite (z,, ) converge aussi dans E. La suite (), est donc une suite de
Cauchy qui admet une sous-suite convergente, c’est donc qu’elle converge, et finalement
E est complet. O

Démonstration du théoréeme de Riesz-Fischer. On utilise le lemme précédent : on va mon-
trer que toute série de terme général f, telle que 3, || f]|, < oo est convergente (dans LF).

Commengons par le cas p € [1, +-00[. Soit donc (f,), une suite de L? telle que 3=, || full, =
M < oco. Notons

k=0

La suite (h,), est positive, croissante et converge simplement vers la fonction h = 3, | f,|.
Par l'inégalité de Minkowski, on a

n
Ihall, < 32 1fell, < M.
k=0
Donc h,, € LP. Par le théoreme de convergence monotone,

1m/w@=/mmgMa
n FE FE

donc ||h||p < M, et h € LP. Donc, h est fini pu-presque partout, i.e. pour p-presque tout
z, Y, | fu(x)] < co. Ainsi, en dehors d'un ensemble négligeable, la série de terme général
fn(x) est absolument convergente dans R, et donc convergente, i.e.

> fulx) < 00, p-presque partout.

Définissons f par f(z) =, fn(x), en dehors d’un ensemble négligeable. On a donc
Z fr(x) = f(z), pour p-presque tout z,
k=0

et | > r o frl < i olfel < h, avec h € LP. En appliquant le théoréme de convergence
dominée dans LP, on obtient donc que

n
ka — f, en norme H~Hp,
k=0

c’est-a-dire la série de terme général f, est convergente dans LP. Le lemme précédent
assure donc que LP est complet.

Le cas p = oo se traite de maniere analogue ou de fagon plus directe (exo!).
O

Pour p = 2, on a méme mieux :

Théoréme 12.3. L’espace LZ(p) des fonctions a valeurs dans C de carré intégrable est
un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(f.9) = [ Fadu.

Remarque 12.5. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2 () n’est rien d’autre que 'in-
égalité de Holder avec p = g = % :

[(F: 9l <11 fll2 gl -
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13. REGULARITE DE LA MESURE DE LEBESGUE ET RESULTATS DE DENSITE

13.1. Régularité de la mesure de Lebesgue. Bien qu’on ne sache pas décrire préci-
sément la tribu borélienne, on va voir qu’on peut encadrer avec une précision arbitraire
la mesure d’un borélien par la mesure d’un ouvert plus grand et d’un fermé plus petit.
C’est la propriété de régularité de la mesure de Lebesgue.

Commencons par quelques rappels sur la distance a un ensemble dans un espace mé-
trique (F,d) (on peut toujours prendre E = R pour se fixer les idées). La distance & un
ensemble A est donnée par

d(x, A) = inf{d(x,a)|a € A}.

On a alors que la fonction x — d(z, A) est continue sur F, elle est méme 1-lipschitzienne :
en effet, pour tout @ € A, on a

d(z, A) < d(x,a) < d(x,y) +d(y, a),
par I'inégalité triangulaire. Ainsi,
d(l‘, A) - d(Iv y) < d<y7 CL),
pour tout a € A, et donc, en prenant 'infimum sur a € A, on a d(z, A)—d(z,y) < d(y, A).
D’ou,
Les roles de z et de y étant symétriques, on obtient 1'inégalité en valeur absolue :
|d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y),

pour tout z,y € E. Donc x — d(z, A) est 1-lipschitzienne, et en particulier continue.

On a de plus la propriété suivante : z € A si et seulement si d(x, A) = 0. En effet,
x € A signifie que pour tout € > 0, il existe a € A tel que d(z,a) < ¢, i.e. pour tout € > 0,
d(xz,A) <e,ie d(z,A) =0.

On commence par montrer la régularité des mesures finies.

Proposition 13.1. Soit ;1 une mesure finie sur (E,B(E)), oi (E,d) est un espace mé-
trique. Alors p est réqulicre, c’est-a-dire, pour tout borélien A, et pour tout € > 0, il existe
un ouwvert U et un fermé F, tel que F C A C U et

p(U\F) <e.
Comme g est finie, on peut aussi écrire que u(U) — u(F) < e. Donc, comme p(F) <
u(A) < pu(U), on
p(F) < p(A) < p(F) +e
et
p(U) —e < u(A) < p(U).
Démonstration. On pose

A={Ae€B(E)| Ve >0, 3un ouvert U et un fermé F, t.q. FC AC U et u(U\ F) < e}.

On va montrer que A est une tribu qui contient les ouverts, ainsi on aura A = B(FE).
Commencons par montrer que A contient les ouverts. Soit € > 0 et A un ouvert. On
pose U = A. Pour F, on définit

F, — {x € Ald(z, A%) > 1}.
n
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La suite des ensembles F), est clairement croissante. Comme x +— d(z, A°) est continue,
alors F,, est fermée. De plus, comme A€ est fermé, d(z, A°) > 0 pour tout x € A, et donc
il existe n tel que d(z, A°) > L. Ainsi,

et par

A=|JF,,

“continuité a droite”, la mesure p étant supposée finie,

lim w(AN\ F,) = (@) =0.

On choisit donc F' de la forme F;, pour un n assez grand. Ainsi A € A, et donc A contient
bien les ouverts.
Montrons alors que A est une tribu :

(i)
(i)

(iii)

elle contient clairement F, il suffit de prendre U = F = F

elle stable par passage au complémentaire : si A € A, alors il existe U ouvert, F
fermé, tel que F¥ C A C U tel que (U \ F) < e. Il suffit alors de poser U’ = F* qui
est ouvert, I/ = U° qui est fermé, et on a F' C A° C U’ et comme U’'\ F' = U\ F,
on a bien u(U'\ F') < ¢;

elle est stable par réunion dénombrable : soit € > 0. Soit pour tout n, A, € A,
alors il existe U,, ouvert, F), fermé, tel que F,, C A, C U, et tel que

N(Un \ Fn) < on+1°

On a alors que
U, F, C U,A, C U,U,
et
(UnUn) \ (U, F,) C U U, \ F,
(car si = est dans un des U, et dans aucun des F),, il existe n tel que x € U, \ F,,).
Alors,

p (U \ (UnF)) < (Ul \ F) € S (U \ F) < 5

ou on a utilisé la sous-o-additivité. On pose U’ = U,, U, qui est ouvert comme
réunion d’ouverts. On ne peut pas faire la méme chose pour F', car une union
quelconque de fermés n’est pas forcément fermé... On pose alors F, = Up<, Fi
qui par contre est bien fermé comme union finie de fermés. Comme UJ,, F;, =
Un Uk<n Fi, la suite étant croissante, et que (U, Fy,) < oo, il existe n. tel que

19
p(Un k) < p (UkSnst) + 9

Posons alors F' = U<, Fy. Alors, F' C A C U’ et on a

WU\ F') = p(U') = p(F') = p(U') = w(UnF) + plUnF) = p(F) < -+ - =,

2 2

Ainsi, A est une tribu qui contient les ouverts, et donc c’est bien la tribu borélienne

B(E).

O

Proposition 13.2. La mesure de Lebesque est réguliere, c’est-a-dire :
(i) (régularité extérieur) pout tout A € B(R?),

AA) = inf{\(U) | U ouvert tel que A C U};

(ii) (régularité intérieur) pout tout A € B(R?),

AA) = sup{\(K) | K compact tel que K C A}.
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Démonstration. On se contente de le montrer pour la mesure de Lebesgue sur R, le cas
R? étant identique. Soit A un borélien, et soit € > 0.

Commencons par la régularité intérieur. Soit A un borélien. Posons E,, = [—n,n|, pour
tout n > 1. On considere la mesure trace A\, (A) = A(ANE,). Comme )\, est finie, d’apres
la proposition précédente, A, est réguliere, et donc il existe un fermé F,, tel que F), C A,
et

MANE,) <XNF,NE,)+¢/2.
Posons K,, = F,, N E,, qui est fermé et borné, donc compact. On a donc, comme F,, C A,

K,=F,NE,CANE,C|JANE, = A,

ainsi K, C A. On a de plus que A(A) = sup,, A(A N E,,) par "continuité a gauche” de .
Si A(A) < 400, alors il existe n. tel que

MA) S MANE,) + g

Ainsi, en combinant les deux inégalités ci-dessus, on obtient
AMA) < ANK,,) + ¢,
et donc A(A) = sup{u(K)| K compact tel que K C A}. Si AM(A) = 400, on a toujours
A(A) =sup, N(AN E,), et comme
MANE,) =sup \(K) | K compact tel que K C ANE,}
< sup A(K) | K compact tel que K C A},

on conclut. Ainsi, A est intérieurement réguliere.

Méme principe pour la régularité extérieur, mais en plus astucieux. On peut supposer
que M(A) < oo, sinon le résultat est évident car A(A) < A(U), pour tout ouvert U
contenant A. Soit n > 1. On considere la mesure trace définie par \,(A) = A(A N E,),
ou cette fois E, =] — n,n[, qui est une mesure finie. Par la proposition précédent, A, est
réguliere, il existe donc U,, ouvert tel que A C U, et tel que

AU, N E,) — 2% <MANE,).

On pose alors U = U, U, N E,, qui est ouvert (en tant que réunion d’ouverts) et vérifie

A=JANE, cU

Montrons alors que A(U) — e < A(A). Posons U/ = Up_, Uy N E, et montrons par
récurrence que

! = €
MU) < AMANE,) + kz_:l o

C’est vrai a n = 1, par ce qu’on vient de voir. Supposons que l'inégalité soit vraie a n.
Alors,
)‘( 7/z+1) = )‘(U'r/z) + )‘(Un—i—l N En+1) - )‘(U'r/z N Un+1 N En—f—l)

€

it AU NUi N Ey).

LLEO
g)\(AﬁEn)—kI;?—F)\(AﬂEnH)Jr

OrAc Uy, B, CEyq,donc ANE, CU,p1 NE 1, et ANE, CU,NE, C U/, ainsi
ANE, CcU NUys1 N Eyyq, et par croissance d'une mesure,

MANE,) = AU, N\ Upiy N Epyt) <0,
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(les ensembles considérées sont de mesure finie car inclus dans £,,), donc finalement :

n+1

y 19
)‘( n+1) § )‘(A N En—H) + Z
k=1

?7

et 'inégalité est montrée par récurrence. Finalement, comme (U))) croit vers U, AN E,
croit vers A, on obtient par continuité a gauche,

AU) < MA) + &,

ce qui montre la régularité extérieure. 0

13.2. Densité des fonctions continues a support compact.

Proposition 13.3. Pour tout p € [1,+oc[, 'ensemble des fonctions étagées intégrables
est dense dans LP(u).

Démonstration. Soit f € LP(u). On peut supposer f positive (quitte a raisonner sur f*
et f7). Par le lemme fondamental d’approximation, il existe une suite (¢,,), de fonctions
étagées positives qui converge en croissant vers f. Il faut donc montrer que ¢, € L(u) N
LP(u) pour tout n, et que la convergence a lieu dans LP. Comme ¢, < f, et que f € LP,
on a bien ¢,, € LP. On a donc que p,, < oo p.p, et donc comme ¢,, ne prend qu’un nombre
fini de valeurs, on a aussi ¢, € L'. Comme ¢, est positive, on a f — ¢, < f € LP, et
donc par le théoreme de convergence dominée, la suite (p,,), converge vers f en norme

- - m

Remarque 13.1. Le résultat de densité précédent est encore vrai pour p = oo. L’ensemble
des fonctions étagées intégrables est en effet dense dans L> par le lemme fondamental
d’approximation.

Par contre le résultat suivant est faux pour p = oo.

On rappelle la définition de fonctions a support compact.

Définition 13.1. Soit f: R? — R. On dit que f est a support compact s’il existe un
compact K C R? tel que f soit nulle sur K¢. On définit le support de f comme ’ensemble

supp(f) = {zr € R?| f(x) # 0}.

On a alors que f est a support compact si et seulement sisupp(f) est compact (pourquoi ?).

Théoréme 13.1. Pour tout p € [1,+o00|, l'espace vectoriel Cx (R, R) des fonctions conti-
nues a support compact est dense dans LP()).

Démonstration. On montre le résultat pour d = 1 pour alléger les notations, la dimension
d quelconque se montre de la méme facon. Rappelons que si A est dense dans B et que
B est dense dans C', alors A est dense dans C'. Il suffit donc de montrer que Cx est dense
dans les fonctions étagées intégrables par la proposition précédente. Par linéarité, il suffit
alors de montrer que pour tout borélien A de mesure finie, 14 est limite dans L”(\) d’une
suite d’éléments de Ck.

Soit € > 0. Par régularité (extérieur) de la mesure de Lebesgue, et comme A\(A) < oo, il
existe un ouvert O contenant A tel que A(O\ A) < P, et donc ||[1op—14]|, < € (car A(O) =
[ 1od\ = [ 1%d\ et de méme pour A). Comme O est la réunion dénombrable d’intervalles
ouverts I, disjoints, en posant Ex = UY_, I,,, on a comme A\(O) = limy A\(Ey) (limite
croissante) et donc il existe N tel que A(O\ Ey) < €P, et donc de méme ||1p —1g, ||, < €.

Or pour tout intervalle |a, b[ il est facile de construire une suite de fonction (¢,) dans
Ck qui converge simplement vers 1j,5. On peut s’en convaincre facilement par un dessin
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et on peut prendre par exemple :
(2) 1 six€la,b|
n\L) = .
4 0 sizeR\la—2i b+

et ¢, affine sur Ja — L, a[Ulb, b+ L[

Soit alors ¢¥) dans Cx qui converge simplement vers 1 1.- On posant v, = SN k)
on obtient une suite de fonctions continues a support compact qui converge simplement
vers 1g,. Par convergence dominée (dans LP), on obtient ||1g, — ¥u|l, < &, pour n
suffisamment grand. Finalement,

14 = ¥nllp <114 = Lollp + [|To = Leyllp + [[Ley — ¢all, < 3e.
O

Remarque 13.2. L’espace C'x n’est pas dense dans L*°. En effet, une suite de fonctions
continues qui converge uniformément a pour limite une fonction continue...

On va améliorer ce résultat dans la prochaine section en introduisant le produit de
convolution.
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14. PRODUIT DE CONVOLUTION ET DENSITE DES FONCTIONS INDEFINIMENT
DERIVABLES

On se place dans cette section sur (R, B(R)) muni de la mesure de Lebesgue A. Les
résultats se généralisent facilement a (RY, B(R?)), mais on se restreint a d = 1 par souci
de simplicité.

14.1. Opérateurs de translation sur les fonctions.

Définition 14.1. Soient a € R et f: (R4, B(R%)) — R une application borélienne. On
définit la a-translatée de f par a comme la fonction définie par :
.f:RY =R
z— 1.f(x) = f(z —a).
Proposition 14.1. Soit f € L?, avec p € [1,400]. Alors, l'opérateur 7, est continue dans
LP, c’est-a-dire que lim, o ||7of — f]|, = 0.

Démonstration. On commence par supposer que f est dans C. Soit M = sup,cpa | f(7)]
et soit R tel que le support de f soit inclus dans la boule | — R, R[. Alors si [|a]| < 1, on a

7o f(z) = f(2)] = |f(x —a) = f(2)| < ML{jz—aj<ry + MLy <ry < 2M 1y <pe1y € LP

Donc par le théoreme de convergence dominée (dans LP), on a lim,_o ||7of — f]|, = 0.

Soit € > 0. Si maintenant f € LP, par densité des fonctions Ck dans L?, il existe
g € Ck telle que ||f — g||, < €/3. Par I'argument ci-dessus, il existe § > 0 tel que si
la| <0, ||Tag — gl|p, < €/3. Alors, on écrit

I = Tl < 117af = 7aglly + Il = gl + llg = 1
= [I7ag = 9llo + 2lg = fllp,

car ||7of — 7agll, = ||f — gll, par invariance par translation de la mesure de Lebesgue.
Ainsi, ||7.f — fl], < €, et on obtient le résultat annoncé. O

Remarque 14.1. Le résultat est faux pour p = oo. Par exemple, si f = 1y o[, ON &
||7af — flleo = 1 pour tout a # 0.

La preuve s’appuie fortement sur I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue.
Si on remplace la mesure de Lebesgue par la mesure &y, on ||7, f — f||, — 0 si et seulement
si f est continue en 0.

14.2. Convolution. On va définir une nouvelle opération sur les fonctions, et méme sur
les mesures, appelée produit de convolution.

Définition 14.2. Soit f et g deuz fonctions boréliennes sur R®. On définit la convolée de
f et g ou le produit de convolution de f et de g par : pour tout x € RY,

frgle) = /Rd f(@ = y)g(y)Ady).

Le produit de convolution est bien définie comme fonction sur R si f et g sont toutes les
deux positives, ou au moins pour les x € R? tel que |f| * |g|(z) < oo.

Quand il est défini, on a alors que le produit de convolution est commutatif, i.e. fxg =
g* f, et de plus, on a que |f * g|(z) < |f] * |g|(x) par I'inégalité triangulaire, et que

1 * gl S//If(x—y)|lg(y)|dydrc= 1l

et dans ce cas,

[ £ g@iridn) = ([ s@A@) ([ s@A)).
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Il suffit en effet d’appliquer un changement de variables affines, et le théoreme de Fubini.

On a de plus que

{f*g#0} C{f#0}+{g+#0},
ot A+ B ={a+bla € Abec B} En effet, si f et g sont positives, et si x € {f #
0} +{g # 0}, alors en écrivant x =z —y+y, on a f(z —y) = 0 ou g(y) = 0, pour tout ¥,
donc f(x —y)g(y) =0, et donc f x g(z) =0, soit x € {f x g # 0}. Si f et g ne sont pas
positives, il suffit de remarquer que {f # 0} = {|f| # 0}.

Remarque 14.2. On a donc que si f et g sont dans L'()), la convolée f*g € L'()\). On
a alors que (L'()),+, -, %) est une algebre (sur R ou C) associative et commutative dont
la multiplication interne est donnée par le produit de convolution.

Exemple 14.1. Si 1 désigne la fonction constante égale a 1, on a : 1% g(x) = [z g(x)dx.
Calculons 1o 1) * Lo ). Sia € [0,1]+0,1] = [0,2], Ljg1)* Ljg,1)(z) = 0. Siz € [0,2], alors

x si z €0,1],

Lo,* Lo,y () = /1[0,1]@—9)1[0,1](9)@ = min(z, 1)—max(0,z—1) = {2 —z sizell,?

On remarque que le produit de convolution de la fonction discontinue 1 ;) avec elle méme
donne une fonction continue! On a plus généralement :

Proposition 14.2 (Convolution LP-L9). Soit p,q € [1,+00] des exposants conjugués, i.e.
%+ % = 1. Soient f € LP, et g € L1. Alors le produit de convolution h = f % g est défini
A-p.p., et h € L™, De plus, h est uniformément continue.

Démonstration. L’inégalité de Holder donne facilement que h € L>. Soit z € R%. Alors,
h@) bl =) < [ |fla—y) —f@—y—2)|sw)dy

< 1f == Alpllglly:

de nouveau par I'inégalité de Holder. Ainsi,
sup |h(z) — h(z = 2)| < [|f = 7 fllpllglly —3 0,
rERd z—0

par continuité de 'opérateur de translation dans LP. Ainsi, h est uniformément continue.
O

Le produit de convolution permet ainsi de régulariser les fonctions, et va nous permettre
d’obtenir des résultats de densité par des fonctions tres régulieres en introduisant la notion
de suite régularisante.

Remarque 14.3. L’algébre L' ne posséde pas d’unité pour le produit de convolution.
Supposons par I’absurde que ¢a soit le cas, et notons u € L' la fonction vérifiant f*u = f
A-p.p. pour tout f € L'. Prenons f(z) = e P avec p > 0. Alors comme f € L™, fxu
est continue. Comme f est continue aussi, f *u(z) et f(x) coincident partout’. En z = 0,
on a

fxu(0) = /e”’yQu(y)dy — 0 quand p — oo,

par convergence dominée. Or f(0) = 1, ce qui donne une contradiction.

Pour palier le manque d’élément neutre pour le produit de convolution dans L', on
introduit la définition suivante :

Définition 14.3. Une suite (a,), de L' est appelée une approximation de l'identité si

1. En effet, il suffit de vérifier qu'une fonction continue nulle A-p.p. est nulle partout (en 'appliquant
a f — g). Soit alors f continue tel que A({f # 0}) = 0. Or {f # 0} est un ouvert, et un ouvert non vide
est de mesure de Lebesgue non nulle (pourquoi?), done {f # 0} est vide.
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(i) pour tout n, [a,d\=1;
(i) sup,, [ |an|dA < oo ;
(iit) pour tout a >0, im0 [(z15ay |an(z)|dz = 0.
La construction d’une telle suite se fait usuellement en prenant un élément o € L!
d’intégrale [ad\ =1, et en posant :
an(z) = na(nx).

On vérifie facilement par convergence dominée que (), est alors une approximation de
I'identité. Les "noyaux” usuels sont par exemple :

— mnoyau de Gauss : a(z) = \/%e_”z)ﬁ;

— noyau de Laplace : a(x) = 26 —lel

11
T 1+x2”

— noyau de Cauchy : a(x) =

Lemme 14.1. Soit f € LP, avec p € [1,+00], et g € L. Alors f*g est bien définie A-p.p.,
et

1 glly < 11/l

Démonstration. Si p = 1, le résultat est évident car

A1+ lolll = [ 1715 lgl@ydz = [ [ 176 = w)lg(w)ldydz = 1Al

Si p = 00, c’est évident aussi. Si 1 < p < 00, on a, en appliquant 'inégalité de Holder a
la mesure |g(y)|dy,

116l = [ =)l % lotwldy < ([ 156~ )Platlay) " ( [lotlan) ",

avec % + % = 1. En élevant a la puissance p, on a

1= bl = [ 17 = gapde < [ [17—p)Ploldyd [ lowlay)™
— lglIFI11l

ce qui donne le résultat. 0

Proposition 14.3. Soit f € LP, avec p € [1,4+00] et soit (¢,) une approximation de
lidentité. Alors, [ * @, € LP, et on a

||f_f*S0n||p n—>_>0 0.

Démonstration. Comme f € LP et oy, € L', on a par Holder f * «,, € LP par le lemme
précédent. On écrit alors, pour A-presque tout z,

[ ale) = f(@) = [ [fl=y) = F@)]ealn)dy,

et donc

1 eu@) = F@] < [ |fla =) = @) leuly)ldy

< (J1s =~ s@iewlan) " ([1elar)
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en utilisant I'inégalité de Holder appliquée & la mesure a densité |, (y)|dy. Or par défini-
tion d’une approximation de l'identité, sup,, [ |¢n|d\ = M < oo, on en déduit, en utilisant
le théoreme de Fubini,

11 <ent@) = @lrde < 200 [ ([ 156 =) = F@)Fon(w)ldy) do
= v [ ([15@ =) - Fw)Pde) lealy)ldy

:Aﬂ*/ﬂmf—ﬂ@@&@ﬁy

On découpe alors l'intégrale

St = flElentlldy = [ Arf = Fglealdy+ [ llnf = fllea(w)ldy

Le deuxieme terme est borné par (car ||7,f||, = || f||, par invariance par translation de la
mesure de Lebesgue) :

Lo imd = fllenw)ldy < [ (linflly + 1) on(®)ldy
{lyl>a} {ly[>a}

<2ifl [

{lyl>a

qui tend vers 0 quand n — oo par définition d’une approximation de l'identité. Le premier
terme est lui bornée par

[ i = Sleatlldy < sup s = £1 [ Lento)ldy

ly|<a

= M sup ||7,f — [l[}

ly|<a

}wmey

qui tend vers 0 quand a — 0 par continuité dans L? de 'opérateur de translation. Ceci
acheve la démonstration. 0

Un cas particulierement intéressant d’approximation de 'identité est le cas ou la suite
est C'°. On parle alors de :

Définition 14.4. Une suite (p,) de fonctions positives et C™® a support compact est
appelée une suite régularisante si pour tout n, [ppnd\ = 1, et si le support de @, est
1 1[

inclus dans Uintervalle | — o

On peut toujours prendre par exemple :

ol ¢ = [_yyexp (—ﬁ) d\, et poser ¢, (x) = ny(nx).
En effet, on a la propriété suivante :

Proposition 14.4. Soit f une fonction localement intégrable, c’est-a-dire intégrable sur
tout compact de R, et ¢ une fonction de classe Ct, pour n € N* U {+o0} (c’est-a-dire
une fonction a support compact n-fois dérivable de dérivée n® continue). Alors f * ¢ est
de classe C}, et on a

(fxo) =[x¢.

Démonstration. C’est une simple application du théoréeme de dérivation sous le signe
intégrale, les détails sont laissées en exercice. 0
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Y

1 Jo 1

FiGURE 4. La fonction .

On a alors le puissant théoreme suivant de densité par des fonctions tres régulieres :

Théoréme 14.1. Soit p € [1,+00[. L'espace C¥ des fonctions indéfiniment dérivables a
support compact est dense dans LP.

Démonstration. Soit f € L et soit ¢ > 0. Par densité des fonctions continues a support
compact dans L?, il existe g € Ck tel que ||f—gl|, < /2. Soit (¢,,) une suite régularisante.
Par les résultats précédents, g * ¢, est dans C° (proposition 14.4) et ||g — g * @ul|], = 0
quand n — oo (proposition 14.3). Donc en choisissant n suffisamment grand de sorte que
llg — g * enll, < €/2, on obtient

1F = gxenllo < =gllp +1lg = 9% @nllp <e,
ce qui montre la densité de CF dans LP. U

Remarque 14.4. On peut plus généralement définir le produit de convolution entre
mesures o-finies :

Soient u et v deux mesures o-finies sur B(R?). On appelle produit de convolution, et
on note u * v, 'image de u ® v par 'application somme (z,y) — = + y.

Pour tout borélien A, on a alors

px v(A) :/HA(x+y)du®V(I7y)a

qui s’écrit aussi, par le théoreme de Fubini,

pxv(A) = /d,u(x)l/(A —x) = /dl/(x),u(A —x).

Le produit de convolution est clairement commutatif (et aussi associatif par associativité
du produit de mesures, mais il faut d’abord vérifier que p * v est o-finie, ce qui n’est pas
toujours le cas, comme le montre le contre-exemple X * \), et de plus on a u * v(R?) =
(R y(RY). Son élément neutre est la mesure &y.

D’un point de vue probabiliste, si X est une variable aléatoire de loi p et Y une variable
aléatoire de loi v, avec X et Y indépendantes, le produit de convolution p * v n’est rien
d’autre que la loi de la somme X + Y.
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15. TRANSFORMEE DE FOURIER

Définition 15.1. Soit f: RY — C une fonction intégrable par rapport a la mesure de
Lebesque sur R On définit la transformée de Fourier de f, que l'on note f, la fonction
f:R¢ — C définie par

fw = [ e fla)ara)
pour tout u € RY.
Proposition 15.1 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € LY(\). Alors [ est continue,
oo < {111 et f(u) — 0.

|u|—o00

Démonstration. La continuité de f découle immédiatement du théoreme de continuité
sous le signe intégrale. En effet, z — f(x)e™"® est borélienne et dominée par |f| € L'. De
plus, la fonction ¢ — f(z)e " est continue pour tout # € R. On a de plus,

o1 < [ 1f@ldA@) = [1£]l,

pour tout ¢ € R, donc || f|s < [|/]l1-
Montrons que f(u) — 0. Soit ¢ # 0. Alors, comme ™ = —1, on a

|u|—o00

F) = [ f@)e e == [ f@)e e Do =~ [ f(y+ T ey,

par un changement de variable. Alors,

2f(t) = [ (1) = fa+ D)) e,
d’ou
A 1 T 1
F01 <5 [ 1) = fla+ Dlde = SI1F = 7o/l
2 Jr t 2 ¢
ou 7z est I'opérateur de translation. Par continuité¢ de 7z dans L', on en déduit que
flu) — 0. O
|u| =00

Remarque 15.1. Le résultat est encore vrai dans R? et se montre de la méme maniére.

La transformée de Fourier étant clairement linéaire, on en déduit alors immédiatement
que :

Proposition 15.2. L’application F: [ — f de L' dans Cy est un opérateur continue.

Définition 15.2. Soit ;1 une mesure finie sur RY. On définit la transformée de Fourier
de u, que l'on note i, la fonction fi: R — C définie par

pl) = [ e du(a),
]Rd

pour tout u € RY,
Si ¢ a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, on a bien str i = f :

Proposition 15.3. Soient f et g dans L. Alors,

fxg=1g
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Démonstration. On applique Fubini et un changement de variables

Frow) = [erfsg@)dn = [ [ f(e = y)gly)drdy

= [ [emmemm p2)gy)dzdy
= J(w)3(w)

Les propriétés suivantes sont faciles et laissées en exercice :
Proposition 15.4. Lorsque tout est défini, on a :
(i) si g(x) = f(=x), alors §(u) = f(-u);
(ii) si g(x) = f(x), alors §u) = f(=u);
(ifi) si g(x) = f(x/a), §(u) = a’f(au);
(iv) Fxg(t) = F(1)a();
(v) J(t) = itf(t)

—_—

(vi) xf(x)(t) = i(f) (1) ;
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ANNEXE A. UN ENSEMBLE NON BORELIEN

On a dit qu’il existait des ensembles non boréliens, mais sans donner d’exemple... C’est
bien le cas, et on va "exhiber” un ensemble qui n’admet pas de mesure de Lebesgue (et est
donc non borélien). Pour cela, on commence par faire une petite digression sur ’axiome
du choix...

A.1. L’axiome du choix. L’axiome du choix, en abrégé AC, est un axiome de la théorie
des ensembles, formulé en 1904 par Zermelo, et qui affirme qu’il est possible de construire
des ensembles en répétant un nombre infini de fois 'opération de choisir un élément dans
un ensemble non vide, méme si cette action n’est pas spécifiée. De facon plus formelle,
I’axiome du choix énonce que pour toute famille A d’ensembles non-vides, il existe une
fonction, appelée fonction de choix, qui a chaque ensemble A de A associe un élément
appartenant a A :

VA |I9OEA=Tf: A— U A, VAe A f(A) € Al.
AcA
Une formulation équivalente est alors que pour toute famille (X;);c; d’ensembles non-
vides, le produit cartésien [[;c; X; est non-vide.

Cette formulation peut paraitre intuitive (si I est fini, on a pas besoin de l'axiome
du choix), mais il est possible de montrer que I'axiome du choix est équivalent & certains
énoncés beaucoup moins intuitifs, tel que le lemme de Zorn (tout ensemble inductif admet
un élément maximal), ou le théoréme de Zermelo (tout ensemble peut étre bien ordonné)...
Il méne aussi a un paradoxe bien connu, le paradoxe de Banach-Tarski, qui énonce qu’il
est possible de découper une boule de R? en un nombre fini de morceaux et de réassembler
ces morceaux pour former deux boules identiques a la premiere. Mais les morceaux en
question ne sont pas des ensembles mesurables...

Il a été démontré (Godel 1938, et Cohen 1963) que 'axiome du choix est indépendant
des axiomes usuels de la théorie des ensembles ZF (théorie de Zermelo-Fraenkel), on ne
peut donc n’y le montrer, n’y le réfuter dans ZF.

Ce que permet 'axiome du choix, c’est alors de supposer I'existence de certains objets
mais sans les construire explicitement, ce qui peut paraitre insatisfaisant.

A.2. L’ensemble de Vitali. On construit ici, via I’axiome du choix, une partie de R qui
n’admet pas de mesure de Lebesgue, et donc qui n’est pas borélienne. Cet exemple a été
découvert par Giuseppe Vitali en 1905.

On définit la relation d’équivalence ~ sur R par :

r~y & r—yeQ.

Elle est bien réflexive (z ~ z), symétrique (z ~ y = y ~ x) et transitive (x ~ y et y ~
2z = x ~ 2). Par exemple, v/2 et v/2 + 3 sont dans la méme classe d’équivalence, mais 7
et v/2 non. Chaque classe d’équivalence consiste en une copie translatée de Q, et 'union
de ces classes forme une partition non-dénombrable de R.

On "choisit” alors, via 'axiome du choix, un et un seul représentant de chaque classe
d’équivalence de ~ dans [0, 1]. Notons V' cette partie. Elle est non dénombrable, et nous
allons montrer qu’elle n’admet pas de mesure de Lebesgue.

Supposons par 'absurde que V' possede une mesure de Lebesgue. Définissons :

A= |J (@@+V),
4€0r[-1,1]

ouq+V ={q+z|z € V}. Comme V admet une mesure de Lebesgue, chaque partie ¢+ V'
aussi, et I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne A(q + V') = A(V).
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La partie A étant une réunion dénombrable des ensembles ¢ + V, elle admet elle aussi
une mesure de Lebesgue. Les parties ¢+ V sont de plus disjointes, puisque V' ne contient
qu’un seul représentant de chaque classe d’équivalence : soit x € (¢ + V) N (g2 + V') pour
q1 # qo deux rationnels. Alors il existe v; et vy dans V' tel que z = ¢ + v = ¢2 + v2. Donc
v — V=@ — q1 € Q et donc v ~ vy. Ainsi, v1 = vy, et ¢4 = ¢o, une contradiction.

Par g-additivité, A(A) = 3 cgni—1,1] A(V), et donc A(A) est infinie ou nulle. Mais A est
inclus dans [—1, 2], donc sa mesure de Lebesgue est bornée par 3, donc c’est forcément 0.

Observons maintenant que A contient [0, 1]. Soit « € [0, 1], et notons a(x) le représen-
tant dans [0, 1] de x pour la relation ~. On a donc x — a(x) = ¢ pour un certain ¢ € Q.
Mais x et a(z) sont tous deux dans [0, 1], donc z — a(x) € [—1,1] et donc ¢ € QN [—1,1],
et ainsi € (¢ + V). Ainsi A contient [0, 1] et sa mesure de Lebesgue est donc minorée
par 1.

On obtient donc une contradiction, et V' ne peut admettre de mesure de Lebesgue.
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