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La statistique est une branche des mathématiques qui collecte, analyse, interprete et
présente des données pour en extraire des informations utiles.
Elle se divise en statistique descriptive qui consiste en la description des données (résumé
et représentation) et statistique inférentielle qui consiste a induire les caractéristiques d’un

groupe général (la population) & partir d’'un groupe particulier (1’échantillon).

1. STATISTIQUE ELEMENTAIRE

1.1. Statistiques descriptives.
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2 STATISTIQUE ELEMENTAIRE

1.1.1. Vocabulaire de base.

— La population est I'’ensemble que l'on observe et qui sera soumis a une étude
statistique. (ex : la population frangaise, les étudiant-e-s du cours de proba, une
population de coccinelles, des objets inanimés, etc...);

— Chaque élément de la population est appelé un individu (ou une unité statis-
tique) ;

— Un échantillon est un sous-ensemble de la population (typiquement, si la po-
pulation est trop grande, on étudiera une partie de la population). Le nombre
d’individus dans 1’échantillon est la taille de I’échantillon ;

— Le caractere, ou variable statistique, est la propriété que 1’on observe dans la
population. Les valeurs prisent par un caractere sont appelées les modalités ;

On ne s’intéressera qu’aux variables quantitatives, c’est-a-dire dont les modalités sont a
valeurs numériques (dans un sous-ensemble de R).

Définition 1.1. On appelle série statistique une suite d’observations d’un caractére rele-
vées sur les individus d’une population ou d’un échantillon d’une population. On la notera
souwvent x = (z1,...,T,), ou n est la taille de ’échantillon et z; la valeur du caractére
correspondant au i¢ individu.

On supposera les séries statistiques ordonnées par ordre croissant. Si ce n’est pas le cas,
on commencera par ordonner les valeurs par ordre croissant, et on notera

1) Sxg) < < Xy,

la série obtenue, appelée statistiques d’ordre. On a donc que x(;) est la k°® plus petite
valeur de la série x.

1.1.2. Traitement des données.

Définition 1.2. Soit © = (x1,...,x,) une série statistique da valeurs dans E (un sous-
ensemble de R). La mesure empirique de x est la probabilité P, sur E définie par :

P, ({k}) = Card({i € {1,...,n} |z = k})’

n

pour tout k € F.

On a donc que P, ({k}) est donnée par la fréquence d’apparition de la modalité k dans
T

ffectifs de k
P.({k}) = % = fréquence de k.

La moyenne et la variance de la probabilité P, sont alors données par :

Définition 1.3. Soit © = (z1,...,x,) une série statistique. La moyenne empirique de x
est la quantité

Remarque 1.1. La moyenne est un parametre de position, fortement sensible aux valeurs
extrémes. Si par exemple, dans une classe de 10 éleves, 9 ont obtenu la note de 9 a I’examen,
et 1 a obtenu la note 19, alors la moyenne de la classe est a 10, et pourtant une seule
personne a validé 'examen...
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Définition 1.4. Soit x = (z1,...,x,) une série statistique. La variance empirique de x
est

(Q?i — i’)Q

1

Son écart-type est la racine de la variance, i.e.

Op = J 1 i(zz — )2

n:3

n
5 1
O, = —
n .-

Remarque 1.2. L’écart-type est une mesure de dispersion, elle quantifie en quelle que
sorte 1’écart de = par rapport a sa moyenne. On prend la racine de la variance pour une
question d’homogénéité (si par exemple x mesure des kg, la variance mesure des kg?, et
donc I'écart-type est une mesure en kg).

Pour des questions d’estimation, on utilise souvent une version corrigée de la variance
et de I’écart-type :

Définition 1.5. La variance empirique corrigée de x est
n
A2 1 2

o= >z — 7).

n—1i3

Son écart-type corrigée est la racine de 62, i.e.

&m:J ! i@—f)z

n—1

Proposition 1.1. (Formule de Koenig) La variance empirique o2 de x s’exprime aussi
par la formule :

1 n
o2 > ai — (z)°
i=1

x n “
(moyenne des carrées — carré de la moyenne).

Démonstration. 11 suffit de développer le carré dans la définition de o2. O

1.1.3. Fonction de répartition empirique et quantiles. Soit x = (x1,...,x,) une série sta-
tistique et z() < w) < -+ < () sa statistique d’ordre.

Définition 1.6. On définit F, la fonction de répartition empirique de x par : pour tout
teR,

() = Card({i € {1, n ;e < t})

On a donc que F, est une fonction en escalier, croissante, nulle pour ¢ < (), valant 1
pour t > x(,, et telle que F,(t) = % si gy <t < 2@pg)-

Pour y un réel, on note [y] le plus petit entier supérieur ou égale a y, i.e. 'unique entier
vérifiant [y] — 1 <y < [y].

Définition 1.7. Soit © = (xy,...,x,) une série statistique. On définit le quantile empi-
rique d’ordre o (avec o €]0,1]), notée q, par :

— st na n'est pas un entier, on prend ¢o = T([na)) s
. . _ I(7La)+$(7L(x+1) . . .
— sina est un entier, on prend q, = =" (convention, non unique) ;

Les quantiles permettent de séparer une série statistique ordonnée en intervalles consé-
cutif contenant le méme nombre de données. Par exemple,
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—sia= %, le quantile q est appelée la médiane ;
—sia= i, le quantile q1 est appelée le premier quartile ;
—-sia= i, le quantile qs est appelée le troisieme quartile.

On a alors que le quantile d’ordre « vérifie :
Fi(ga) >a et 1—Fy(q,)>1—a.

Exemple 1.1. Soit la série statistique 1,1,3,5,8,12, de taille n = 6. La médiane vaut
% = 4, le premier quartile 9 = 1, le dernier quartile x5 = 8. On peut déterminer
graphiquement les quantiles sur la fonction de répartition empirique. Pour cela, on trace
une ligne horizontal a 'ordonnée correspond a l'ordre « : si on tombe sur un saut, on
prend la valeur de la série immédiatement au dessus, si on tombe sur un palier, on prend
la moyenne des deux valeurs, voir figure 1.1.

1 —
,—}
G R —— -
——
0.5’ """ '?—:4‘ E
-— | :
0.25 | ! ! !
1 3 5 8 12

FI1GURE 1.1. Fonction de répartition empirique de la série statistique = =
(1,1,3,5,8,12) et quantiles q1/2 et gs/a.

1.1.4. Représentations graphiques. Il existe d’autres facons de représenter des données.
Donnons les deux facons les plus usuelles.

1.1.5. Boites a moustaches. Une boite & moustache est une représentation graphique résu-
mant quelques indicateurs de position du caractere étudié. Il s’agit de tracer un rectangle
allant du premier quartile au troisieme quartile et coupé par la médiane. On ajoute alors
des segments (les « moustaches ») partant des extrémités de la boite jusqu’aux premier
et neuvieme décile. Les valeurs extrémes en dehors de ces deux déciles sont représentées
par des points.

Exemple 1.2. Une biologiste étudie la taille des pétales (en cm) d’une espece de fleur
rare. Elle préleve un échantillon de 12 fleurs et mesure la longueur de leurs pétales. Elle
obtient les résultats suivants :

0.3,1.2,1.8,2.0,2.5,2.8,3.0,3.1,3.3,3.5,3.7,3.9

On vérifie alors (exercice) que la médiane vaut 2.9, le 1" quartile ¢;,4 = 1.9, le 3¢ quartile
q3/a = 3.4, et les 1°" et 9° déciles valent q;/10 = 1.2 et gg/10 = 3.7. Ces indicateurs peuvent
alors étre résumés par la boite a moustaches ci-dessous.
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F1GURE 1.2. Boite a moustache de la série statistique ci-dessus.

1.1.6. Histogramme. Un histogramme est une représentation graphique permettant de
représenter la répartition empirique d’une série statistique. Le principe est de regrouper les
observation proches en classes (C})i<j<s avec Cy = [by, b1], et C; =|b;j_1, b;], ot by = x(1),
by = () et (Cj)i1<j<s formant une partition de [z, ()]

On représente alors la classe C; par un rectangle de base b; — b;_; et dont l'aire est
égale a la fréquence de la classe Cj, c’est-a-dire

iCard({i e{l,....n}|z; € Cj}).

Par exemple, on souhaite analyser le temps de trajet domicile-université des étudiant-e-s
du cours de probabilité. On a obtenu la série statistique de tableau des effectifs donné
par :

Temps de trajet (min) | Effectif
5, 10] 5
110, 15] 35
115, 20] 50
120, 25] 30
125, 30] 15

L’histogramme représentant cette série statistique est donné Fig. 1.3.
0.1+

8-1072 |

6-1072 1

4.107% |

2-1072 ¢+

0
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 1.3. Exemple d’histogramme.

1.2. Statistique inférentielle. En statistique inférentielle, on suppose que les obser-

vations issues d’'une série statistique x = (xy,...,2,) sont en fait des réalisations de
variables aléatoires (X7, ..., X,) définies sur un espace de probabilité (2, P), c’est-a-dire
que (z1,...,2,) = (Xj(w),..., X,(w)), pour un certain w € Q. Le but est alors d’estimer

certains parametres d’intérét inconnus.

Définition 1.8. Soit X wune variable aléatoire. Un échantillon de taille n de la loi de
X est la donnée de n variables aléatoires (Xi,...,X,) définies sur le méme espace de
probabilité, indépendantes et de méme loi que X.



6 STATISTIQUE ELEMENTAIRE

Un échantillon observé est une réalisation de l’échantillon (X, ...,X,), c¢’est-a-dire un
n-uplet (xq,...,x,) tel que (x1,...,2,) = (X1(w),..., Xn(w)) pour un certain w € €.
On appellera statistique toute fonction de I’échantillon (X1, ..., X,).

Une statistique n’est rien d’autre qu’'une variable aléatoire, il s’agit essentiellement d’un
changement de vocabulaire pour insister sur le fait que I’on ne connait a priori pas la loi
des variables X;, et que 'on va se servir de ces variables pour estimer des parametres
d’intérét.

La loi de X est donc supposée inconnue, et dépend d’un parametre d’intérét tel que la
moyenne. En statistique inférentielle, on cherche a estimer un parametre inconnu a 'aide
d’un échantillon.

Commencons par quelques résultats.

2. THEOREMES LIMITES
2.1. Inégalités de concentration.

Proposition 2.1 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a. positive. Alors, pour tout a > 0,
on a

P(X >a)< E(X>

Démonstration. Rappelons la définition de la fonction indicatrice 14 d’un ensemble A :

1 sized
IlA(ﬂl?)I{

0 sinon.
On a alors :
alixzay < Xlfx>qp < X.
Donc en prenant 'espérance (qui est croissante), on obtient,

0E (Lixza) < E(X),
c’est-a-dire,

aP(X > a) <E(X).
Proposition 2.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une v.a. telle que E(X?) <
+o00. Alors, pour tout a > 0, on a

< Var(X).

P(X —E(X)| 2 0) < —,

Démonstration. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Markov a la v.a. positive | X — E(X)|?,
et de remarquer que

{IX —E(X)| > a} = {|X - E(X)]* > a*}. O

2.1.1. Chernoff. L’inégalité de Chernoff est de la forme suivante. Soit X une variable
aléatoire, ayant des moments de tout ordre, c’est-a-dire E(|X|*) < oo, pour tout k& > 0.
Soit a > 0. Alors pour tout t > 0, en utilisant le fait que I’exponentielle est bijective, on a

P(X > a) =P(tX > ta) = P(e'* > ™).
On peut alors appliquer I'inégalité de Markov, ce qui donne, que pour tout ¢ > 0,
P(X >a)<e™E (etX).

Le terme de gauche ne dépendant pas de ¢, on peut alors optimiser en ¢ le terme de
droite, ce qui donne une borne de type exponentielle a la probabilité que X dépasse la
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valeur a. C’est donc une amélioration considérable par rapport a 'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev par exemple. En contre partie, ce n’est pas toujours facile d’expliciter une
telle borne en fonction de quelle loi suit X, méme le cas de la loi binomiale n’est pas des
plus simple. On va montrer la proposition suivante :

Proposition 2.3. Soit X1, ..., X, des v.a. indépendantes et identiquement distribuées de
méme loi de Bernoulli B(p). Soit S, = Y>_I" | Xi, et posons p = E(S,,). Alors,

(i) pour tout 6 >0, on a
P(S, > (14 6)u) < e /@),
(7i) pour tout 0 < 6 < 1, on a
P(S, < (1—8)u) < e /2,
Corollaire 2.1. Soit X4,..., X, des v.a. indépendantes et identiquement distribuées de
méme loi de Bernoulli B(p). Soit S, = Y1 | X;, et posons p = E(S,,). Pour tout0 < § < 1,

on a )
B(S, — pl > o) < 2¢ 4P,

Démonstration. On a
{1Sn —pl = op} ={Sw =2 (L +6)p} U{S, < (1 —d)u},
et comme une probabilité est croissante, on a donc
P(|S, —p| >0u) <P(S, > 1+0)u) +P(S, < (1—=905)u).
11 suffit alors d’appliquer la proposition précédente (avec § < 1). O

Démonstration de la Proposition 2.3. On montre la borne supérieur (i), la preuve pour la
borne inférieure étant analogue. Soit ¢ > 0. Alors,

n n
) -2 {1%) - [2) - )
i=1 i=1
car les variables X1, ..., X,, sont indépendantes et identiquement distribuées. Comme X;
est de loi B(p), on a E(e!*1) = pe! + 1 — p, ce qui donne :
E(etn) = (pet +1-— p)n
En utilisant I'inégalité de Markov, on obtient que pour tout ¢t > 0,

P(Sn > (1 + 5)#) _ ]P;<€t5n > et(1+5)u) < eft(1+6),u (pet +1 _p)n

On utilise alors I'inégalité 1 + x < e®, valable pour x > 0, appliqué a z = p(e* — 1). On
obtient ainsi :

P(S, > (14 0)p) < e (I+0uguie’=1)
puisque p = E(S,,) = nE(X;) = np. On cherche alors a minimiser en ¢ I'expression de
droite. En dérivant par rapport a t ’expression dans l’exponentielle, on obtient que le
minimum est atteint en ¢ = log(1 + J). Ainsi,

P(S, > (1+6)u) < (0= (1+8)log(1+5))

On utilise maintenant 1'inégalité,

valable pour z > 0 (exercice). Ceci donne
2

_ < -
d—(1+9)log(l+9) < 545
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et finalement,
P(Sy > (14 6)u) < e m/CH),
ce qui est bien I'inégalité cherchée.
Pour la borne inférieur (ii), on fait essentiellement la méme chose, cette fois le minimum
est atteint pour ¢ = log(1 — 0) et on utilise I'inégalité
2

log(l—1z) > —x + %,

pour 0 < z < 1. Les détails sont laissés en exercice. [l

Exemple 2.1. On lance 100 fois une piece de monnaie non truquée. Soit X le nombre
de fois ol on est tombé sur piles. La v.a. X suit donc la loi binomiale B(100, %) avec
E(X) = 50 et Var(X) = 25. On cherche a borner la probabilité d’obtenir au moins 75
piles. On a alors :

— Par l'inégalité de Markov, P(X > 75) < % = %

— Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebchev, P(X > 75) = P(X — 50 > 25) < P(|X —

50| > 25) < 25 = 0.04.
— Par I'inégalité de Chernoff, P(X > 75) = P(X > (1 + 1)50) < e~°%/12 ~ 0.016.

L’inégalité de Chernoff est donc meilleure (mais un logiciel de calcul donne, en utilisant
la loi binomiale, que P(X > 75) ~ 2.8 x 1077"...)

2.2. Loi des grands nombres.

Proposition 2.4 (Loi faible des grands nombres (LGN)). Soit (X;)i>1 une suite de v.a.
i.i.d. telle que E|X;|* < co. On pose X, = 212X - Alors, pour tout € > 0,

P([X, —E(X)|>¢) — 0.
On dit que X,, converge en probabilité vers E(X).

Démonstration. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

- Var(X,,)
P([X, —E(x)| >¢) < —
or | Var(X))
ar
Var(X,) = — ;Var(Xi) = Tl

la premiere égalité venant de I'indépendance des v.a., et la deuxieme du fait qu’elles soient
identiquement distribuées. Ainsi,

< Var(Xl)

P([X, —E(X))|>¢) < — 0. 0

n52 n—oo

La loi des grands nombres nous dit donc que quand n est grand, la moyenne empirique
X,, d’un échantillon (X7,...,X,) prend des valeurs qui ne s’écartent pas trop de la vraie
moyenne E(X7), avec grande probabilité. Ainsi, la moyenne empirique est un estimateur
convergeant (en probabilité) de la moyenne. Si par exemple, (X7, ..., X,,) sont des v.a. de
Bernoulli de parametre p, représentant le résultat d’une suite de n lancers indépendants
d’une piece de monnaie truquée dont la probabilité de tomber sur pile est p, alors

X1+ + X,

~

n
avec grande probabilité. Estimer la probabilité de tomber sur pile, revient donc a lancer
un grand nombre de fois la piece, et de compter le nombre de fois ou on est tombé sur
pile.
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2.3. Théoréme central limite. On admettra le théoreme suivant, qui se sera vu en
toute généralité 'année prochaine.

Théoréme 2.1 (Théoréme central limite). Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, de loi B(p). On pose X, = % Alors,
pour tout a < b, on a

_ b 1
P ag\/ﬁ(Xn—p) <b —>/ e 2y,
p(1—p) nee Ja v

. \/ﬁ ¥~ . . . ~
On dit que la v.a. By rom (X n p) converge en loi vers une loi gaussienne (ou nor

male) centrée (c’est-a-dire de moyenne 0) réduite (c’est-a-dire de variance 1). Ce théoréme
porte en fait le nom de théoreme de Moivre-Laplace, le théoréeme central limite en est sa
généralisation a toute suite de v.a. i.i.d. ayant un moment d’ordre 2. On sait par la loi des
grands nombres que X, converge en probabilité vers p. Ce théoréme nous dit alors que
X, converge vers p a la vitesse \F et que les fluctuations de X,, autour de p sont données
par une loi gaussienne.

Esquisse de la démonstration. La v.a. S, = X1+ ... 4+ X,, est une somme de n v.a. i.i.d.
de loi de Bernoulli B(p), donc suit la loi B(n,p). Le terme de gauche dans I’énoncé du
théoreme est donc, en posant ¢ =1 — p,

ve VT ) N
P( : p(1—p) (%, p)gb) a;mP<\/n_W )
~ Y B(s.-

a<zr<b
ou la somme porte sur les x; de la forme
k —np

NGO

Or P(S, = k) = (Z) pF¢"*. On utilise alors la formule de Stirling pour donner un équi-
valent du coefficient binomial :

T =

n! ~v2mnn"e ™", quand n — co.

On a donc
N\ 1 ok 2mn T 2en k n—k
A \/— T - ——p¥q
2mkk+1/2e=k\/27(n — k)n—k+1/2e—(n—k)
n—k
s (@) ()
NF npqcp( k),
avec

wni = (F) (22)
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Rappelons le d.1. du logarithme : log(1 +u) = u — “—22 +o(u?), quand u — 0. Alors, quand

n — oo,
k d
log (np) = klog (np) =klog|1— VPR
k k k
2

npqx
— —/npqry, — 2kk+m

et de méme,

o (2] = 0 s (14575

npqe;

Ceci donne que

2 2
npqx npqx
__%_mpe
2 k(n—k)
Or k?jf‘i) ~ 1, on a donc que
2
x
log p(n, k) = =5+
et que
MY kgnh L a2
(k)p 4 \/27rnpq6 *

En prenant la somme sur zj, on remarque que l'on obtient une somme de Riemann (car

Tyl — T = \/%W) qui converge, quand n — co, vers

b1

a \/ 2
Pour rendre rigoureuse cette preuve, il faut s’assurer que la somme des termes d’erreurs
(les ---) donne une contribution nulle & la limite (ce qui est un peu pénible...). O

e 2y,

3. ESTIMATION

3.1. Estimation ponctuelle. Soit (X,...,X,) un échantillon d’une loi inconnue dé-
pendant d'un parametre 6 (le plus souvent la moyenne).

Définition 3.1. Soit (Xy,...,X,) un échantillon d’une loi inconnue dépendant d’un pa-
rametre 0. On appelle estimateur de 0 toute fonction de l’échantillon (Xy,...,X,). On le
note usuellement 6.

Définition 3.2. Soit 6 un estimateur d’un parametre inconnu 6. On dit que 6 est sans
biais si B(0) = 0. Dans le cas contraire, on dit que 6 est biaisé.

On cherche la plupart du temps a avoir un estimateur sans biais. Mais par exemple,
% ou encore % sont des estimateurs sans biais de m. On a donc besoin de
définir la qualité d’un estimateur. On introduit alors la notion suivante.
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Définition 3.3. Soit 0 un estimateur d’un paramétre inconnu 0, tel que 6 admet un
moment d’ordre 2. On appelle erreur quadratique moyenne ou risque quadratique, notée

MSE(#), la quantité

-~

MSE(9) = E (6 - 0)?].
Proposition 3.1. On a
MSE(8) = Var() + (E(9) - 0)’,
autrement dit, [’erreur quadratique moyenne d’un estimateur 0 est la somme de sa variance
et du carré de son biais.
Démonstration. 11 suffit d’écrire :
MSE(6) = E [(6 — 0)*| = E [(0 — E(9) + E(6) — 0)*]
= Var(d) + 2E (0 — E(0)) + (E@0) - 0)°
—
= Var(d) + (E() - 0)". 0

On a donc que pour un estimateur sans biais @, 'erreur quadratique moyenne est égale
a sa variance.

3.1.1. Estimation ponctuelle d’une moyenne.

Définition 3.4. Soit (Xi,...,X,) un échantillon d’une loi de moyenne 0. On appelle
moyenne empirique de ['échantillon, notée X,,, la statistique

_ X, +---+ X,
X, = LA

n

On a alors que la moyenne empirique est un estimateur sans biais de 6. En effet,

E <X1 ot X”) _ ; (E(X1) + - + E(X,)) = E(X1) = 6,

ou l'on a utilisé la linéarité de I'espérance et le fait que les v.a. X; sont toutes de méme
loi de moyenne 6. De plus, par la loi des grands nombres, ¢’est un estimateur convergeant
en probabilité de 6 (on dit que c’est un estimateur consistant).

Si (X1,...,X,) est un échantillon de la loi de Bernoulli de parametre p, la moyenne
étant égale a p, on parle aussi de fréquence empirique.

3.1.2. Estimation ponctuelle de la variance.

Définition 3.5. Soit (Xy,...,X,) un échantillon. On appelle variance empirique la sta-
tistique
1 & — \2
S2=-"3N'(X;-X,).
= )

1=1

En développant le carré, on a immédiatement la formule alternative :
1 & —
S2=-3"Xx?-X..
Nz

Remarque 3.1. Soit (X3,...,X,) un échantillon de la loi de Bernoulli B(p). Alors, la
variance empirique est égale a

S2=X,(1-X,).

n
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En effet, comme X; vaut 0 ou 1, on a X? = X;, et donc
1 & T —
=3 X, - X=X, X, = X,(1-X,).
ni=

La formule se comprend aisément : X, étant un estimateur de p, et la variance de la loi
B(p) étant p(1—p), la statistique X,,(1—X,,) est naturellement un estimateur de p(1—p).

Proposition 3.2. Soit (X,...,X,,) un échantillon. On note o? la variance de X;. La
variance empirique est un estimateur biaisé de la variance :

E(s2) =110

Démonstration. On a :

On calcule alors :

E(X,)=

n

1
n?

n 1 & 1
S EXX) =5 Y E(X))+ 5 Y E(XX).
ij=1 nTi 1<i£j<n
Comme X; et X; sont indépendantes pour i # j, on a E(X;X;) = E(X;)E(X;) =
(E(X1))?. On obtient donc

E(X)) = ~E(X})+ L2,
et finalement,
E(2) =E (X)) - ~E(X) -t
- ”; L yar(x)).

O

On a donc que S? sous estime (légeérement) la variance. Ceci améne alors a définir
I’estimateur suivant.

Définition 3.6. Soit (X1, ..., X,) un échantillon. On appelle variance empirique corrigée

la statistique
n

~ 1 — \2
2= (X, - X,).
o (X=X
C’est un estimateur sans biais de o* = Var(X).

3.2. Intervalles de confiance. Un intervalle de confiance est un intervalle aléatoire,
c’est-a-dire dont les bornes sont aléatoires et en général construites a partir d’un estima-
teur, et qui a une grande probabilité de contenir un parametre que I’on cherche a estimer.
On parle alors d’estimation par intervalle. La notion d’intervalle de confiance permet ainsi
de définir une marge d’erreur plutot que d’utiliser une simple estimation ponctuelle. Plus
précisément :

Définition 3.7. Soit (X, ..., X,) un échantillon et 0 un paramétre inconnu qu’on cherche
a estimer. Un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — v (ou de risque o) est un in-
tervalle de la forme I = [a(Xq, ..., Xp),b(X1, ..., Xy)] vérifiant

PI36)>1—a.
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(Lire : la probabilité que I contienne 0 est d’au moins 1 — «.)

Le plus souvent, on recherche un intervalle de confiance de # sous la forme d’un intervalle
centré en une estimation ponctuelle de 6.

Par exemple, on cherche a estimer une proportion p. Soit (Xi, ..., X,) un échantillon
de la loi de Bernoulli B(p). On sait que la moyenne empirique X, est un estimateur
sans biais de p. On peut construire un intervalle de confiance pour p par l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. En effet, on a

Var(X,) _ Var(X)

2 2

]P’(\Yn—p\>a> <

a na
En posant o = Va;gfl), on obtient
_ Var(X
R
no

et donc

P(Xn_ [Var(X) ¢, [Var(Xy) Bp)zl_a_
no no

On obtient ainsi un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 1 — «, non-
asymptotique, c’est-a-dire valable pour tout n > 1. Le probleme ici, est que Var(X) est
a priori inconnu et dépend de p... Une premiere possibilité est de remarquer que comme
Var(X;) = p(1—p), on a Var(X;) < 1 (une simple étude de fonction permet de le vérifier
rapidement), on obtient donc un intervalle plus large en remplacant Var(X;) par 1, ce

4
qui donne

9p>21—a.

_ 1 — 1
PlIXy— 57— Xn+ 57—
<[ 2v/no + 2v/no

Alinsi,

— | E— 1

[X” N 2@1
est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 1 — «, valable pour tout n € N. Il
est en général assez mauvais car bien trop large, et son risque réel peut étre bien inférieur
au risque « choisi.

Exemple 3.1. On chercher a estimer la proportion p d’électeurs du candidat A a la
derniere élection présidentielle, avec une erreur d’au plus 1% et au risque 5%. On a donc
que I'amplitude de notre intervalle de confiance doit étre de 0.01 et donc la taille de notre
échantillon doit satisfaire

1
— < 0.01
2v/0.05n

ce qui donne n > 50000, ce qui est difficilement envisageable...

Une autre possibilité est d’utiliser un estimateur de la variance. On a vu que la variance
empirique S? qui dans le cas d'une proportion se réécrit S? = X,,(1—X,,) est un estimateur
naturel de la variance. On peut méme montrer par la loi des grands nombres que c¢’est un
estimateur consistant. On remplace alors dans l'intervalle de confiance ci-dessus Var(X;)
par son estimateur SZ, et ainsi

- [ X,(1-X,) < [ X,(1-X,
no no

est un intervalle de confiance de p au niveau 1 — a. Il est cette fois-ci asymptotique,
c’est-a-dire valable uniquement pour n assez grand.
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Exemple 3.2. On effectue un sondage a la sortie des urnes sur 1000 électeurs, dont 520 on
répondu ayant voté pour le candidat M. (pour simplifier, on ne tient pas compte des votes
blancs). On a donc une réalisation d’un échantillon de taille 1000 de la loi de Bernoulli
de parametre p, la vraie proportion d’individus ayant voté pour M. Une observation de la
moyenne empirique X,, est donc

_— 520
" 1000
Au risque 5%, un intervalle de confiance observé est donc

0.48 x 0.52 0.48 % 0.52
52— [l 052 4 [ = [0.45,0.59).
[O ’ 1000 % 0.05" % Y/ 1000 x 0.05] [0.45,0.59]

Peut-on prédire qui va gagner 1’élection ?

0.52.

Enfin, le théoreme central limite nous donne de bien meilleurs intervalles de confiance,
mais uniquement pour une taille n d’échantillon assez grande, on parle alors d’intervalle
de confiance asymptotique. En prenant a = —b dans le théoreme central limite, on cherche
donc z, tel que

Za 1 2
e 2 =1 —
e x Q.
—Za V 2
Retenons que
196 1

e €r =~ . 9

ce qui donne que zg o5 = 1.96.
Un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour p est alors :

1.96 < 4 1.96
2yn’ " 2y
Dans 'exemple précédent, on obtient alors comme intervalle observé

[0.49,0.55]

ce qui est bien meilleur! Mais sans doute pas suffisant pour prédire 'issue de 1’élection...

.

3.3. Intervalles de fluctuation. Pour finir ce chapitre, on donne la définition d’inter-
valles de fluctuations, ce qui va nous permettre de faire une petite introduction aux tests
statistiques.

Un intervalle de fluctuation est un intervalle non-aléatoire dans lequel un estimateur a
une grande probabilité de tomber. Plus précisément,

Définition 3.8. Soit S une variable aléatoire et o € [0, 1] Un intervalle de fluctuation de
S au seuil 1 — v est un intervalle [a,b] (avec a < b) telle que

P(S € [a,b]) > 1 — a.

Un intervalle de fluctuation n’est bien entendu pas unique puisque si [a,b] C [d/, ] et
que [a,b] est un intervalle de fluctuation de S au seuil 1 — a, il en est de méme pour
'intervalle [a’, '] par croissance d’une probabilité.

Remarque 3.2. Soit f un estimateur d’un paramétre 0. Si [5 —e,0+ e] est un intervalle
de confiance de niveau 1 —a pour 6, alors il est évident que [0 —e, §+¢] est un intervalle de
fluctuation de @ de niveau 1 — a. On passe donc de I'un a 'autre dans cet exemple par un
jeu de réécriture, mais ils ne représentent pas la méme chose. Un intervalle de confiance est
un intervalle aléatoire servant a donner une marge d’erreur dans l’estimation ponctuelle du
parametre d’intérét 0, alors qu'un intervalle de fluctuation n’est pas aléatoire et est connu
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a priori. Il va permettre de tester notre estimation, soit en testant la représentativité de
notre échantillon, soit en testant une hypothese de notre modélisation.

On peut ici encore utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour donner un intervalle
de fluctuation d’une proportion empirique, mais la encore, I'utilisation du théoreme central
limite est bien plus pertinente.

Définition 3.9. Soit (Xy,...,X,) un échantillon de la loi B(p). Un intervalle de fluc-
tuation asymptotique de X, au niveau 95% est

V(1 —p) V(1 —=p)
p— 1.96T,p + 1.96T .

En majorant p(1—p) par i, on pourra aussi utiliser 'intervalle simplifiée [p— ﬁ, p+ ﬁ],

mais uniquement quand p(1 — p) n’est pas trop proche de 0 ou 1, on choisit usuellement
02<p<08.

Exemple 3.3. On a lancé 1000 fois une piece de monnaie supposée équilibrée, et a on
obtenu 435 piles. La piece est-elle truquée ? Faisons 'hypothese que la piece est équilibrée.
Les résultats des lancers correspondent donc a un échantillon de 1000 v.a. de Bernoulli
de parametre p = % Un intervalle de fluctuation de la proportion empirique de piles pour
une piece équilibrée est alors

[0.47,0.53],

c’est-a-dire que la probabilité que X 9o soit dans cet intervalle est d’environ 0.95. Comme
la valeur observée dans notre expérience est Tigo9 = 0.435, il parait peu probable que la
piece soit réellement équilibrée! On rejette donc 'hypothese que la piece est équilibrée,
en prenant un risque de 5% de prendre la mauvaise décision.
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