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Introduction 7

La thématique générale des travaux effectués au cours tethése est I'étude théorique et numérique des écou-
lements de mélanges de deux fluides (ou phases). Parmi ks dimdéles que I'on peut trouver actuellement dans la
littérature, on peut distinguer deux grandes classes :

- Les modéles de type “fluides non homogenes” [18, 19, 22] crrpent en compte les phénoménes hydrodyna-
migues mais qui ne rendent pas compte des échanges a ficegeffe sont par exemple des problémes a frontiére
libre, ou des équations de Navier-Stokes non homogeénes.

- Les modéles de type “Cahn-Hilliard” [14, 15, 24] qui, a Varse des précédents, modélisent les phénomeénes
d’interface entre les deux phases mais ne prennent pas epteddécoulement. Dans certains cas, les travaux
existants ne considérent que le probléme stationnairepgation de phase.

Ces deux types de modeéles ne suffisent pas a explorer les dagphysiques ou les deux sortes de phénoménes

sont présents. Ainsi, on trouve dans des articles récett2[1 une nouvelle classe de modeles qui couplent les deux
types de phénomeénes précédents. C'est dans ce cadre ggreésal situe les travaux présentés dans la suite

Parmi les expériences physiques qui motivent cette étutascpar exemple, le cas d’'un mélange de polymére et
de solvant sous cisaillement dans une cellule de Couetterdsiltats expérimentaux montrent I'apparition de struc-
tures macroscopiques (décomposition spinodale) puisl&ftet du cisaillement, I'organisation de ces structusesis
forme de bandes régulierement espacées [20]. Nous momsreee notre modele peut rendre compte de ce type de
comportement.

L'étude mathématique de tels modéles est aujourd’hui dmigre importance car les travaux théoriques sur des
problémes de fluides complexes restent encore rares. Lesigees d'étude et de discrétisation de ces équations sont
issues des méthodes déja connues sur les problemes de laiguécdes fluides et sur I'équation de Cahn-Hilliard mais
nécessitent de bien appréhender les phénomenes de cauplage

Cette étude s’inscrit également dans la lignée d’'une clds$mvaux actuels dans les domaines de la mécanique des
fluides et de la chimie. La modélisation a fait I'objet d’'uralaboration avec M. Quintard (Institut de Mécanique des
Fluides de Toulouse) sur I'aspect mécanique des problétnd&é et avec A. Colin (Centre de Recherche Paul Pascal)
et P. Panniza (Centre de Physique Moléculaire Optique dizidane) sur les aspects en relation avec la chimie et les
phénomenes expérimentaux. Des expériences d'écoulelasm@haires sous cisaillement sont effectuées dans ces deu
laboratoires et les résultats numériques que nous avoesidsont en concordance qualitative avec les expériences
menées. Ces contacts nous ont permis en particulier dauggaste la pertinence physique du modeéle proposé, et de
connaitre les divers types de situations expérimentalesatopeut mener I'étude théorique et numérique.
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Premiére partie - Modélisation : Dérivation et simulations

Chapitre 1 - Dérivation du modele

Dans ce premier chapitre (publié dans [8]), a la suite deatrayprécédents de Chella et Vifials [11], de Doi [13],
ou encore de Onuki [20], on précise la modélisation et eriqudigr la mise en équations du modele. Une mise sous
forme adimensionnelle permet de dégager les termes sigfiffigpour une large gamme de situations physiques. On
met en évidence par ce biais la dépendance des divers pagaraédimensionnels qui apparaissent dans les équations en
fonction des conditions expérimentales (températuresitisndes deux phases, etc ...).

Nous nous placons dans le cas ou les phases sont incomjeesdide densités différentes. Nous introduisons les
champs de vitesse propres de chaque phastv,, et le paramétre d’ordrg qui est une renormalisation (entrd et1)
de la fraction volumique d’une des phases. On définit a pdetices variables, par un processus de moyenne pondérée,
des inconnues globales pour le mélange : une dep$iéi est une fonction connue du parametre d’ordyeun champ
de vitesse et une fluctuation en vitesse sous la forme

B 1+ o 1-¢ 4

9 P+ Tp27

_|_
2 2
w = v — V.

Ensuite, on écrit I'équation de conservation de la masse glmacune des phases, a partir desquelles on déduit une
équation pour le parameétre d’ordre

Oy (1= _
E+U.V<p—ﬁdlv ( 5 w) =0,

et une condition d’écoulement isovolume sur la vitesse
div (v) = 0.

La deuxieme étape consiste a écrire une équation de NawikesSpour chacune des deux phases en tenant compte
dans les termes de forces extérieures des potentiels amside chacune d'entre elles. C'est dans ces termes que le
potentiel chimique de Cahn-Hilliard intervient [20] :

p=—a*Ap+ F'(p),

ol « est le rapport entre I'épaisseur d’interface entre les gases et la longueur caractéristique qui a servi a adimen-
sionner les équations, &test un potentiel ayant une structure en double puits [13hdéda température est inférieure
a la température critique.

N

états métastables
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On déduit ensuite des deux équations suet v», une équation sur la vitesse moyennet une équation sur la
fluctuationw. Aprés mise sous forme adimensionnelle des équations evadnadt I'ordre de grandeur des divers
coefficients qui apparaissent dans celles-ci pour une gagenparametres physiques donnés [12, 20], on obtient deux
équations simples suretw :

ple) (g +0-¥0) = o dv Ca@ID() + Vo = KnVe + k-0 (S 4 ol

div (v) =0,
(-1 -e) %
T T ap(p)E(p) v <p(s0)) '

L'équation env n'est autre qu’une équation de Navier-Stokes non-homouEoenpressible a densité et viscosité
dépendant du parametre d’ordpe(c’est-a-dire de la composition locale du mélange) et cem@ant un terme de cou-
plage de type “forces capillaire® 1V localisé a I'interface. L'équation em montre que la fluctuation en vitesse est
reliée au potentiel de Cahn-Hilliagdet a son gradient. On obtient alors le systéme final en reraptagpar sa valeur
dans I'’équation e, ce qui donne en introduisant un nombre de PeRlet

%—fﬂ.w— %div (%v (ﬁ)) =0

On reconnait ici une équation de Cahn-Hilliard couplée @uation de Navier-Stokes par un terme de transport. Dans
cette derniére équatioB(y) est un coefficient de diffusion appelépbilité qui dépend de.

Remarquons d’ores et déja que= 1 est solution de I'équation précédente et qu'alors I'équmatibtenue sus se
réduit a une équation de Navier-Stokes homogene inconiplesainsi, le modele proposé dégénére de fagcon cohérente
avec le modele de Navier-Stokes lorsqu’une seule des pkaspeésente.

Dans tout ce qui suitp et u sont soumis a des conditions aux limites de Neumann (auckméuwloit traverser
le bord du domaine, et l'interface est supposée perperadieuhux bords physiques du domaine) et la vitesse a des
conditions de Dirichlet. Eventuellement, on pourra reroplaces conditions par des conditions de périodicité daas un
direction pour étudier par exemple les problemes de cgsa#iht dans un canal.

Une fois le modéle ainsi établi, on s'intéresse dans un mretemps a sa validation par le biais d’'une méthode
numérique qui permet de s’assurer qualitativement de l&neeice des résultats. Dans un second temps, on méne
I'étude théorique du systeme d’équations obtenu dans deuxigs directions : les problemes d’existence et d'unitgteé
solutions tenant compte des diverses possibilités phgsigaur la mobilitéB(y), et pour le potentiel de Cahn-Hilliard
F(p) d’'une part, et les propriétés de stabilité de diverses muisiparticuliéres d’autre part.

Chapitre 2 - Validation numérique du modéle

Dans le second chapitre (en partie publié dans [8]), on amieavre un schéma numérique par différences finies en
2D qui confirme la pertinence du modéle. Le point-clé de ogtlast le choix de la maniére dont on discrétise le terme
de transport. En effet, nous savons que la discrétisatioeall@spar un schéma décentré amont (ou schéma de Murman)
induit une forte diffusion numérique, ce qui dans le cadidsuivi d’interface n’'est pas satisfaisant.

Nous avons donc implémenté un schéma di a P. Rasetaringrgqui2ziropose une discrétisation antidiffusée du
terme de transport vraiment bidimensionnelle. Nous mastigue ce schéma apporte effectivement une amélioration
réelle des résultats dans le cas d'une cavité entrainéexparpte. Nous montrons aussi que le terme de Cahn-Hilliard
(et en particulier le terme déstabilisant(,) dans le potentielk) joue un réle d’antidiffusion important en comparaison
avec la discrétisation d’une équation de transport simm@eRe = +00).

On souhaite alors mettre en évidence le role des forcedaiagi dans des écoulements classiques et vérifier que le
modeéle et le schéma peuvent en rendre compte. Rappelongs)mrces apparaissent au second membre de I'équation
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Pe = 1000 Pe = 1000 Pe = +00
Murman Rasetarinera Rasetarinera

r

de Navier-Stokes sous la formiéuV¢. C'est donc une force normale a l'interface, proportiofmel X et on peut
montrer gu’elle est essentiellement proportionnelle @larbure de 'interface (voir [11, 16, 17]).

Dans la figure suivante, sur le probleme de la cavité enteatimécompare (toutes choses étant égales par ailleurs) les
résultats obtenus pour diverses valeurs du coefficientpiflaréé . Nous observons que lorsque ces forces deviennent
prépondérantes devant les forces visqueuses, elles créenertaine “rigidité” de I'interface qui va a I'encontre tief-
fet d’étirement. Enfin, lorsque nous augmentons suffisamfaemleur defC par rapport a la viscosité, nous constatons
gue les forces visqueuses ne suffisent plus a créer le moumteearoulement et de mélange des deux fluides.

B 107!
 Re

10 _ 100

K K= K

Re Re
Une autre situation physique classique dont le modéle madre compte est celui de linstabilité de Rayleigh-
Taylor. Cette instabilité apparait lorsqu’on dépose urdédburd au-dessus d’un fluide plus léger et que I'on perturbe
Iégérement l'interface initialement parfaitement plab@stabilité va se propager et au final les deux fluides vont
échanger leurs places dans la cavité.

On montre les différents comportements du systéme quanablédlazité varie a des temps équivalents. On vérifie
gue le terme de forces capillaires a pour action de rendrfface aussi plate que possible.

Enfin, nous nous intéressons a deux autres situations plessiga décomposition spinodale sous cisaillement et
I'étude de gouttes ou de bulles.

Dans le premier cas, nous partons d’un mélange quasi-hamaggre deux phases (on peut penser a un polymére
dans un solvant) et nous imposons des conditions aux limi&essaillement. Nous observons alors les phénomenes qui
motivent en partie cette étude : tout d’abord la formatiorslectures macroscopiques (petites zones ou chaque phase
est presque pure) séparées par une interface dedaiflais I'organisation de ces structures en bandelettedplasaa
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K=0 K=—

TAT,

la direction de cisaillement. Nous observons de plus un piméme physique connu : le nombre de bandelettes créées
augmente avec la vitesse de cisaillement.

Ces résultats sont a la base d’une direction de recherchedhé dont les premiers résultats obtenus font I'objet
du chapitre 5. La question sous-jacente a I'apparition Heststructures en bandes est la suivante : dans quelle enesur
une solution monodimensionelle de I'équation de Cahnididl (dans la direction transverse a I'écoulement) est-ell
stable quand elle est soumise a cisaillement ? En effet,alnéan de I'équation de Cahn-Hilliard 1D jointe au champ
de vitesse de cisaillement stationnaire forment a I'évigaime solution particuliére du systeme 2D.

Cisaillement=1 Cisaillement = 10

Dans le cadre de la chute d’'une goutte, nous mettons en @ademécessité de faire dépendre la viscosité du
parameétre d’ordre dans I'équation de Navier-Stokes.
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A viscosité variable, la goutte s’écrase dans le liquidpase au fond de la cavité, puis I'équilibre s'établit assez
rapidement:

t=0.2 t=0.25 t=2

A viscosité constante, la goutte touche le liquide qui esfioad de la cavité et crée un phénoméne de vaguelettes
horizontales entre le centre et le bord de la cavité, I'éorglétant beaucoup plus long a atteindre :

t=0 t=0.25 t=0.6

On constate de méme, des différences fondamentales de tempat et de dynamique sur le probléme d’une bulle
de gaz qui remonte a la surface d'un liquide. Dans les deuxgmaste ou bulle), les résultats sont qualitativement tout
a fait comparables a des résultats existants dans [23] pangr.

Enfin, a la fin du chapitre, on expose comment, grace a une aetl® domaine fictif et de pénalisation, on peut
adapter la méthode numérique proposée au cas d’un écouldarenun domaine avec obstacle ou dans un domaine non
rectangle. Pour I'équation de Cahn-Hilliard on met en place condition aux limites discréte originale qui assure la
conservation numérique de la masse et pour I'équation deNStokes on emploie la méthode de pénalisation proposée
et analysée dans [2].
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Seconde partie - Etude mathématique du modele : existence @mportement
gualitatif des solutions

Nous décrivons maintenant les résultats théoriques que anamns obtenus.

Dans un premier temps (chapitre 3), nous étudions un modef@ié dans lequel la densité des deux phases est
la méme. Cela revient, aprés adimensionnement, a preiidie= 1 dans les équations. Nous obtenons des résultats
d’existence globale de solutions faibles (y compris quandhbbilité B(p) dégénére), et un résultat d’existence et
d’unicité de solutions fortes (globales en 2D et localesBh 3

Ces résultats peuvent s'étendre a des potentiels sing(fl@garithmiques par exemple) avec une mobilité non-
dégénérée comme dégénérée [5, 6]. Dans ce cas on obtienttren une estimatiord,> sur le paramétre d’ordre
prouvant que la solution est physiquement acceptable.

L'étude de la stabilité asymptotique des états statioesast une question de grand intérét du point de vue physique.
Si nous considérons uniquement I'équation de Cahn-Hillidrexiste trés peu de résultats dans ce sens en dimension
supérieure a ou les solutions stationnaires non constantes sont dii@l obtenir [24]. En dimensioh quelques
études qualitatives sont menées [1, 4, 10] en particuligftediant les minimums de la fonctionnelle de I'énergie de
Cahn-Hilliard. Ainsi, en 1D trois types de solutions statiaires monotones se dégagent : les constantes, les aslutio
de type couche limite, et les solutions de type couche dsitian.

Alinverse de ces travaux, nous nous intéressons ici eisdlentent aux dimensions physiquest3, et a la stabilité
des mélanges homogeénes.

Ainsi, toujours sur le modéele homogéne, nous montrons lalgéasymptotique sous cisaillement des états méta-
stables, c’'est-a-dire des mélanges homogenes dont la sifiop@ = w est un point de convexité de.

Dans le chapitre 4, nous étudions le modéle complet, encphetii dans le cas ou les densités des deux phases
sont prochess(petit). Nous montrons dans ces conditions I'existence tigisas faibles globales et de solutions fortes
(locales en 2D et globales en 3D) ainsi qu’un résultat dellg&absymptotique similaire a celui obtenu dans le cadre
homogeéne.

Enfin, nous montrons dans le chapitre 5, des résultats désfaerse de solutions monodimensionnelles dans un
domaine étiré et a grand cisaillement correspondant audittons expérimentales des cellules de Couette. Ces aésult
constituent une premiére étape en vue de I'étude de laistadéls solutions en bandelettes sous grand cisaillement.

Chapitre 3 - Préliminaires et étude du cas homogene

Dans le cas homogéne le systéme s’écrit :

oy 1 .
- : — —div (B =0
5 TUVe— 5 dv (B(p)Viu) =0,

p=—a’Ap + F'(p),
Y 1 oo — - div (25(0)D()) + Vp = KV
- V.VU — — v =
ot Re ne p v,

div (v) = 0.

Sans perte de généralité, nous avons pris le terme sgurc@ le moteur de I'écoulement étant assuré par les conditions
aux limites suivantes :
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v=(U,0)

v=(-U,0)

Les difficultés rencontrées lors de I'étude de ce systéemematiiples. Il y a bien sir celles inhérentes a I'équation
de Cahn-Hilliard et a celle de Navier-Stokes, mais il y a amspés problemes posés par les conditions aux limites
non-homogeénes et les termes de couplage, en particuliemetde forces capillaires.

« Existence et unicité

Nous étudions tout d’abord le cas non dégénéré (paragrdphes 4.3), c’est-a-dire quand la mobilité vérifie

V.TER, O<B1SB(T)SB2,

avec un potentiel de Cahn-Hilliafd défini surR et essentiellement polynémial a I'infini.
Nous montrons alors les deux résultats suivants en dimersio2 etd = 3.

Théoréeme
Pour toutes donnéés > 0 (vitesse de cisaillement), € 1.2, tel quediv (vy) = 0, o € H! Vérifiant les conditions
aux limites, il existe une solution faible globale du systéeille que

v € L®(RY;L2) N LY (RT;H')

¢ € L*(RY;H' )N L}, (RT; H?).
Théoréme

Pour toutes donnéés > 0, vy € H', tel quediv (vy) = 0, po € H? Vvérifiant les conditions aux limites, on a
— Sid = 2 : il existe une unique solution forte globale du probléemée Eérifie

vE LR H' )N L} (RT; H?),

loc
p € L®(RY; H?) N Lj, (RT; HY).

— Sid = 3 : il existe une unique solution forte locale. Elle satisfaitalement aux mémes résultats de régularité que
dans le cas 2D précédent.

En outre, nous établissons dans le paragraphe 4.4 un tébehastence si I'on choisit un potentiél logarithmique
[3], i.e.de la forme
F(z) =6.(1 —2%) +6((1 + 2)log(1 + z) + (1 — ) log(1 — z)),

ou la températuré est strictement inférieure a la température critigue

Théoréme
Supposons que le potenti€lsoit défini comme ci-dessus. Pour toutes doniies0, v, € H!, tel quediv (vg) = 0,
etypy € H' vérifiant les conditions aux limites et

[Poloo < 1 etlm(po)| <1,
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il existe une solution faible globale du probléme vérifiant

ve LR LN LY (RTHY),

loc

¢ € L°(RY; HY) N L}, . (RY; H?).

loc

Cette solution vérifie de plus
lo(t, )| < 1 pour presque tout, r) dansR*™ x Q,

et
F'() € Lip(R", L*(9)).

Ce résultat est fondamental puisqu’en réalité chimistehgsiciens [15] considerent que c’est ce type de potentiels
logarithmiques qui est physiquement réaliste (au sensttietenodynamique) et que les potentiels polynomiaux ne sont
gue des approximations de ces potentiels au voisinage dtgdique.

Nous étudions ensuite (paragraphe 4.5) le cas dégénéréd[1hdn accepte qu® s’annule pour les valeurs1 de
. Au vu de la définition du paramétre d’ordre, les seules valphysiques poup sont dang—1, 1] et les valeurst1
représentent les cas limites ol une seule des deux phapeés=te. Le cas typique d’application des résultats stsva
estB(p) = |1 — ¢?*|" avecr = 1 ou2. Nous montrons alors :

Théoréeme
Pour toutes donnéés > 0, v, € 1.2, tel quediv (vy) = 0, py € H' telle quelpy| < 1 et pour toutl’ > 0 il existe
une solution faible du probléme si; T'[ vérifiant

ve L>®0,T;12)N L (0, T;H'),

loc

@ € L>®(0,T;H"YN L}, .(0,T; H?),

loc

lp(t, )] <1, pourpresque tout, ).

En fait, ce théoréme reste vrai si on supplsg., = 1 et B suffisamment dégénérée( B'(+1) = 0). Il est aussi
valable avec un potentiel de Cahn-HilliaFdlogarithmique comme celui considéré plus haut.

Dans les deux théorémes précéderitsnpn-dégénérée avec potentiel logarithmiquéedégénérée), nous souli-
gnons l'intérét de I'estimatio®. > obtenue sup. Elle prouve que quanB dégénére ou quani est logarithmique, les
valeurs dep restent dans l'intervalle-1, 1] des valeurs physiquement admissibles.

Ce type de résultat semble hors d’atteinte dans le cas naéndégsi I'on choisit un potentiel de Cahn-Hilliard
F régulier (polyndmial d’ordre pair a coefficient dominantsgd). Ceci est lié & la non-existence d’un principe du
maximum pour I'opérateur biharmonique.

e Stabilité asymptotique des états métastables

Dans le paragraphe 4.6 nous ne faisons aucune hypotheéségs@esur B (de type dégénérescence) et En
particulier le résultat qui va suivre est valable dans lesd#&générés et non dégénérés, mais aussijp@alyndmiale
ou logarithmique. On s’intéresse a la stabilité asymptmtide la solution stationnaire du probléme donnée par

— U
gooo = w, ’UOC = Uyex7

ollw est un réel donné.
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Théoréme
Soitw € [-1,1]. On suppose quB(w) > 0 et F convexe dans un voisinage de Alors pourU > 0 suffisamment
petit, la solution stationnaing ., v%.) du probléme est asymptotiquement stable.

C’est-a-dire que pour toute donnée suffisamment prochettie s@ution stationnaire, il existe une unique solution
forte globale (y compris sl = 3!) du systeme et celle-ci converge vers la solution statimerconsidérée quandend
vers+oo.

Remarque : Nous insistons sur le fait que ce théoréme compléte le thémBexistence de solutions fortes dans le cas
3D puisque nous prouvons ici I'existengi®baled’une telle solution. De plus, ce théoréme montre que lam@osition
spinodale mise en évidence dans les expériences numériggigeut avoir lieu que si la composition moyenne du
mélange de départ n'est pas dans un état métastaliigide F' est concave en).

Chapitre 4 - Cas faiblement non-homogene

Dans ce chapitre, publié dans [7], nous étudions le modétets (en supposant la mobilité constafitey) = 1
par exemple) :

dy 1 . 1 I _
p=—a*Ap+ F'(p),

2
Pe <% + v.Vz)) - % div (n(¢)D(v)) + Vp = KuVe + lel 4(’0 \Y (i) + P9,

div (v) =0,
pe = pe(),
Rappelons que la densité est donnée dans la dérivation delexm@mme une fonction linéaire du parameétre d’ordre

p—1
2 )

pe = pe(p) =1+e¢
ou, dans ce paragraphe, on reprend la notation
P — P8
max(p], p3)’
ou Y, etpl sont les densités des deux constituants dans les condioi&tude. Quand = 0, on retrouve le modéle
homogeéne étudié précédemment.
En fait, comme on ne sait pas montrer que les valeurs @stent dans l'intervalle-1, 1], on doit, pour assurer que

la densité reste positive, introduire une fonctignqui coincide avec I'expression linéaire précédente sur, 1] mais
qui vérifie

lpLloo < €, €t0 < pmin < pe(2) < Pmaz, POUrtoutr € R,
OU Prnin, Pmaz SONt iNndépendantes de

e Existence et unicité

Nous ne sommes pas en mesure de montrer I'existence deosalfdibles pour ce probléme dans le cas gérféeal
pour toute > 0). Ceci est essentiellement d( au fait que la densité vérifie pas I'équation de transport

% +0.Vp =0,

a cause du terme de diffusion de Cahn-Hilliard. En revaneties montrons le résultat d’existence locale et d’unioité d
solutions fortes suivant
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Théoréme

Pour toutes donnéés > 0, vy € H', tel quediv (vg) = 0, o € H*, Vérifiant les conditions aux limites, il existe
T > 0 (dépendant d¥, ||vg||m et de||pol|m4) tel que pour tout > 0 il existe une unique solution forte du probléeme
(pe,v:) définie suf0, T, telle que

||‘PE||L°°(07T;H4) + ||7)s||L°C(07T;THI1) + ||715||LQ(0,7’;H?) <,

ou la constant€' est indépendante de

Pour obtenir des solutions faibles globales nous allons ptacer dans le cdfaiblement non-homogene”, c’est-
a-dire que I'on étudie le régime asymptotiquesoéist supposé petit. Dans ces conditions nous avons

Théoreme
SoientU > 0, v§ € 1.2, tel quediv (v§) = 0, @5 € H? vérifiant les conditions aux limites et tels qu'il existg > 0
indépendant de tel que

1 3
ol +e2llepllme + e llggllas + llvgliee < Co.

Alors il existesq > 0 dépendant uniquement dg et deF tel que pour tout < g il existe une solution faible globale
(ve, <) du probléme (avec la condition initialef, ©j)) qui vérifie

1 3
Il Lo (m+:m1) + €2 ||@e | Loe (R +:H2) + €7 ][0 ||Loe (R 3) + ||Ve|lLoem+iL2) < O

pour toutl’ > 0, [|¢cllz2(0,7.2) + ||vellz2(0. 7m0 ) < C(T),

ouC etC(T) sont indépendantes de
De plus, sion a
w5 — o dansH' etv — vy dansl?,

quande tend vers 0, alors quitte a extraire une sous-suite, la isaldt. , p.) converge vers une solution faible du
probléme homogene & 0).

Remarquons que la donnée initiglg est supposée dais® mais que plus est petit et plus les normes g§ dans
H? et H? sont autorisées a grandir de sorte que I'on retrouve foameght poue = 0 la régularité des données initiales
nécessaire a I'existence de solutions faibles pour le nedu@inogeéne.

Dans le cas de mélanges faiblement non-homogenes, on ani@icésultat d’existence de solutions régulieres
exposé plus haut.

Théoréme
SoientU > 0, vy € HY, tel quediv (vg) = 0, po € H? Vérifiant les conditions aux limites, alors il existe > 0
dépendant diuvo||m , ||pol| g et deF' tel que pour tout < e il existe une unique solution forte du probléfie , v. )
pour la condition initiald pg, vg).

- sid = 2 : cette solution est globale et vérifie

l@ellLoe m+:m2) + ||Vl Lo @+mm) < C,

||¢E||L"°(0,T;H4) + ||v8||L2(0,T;H2) S C(T)7 pOUI‘ toutT’ > 0:

ouC etC(T) sontindépendants de
- sid = 3 : cette solution existe sur un temps> 0 indépendant de et vérifie suf0, T[ les mémes résultats de
régularité que dans le cas 2D précédent.
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e Stabilité asymptotique des états métastables

De fagon similaire a I'étude menée dans le cadre homogénes,montrons enfin la stabilité asymptotique des états
métastables, toujours sous I'hypothése de mélanges mrémmuogeénes. Le théoréme suivant est établi aussi bien en
dimension 2 que 3, si I'on suppose que le terme de forcesientésg est un gradient (ce qui est bien sir valable dans
le cas de la gravité).

Théoréeme
Soitw € R, un état métastable dé (i.e. F'"'(w) > 0). Alors il existeso > 0 tel que poult/ > 0 assez petit et pour tout
£ < eq, la solution stationnairey’. , ¢..) est asymptotiquement stable.
En patrticulier, pour toute donnée initiale suffisammentch@ode cette solution stationnaire, il existe une unique
solution forte globale.

Chapitre 5 - Persistance des perturbations de solutions 1D grand cisaillement

Dans ce chapitre, le parameétra’est pas celui représentant le contraste de densité coransd@ chapitre précédent.

Une cellule de Couette est formée de deux cylindres corigeiss dont la différence des rayons est petite (d'otdre
devant le rayon moyen de la cellule (d’ordre’g). Si on fait tourner les cylindres a des vitesses angulapgosées et
de I'ordre del, la vitesse de cisaillement obtenue est de I’ordr%d@n peut ainsi se ramener en 2D & un probléme
modeéle qui s’écrit poufz, z) € Q. =]0, 1[x] — 1, 1], sous la forme

g

0 e

z
+ gﬁmgog + u.. Vo — Ap: =0,

ot
He = 7(12A<p5 + Fl(‘Ps)a
68725 B AUE + Vp = ,UgV(pE,

div (u:) =0,

ol ¢., u- etu. vérifient des conditions aux limites homogénes de type Geuén suppose ici que la viscosité et la
mobilité sont constantes, et que I'écoulement est lamenalest-a-dire que les termes d’inertie sont négligeables

On constate alors que 8bo, ug) est une solution 1D dans la direction transvershi systéme, celle-ci est donnée
par une solution de I'équation de Cahn-Hilliard 1D

0¥ 2
T 9%y =0
6t - Ho 9

po = =920 + F' (90),
D.00 = 03py = 0, sur{z = +1},
et une solution de I'équation de la chaleur 1D

) A
# — 9up = 0, dang) — 1,1], avecup(t = 0) = ul, ug(z = +1) = 0.

Ces solutions correspondent aux solutions en bandes queli'serve expérimentalement et numériquement.
Si on note|f|» . la normeL? indépendante du domaine, c'est-a-dire

1
VI |

alors le résultat suivant [9] montre la persistance desipeations de taille de la solutionyg, ug) sur des temp&(1).

|fl2,e = £l 220,y = Vel fll 2.



Introduction 19

Théoreme
On considére une famille de données initiales de la forme
¢=(0) = ¢y + e,
u:(0) = u8(2)em + w?,

pour les équations précédentes dans le donfain€n suppose que.()) = 0 et qu’il existe une constants, ne
dépendant que dg) telle que pour tout > 0, on ait

1
loll2,s + 2|Vl < Ko,

[wl]2. < Koe.

Alors, pourtoutl’ > 0, il existeso(T) > 0 etMy(T') > 0 tels que pourtowt < ey, la solution (., u.) du probléme
posé dans). vérifie

sup <<Ps — o —€Q1lae + lu. — U0|2,s> < My(T)e,
te[o,T)

sup <|V(<ps — o — 6<p1)|2,5> < My(T)e?,

t€[0,7]
olug ety sont solutions des équations linéaires
O ug 9 0
5 OZug =0, dans] — 1,1[, avecug(t =0) = ug, ug(z = £1) =0,
et
(3(,01 z
W + —8m(,01 + 71/0(2)6m‘;01 — A[,q = 0 dans.
15
=~ Ay + F'(go) g1
8(,0] 8[1,] 0
Vi = — = I =
avec—~ 0 0 au bord ety (0) = ¢}

On peut améliorer de facon significative ce résultatagsest en fait une solution de I'équation de Cahn-Hilliard 1D
constanteyp, = w, et siw est un état métastable du potenti&l’'(w) > 0), alors on a

Théoréeme
On considére une famille de données initiales de la forme
e(0) = ¢p + 91,
u:(0) = u(2)es +w?,
pour les équations précédentes dans le donfainen suppose que.(©)) = 0 et qu'il existe une constants, ne
dépendant que deb telle que pour tout > 0, on ait

1
lePl2.c + 2|V} |,e < Ko,

|wg|215 < K(]E%.

Alors, il existesq > 0 et M, > 0 tels que pour tout < ¢y, la solutionp., u. du probléme posé datis vérifie

5
sup <|<p5 — o —€P1la.e + |us — 71,0275> < Mye*,
teR+

sup <|V(<ps — o — 1) 2@) < Myet,

teR+
olug ety sont les solutions des équations linéaires précédemntendinites.
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Ainsi, dans ce cas, on obtient une persistance des peitunbate taillez de la solution 1D uniformément en temps
et en outre, on justifie sur tol" le développement asymptotique

Ye = o + ep1 + o(e).
Notons qu’on montre aussi un résultat intermédiaire, damsis olp, est une constante qui n’est pas métastable
(F"(w) < 0), qui justifie le méme développement asymptotiqgue mais ssiteimps) (1) .
On établit donc une hiérarchie des propriétés de persistdas solutions 1D : les mélanges homogenes sont plus

stables a grand cisaillement que les autres solutions ‘#xindt parmi ceux-ci, les états métastables sont stabielesu
temps infinis.
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Premiere partie

Modélisation : dérivation et simulations
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Chapitre 1

Dérivation du modele

Dans ce chapitre nous présentons la dérivation du modéladaire I'objet de notre étude. Notre but est de rendre
compte des phénomeénes a la fois chimiques, thermodynaméjus/drodynamiques qui interviennent dans I'écoule-
ment d’un mélange diphasique. Ce travail est motivé parskobation de phénoménes expérimentaux qui ne sont pas
encore complétement expliqués aujourd’hui.

Par exemple, portons un mélange solvant-polymére au-glelssia température critique (les deux phases sont alors
uniformément mélangées) et placons-le sous cisaillensrg dn systéme de Couette-Taylor (c'est-a-dire dans un rhéo
meétre), puis abaissons subitement la température auttedsda température critique du mélange. Deux phénoménes
se produisent, I'un de nature thermodynamique : les deugqshse séparent spontanément et se structurent en goutte-
lettes (phase éponge), I'autre de nature hydrodynamiceephases ainsi séparées vont progressivement se structure
sous la forme de rubans ou de tubes (phase lamellaire).

Il est ainsi clair que de tels phénoménes ne peuvent étredoément étudiés qu’'a travers un modele qui couple les
propriétés chimiques et hydrodynamiques du mélange.

Parmi les modéles diphasiques existants, on peut distirtus grandes catégories : les modéles a interface ponc-
tuelle et les modéles a interface diffuse. Les premiersasgm que I'interface entre deux phases est d'épaissela; nul
les seconds considerent que I'épaisseur d’interface estscpetite mais non nulle et qu’ainsi I'interface est uneezo
de petite épaisseur dans laquelle les grandeurs physigqeeesté€ristiques du mélange (typiquement les concentistio
évoluent continlment.

Ces deux types de modeles sont étudiés depuis plusieurssarani@ fois d’un point de vue théorique et numérique,
cependant il semble que la visigmterface diffuseait actuellement la faveur des physiciens [1] et ce pour ds®ns
simples : au moins a I'échelle moléculaire les deux phasgsengent étre rigoureusement séparées et ainsi sur une
épaisseur de I'ordre de quelques tailles moléculaires antpauver un mélange des deux phases. De plus, comme nous
le verrons plus loin, la simulation numérique de tels maoslelst en un certain sens plus aisée que celle des modéles a
interface plate. Ainsi, pour positionner une interfacetiguement plate, on est obligés d’introduire artificiellent une
épaisseur a l'interface et de régulariser les distributions de Diracapparaissent dans ces modéles et qui ne peuvent
étre discrétisées sous leur forme distribution (méthoelesd ket par exemple [26]).

Dans ce travail, I'optique “interface diffuse” est adoptéanodéle considéré est établi sur la base de travaux d'Onuk
[23] et de Chella et Vinals [17, 20]. Dans ces atrticles, €ifdice est modélisée a travers le choix d’'un parameétre céord
(essentiellement la fraction volumique ou la concentratle 'une des phases) et d’'une énergie libre dite de Cahn-
Hilliard qui rend compte de I'excés d’énergie a l'interfadié aux fortes variations de la composition du mélange dans
cette zone. La taille de I'interface est prise en comptectiment dans I'énergie.

En outre, en ce qui concerne les propriétés hydrodynamidu@sélange (sous cisaillement par exemple), on sou-
haite écrire une équation pour un champ de vitesse moyerajupuisse traiter globalement. L'équation que nous ob-
tenons est essentiellement une équation de Navier-Stokebamogéne avec un terme force de tjgees capillaires
prenant en compte leension de surfaca l'interface. Ce terme apparait dans la dérivation desté@apsicomme une
conséquence naturelle du choix de la théorie de Cahn-Hiliaur I'énergie libre du systéme. De plus, les deux phases
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considérées peuvent avoir des viscosités différentesafigélair-eau ou mélange polymére-solvant, par exemple).

Nous renvoyons a [1] et [18] pour une vue d’ensemble desrdiffs types de modéles qui existent pour ces pro-
blémes.

Dans le cas homogéne, c’est-a-dire quand les deux phasksméine densité, le modeéle présenté ici coincide avec
un modeéle déja écrit dans [11, 17] et fera I'objet d’'une éttidmrique dans le chapitre 3. Le modéle non-homogéne
plus général qui va étre obtenu dans ce chapitre fait luj¢odbune étude théorique dans le chapitre 4.

1 Notations

Considérons un mélange composé de deux phases d’'une méece ésp de deux especes différentes), de densités
0y et pY. Ces valeurs sont supposées constantes dans les conditidespérience (ce sont les valeurs que I'on peut
trouver dans les tables). Dans ce qui suit la températuseipgiosée constante durant I'évolution du systéme. Ladract
volumique de la phaskedans le mélange est définie par

avi
dv’

oudV; est le volume occupé par la phaisdans le volume élémentaid®®” (figure 1).

/(Z]:

Fluide 1 dV;

Fluide 2 dV;

Fic. 1.1.1 — Un volume élémentair”

Une telle définition du parameétre d’ordre nécessite quelguécisions. En effet, on fait I'hypothése implicite que le
volume élémentair@V ne contient pas de “vide”, ou autrement dit giié = dV; + dV, pour tout volume élémentaire
du domaine. Dans d’autres modeles du méme type ou c’est &itélepi est choisie comme paramétre d’ordre [19], une
hypothese similaire est faite sous la forme : le nombre tigglarticules par unité de volume est constant.

Certains auteurs [14, 24] utiliserit comme paramétre d’ordre, mais ici pour des raisons de cabiliatavec les
modéles étudiés dans [11, 15], le paramétre d’ordre utiétda renormalisation dg¢ définie par

de telle sorte que-1 < ¢ < 1 etquep(z) = 1(resp.p(z) = —1) si et seulement si la phasdresp. la phase) est la
seule présente au point Il est clair que le choix de ou deyy comme paramétre d’ordre ne change en rien la nature du
modeéle ainsi que les résultats numériques et théoriquesogtiprésentés dans la suite.

Les densités de chacune des phases au sein du mélange sespnet p,, etp désigne la densité totale du mélange.
On a de facon évidente

0
p1dVy 1+
e e (1.1.1)
0
p2dVs 1-9p
po= B2 = 01— ) = 7, (11.2)
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Comme dans la théorie trés générale des mélanges [24], poseigue chaque phase possede un champ de vitesse
proprev; (j = 1,2). On fait alors le choix de définir la vitesse moyenndu mélange par la moyenne volumique des
champs de vitesse propres des phases

v = dV1v1 + dV2V2

_1+<,0v 1—¢p
av 2

1+ 5 V2 (1.1.4)
et on définit la perturbation en vitesse par

W= Vi — Vo (1.1.5)

Un autre choix de champ de vitesse moyen souvent renconilddittérature est celui de la moyenne des vitesses
pondérée par les densités, autrement dit une moyenne meas§ig choix est écarté ici, car on s'intéresse seulement
au cas ou les deux phases sont incompressibles, et on versajak la vitesse moyenne choisie vérifie la condition de

divergence nulle. Cette condition de divergence nulletrpas satisfaite par la vitesse moyenne massique dans le cadr
qui va suivre.

2 Equations générales

Pour tout champ de vecteur on définit usuellement le tenseur de déformation par

t
D(v) = Vv+ Vv
2
On note de plus
Y(v) =D(v) — %div (v)Id,

la partie a trace nulle de ce tenseur de déformation.

2.1 Conservation de la masse

Les équations de conservation de la masse de chacune des plésivent

dp

6—751 + div (p1vi) = 0, (1.2.1)
6p2 . _
W + div (ngg) =0. (|22)

En divisant chacune de ces équations gati = 1,2), et en ajoutant les équations obtenues, il vient avecljl €t.
(1.1.2)
div (v) =0, (1.2.3)

c’est-a-dire, comme annoncé plus haut, que le champ desgitesyen tel qu’il a été défini, satisfait la contrainte de
divergence nulle trés usuelle dans le cadre incompressibf@phasique.
De plus, si on utilise (1.1.4)-(1.1.5) et (1.2.3), n'imperaquelle des équations (1.2.1) ou (1.2.2) peut s’écrire :

dy o (1-*
E + V.V(,O + div < 5 w | =0. (|24)

L'équation d’évolution obtenue sur le paramétre d’ordreontient donc deux termes essentiels qui décrivent les deux
phénomeénes qui participent au mouvement de l'interfacqremier est le fait que le mélange est soumis a un écoule-
ment caractérisé par le champ de vitesse mayejui justifie pleinement le terme de transper¥ . Quant au second,

il s’agit d’'un phénomene de diffusion au travers de I'index, dont le flux est proportionnel a la perturbation en sies

w = v; — vy. On s’attend a ce que le flux de diffusion soit proportionnegjeadient du potentiel chimique du mélange
et c’est effectivement ce que I'on va retrouver plus loin.
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A la différence des modéles de tyfleides non-homogénésudiés dans [21, 25], on peut remarquer que la densité

p ne satisfait pas une équation de conservation de la massiqtia mais vérifie une autre équation de conservation qui
s’écrit 0 o

90 1 giv (pv) + 2222 giv (1 - p*)w) = 0.

ot 4
Cette remarque est importante dans I'optique du traitematthé matique et numérique des équations. On verra plus loin
guels sont les avantages et inconvénients d’une telle iégudé conservation par rapport a une équation de transport
classique.

2.2 Conservation de la quantité de mouvement

On écrit I'équation de conservation de la quantité de mowrgmour chacune des phases sous la forme conservative
suivante

POV div (i 9 v1) — dv (1) = P, (.25)
a?tVQ + div (pave ® va) — div (a3) = Fy, (1.2.6)

ol o, etos sont les tenseurs des contraintes des phases dans le m&aRggF, les forces volumiques extérieures
exercées sur chaque phase.
On définit de fagcon naturelle les tenseurs des contraintdep#ois constitutives suivantes

o1 =2m(p)E(vi) — pild,

oy = 212 (p)E(v2) — p2ld,

ou p; désigne la pression partielle de la phasetr; la viscosité de la phasedans le mélange. Il est naturel [22] de
considérer que chacune de ces viscosités dépend de la dtiorpleeale du mélange, c’est-a-dire ge On supposera
par la suite qu’elles peuvent s’écrire sous la forme suant

_1+<,0

m(p) 5

n(e), me) = ——nly),

oun(yp) est la viscosité du mélange uniforme théorique de compositi Bien entendu, si I'on souhaitait étudier des
mélanges de fluides non-newtoniens, des lois constitupiltes générales devraient étre introduites pour les tesseur
o ;. On suppose aussi que les pressions partielles de chagse gbrat reliées a la pression totale du mélange via les
relations :

dV 14+ ¢ dVsy 1—¢
P1 prz Tpv P2 = Wp:T
de sorte que
p=p +p2.

Enfin, les forces extérieures sont supposées étre de la frivente :

Fi=pg—&@)w —p1 Vi, Fo=pog+E(p)w — p2 Vs,

ou g est un terme de forces volumiques extérieures au mélangef¢dees de gravité par exemple) &tp) est un
coefficient de frottement qui dépend de la composition duanmg®. En particulief(y) doit s'annuler quand une seule
phase est présente c'est-a-dire quand +1.

Les potentiels chimiques, et u» des deux phases sont alors déterminés en se basant suvéasctde Cahn et
Hilliard ([8, 9, 10]) et ceux d’Onuki ([23] p. 6138 et p.6146)

_ ()+ﬂ or - (),H_‘P or
= pole) + == 5o | e = mole) == 5o )



2. Equations générales 29

2.5 T T T
forme polynomiale
forme logarithmique

FiG. 1.2.1 — Les deux types de potentiels de Cahn-Hilliard

Le potentieluo () est le potentiel chimique du mélange uniforme théoriquentepositiony. Les autres termes sont les
termes d’échange qui caractérisent la non-uniformité dlanye a l'interface, celle-ci étant décrite par I'énergoed
F de type Cahn-Hilliard [11, 16, 23] :

A
Fie) = | 5IVeF +EF), 1.27)
de sorte que
(8—f> =—AAp+ EF'(p), (1.2.8)
ot

A et E étant deux paramétres physiques décrivant I'interactibredes deux phases. Les termes d’échange apparaissant
dans les potentiels chimiques sont en fait issus de la définisuelle des potentiels chimiques en thermodynamique
comme la différentielle de I'énergie libre par rapport a émditép; de chaque constituant (Cf. [23]).

La fonction F' qui intervient dans I'énergie libre, est appelgatentiel de Cahn-HilliardUn choix physiquement
raisonnable pour ce potenti&lest donné par une expression de type logarithmique [2, 13,614

F(p) =0.(1—¢*) + 6 ((1 4 ¢)log(L+¢) + (1 — p)log(1 — ¢)),

dans laquell® est la température du mélange dans les conditions de I'exyér, et). sa température critique.

Pour que les deux phases soient séparées (c'est le casaatétk il faut bien sir qué < 6., ce qui, d’'un point de
vue mathématique, est équivalent a dire que le potehtielest pas convexe. Podrsuffisamment proche d&., une
bonne approximation de ce potentiel (figure 1.2.1) est denpa¥ une expression polynomiale du type

F(p) =r¢* —ug®, r,u>0.

C’est cette forme du potentiel de Cahn-Hilliard qui est lasgréquemment utilisée dans la littérature, voir par eXxemp
[27].

2.3 Equations en vitesse moyenne et en perturbation

Notation : Pour tous vecteurs,, u,, leur produit tensoriel est noté dans la suite® ..
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e Equation en vitesse
Pour obtenir I'équation satisfaite par, plusieurs méthodes sont possibles. On peut par exempigonder les
équations (1.2.5) et (1.2.6) de conservation de la quadéttnouvement de chacune des phases. Il vient

Op1vi + pava

It + div (p1V1 ®V1+p2V2®V2)7 div (0’1+0’2):F1+F2.

Remarquons tout d’abord que I'on peut écrire

1—

v]:v—l—T(pw
1+¢

VQZV—TW

Pour faire apparaitre une quantité de mouvement calcutéessthamps moyens dans la dérivée temporelle de I'équation

précédente, on écrit
1— 2
4

p1vi + pava = pv + (p] — pf) w.

Les termes d’inertie peuvent s’écrire sous la forme suwant

_ 1-¢* o, o
pP1V1 B Vo + paVvy X Va =pV QO V + (P +pa—p)wRW
1-— 2
+ (p) — p3) <p(v®w—|—w®v).

4

Pour traiter les termes de contraintes, on remarque de neaingnédiate que pour toute fonction scalajret tout
champ de vecteur on a

D(fu) :fD(u)+%(Vf®u+u®Vf).
Ainsi, il vient
o1+ oy = 21n(p)XE(v) — pld

ko) (15EDw) - [Veew - jwe )

1 1 1
- o) (FHEDw) + Vo w + jwe V)

+ () (w.V)1d
= <2n(<p)2(v) — pId) — %n((p) (ch QW+w® Vp— %(w.Vgo)Id)
=3 — 3,

ou X, et¥, sont respectivement définis par

3 = 2n(p)X(v) — pld, (1.2.9)
3, = %n((p) (ch QW+we Vyp — %(w.Vgo)Id) . (1.2.10)

Remarquons d'ores et déja il est le tenseur des contraintes usuel dans I'étude d’unéoauit incompressible d’'un
unique fluide avec un champ de vitessaine pressiop et une viscosité variablbg(y).



2. Equations générales 31

Les forces extérieures s’expriment de la fagcon suivante

Fi+F,=pg—p Vi —p2Vp

1—p2_ (10F\ 10F
e (00 207 1on
=8~ Vo —(pi — po)——V <p a@) 230 Vo
Ainsi I'équation satisfaite pav s'écrit
0 1—? , 1—¢?
5 <pV+(p?pg) 1 W) + div <pV®V+T(p‘f+p3p)W®w
+ div <(° 0)1_“02( BW+W® ))
— v W W A"
o)y (1.2.11)
— div (2)) — div () — pVio + pg
10F 1—>_ (10F
19 Goh (0 1Py (122))
+25<p o+ (py —p1) 1 (p&p),

ouX; etX, sont les tenseurs définis plus haut.

¢ Equation en fluctuation

Pour simplifier les calculs, il est pratique de chercherdig&ipn enw sous la forme non-conservative. Ainsi on écrit
les deux équations de conservation de la quantité de mountéhie5) et (1.2.6) sous la forme suivante

1+¢0d 1- .
p?TwE <V+ T¢W> +p1(V1.V)V1 — div (0’1) = Fl,

P29 bt

01902( I+o
2

v — —w) + p2(v2.V)vy — div (o2) = Fo.
Afin d’é_liminer Ia_ dérivée en temps de on multiplie la premiéere équation ppg”*T”, la deuxiéme pap?“T“ etonles
soustrait, on obtient
1= 0w g 01— ¢
4 Ot 172y
1+ . 1-— .
- pgT“’ div (o) + p‘;T“’ div (o)

(1] g (V].VV] —VQ.VVQ)

0 l 0 i
0‘—E _O—F‘-
2 ! ! 2 2

Un premier calcul fournit pour les termes d'inertie
v1.Vvi —vo.Vvo =v.Vw + w.Vv — pw.Vw — (w.V)w.

Pour récrire les termes issus des tenseurs des contraimiesjuisons apreX; et 3» (voir (1.2.9) et (1.2.10)), un
troisieme tenseur
35 = 2n(p)X(w), (1.2.12)

qui n’est autre que le tenseur des contraintes usuel associgamp de vectew. Un calcul facile montre que I'on peut
alors exprimer les tenseuss eto- de la fagon suivante

1+ 1—¢?
o1 :%(21—22)4‘ 4

1- 1— 2
022%(21*22)* L4
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d’ol on déduit

2

1 1+
—pY div < 4@ (3 — 22)) —PgT@@] -3,).Vp

1-— ) 1+ .
—pgT“’ div (o) + p?T“’ div (o)

L (1—¢? 1-
+ p% div ( 4<p (= —22)> —P?T@(El - 3,).Vyp

1—¢p 14+ ¢ . 1—?
- <PgT +P?T> div ( 1 33

12
= (p} — p3) div < 4¢ (= Ez)) +(p—p) = p)(B1 — %5). Vo

9
— pdiv (1 4‘” 23>.

Enfin pour calculer le termg) &T”F] — p?ITLTWFQ on constate que la partie grnva s’annuler et qu’il reste

14+ 14+ 11— 14+ 1— 2
P[Q)TF1*P?TF2=*P(2] 5 &w — pf 5 EW*P?PQTV(M*M)

1?2 10F

0 0

- - V Ee— .
PEW — pLpy— ( 9>

Ainsi, en résumé, I'équation satisfaite par la perturbraga vitessev s'écrit

1—¢%0 1— ?
00-—% %W 09 (—pw.Vw — (Ww.Vp)w + v.Vw + w.Vv)

p]p2 4 6t 4
(12 12
= —(pi — p5) div ( 4¢ (= —22)> + pdiv ( 4“0 23> (1.2.13)
1—p2_ [10F
+ () +p5 — p)(B1 — 22). Vi — p?pSTwV (;%> — pép)w,

les tenseury¥, X, et 323 étant définis plus haut.
Les équations obtenues rentrent dans le cadre trés gérétalrdécanique des mélanges exposé dans [24]. Les
diverses équations constitutives utilisées ici au coula dérivation, font du modéle présenté, un modéle original.

3 Egquations adimensionnées et obtention du modéle

Les équations (1.2.11) et (1.2.13) obtenues précédemneenbnt pas exploitables, ni du point de vue numérique,
ni du point de vue mathématique. Comme toujours dans uniltrd@amodélisation, il est nécessaire de distinguer
les termes significatifs de ceux qui ne le sont pas. Pour dalas une premiére étape, on doit mettre les équations
sous forme adimensionnelle en choisissant, a la lumiéreadrecexpérimental, des grandeurs caractéristiques psur le
diverses inconnues et variables présentes dans le probléeme

e Etape 1: L'ordre de grandeur de la taille caractéristique de I'ifdee peut se déterminer grace a une analyse de
la linéarisée de I'équation de Cahn-Hilliard (sans le tededransport) [14, 16] a partir des coefficientset E qui
apparaissent dans la définition de I'énergie libre de Calfiratd (1.2.7)-(1.2.8), de la fagon suivante

I~ \/AJE.

On peut aussi trouver cette valeur en calculant le profil d'imerface plane infinie a I'équilibre. En effet, une tetieer-
face est caractérisée par un profil monodimensiog(e) tel quep(+ + oo) = +1 qui vérifie I'équation différentielle

—AAp + EF'(p) = —Ag"(z) + E(p® — ) =0,
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dans le cas du potentiel
4 2
¥$ ¥
Fp)=+— -2
(0) =73

La solution de cette équation est explicitement donnée par

ate - (5.

ce qui donne un profil d'interface de la forme

FiG. 1.3.1 — Profil d'une interface plane infinie

On obtient en outre la valeur de la tension de surface (exéedjie di a la forte variation de a l'interface)
donnée par

A [T ) 1 1
== wpo|?de = —VAE = —IE.
773 /,m Datpolde 2v/2 4

On souhaite voir apparaitre dans les équations précédésgdsrmes issus de la présence d'une interface qui sont
significatifs. Pour estimer I'ordre de grandeur de ces tertnBéchelle de l'interface, il est naturel de choisdcomme
taille caractéristique. On verra dans le chapitre suivaetgpur effectuer des simulations numériques, une foiglesds
significatifs déterminés, il est plus naturel d’adimensienles longueurs par une taille caractéristique du domdéne
calcul.

La densité de référence est donnée pat max(p{, p3) = p? (pour fixer les idées) et le contraste entre les deux
densités est alors représenté par le parametre sans damensi

On verra dans le chapitre 4 I'importance du role joué par carpétre dans I'étude mathématique du modéle.
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D’un point de vue physique [23], on s’attend a ce que les temdagninants dans I'équation en(1.2.13) soient les
deux derniers. Cela conduit naturellement au choix d'ua@deur de référence pour donnée par :

_E
_1_57

w

en utilisant le fait que le coefficierli est la grandeur caractéristique du poten%e! (en effetl ~ /A/E <« 1) eten
_ P
notant¢ la valeur caractéristique du coefficient de frottemgigt).

e Etape 2: La vitesse de référence est donnée par le probleme physique auquel on s'intéress@itelsse de
cisaillement imposée au bord par exemple - ce qui nous foumtemps de référence de I'écoulemaritéchelle de
l'interface

et une grandeur caractéristique pgydonnée par | acceleratlo?.
On introduit finalement deux paramétres sans dimensionayactérisent I'écoulement et la capillarité :

vl
Re = %, nombre de Reynolds
et B
K = —5, coefficient de capillarité
2pv
Remarquons d’ores et déja que
El
KRe = —
no

alaforme d’un nombre capillaire qui mesure le rapport elesdorces visqueuses) et la tension de surface (~ El).
Pour simplifier les calculs, on notkle rapport entre les deux vitesses caractéristiques duémb:

~
=

1

B:

S

e Etape 3: On récrit les équations obtenues dans la section précédansdes variables adimensionnées (notées de
la méme fagon que les variables initiales), pour obtenir :

ple) =1+ (e — 1), (13.1)
68_?‘,0 +v.Vyp + Bdiv <1 _2('02 w) =0, (1.3.2)
div (v) = 0, (1.3.3)
i 8 (1— 2 . : 1 ¢?
%+%%+dlv(pv®v)+ﬂ2dlv <(p6(p) 4“’w®w>
. 1-— <p2
+€Bdlv< 1 (v®w+w®v)>
1 ; (1.3.4)
= @ div (21) — @ div (22)

T 1- 2
~ =pVho + KuVip + K 2‘p v <%> + g,
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avec
p=—Ap+ F'(p), (1.3.5)

et enfin

N 1—¢p?0w wp 1l — 2
S --9%F

Tf 4 0Ot 1€ 4

pvl—o
T-e )15 4

e pv2 . [1—? e pu — 2
=——L ¢ D div %
Relgua 'V< 4 >+R g < 1 2)
1 pv?

+ ! pdiv 1—@22 + ( )%,.V
— ———(p—c¢ .
Re 15 1 %) T Retgn LT HTYY

(pw.Vw + (w.Vp)w)

2

(v.Vw + w.Vv)

(1.3.6)

L
Re 1€

a0l B (B) st

e Etape 4: Dans cette seconde partie du travail de modélisation, aulgales ordres de grandeur des coefficients
de I'équation en prenant pour valeurs physiques celles @waulement standard eau-polymére a une températetie
quef — 0, ~ 1K [12, 23]. Il vient ;

(p—ep)X2. Vi

n=10"3%Pas, p=10°kgm 3, o =10"°N.m™', £=10"kgm 3s', 1 =10"%m.

En ce placant dans le cadre expérimental du cisaillemerst ulaa cellule de Couette, on peut typiqguement atteindre des
vitesses de 'ordre de :

7=10"'ms},

correspondant a un taux de cisaillement (mptéans la littérature physique) entrés—! et 100s~ 1.
On peut donc calculer les ordres de grandeurs des autran@ies :

T=10"%, w=10"ms ", f=2 =102, K~10%, Re=10"".
v
Remarquons aussi que le nombre capillaire obtenu est
KRe ~ 10.

Si maintenant on injecte ces valeurs dans les équationseadionnées, on peut négliger les termes dont les co-
efficients sont suffisamment petits devant les autres. Pofaite, on doit aussi noter que les variations du champ de
vitesse (qui est un champ de vitesse moyen caractérisanulément) ne se font pas a I'échelle de l'interface et donc
les ordres de grandeur des termes de (1.3.6) qui contienhemtfest-a-dire le gradient de vitesse, sont surestimés dans
la forme adimensionnelle proposée. Ainsi méme si les caefiis apparaissant devant ces termes ne sont pas tres petits
(p2/(Rel Ew) ~ 1071), il est tout & fait raisonnable de les négliger dans I'éiquegnw.

Il nous reste alors dans I'équation (1.3.6) :

2

o = -(1- 5w (1), (:37)

et dans I'équation (1.3.4) :

90v | dgiv (pv@v) — 2 div (n(w)D(V)) +Vp

ot Re
< ) + pg.
p
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Remarquons que le gradient de pression apparait d’aprésifatin (1.2.9) du tenseur des contraintes.
On peut de plus mettre I'équation enobtenue sous forme non-conservative (ce qui peut étre gidahle dans
I'optique de la simulation numérique du probléme) et obteni

p (88_;/ + v.Vv) — % div (n(¢)D(v)) + Vp

1— 2
=KuVy+ek 2<p v <%) + pg

—¢(1—¢)Bdiv (%v <%)> V.

Le dernier terme de cette équation est a nouveau petit dsatitres et peut étre négligé, de sorte que I'équation que
I'on considére dans le reste de ce travail est la suivante :
ov 2
p (— + V.VV> ~ e div (n(p)D(v)) + Vp

ot (1.3.8)

1— 2
=KuVy+ek 24,0 \% <%> + pg.

4 Bilan

Suite & la mise sous forme adimensionnelle et aux approikimaeffectuées dans la section précédente, le systeme
d’équations sur lequel I'étude va porter est donné par :

€
ple) =1+ 5(p 1), (1.4.1)
dyp L <B () <u>>
—L4v.Ve——div =2V (Z]) =0, 1.4.2
ot 77 Pe p(p) p (42)
p=—Ap+F'(p), (1.4.3)
3j 1 . 1—¢?
p <—V + v.Vv> — —div (29(¢)D(V)) + Vp = KuVyp + eK—2- v <ﬁ) g (L4.4)
ot Re 2 p
divv =0, (1.4.5)
en introduisant les nouvelles grandeurs adimensionnalieantes :
(1 —p?)? . . 1
B(p) = ———— (coefficient de mobilit€) Pe = ——— (nombre de Peclet
W= e | )P ¢ :

Notons que la perturbation en vitessea été exprimée plus haut essentiellement comme propodii@au gradient du
potentiel chimiqueu, et que donc cette inconnue n’apparait plus dans le systeawe.correspond bien au cahier des
charges que I'on s’était fixé au départ : écrire un modéle gdianse apparaitre que les grandeurs moyennes du mélange.

On peut reconnaitre en ce systéme, une généralisation dasiagits présentées dans [11] dans le cas homogene
(e =0, p(p) = 1) et qui ont été dérivées de maniére différente dans [17,d]8, 2

Méme si la justification rigoureuse des approximationsotffées n’esstricto senswalable que dans les gammes
de parametres physiques que nous avons considéré plud’aecent sera mis dans ce qui suit sur le caractére assez
général du modele obtenu. En particulier, les résultatséamigmes présentés dans le chapitre 2 couvriront des cas phy-
siques d’écoulements diphasiques les plus variés posslideconcordance qualitative de ces résultats avec lekatssu
expérimentaux prouvera posteriorique la validité du modéle est bien réelle et va au-dela dedgeptie parameétres
considérés plus haut.

Notons en outre, que lors des essais numériques, il esehdiichoisir un adimensionnement des équations un peu
différent, et en particulier de choisir comme longueur démgnce une dimension caractéristique du domaine de calcul
et non pas la taille de I'interface. Ainsi, les paramétressdimension obtenus sont différents, le nombre de Reynolds
étant par exemple plus grand que celui obtenu ici en le caital I'échelle de I'interface.
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Chapitre 2

Validation numeérique du modele

1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse a I'approximation nunaérates équations présentées dans le chapitre précédent en
dimension 2 d’espace et que I'on rappelle ci-dessous

ple) =1+ %(sof 1), (1.1.1)

dyp 1 . (Bly B\

S V-V - - div <WV <;)> -0, (I1.1.2)

p=—a’Ap+ F'(p), (1.1.3)
v . — 2

p <88_t + v.Vv) — % div (2n(¢)D(v)) + Vp = KuVp + E’Cl 2(’0 v (%) + 8, (1.1.4)

divv = 0. (1.1.5)

Comme on I'a évoqué a la fin du chapitre précédent, les éqsationt maintenant étre adimensionnées par la longueur
caractéristiqud. du domaine de calcul, ce qui provoque I'apparition d’'un ioenta = % dans I'expression dg.
Ainsi, les ordres de grandeur des parametres sans dimesiprobleéme utilisés dans la suite seront différents de ceux
utilisés pour la justification des équations a I'échelle’thedrface.

La motivation principale de ce travail réside dans la misplane d’'un schéma a la fois précis et simple a mettre en
oeuvre dans le cas de domaines rectangulaires et en ma#iggker. Cependant, on montre a la fin du chapitre que 'on
peut généraliser le schéma proposé au cas d’'un domaine ctangée (ou domaine avec obstacle) grace a une méthode
de domaine fictif.

On va voir que dans la méthode proposée, l'interface ne sitegms de traitement particulier (contrairement aux
méthodes level-set par exemple) car elle est entierementtematiquement déterminée par le terme de Cahn-Hilliard
dans I'équation sur le paramétre d’ordpe En particulier les phénoménes de séparation de phasesatiescence
d’inclusions ou tout autre changement de topologie dansilamge ne nécessite aucune attention particuliere au cours
du calcul.

Deux types de simulations numériques sont particulierémis@s par I'étude qui va suivre : le mélange de deux
fluides dans une cavité entrainée (a comparer avec lesatssdé [15]), et la décompositon spinodale sous cisaillémen
dans un canal [16, 24].

Comme annoncé dans le chapitre précédent, on va s'attachenter la pertinence du modele pour des problemes
physiques variés. Ainsi, on simulera un cas d'instabilighltonnu, celle de Rayleigh-Taylor, mais aussi la dynamiqu
de gouttes et de bulles afin de mettre I'accent sur I'impaeadu contraste de viscosité.
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Dans chacun de ces cas, le domaine d’étude est rectangakaites les conditions aux limites varient. Dans le cas
de la cavité entrainée, la vitesse est imposée sur les boudsla contrainter.r = 0 ol v est la normale sortante au
bord du domaine, et les conditions aux limites guat 1 sont

0p _o On_

o 81/70'

La premiere de ces conditions impose I'orthogonalité dediface et des paroisiuigle de contacégal ar/2), et la
seconde impose que le flux diffusif soit tangent au bord t&edire qu’il n'y ait pas de diffusion a travers les parois.
Dans le cas du canal sous cisaillement, les conditions enitek dans la direction longitudinatesont des conditions
de périodicité.

La discrétisation en temps est présentée dans la sectian?|apdiscrétisation spatiale par différences finies est
expliquée dans la section 3. Les divers résultats obtemis claacun des cas considérés, sont présentés et commentés
dans la section 4.

Enfin, on montre dans la section 5 comment adapter les mé&hmdposées au cas d'un écoulement autour d’'un
obstacle.

2 Discrétisation en temps

Dans ce chapitre uniquement, les deux coordonnées de &@&iteseront notées par

La discrétisation en temps est effectuée avec un pas de &ngsi varie a chaque itération), grace a une méthode
a pas fractionnaires en trois temps que I'on va présentearterzant.

e Etape 1 - équation de Cahn-Hilliard

Supposons connues des approximatiphsu™ et v de la solution au temps discrgt, la résolution de la partie
Cahn-Hilliard du systéme est tout d’abord effectuée. Aiosicalculep™'/2, u"*1/2 solutions de

n+1/2 _ . n 1 ) B( n) <9 n+1/2+(179) n>>
v ® @ U 1%
LA a—— Y Vv =0, 1.2.1
ot Pe (p(wn) p(p™) ( )
Ou" 2+ (1 0)u™) + @ A(Be™ 2 + (1 0)p") = F'(6p" /% + (1 - )g"™). (11.2.2)

Comme on le sait, [6-schéma utilisé est inconditionnellement stable p%)uit f <1,etdordre2sif = ]3 Pour ne
pas se trouver dans les cas limites de stabilité, la valedred choisie légerement supérieurg.d.es calculs présentés
dans la suite (section 4) ont été effectués avec0.6.

Pour résoudre (11.2.1)-(11.2.2), deux stratégies peudérs envisagées. La plus simple est une méthode de point fixe.
Plus précisément si 'on pogig*t!/2.0 = " et M"+1/2:0 = 7 on calcule alor®"*!/2*k et M"+1/2k de maniére
itérative, comme solutions du systéme linéaire

n n+1/2,k+1
Gr+1/2.k+1 _ @div (B(‘P )V (M >> =", (1.2.3)
Pe p(e™) p(e™)
MOHT/2EET (2 AR /2 k41 F1(¢n+1/2=k)_ (1.2.4)

Lorsqu’ elles convergent, les suite®™*'/2:%), et (M"+!/2k), convergent vers
0"/ 4 (1 - 60)p",

et
O+ 4 (1= )",
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a partir desquels on déduit les valeursyde /2 et y»*+'/2, En pratique, quand la méthode converge, un petit nombre
d’itérations enk suffit. Dans quelques rares cas ou la vitesse de convergenizerdéthode de point fixe n'est pas
suffisante, un algorithme de Newton a été utilisé pour réooes équations non-linéaires plus efficacement.

¢ Etape 2 - Terme de transport

Dans cette seconde étape, le terme de transport dans igyktl.2) est discrétisé. Pour cela, on utilise un des
deux schémas explicites suivants, pour lesquels la disati&n en temps et celle en espace sont intimement liées :

- Schéma du premier ordre en temps avec un schéma de Murmapaaees

@n+l _ (pn+1/2 _ 5t Vn.V@nJr]/Q’ (11.2.5)

- Schéma du second ordre en temps et en espace avec corrattiiaifiasive stabilisée il est obtenu a partir du
schéma de base suivant (voir [11, 10, 25] et la section 3)

5t
Pl = T2 syt 2 g - div (D*(v"). V"t 2), (11.2.6)

. u?  uw
D (v):<uv v? >

Dans les deux cgs™! est obtenu a partir dg”*! de fagon immédiate via
p"t = —a? A"t 4 F(p" ). (11.2.7)

Cette partie de la discrétisation étant explicite, on saiele va introduire une condition de stabilité sur le pas de
temps. En fait, c’est avec le terme d’inentieVv dans I'équation de Navier-Stokes, les seuls points de @étisation
qui imposent une condition de stabilité.

¢ Etape 3 - Equation de Navier-Stokes

En ce qui concerne I'équation de Navier-Stokes, la méthditisde est implicite pour la pression et pour les termes
visqueux et explicite pour le terme d’inertie et le terme daplage de forces capillaires. Plus précisémeht;!, " +!
etv™ étant connusy™*! etp™t! sont calculés a partir des équations

n+1 n
n+1 v -V _ L
p(e") <7§t ) e

= —p(" VWV + Kp Wt (11.2.8)
1-— (go'rH»] )2 un+]
v g
5 o) +p(¢" " )8,
div (vt = 0.
Rappelons qug(p™*!) est directement calculé a partir g&** via (11.1.1).
Finalement, on est ramenés a la résolution d’un problemeale$S généralisé. Ceci est effectué par la méthode de
Lagrangien augmenté [17] : étant donné 0 assez grand (dans les calculs présentés plusida@st généralement
choisi dans l'intervalld1> | 19°1) on posep"*+1:0 = pm etv"*+1.0 = v" puis on résout le probléme elliptique linéaire

div (2n(e" T D(v*t!)) + Vp !

+ ek

Re’ Re
suivant
n+1 vt yn L. n+1 n+1,k+1 o ont1 k1
plem ) (T )+ o div (2n(e" DY) e diy v
= —Vp"tLE _ p(p" v Vv (11.2.9)
n n 1- (@n+])2 Nn+] n

+ Kp" 't 4 e 5 ) + p(e" g,

Enfin, on obtienp™* ¥+ par la formule
prhEE R o div v =, (11.2.10)

Les itérations erk sont effectuées jusqu’a ce que la divergencertie!* soit suffisamment petite en nornié.
Dans la majorité des cas, un petit nombre d'itérationg sont suffisantes. Les champs de viteg&&' et de pression
etp”t! obtenus a convergence sont alors les solutions approckédsig).
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3 Discrétisation en espace et résolution effective

3.1 Description du maillage et des inconnues discréetes

Comme on I'a vu plus haut, on s’intéresse essentiellemeesaldmaines de calcul rectangulaires. De plus, dans
tous les cas test envisagés, il n’y a aucune zone du domaueale que I'on puisse considérer comme plus importante
gu’une autre et qu’on aurait intérét a mailler plus finemg&atit ceci ajouté a la volonté de construire un schéma simple,
incite a l'utilisation de différences finies sur un maillaggulier.

Nous verrons dans la section 5, comment on peut, & moindss &@dapter les schémas proposés pour tenir compte
de la présence éventuelle d’'un obstacle dans le domairerdaire, par une technique de domaine fictif.

Ainsi, on suppose dans ce qui suit que le domaine rectamgudat découpé eV x M cellules rectangulaires
isométriques de tailléx x dy. Les points en lesquels la solution est cherchée sont shissiacon classique (maillage
décalé en vitesse-pression) comme indiqué sur la figurd éBsont notés, ;, AjprjetA; 1.

Vi, j4+1/2
Dij Pi,j
Wi=1/2,j + O Hitr/2j +
Hi,j

Vi, j—1/2

FiG. I1.3.1 — Détail de la cellul€”; ; respectivement en vitesse/pression et en parameétre d/patentiel chimique

3.2 Traitement des conditions au bord

La prise en compte des conditions au bord requiert I'intatiten d'inconnues discrétes artificielles a I'extérieur du
domaine physique. Ceci permet de discrétiser de la méma fascéquations en tout point de I'intérieur du domaine
physique (y compris ceux voisins du bord), et de discréséparément les conditions aux limites. On peut ainsi madifie
les conditions aux limites de fagon simple si le besoin s&inskentir.

Par exemple, en ce qui concerne le parameétre d’ordre, lesimes réelles a l'intérieur du domaine sont(les;)
pourl <i < N etl <j < M. On leur adjoint les inconnues; ; pouri = 0, N +1etj = 1,..., M d’'une part, et
i=0,..,Netj =0,M + 1 d'autre part. Il suffit alors d’écrire les relations satitfa par ces nouvelles inconnues a
partir des conditions aux limites. Dans I'exemple du par@en@’ordre, on obtient :

p .. 0 .
— Cas de la cavité La condmona—@ = 0 surof fournit
1 %4
Y05 —PLj _ PN~ PN+

= =0pourj=1,.. M,
ox ox pours R

Yi,0 —Pi1 PiM — Pi, M+1

=0, pouri =0,..., N + 1.

dy dy
— Cas du canal dans la directiom : Sur les bords inférieurs et supérieurs @da condition au bord est encore
0] Lo
6—(;) = (0 de sorte qu’on doit écrire
1%

Yi,0 —Pi, 1 Pi,M — Pi,M+1
dy dy

=0, pour; =0,....N + 1,
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alors que sur les bords gauche et droit, la périodicité &'écr

©0,j —PN,j =P1,j —PN+1,j = 0 pOUfj = 1, . M.

Ceci suffit a assurer numériqguement la périodicité-de de sa dérivée.
On écrit aisément des relations similaires pour les autresninues du probleme, u, v, p et pour les quantités
intermédiairesph et M.
3.3 Discrétisation des équations proprement dites
D’aprés ce qui précéde, il n’est plus nécessaire de se prpecdes conditions au bord lorsque I'on discrétise les
équations a 'intérieur du domaine.

3.3.1 Equation de Cahn-Hilliard

On a vu dans la section 2 que la discrétisation en temps péepse ramene a résoudre a chaque pas de temps le
systeme (11.2.3)-(11.2.4), que I'on peut réécrire sousdarfe générale

® — wdiv (EV <M)> = a,
p p
M+ a?Ad =,

oua,b, B = B(yp") etp = p(p™) sont connus aux points; ;. Le schéma utilisé pour résoudre ces équations linéaires
est du second ordre et donné par :

o o L (Bt (Mz'+1,j _ Mz',j) _Biy (Mz’,j B Mil,j)
" 62 \ pirij \ Pit1j Pi,j Pi—Ltj \ Pij Pi—1j

oL (Buits (Mz',j+1 _ Mm’) _Bij (Mz’,j _ Mz',j]) o
oy? Piji 1 Pij+1 Pij Pij—1 Pi.j Pij—1 m

2

(11.3.1)

et
90 ®it1; —2Pi; + Py +a? Dijr1 =29+ P

o2 dy?

ou By représente la moyenne harmoniqueRig et B, ;, etB; ;.1 lamoyenne harmonique de; ; et B; j1.
Au final, un systeme linéaire pour les inconngés; ), (M; ;) est obtenu. Il peut s’écrire sous une forme matricielle

| (L =GO (1)-(1)

Dans les calculs présentés plus loin, la méthode d’inversitenue pour ce probléme est I'algorithme du BiCGStab
préconditionné par une décomposition LU incompléte. Cetf¢hode a montré de bons résultats dans tous les cas de
figure rencontrés, y compris dans les cas ol la méthode deoNendté préférée a la méthode de point fixe.

Il faut bien noter que dans le cas général ou la moh#itét la densité ne sont pas constantes, il faut recalculer la
matrice a chaque pas de temps (et méme plus si on utilise lroaeétle Newton). Ceci implique un nouveau calcul de
la décomposition LU incompléte. On a donc tout intérét arojstér ces étapes du calcul si on veut réduire au maximum
les temps de calcul. On peut aussi tout a fait se contentes decalculer la matrice de préconditionnement que de temps
en temps, quand la vitesse de convergence du BiCGStalt.faibli

Dans les quelques cas particuliers ou la matrice est la méuoteati long du calcul, on pourrait éventuellement
envisager d'utiliser une méthode directe de type décorntipadiU compléte que I'on ne calculerait qu’une seule fois
au début du calcul, mais ce sont alors les problémes de gfe@amémoire dont il faudrait tenir compte.

Mij+a = bij
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3.3.2 Terme convectif

Dans la section 2, deux schémas en temps ont été proposéfeperme de transport dans I'équation de Cahn-
Hilliard : il s’agit de (11.2.5) et de (11.2.6). Le choix deuh ou I'autre de ces schémas est trés lié a la discrétisation e
espace associée.

Dans les deux cas, le schéma doit étre conservatii°eistable pour préserver les propriétés de I'équation de
Cahn-Hilliard et assurer que les valeurs @eestent dans l'intervalle de valeurs physiquement adbissi(c’'est-a-
dire [-1,1]). A ce sujet, on renvoie le lecteur a la seconde partie dedaetidans laquelle on prouve des résultats
théoriques qui montrent que, dans certains cas, cetteiptémst effectivement vérifiée par les solutions du prolelem

Le premier schéma proposé est une variante du schéma d&aemnt classique, qui est conservative et stable : le
schéma de Murman. Ce schéma est trés facile a implémentam®et pour ces qualités dans certains types de problémes
(notamment dans les problémes compressibles a fort noreliviadh). Cependant, dans les tests qui vont suivre (section
4), on montre que ce schéma est trés diffusif dans les conditionsidérées ici, ce qui a tendance a rendre l'interface
de plus en plus diffuse et donne au final de mauvais résultatereps long. Il semble donc que I'on ne puisse faire
I’économie d’'un schéma beaucoup plus sophistiqué pourerssao bon suivi de I'interface au cours du temps.

Le second schéma présenté dans cette optique, est un schéimadu second ordre dans lequel on voit apparaitre
des termes anti-diffusifs auxquels on applique des limi#t@our assurer la stabilité. Ce schéma est dii a P. Rasetarine
[25] et peut étre considéré comme une variante anti-difukéschéma de Murman. Des schémas trés proches ont été
étudiés dans le cas monodimensionnel dans [11] et dans tBurssméthode volumes finis dans [10]. Le schéma utilisé
ici jouit des propriétés de conservativité et B -stabilité, et de plus comme on I'espérait, la diffusion duigue est
largement réduite. Bien entendu, ce second schéma estghysexe a implémenter mais on montre dans la section 3.4
que les résultats obtenus sont vraiment satisfaisantsiEil & été montré dans [10, 11, 25] que ce schéma est I'un des
plus précis en comparaison des schémas classiques existaries problemes de convection-diffusion.

Enfin, dans les deux cas, la stabilit& est assurée sous une condition CFL que I'on va explicites dargui suit.

Notation : Jusqu’a la fin de ce chapitre, le symbdeeprésente I'opérateur aux différences discrétes. Pangbeg
Apiys représente la différenee;11,; — ¢ ;.
— Schéma de Murman
On discrétise le membre de droite de I'équation (1l.2.5)alfaton suivante :

Ap;_1; _(ApipL;
vV = iy )" (T) ~ (iegy) (T)

Ap; ;1 _(Ap;
+ (v ;)" <#> — (vijt1) (#) ;

ouu™ etu~ représentent respectivement la partie positive et négdéu (v = u™ — u™).
On montre aisément le résultat suivant

Proposition 11.3.1
Le schéma de Murman est conservatif.ét-stable sous la condition CFL

ot
oy

ot
< sup lu;_1 [ +
i.j

5 sup |1)i7j7%\ <1 (1.3.2)

1,7

— Schéma anti-diffusé de P. Rasetarinera
Dans ce paragraphe, on présente la discrétisation de6jlirfiroduite dans [25]. Le schéma proposé est basé
sur I'équation (11.2.6) qui, une fois discrétisée par deffédences finies du second ordre, peut étre vue comme
une correction du schéma de Murman ci-dessus. Cette comgmrmet de voir apparaitre clairement les termes
diffusifs et les termes antidiffusifs.
Dans un premier temps, il est nécessaire de modifier |égérdiéquation (11.2.6) en la remplacant par

‘ , Ot !
Pt = TR bty VT 4 S div (DT(v). V), (11.3.3)
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" maz(u?, 2 |uv)) )
D™ (v) = uv)\m maz(v?, 3= juv))
3 Ay
avech, = g—; et = g—t Le but de cette modification, gaipriori va a I'encontre du but recherché, est de trés
légerement augmenter la diffusion numérique afin de powassiurer la stabilité du schéma proposé dans la suite.
Remarquons que le schéma n’est plus exactement d’'@rdretemps. Cependant, la perte de précision est trés
limitée et négligeable devant les avantages de la méthtadd;a&dire la limitation de la diffusion numérique.
Maintenant, (11.3.3) est discrétisée par un schéma diffégs finies centrées, en approchant les flux de fagon
décentrée amont lorsque cela est nécessaire. Finalemeterines obtenus sont séparés en deux catégories : les
termes diffusifs et les termes antidiffusifs, de sorte dae bbtient, en supprimant les exposants- ]5 etn sur

©"+z etv™ pour plus de clarté,

* g s (T oy
Wij =WPij )‘m’y’d(“’if%,jA(’oi*%mi “’i+%,jA(’0i+%=J’)
+
- /\UBZ7(’U, j—1
)
Az A

ey + o o

2 (ui+%:]’(vi+]:.7'*%A(pi’+1’j7% vi+]:.7'+1§A<pl+17]+%) (“ 3 4)

1A 1 — ’Ui,j+%A<pi7.i+1§)

;A%’ﬂ,jf% -V, G+l A%:fl,]q-%)

— + —
0 (U A T AP )

4+ 5 1
+ + -
+ Ui,j*%(ui %7j71A¢i7%1j71 o “‘H_%’j,lA(pi-{-%,jfl)):
et
n+l _ x A_I(Q A _ Q A )
Pij —Pij 5 i+1,i2Pitr 1 i—1,i2Pi-1j
A
- %(Ri,j+%A@i,j+% - Ri,jf%Awi,jf%)
Azhy,
- I4 y(UH%J(‘”HLH%|A<Pi+1,j+1§ - ‘Ui+1,j—%m%+1,jf‘§) (11.3.5)
+
+ Ui,%,j(\vi—l,,ﬂr%‘A@FLH% - "Uz‘fl,j71§|A<pz‘fl,jf‘§)

SR ([ IR AV R I TR (PRSI PR VAXC P I IR

2

+ 'U:j,%(‘“’H—%,jfl‘A‘Pi+%,jfl - ‘“if%,jfl‘A‘Pif%,jfl))'

Dans ces équations, on a utilisé les quantités suivantes :
Az

Ay o+ - + -
Yij = 1= 5 (0 + v ) By =1 = Slug

)

5]

Qii%,j = |uii%,j|(7i7j - Ui,i%,j)7 Ri,ji% = ‘Ui,ji%|(ﬂi7.i - Vi,ji%)7

Oit by = max(haluig 5l A0 5y F 00 ) Al o)),

Vigag = max(hyfog gl X (o Fug ) Al g ).

Malheureusement, ce schéma n’est p&sstable. Les termes anti-diffusifs sont trop importantsiaaport aux
termes diffusifs, cependant ce sont eux qui peuvent empé@acieetrop grande diffusion numérique au final. Pour
assurer la stabilité en introduisant le moins de diffusiomgérique possible, il faut donc contrdler finement les
termes anti-diffusifs du schéma en appliquant un limitexfldx ¢ défini par

o) =1 min (11 ol 1) (1 ),
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d’autres choix étant éventuellement envisageables goacondition que ce limiteur satisfasse la relation

¢(r)

—2a S B - ad)(s) S 267 Va:ﬁ Z 0: V’I“7S.

Ainsi, en introduisant

1= ’
¢( ) Siu; 1, <0
L j 1+—J

et
+
f¢ R RO Si >0
V; ;.1
¥ g+
Uz]+‘A¢’"v1+% e
Y _
ij+3 - ’
: ”i,HgA‘pi,H% .
(Zﬁ f Slvij+l <0
Viit1T¥iitg 2

dans les termes antidiffusifs, (11.3.5) est remplacée @achéma

A
1 x ,, x
Ci; =Pii— 5 (Qiy1 0 ;A1 — Qi1 071 ;A1)

2
)‘y
_7( 17+ ¢l]+1A(pzy+— jf—(t)l],_ <pz 77—)
)‘T)‘?J - Y A Y A
T2 (u i+%,j(‘vi+17.i+%|¢i+1,j+% Pit1+5 ~ ‘,Ui+17i*l|¢i+1jfl Piv1,j-1) (1.3.6)

+ “;%J(WFL_H%|¢?,Lj+%A‘Pi717j+% —|v; 177*—|¢1 1 j,_A‘Pz 1 ;7—)

o (g 07 1 0 AP g — iy [0 1 1 A%y i)

oy (g 167y 5 1 Ay o = luiy jaldl s 5 Aviy ).
Dans ces conditions, le résultat de stabilité prouvé dablisd& le suivant.

Proposition 11.3.2
Le schéma défini pdil.3.4) et (11.3.6) estL.>°-stable sous la condition CFL

Ay Az
max 7( 7]+;+7)7j7%)+0ii1§7_7,7( 1+27]+u %1j)+ui7_ii%,
. ) A
2/\9”(“57%,]'4'“#%,]') 1-== (\vZ gl Flvig_1l) (1.3.7)

A
+ — T
+ 20 (0 V) (1 — 5 (Ui

+ ui%,jD)) <1

Dans la suite, on va voir que la discrétisation du terme dfieelans I'équation de Navier-Stokes est effectuée en
utilisant un schéma décentré amont classique. Ainsi, pettie de la méthode nous impose une CFL qui est exactement
(11.3.2). Donc, quelque soit le schéma choisi pour le termdrdnsport du paramétre d’ordre, le pas de teatpdoit
satisfaire (11.3.2). Pour éviter une trop grande diffusitanmérique sur le terme d’inertie, on prendra toujours

. 0. 9
0t = min 1 tmaz | »
2 Sub; ; ‘uzf— 7| + Supz JJ ‘Uz 77—‘

(11.3.8)

ol 6t €St choisi pour assurer la précision souhaitée, et le caeffit.9 pour éviter les cas limites de stabilité.
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Malheureusement, le choix de ce pas de temps n'est en ggrasauffisant pour assurer que la condition CFL
(11.3.7) du schéma de Rasetarinera, celle-ci s’avérarst mdstrictive que celle du schéma de Murman. Pour passer outr
cette difficulté, on détermine le plus petit entigrtel quedt’ = dt/K satisfasse (11.3.7), et on applique le schéma
(11.3.4),(11.3.6) K fois consécutivement, avec un pas de tedippour obtenir la solution a l'instant+ d¢.

En pratique, dans les calculs exposés dans la section figfdn est en général compris enttest 4, de sorte que
cette technique n’induit pas un trop gros colt numérique.

3.3.3 Equations de Navier-Stokes
A chaque étape de Navier-Stokes de la discrétisation, anréedudre un probléeme de Stokes généralisé par la
méthode du Lagrangien augmenté. Cela se raméne a la résalgtisystemes elliptiques de la forme

pv — wi div (27D (V) — w, Vdiv v = ( Z ) , (11.3.9)

olp = p(p" "), = n(e""!) sont connus aux pointd; ;, eta, b sont respectivement connus aux POiAts 1 ; et
A;j 1. Cette équation peut s’écrire dans les coordonnést® de la fagon suivante

i.j
0 Ou 0 Ou  Ov 0 (Ou Ov
— w21 ) = (i ([ E+ E) ) e [+ ) =4, 3.
P “1 oz < 778.77) I Oy <77 <8y * 57“)) e (3.77 * 6y> @ (11.3.10)

0 Oou Ov 0 Ov 0 [Ou Ov
- (=) ) o 2 (=) = [ =+ 2 =, 3.
pv wig <77 <6y + 6T>> w1 3y ( n8y> wzay (6.77 + 6y> b (1.3.12)

A présent, on discrétise (11.3.10)-(11.3.11) par un sché&ua différences finies centrées du second ordre classique
pour les problemes elliptiques. Ainsi, au pojchit,%hi, I'équation (11.3.10) s’écrit

U; 1
3

wr [, Wikl T Uil . J i—2.,j
Pi_l U 1 — — 27;,;1-—727;,;,174—
i—5,0 i—35,] Sz J Sz j o
D Yicgitt “Yizgg | Viity ~ Victits
oy | Tzt oy ox

- Uil U151 n Yij—L " Vi1,5-1
Mimgii—3% S5y oz (1.3.12)

= %3

De méme, au poindi; ._ 1, I'équation (11.3.11) s’écrit sous forme discréte

J— 3

’ w [ Yigg ~ Mitgir | Vidriog T Vidog
T L ¥
Pij—5Vii-3% St Mit§.5—3% oy oz

(11.3.13)
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Les valeurs de;dl 1 (resp. Pi-ijr Pij 1 1) sont obtenues a partir des valeursigléresp. p) aux pointsA; ;
par interpolation en ut|I|sant la moyenne anthmeuquea)mbyenne harmonique (cette derniére étant plus adaptée en
présence de discontinuités).

Pour obtenir le membre de droife, b) dans I'’équation (11.3.9), on met I'équation (11.2.9) soasfbrme (11.3.9) et
on obtient, en supprimant I'exposant de la discrétisation :

Op %) 0
pu—ét(a——vau—l—/C,ua——}-/C 5 8—<E>+pgx>—

0 Ay 20
pv — Ot <a—§va1J+Kua—+ ekl 2 ay <N> + pg’ > =b.
Ces quantités sont discrétisées de facon immédiate par
@1 =P} Wi 15— 0t (I% =Py (v.Vu)_1 i+ /Cui’]7-72+ Fij Pi,j _(sfifl,j

2
ek Pij + Pi-1,j Mij  Mi—1,j
Ay 3 I B VIR SOtV oy e
e { < 2 pij  Pi1 FPispaiga )

bz}jf% = Pij— 1V — 0t (pii,j ;5i7j71 —Pij-1 (V.Vv)m;% + /C'ui’j712+ Hij Pij *6;01:,]‘71

2
ek Yij T Pij—1 Hij  Higj—1
1 _ : : - g - .. y
"3y { ( 2 pis Py ) P

ou les termegv.Vu), 1 ; et(v.Vv), ; 1 sontcalculés en utilisant un schéma décentré amont dasdRgmarquons
gue cela peut nécessf)ter d’interpoler linéairement lesuraldeu et v et gue la condition de stabilité nécessaire est
exactement (11.3.2) ce qui justifie, rappelons-le, le cHtl8.8) pour le pas de temps.

Finalement, on doit résoudre un systéme linéaire creuxsyométrique dans les inconnugs_ %J), (v; ]”) Dif-
férentes méthodes d’inversion peuvent étre utiliséess nalie qui s’est avérée la plus efficace dans les calculstedie
est celle du BiCGStab préconditionné par une décompodiibmcompléte de la matrice du probléme non pénalisé
(c’est-a-dire avee = 0).

3.4 Comparaison des schémas de Murman et de Rasetarinera

On va montrer I'importance de la mise en place du schéma dedet&inera, dans le but de limiter la diffusion
numérique issue de la discrétisation du terme de transpog Béquation (11.1.2).

I [

y=3/4

FiG. 11.3.2 — Schéma de Rasetarinera (a gauche) et schéma deavi {androite)
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La figure 11.3.2 montre les résultats obtenus au méme instams le cas test de la cavité entrainée, avec la méme
donnée initiale et les mémes parametres physiques, le @rétaint obtenu avec le schéma de Rasetarinera et le second
avec celui de Murman.

On percoit nettement la présence d'une diffusion numérfgue importante dans le cas du schéma de Murman.
Par exemple le test effectué avec le schéma antidiffuséepté un changement de topologie di a la séparation d’'une
gouttelette d’'une des phases, ce qu’'on ne voit pas dansd’eas.

Pour mieux illustrer le fait que 'interface est capturédatmn beaucoup plus précise avec ce schéma, la figure 11.3.3
montre une vue de coupe des deux mélanges a l'instant coasiiong de la ligng = 3/4 : les zones interfaciales
ainsi que les zones ou les phases sont pures sont effectivpias nettement capturées par le schéma de Rasetarinera.

|

—_ Mirman —Rasetarinera
FIG. 11.3.3 - Tracé de(., 3/4) pour les deux schémas (voir la figure 11.3.2)

4 Reésultats numériques et validation du modele

Dans tous les calculs présentés ici, on utilise les valalivastes des paramétres physiques :
a® =5107° B(p) =1-¢* Flp)=¢"/4-¢"/2,

et la grille de discrétisation utilisée edi0 x 100 (sauf précision contraire), de sorte que I'épaisseur difate est du
méme ordre de grandeur que les pas de discrétisation enegspatiy.

Comme on vient de le voir, le schéma de Rasetarinera pourreetde transport de I'équation de Cahn-Hilliard
fournit de meilleurs résultats et permet d'affiner le suieilinterface. Pour cette raison, tous les résultats ptésen
jusqu’a la fin du chapitre sont obtenus en utilisant ce schéma

Cette section est destinée a montrer que le modeéle et le scheposés permettent de rendre compte de situations
physiques diverses concernant les écoulements diphasioqg@mpressibles. De plus, on s’attachera dans ce qui suit a
mettre en évidence le role des différents termes présentsldanodele.

Remarque : On peut vérifier que la discrétisation proposée est consegyadans le sens o, comme pour I'équation
de Cahn-Hilliard continue, la moyenne discretegest conservée au cours du temps. Une autre propriété inmperta
de I'équation de Cahn-Hilliard est que, sous des hypothésegenables sur les données, sur la mobiiitét sur le
potentiel ' (par exemple sB dégéneére, ou st' a une forme logarithmique, voir le chapitre 3), le paramétordre
v prend ses valeurs dans l'intervalle physidud, 1]. Dans les calculs qui suivent, on vérifie que cette propeété
conservée pour le probléeme discret (aux erreurs d’invardas systemes linéaires pres).

4.1 Cavité entrainée régularisée

Dans ce premier test, on suppose que les deux fluides ont leesmiensité et viscosité, de sorte que les résultats
qui suivent peuvent étre comparés a ceux obtenus dans [W5le $ord supérieur de la cavité cari@el] x [0, 1], la
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FIG. 11.4.1 — Donnée initiale pour la cavité entrainée

vitesse est soumise a la condition
u=Czx(1-=1z), v=0,

ou C est une constante, alors que I'on impoase= 0 sur le reste du bord du domaine. On impose ici une vitesse
régularisée (non constante sur le bord supérieur), afin agacer qualitativement les résultats a ceux trouvés ddijs [1
L'état initial du systéme est donnée paupar la figure 11.4.1, le mélange étant supposé initialemenepos.

r

r

FiG. 11.4.2 — Influence des forces capillaires sur la cavitéa@ntre

e Effets de la capillarité : Afin de mettre a jour l'influence des forces capillaires sumélange, des tests sont
effectués ake = 500 etPe = 1000 pour différentes valeurs du coefficient de capillafit€figure 11.4.2).

On constate que quand les forces visqueuses sont prépateteface aux forces capillairels (= %) la présence
des forces capillaires favorise I'effet d’étirement det&rface par le flot (a comparer avec le cas d'une interfassipa
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K = 0) par un processus d’'aplatissement de cette interface. Atraice, quand ce sont les forces capillaires qui
sont prépondérantes devant les forces visqueuses (%), elles vont a I'encontre de I'effet d’étirement, car elles
créent une certaine rigidité a I'interface qui fait que ld fitire I'interface moins facilement. Dans le cas extrémee’
capillarité trés forte £ = %), les forces visqueuses ne sont méme pas suffisantes poainentia seconde phase
dans le mouvement, l'interface est trop rigide et restergsdiement plate, I'écoulement se confinant dans la partie
supérieure de la cavité.

Le résultat obtenu & = 0 dans lequel la phase “blanche” est moins étirée que out %L peut sembler
contradictoire. Ce résultat semble en fait la résultantdalex phénomenes. Le premier est un phénomeéne physique :
la tension de surface tend a diminuer la courbure de l'iataf ainsi dans I'exemple étudié, la “langue” de la phase
représentée en blanc est d’autant plus épaisse que laac@@ilugmente. Mais une structure dont I'épaisseur est tré
faible n’est pas thermodynamiquement stable et se diffasielement dans le milieu, c’est ce que I'on observe ici pour
K =0.

Un second élément pour expliquer ce résultat est de natunémgue et lié au précédent commentaire. En effet, les
parametres numériques sont choisis pour que la taille dietfiace soit de I'ordre de quelques mailles. On comprend
alors qu’une structure d’épaisseur trés fine (de I'ordreideelface numérique) ne soit plus capturée par le schéma.

Pour vérifier I'influence du pas de discrétisation sur cesltass, nous effectuons le méme calcul sur un maillage
deux fois plus fin 200 x 200 au lieu del00 x 100).

FiG. 11.4.3 — Raffinement du maillage dans le ¢as- 0

Méme si, en effet, on constate (figure 11.4.3) un étiremensmrand que sur le maillage précédent, celui-ci n'est
toujours pas supérieur & celui obtenu sur un mailleifex 100 pourC = 0.1/Re, ce qui confirme une origine physique
au phénomeéne. On constate en outre, une bonne cohérendsdktats obtenus sur les deux maillages, ce qui montre
une bonne convergence du schéma par rapport au maillageséca@ncore illustré dans le paragraphe 4.5).

e Effets de la diffusion/anti-diffusion naturelle dans I'éguation de Cahn-Hilliard :

On montre ici que les résultats obtenus grace au modele ebrephu’il a été présenté, incluant le terme d’échange
de Cahn-Hilliard, rend bien compte de I'épaisseur d'ireeef théorique prévue par le choix de I'énergie libre dans le
modele.

Plus précisément, il est intéressant de voir que méme sihinsz sophistiqué trés anti-diffusif est utilisé pour le
terme de transport, on s’attend a observer quand méme Wfasidif numérique non négligeable, bien que réduite, dans
les temps longs. En réalité, un tel phénomene n’est pas\abdans les résultats présentés dans ce travail. La raison
en est simple. Le terme de Cahn-Hilliard contient une paérirellement anti-diffusive, due a la non-convexité du
potentiel de Cahn-Hilliard® qui assure a chaque instant I'équilibre local entre les dehases a l'interface sur une
distance de I'ordre de, épaisseur théorique de l'interface.

Pour mettre ceci en évidence, les résultats pour le modépled sont comparés aux résultats obtenus &ee
+00, c'est-a-dire avec un modele limite dont I'équationgeserait seulement une équation de transport interfacial pur
(c’est le modeéle de fluides incompressibles non-homogéead2a] 27]). Les deux résultats présentés sont choisis au
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méme temps de calcul, toujours dans le cas de la cavité eédrat avec les mémes parameétres physiqies= 500
etk = 21074

Pe = 1000 Pe = +00

r

FiG. Il.4.4 — Influence du terme d’échange sur le suivi de l'ifitee

Rappelons que la théorie prévoit (voir [20] et le théoreme &/du chapitre 4) que pour une équation de transport
par un champ a divergence nulle d’'une quantitéa mesure de I'ensemble des pointst  prend une valeur supérieure
a une valeup fixée doit rester constante. Il est clair que cette propeétdoin d’étre vérifiée par la solution numérique
obtenue ici méme avec un schéma d’ordre 2 dont la diffusionérigue est limitée. Ceci n’est pas surprenant et on
sait bien que la résolution numérique des équations depioanavec une diffusion numérique la plus faible possibte es
encore aujourd’hui un probléme de premiére importance.

Il est bien clair au vu de ces résultats qu’avec le model®dhiit dans ce travalil, il s’avere plus simple de suivre
“proprement” I'interface d’un point de vue numérique quasiée cadre des fluides non-homogeénes. De plus, les résultats
présentés ici ont été effectués sans modification artificeki modéle. Ceci n’est pas le cas des méthodes level set [28]
par exemple, dans lesquelles on doit, a chaque pas de tetgpfaniser des fonctions de Heavyside et des distributions
de Dirac, puis renormaliser la solution obtenue. Cela reévéel final a introduire une épaisseur d’interface numérique
alors que les modeéles physiques utilisés sont des modéiésreace infiniment mince.

Remarquons aussi qu'avec le modéle compit (< +oc), l'interface peut se mouvoir le long des parois (en
maintenant la condition d’orthogonalité au point tripley giffusion, méme si le champ de vitesse est nul au bord. Ceci
n'est théoriquement pas le cas dans les modéles ou l'icgdst simplement transportée par le flot.

4.2 Deécomposition spinodale et structuration des phasesisocisaillement

Dans ce paragraphe, on considére I'un des cas physiquestpiine cette étude, celui de la décomposition spinodale
sous cisaillement. Les conditions expérimentales ded&uiun mélange sous cisaillement, sont celles d'un systéme
de Couette-Taylor. Pour des raisons de simplificationsyetuades grandeurs caractéristiques du domaine, on fait tout
d’abord I'hypothése que I'écoulement est bidimensionpeis que les deux cylindres étant de diamétres trés voisins,
on peut négliger les effets de courbure (voir figure 11.4@).est donc ramenés a un domaine de calcul rectangulaire de
type “canal” avec des conditions de périodicité dans lactiiva longitudinale.
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Ainsi, on place les deux fluides (supposés de densités giers) dans un canal en imposant des conditions de
cisaillement sur le champ de vitesse. Les parametresagiisntRe = 500, = 1/500 et Pe = 1000. Les résultats
obtenus sont présentés simultanément pour un cisailleteendtférence, puis un cisaillemelttfois plus important.

O

FiG. I1.4.5 — Contexte expérimental : cellule de Couette - sifigagitions mathématiques

A titre de comparaison, on peut voir ci-dessous les résuitgbérimentaux obtenus dans [21] qui montrent I'appari-
tion d’'une “string phase”, ou phase lamellaire. Cette plestearactérisée par des structures en bandes paralléles.

3.
—

100um

FIG. 11.4.6 — Issue de [3] et [21] : résultats expérimentaux déevard taux de cisaillement

En ce qui concerne les résultats numériques obtenus (fiydr&)l on voit que dans les deux cas, I'évolution du

systéme peut étre divisée en deux étapes successives.
— Dans la premiére, on assiste a la séparation spontanéewbeplihses (on rappelle que le mélange est subitement

porté a une température inférieure a la température ceatigutemps = 0) et a la formation de structures macro-
scopiquesgghase épongalans le mélange sous l'influence du terme de Cahn-Hilli@edpremier phénomeéne est

connu sous le nom de décomposition spinodale [12, 3].
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Cisaillement=1 Cisaillement = 10

t=0
T3ic
T apgi) ¥
4..::.. t=1
~
t=30

ﬁ

FiG. 11.4.7 — Décomposition spinodale sous cisaillement

— Dans la seconde étape, on constate que I'influence dulemaibt se fait sentir. Il induit une réorganisation des
structures macroscopiques précédemment observées smesfde bandes paralléles chacune composée de I'une

des deux phaseplfase lamellairg

On peut ainsi constater la concordance des résultats avegperiences physiques (figure 11.4.6 et [3, 16, 24]) sur

les points suivants :
— La nature et la taille des structures macroscopiques sidg®s un premier temps dépendent elles aussi de I'am-

pleur du cisaillement.
— Plus le cisaillement est fort, plus le nombre de bandesrebss est grand, et plus les bandes sont minces.
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Une question d’'importance reste ouverte : que devient l&Bys en temps long ? Pour le premier cas (a faible
cisaillement), le systéme semble avoir atteinttea 100 un état stationnaire stable. Par contre, dans le secondicas,
on laisse évoluer le systeme plus longtemps, les struchaedes se déstabilisent et le mélange s’homogénéise (figure
11.4.8).

Cisaillement = 10

: . :
) . :
t=60

FiG. 11.4.8 — Instabilité de la structure en bandes (phase lamne)

Ainsi le mélange qui était instable au repos (décomposgmnodale), devient stable sous cisaillement. Ce phéno-
meéne physique a été observé dans [3, 5, 6] par exemple, es’paatpréter comme un déplacement de la température
critique du mélange sous I'effet du cisaillement. L'étudédrique du comportement du mélange a fort cisaillemett fai
I'objet du chapitre 5.

On peut maintenant s’intéresser a l'influence des forceslaaps pour ce type d’écoulements. Ainsi, on reprend
un écoulement &e = 500 dans un canal avec une vitesse de cisaillement adimensi@gate al. On observe les
résultats obtenus aux mémes instants dvee 1.2 etk = 122 (figure 11.4.9).

Encore une fois, on observe la compétition entre les fortsgueuses et les forces capillaires. Dans le cas d’'une
grande capillarité le régime stationnaire de cisaillenmmtr le champ de vitesse ne s'installe pas aussi facilement q
dans le cas d’'une capillarité plus faible. En outre, la stmecen bandes n’est pas non plus clairement étalilie- &85

pour le casC = % alors qu’elle I'est déja dans l'autre cas.
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FiG. 11.4.9 — Influence des forces capillaires sur le mélange s@aillement

Si on choisit maintenant un écoulement a petit ReyndRis £ 103) et a forte capillarité = %), on voit que
le cisaillement n’est méme plus capable de déformer leststres qui se forment (ifgure 11.4.10). Ceci illustre ereor
une fois le fait que I'apparition d’une structure en bandesée “lamellaire”) est trés liée a une compétition au nivea
de l'interface entre I'entrainement di a I'écoulement dmitiement et les forces capillaires qui essaient de msemi

le courbure des inclusions.

FiG. 11.4.10 — Cisaillement a petit Reynolds et a forte capitiéar
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4.3 Instabilité de Rayleigh-Taylor

Cet exemple d’écoulement diphasique est classique, ilistena étudier 'instabilité provoquée quand on met un
fluide lourd au-dessus d’un fluide moins dense en perturlbastégérement la position d’équilibre (voir [14, 18] par

exemple). Le contraste de densité choisi ici g5tpS = 1000, et les viscosités des deux phases sont supposées iden-
tiques.

Les résultats présentés ont tous été obtenus avec la mérdii@omitiale poury (voir figure 11.4.11) au repos

(v=0at=0).

FiG. I1.4.11 — Condition initiale pour I'instabilité de Rayth-Taylor

On montre les différents comportements du systéeme quandnfére capillaire varie & des temps équivalents. On
peut montrer que la capillarité est directement liée a laitende surface (c’est-a-dire I'exces d'énergie a I'iraeH) et
a la courbure de I'interface (voir [15, 18, 19]). Ce fait effeetivement observé ici : le terme de forces capillairesarp
action de rendre I'interface aussi plate que possible.

K=0 K= — k=0

-
WeT

FIG. 11.4.12 — Instabilité de Rayleigh-Taylor
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De plus, quand la capillarité est vraiment importarkfe-£ %), les forces capillaires sont prépondérantes au tout
début du processus, quand le systéme a peu d'inertie. Deact Que I'instabilité ne commence réellement a se déve-
lopper, la tension de surface tente de rendre I'interfaatepk’est la raison pour laquelle dans ce cas, le systenteedvo
de fagon contraire aux autres cas : elle semble se propages le bas” alors que les autres résultats montrent une
propagation “vers le haut”.

: E

: E
i } i

i -

- H

FiG. 11.4.12 — Instabilité de Rayleigh-Taylor (suite)
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4.4 Chute d’'une goutte

Afin de montrer le r6le joué par le contraste de viscositéeelets deux phases, et la facon dont le modéle peut en
rendre compte, deux résultats sont présentés ici. |l staggtimuler la chute d’une goutte de la phase 1 dans la phase 2.
Les paramétres communs aux deux tests ci-dessous sont

Pe = 1000, K =0.01, p}/p5 = 1000.

Dans une premiére simulation (figure 11.4.13), on consid@as ou la viscosité(yp) est choisie variable, avec un
rapport de viscosité de I'ordre de celui qui existe entrig Bal'eau : I'eau est0 fois plus visqueuse que l'air. Le nombre
de Reynolds choisi dans I'air eRte = 1000.

Dans le second résultat (figure 11.4.14), les deux fluides sopposés avoir la méme viscosiigg) = 1) et on
choisit & nouvea®Re = 1000. Rappelons, a titre indicatif, que I'eau et le mercure ofgéaivement des viscosités du
méme ordre et des densités différentes.

o 0 03

t=0.2 t=0.5

t=0.25 t=2

FiG. 11.4.13 — Chute d’'une goutte : viscosité variable
Dans le premier test (figure 11.4.13), la goutte rentre ent&ctnavec la couche d’eau présente au fond de la cavité,
puis se fond dans cette couche sans éclaboussures. Entreydans le second cas, on peut voir entre les instants.6
ett = 2.1, que le contact de la goutte avec la couche au fond de la qaat®que des éclaboussures et I'apparition
d’'une sorte de vaguelettes a la surface dont 'amplitudmattit avec le temps. On voit donc que le fait d’avoir ou
non des viscosités égales peut avoir des conséquencesamigsrsur la dynamique du systéme. |l est cependant clair
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t=0

t=0.25

t=0.3

t=0.6

t=0.8

b L L)}

L Lk

FIG. 11.4.14 — Chute d’'une goutte : viscosité constante

t=1

t=1.2

t=1.5

t=1.8

t=2.1
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gue si on laissait tomber la bulle d’une plus grande hautawave@c une vitesse initiale importante, on verrait aussi un
phénomeéne d’éclaboussures dans le cas d’'une goutte d’'eawddair.

Les résultats obtenus sont aussi qualitativement en a@s@d les résultats du méme type que I'on peut trouver
dans la littérature, en particulier la forme de la surfacknitant: = 0.6 dans le second cas (figure 11.4.14) est assez
caractéristique de ce type de simulations numériques, @mpan exemple celle effectuée par des méthodes level set
adaptatives dans [28].

4.5 Affleurement de bulles

On s’intéresse maintenant a un probleme voisin du précélist#git d’étudier le comportement d’'une bulle de gaz
a l'intérieur d’un liquide.

Viscosité constante Viscosité variable
100 x 100 100 x 100 200 x 200
) H
: H
) H
t:1 H

FiG. 11.4.15 — bulle de gaz
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Les paramétres utilisés sont les mémes que ceux employédalparagraphe précédent pour I'étude des chutes
de gouttes. On met a nouveau l'accent sur les différenceynl@ntique trés importantes entre le cas d’'une viscosité
variable et celui d’'une viscosité constante qui confirmedarte prise en compte des différences de viscosité dans le
modele proposé. Les résultats sont a nouveau en accordegjfialiec les résultats exposés dans [28].

En outre, on montre ici la comparaison des résultats obtéans le cas de la viscosité variable sur deux maillages
différents (00 x 100 et200 x 200). On constate la bonne cohérence des résultats qui mommelargence en maillage
de la méthode proposée ainsi que la bonne précision obtdawalcul sur un maillageé00 x 100 suffit a I'obtention
d’une solution précise pour un temps de calcul raisonnable.

Il est cependant clair que pour des cas physiques plus caegplans lesquels l'interface est trés étirée (cavité
entrainée), ou qui présentent de nombreux changementpaled@e dans les phases (instabilité de Rayleigh-Taylor pa
exemple), I'utilisation d’un maillage plus fin permet de mmecapter les interfaces et peut donc se justifier.

5 Meéthode de domaine fictif pour la prise en compte d’'un obstde

On va, dans ce paragraphe, montrer comment la méthode rquadnioposée peut étre adaptée pour le calcul d'un
écoulement dans un domaine rectangulaire avec obstactn(mue & des domaines non rectangulaires).
On note dans la suite
Qg ={1,..,N} x{1,...., M},

le domaine discrétisé, c'est-a-dire I'ensemble des caundes des cellules de la discrétisation.
Soit alorsQ?’ un domaine dan® représentant I'obstacle & considéreiQétson homologue discrétisé, c’est-a-dire

:i = {(77) € Qd, tels queA,;_j S Q’}

On cherche donc maintenant a résoudre le probléme (II(ll.1)5) surQ\Q'. C'est-a-dire que les équations doivent
étre discrétisées dafis\ Y’ et les conditions aux limites de Dirichlet homogéne pouiitasse et de Neumann popret
u doivent étre vérifiées en plus, sur le batd’ de I'obstacle.

5.1 Description de la méthode

L'idée utilisée ici est celle d'une méthode de domaine fidtit’agit de résoudre en fait un probléme discret sur
(14 tout entier dont la solution restreinte(¥;\ (2}, est une solution approchée du probléme de départ posé&ddus
[l faut en particulier faire en sorte de satisfaire les ndi@geconditions aux limites sur le bord du domaine dis€rgt
Pour ce faire, analysons séparément comment mettre en gédtestechnique sur les trois étapes de la méthode a pas
fractionnaires employée.

e Etape 1 - Equation de Cahn-Hilliard
Notons pour touti, j) € ),

g L1 si+10) ¢ Q
" 0 sinon ’
1 si(i=1,5) ¢ 9

9.5 =Y 0 sinon

b 1 si(i,j+1)¢Q,
%771 0 sinon

b [ 1 sii-1)¢9;
5771 0 sinon

autrement dit/; ; = 1 par exemple, si l'arréte droite de la cellulg ; est a la frontiere de I'obstacle.

On choisit dans un premier temps comment discrétiser ledittons aux limites suy, ou encore sur I'inconnue
intermédiaireM. Cette discrétisation doit préserver la propriété fondatale de I'équation de Cahn-Hilliard qui est
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la conservation de la composition moyenne du mélange (sdoteaine physiqué&\)' et donc sur2;\ 2!, pour le
probléme discret).

Bien entendu on garde le schéma (11.3.1) pour discrétise¥d@ations a 'intérieur du domaine physique, c’est-a-dir
pour tout(z, j) € 24\Q),. On aura donc conservation de la moyenneans cette étape si

1 M M

(4,)€Qa\ 2y 2

1 M M
ros(aana () —eaa (Y )—07
5y2 ( J+3 p)ises i3 p )i

Biy1; B j+1 .
oug 1 ;= —22 et .1 = —2-2 En écrivant la somme sous la forme
Sit g, pii%,j >i,j+ 5 pi,ji%
(4,5)€Qa\ 2 (1,5)€Q  (4,5)€Q

on constate que la premiére des sommes (celle qui port@ gusst nulle a cause des conditions aux limites imposées
sur le bord du domaine ficti?; (section 3.2). Ainsi la condition de conservation de la nmnedep devient

1 M M
= (o (3,700 (), )

(i,5) €, 2>

1 M M
+ Su? (fz’,jJr;A <_) - m,%A (—) > = 0.
y p i1j+% P i,jf%

Remarquons alors qu’un terme du tygggiJr%.jA (%) . se retrouve au plus deux fois dans la somme (dans le
h - i+ 5,

terme issu de la cellulg, j) et celui issu de la cellulg + 1, j) & la condition que celle-ci soit dafi,). Ainsi deux cas

se présentent;, j) € Q, étant fixé :

- Si(i+1,5) € Q, alors le terme(si—inJr%.jA (M) . est présent exactement deux fois dans la somme avec
- i+5.]

(11.5.1)

p
des signes opposés (sommes télescopiques), la contrilblgtioe terme est donc nulle. Remarquons que dans ce
cas, on a par définitio; ; = 0.
— Si(i+1,5) ¢ ), alors ce terme n’est présent qu’une seule fois, et dansscercad; ; = 1.
En appliguant ce méme raisonnement a toutes les direct®rs®mmation et a tous les termes, la condition (I1.5.1)

s'écrit
1 M M
d &1 A= —9gii& 1 A —
E 522 < 17_]€z+§,] < P )i+%,j gl7.7527§;] < p )1%7]>

(4,5) €9
1 M M
+ 51/2 ( 17'7617'7+§ ( P >j1j+l 17'7527]75 < P >i,jl>

2 2

(11.5.2)

Or les cellules qui sont & I'intérieur de I'obstacle disc¥étont toutes leurs voisines dafi, c’est-a-dire que pour une
telle cellule(i, j), on a
dij = gij=hij=0bij=0,

et donc la contribution de cette cellule dans la somme peftédest nulle. Ceci montre que, comme on s’en doutait,
seules les cellules situées a la frontiére de I'obstackretisnterviennent pour la conservation de la moyenne der
le domaine physiqu,\!,. NotonsoQ, 'ensemble des cellules du bord %, c’est-a-dire celles pour lesquelles au
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moins l'un desi; ;, g; ;. hi j, bi ; €St non nul. Au final, la condition de conservation s’écrit

1 M M
o (dgnsn (2) | —oepa (D)
Z ) ( I15i+ 3,7 P) i1, WI5i—5,7 p )i 1 ;

(i,5) €09, 2

1 M M
+ s | Pyt A <—) —d;i &1 <—> ) =0.
(53/2 ( JT3 p i,j+% 2J p i,ji%

Ainsi pour assurer cette conservation, on voit apparakitenellement la condition au bord qu’il faut imposer sur les
cellules dedfY),. En effet, dans la somme précédente chaque terme contiealelar de% sur la cellule(i, j) et les
valeurs de? sur les cellules voisines dé, ;) qui sont dans le domaine physique (les autres termes saamaluse de
di,j! i j h;j’j ou bi,j)-

Ainsi, on peut discrétiser la condition aux limites sur lerdde I'obstacle en imposant la nullité de chacun des
termes de cette somme qui constituent une expression dmmm% suroQ, en fonction des valeurs calculées dans
le domaine physique.

Finalement, la condition aux limites choisie pour cettdipate I'équation est : pour to, j) € 0,

1 M M
_ T A — — G; &1 A —
ox? (d 7'7£l+2’] < P >i+%,j giibi 2! < p >1%1]>
1 ) (%)
+ — i — —d; ;&; -1 — =0.
(sy ( 77£ ]+2 < p i1j+l 76 \J p i,jf%

2

(11.5.3)

Notons que si tous les coefficients discrets de diffugion ; et¢; ;. 1 sontnuls, alors la condition devient vide ce qui
est completement cohérent avec la dégénérescence deatepéde diffusion dans ce cas.

La condition aux limites sup, ou plutdt sur®, dans (11.3.1) est obtenue par analogie en écrivant qu'alie t
condition doit assurer I'équivalent discret de la nullité intégrale du laplacien dé sur le domaine physique. La
méthode précédente améne naturellement a la condition

1

6 Fyr)
1

t5s (h,i,jm,.ﬁ% ~diAR,, ) =0,

(df ALy 91 AR %J) (1.5.4)

JJ— 3
écrite pour toutes les cellul¢s j) € 0.

Notons que les valeurs deet M sur les cellulegi, j) € Q/,\0€, qui sont a I'intérieur (au sens “topologique”) de
I'obstacle n’interviennent nulle part dans le probléme ynpois dans ce qui va suivre.

En pratique, il suffit donc de modifier la matrice écrite daaschs sans obstacle en remplacant les lignes qui
concernent les cellules @&/, par la traduction matricielle des conditions (11.5.3)5l4).

e Etape 2 - Equation de transport

Ce terme ne pose aucun probléme car le champ de vitesse einsitout I'obstacle et donc le schéma de Rase-
tarinera proposé au début du chapitre dégénere de facaamitparént acceptable dans I'obstacle et sur les cellules du
domaine physique qui sont proches de I'obstacle.

e Etape 3 - Equation de Navier-Stokes

Pour la discrétisation de I'équation de Navier-Stokes par méthode de domaine fictif, on se réfere a [2] ou une
méthode pénalisation est proposée. Sa mise en oeuvresesinmgéle dans notre cadre et il est prouvé dans [2] que cette
méthode est convergente quand le paramétre de pénalisatidners).
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En résumé, il s’agit de remplacer la résolution de I'équatie Navier-Stokes (11.1.4) avec conditions de Dirichlet
surQ\ Q' par la résolution de I'équation pénalisée suivante {stout entier

0] 1 . 1 1—¢?
p Y v Vv — —div 2n(p)D(v)) + ~1lov + Vp=KuVe + ek Zv(L + pg,
ot Re A 4 p

ou 1o est la fonction indicatrice de I'obstacf¥ et A\ un petit paramétre de pénalisation. Il est prouvé dans [2] qu
3
VIl Lz(0,7;02(00)) < C(T)A%,

et qu’en fait I'erreur obtenue numériqguement est approkiveenent en(\) sur I'obstacle.

Il est aisé de mettre en place cette technique de pénafisafmartir du schéma proposé dans ce qui a précédé en
rajoutant dans la matrice du probleme de Stokes des Coetﬁﬁédans les lignes concernant les celluleg) qui sont
dans I'obstacle discretigé,.

Cependant, a la fin de la résolution d’un pas de temps, il eipensable d'imposer numériquement= 0 sur
les cellules de I'obstacl@!, pour éviter que les erreurs numériques dues a la méthoderdgigation sur la nullité
de v dans l'obstacle, ne viennent perturber la partie transpera discrétisation. On est ainsi certain que les valeurs
de ¢ a l'intérieur de I'obstacle (qui n’ont, par définition, auctgens physique) ne jouent aucun réle dans la solution
de I'équation de transport. En outre, I'erreur commise pettecopération est maitrisée grace a I'estimation d’erreur
précédente.

5.2 Un exemple de résultat

On peut envisager de nombreuses applications de la métmédédente, par exemple, pour I'étude d’écoulements
diphasiques en milieu poreux dans lequel I'obstacle fdit®e phase solide dans le probleme.

Pour illustrer la validité qualitative de la méthode profg@son montre ici les résultats obtenus sur un écoulement
classique autour d'un obstacle. Plus précisément, il s@dgisimuler la décomposition spinodale d’'un mélange non
métastable dans un écoulement de Poiseuille autour d'uaaegvoir figure 11.5.1, I'écoulement a lieu de gauche a
droite). Les parametres utilisés sont

Re =10, K =101, Pe = 1000.

On retrouve d’'une certaine facon les caractéristiques dd@hange sous cisaillement (voir la section 4.2) : une
structuration essentiellement en bandes dans la diredgdiécoulement avec des bandes plus fines aux endroits ou
le champ de vitesse et son gradient son plus importantsa-‘dse de part et d’autres de I'obstacle, puis dans la zone
centrale du canal en aval de I'obstacle.

On a vérifié sur cet exemple que la moyennexdians le domaine physique était bien conservée ce qui aaaistit
la base du choix des conditions aux limites discrétes éébssur I'obstacle pour le paramétre d’ordre et le potentiel
chimique.
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t =10

FiG. 11.5.1 — Décomposition spinodale dans un écoulement adfan obstacle
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6 Conclusions

Dans ces deux premiers chapitres nous avons dérivé rigeemeent un nouveau modele pour I'étude des écou-
lements de mélanges diphasiques incompressibles. Ce enpd&id en compte aussi bien le contraste des densités,
que celui des viscosités ainsi que la tension de surfacatarface (forces capillaires). On espeére ainsi pouvoidren
compte aussi bien des phénomenes hydrodynamiques que éesnpénes chimiques qui se produisent dans ce type
d’écoulements.

Pour confirmer ceci nous avons montré, dans le deuxiémetobaypiie la mise en place d’un schéma aux différences
finies permettait de retrouver qualitativement un certambre de résultats expérimentaux (voir les photos dans [24]
ou dans [3], par exemple), dans des situations assez divedgeomposition spinodale d’un polymere dans un solvant
sous cisaillement, cavité entrainée, instabilité de Rglyldaylor, chute d’'une goutte de liquide, affleurement dies
de gaz a la surface d’un liquide.

En fait, seule la discrétisation du terme de transport dmé particulierement soignée si I'on veut éviter que la
diffusion numérique au voisinage de l'interface ne permettis de suivre cette interface dans les temps longs. Dans
cette direction, nous avons montré que ['utilisation d'ehé&ma d’ordre2 antidiffusé et stabilisé proposé par P. Ra-
setarinera dans sa theése, permettait un réel gain qualiafin, en comparant notre modéele a celui des équations de
Navier-Stokes incompressibles non-homogeénes, nous auogse la présence du terme de Cahn-Hilliard rendait la
discrétisation de I'’équation de conservation de la masselgarameétre d’ordre) plus aisée, le terme de Cahn-Hilliar
ayant naturellement une action d’antidiffusion qui tene@aserver I'équilibre local au voisinage de I'interface aghe
instant.

Dans une derniére partie, on montré brievement que la méthachérique proposée pouvait s'étendre, par une
technique de domaine fictif et de pénalisation, a des cakursles écoulements avec obstacle ou sur des domaines
non rectangles. Ceci permet d’envisager a court terme lalation d’écoulements triphasiques avec une phase solide,
comme par exemple des calculs d’écoulements diphasiguedien poreux a I'échelle des pores.
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Deuxieme partie

Etude mathematique du modele : existence
et comportement qualitatif des solutions
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Introduction

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons a I'éttolégue du modéle (11.1.1)-(11.1.5) présenté dans lexdeu
premiers chapitres. Rappelons que les équations obteégissent I'évolution de quantités macroscopiques quiceara
térisent en tout point la composition du mélange d'une gatgdmeétre d’ordre, potentiel chimique:) et I'écoulement
d’autre part (champ de vitessg pressiormn).

Dans I'étude théorique de ce probleéme, plusieurs types dstipms fondamentales se posent :

e Problemes d’existence et unicité :

Le probléme est-il bien posé en dimensibcomme en dimensioh? On s’attend a I'existence globale de solutions
faibles dans les deux cas mais I'existence globale de sakifortes en dimensidhest certainement un probléme ouvert
car ce résultat est déja inconnu pour I'équation de Naviekés incompressible homogene. Des résultats locaux sont
tout de méme envisageables.

On va voir en fait dans le chapitre 3 que si I'on se place danasehomogéne (les deux phases ont la méme densité
0} = p9), alors les résultats attendus sont vrais : existence tgatgsolutions faibles, existence et unicité de solutions
fortes globales en 2D et locales en 3D.

Dans le cas non-homogene génépdl £ p9), de tels résultats restent des questions ouvertes ecydatia cause
de la forte non-linéarité des équations. En revanche, saibiiiypothese de faible non-homogénéité (chapitre Bst’

a-dire quep? — pY est petit devant la densité de référemesx(p!, p9), ou encore que = %ﬁ‘g) est petit devant

1, alors on prouve en effet que des solutions faibles exigtent tout temps, que des solutions plus réguliéres existent
et sont uniques sur les mémes temps d’existence que ceuggleation de Navier-Stokes homogéne incompressible
usuelle.

e Problémes qualitatifs :

Dans le modéle présenté dans la premiére partie, le pammi@trdre p est choisi de telle sorte que ses valeurs
physiques soient comprises entré et 1. Une question de premiére importance est donc de s’assuedeq solutions
mathématiques des équations vérifient bien cette propGétéype de questions a été assez frequemment étudié dans la
littérature sur I'équation de Cahn-Hilliard [2, 4, 5].

La difficulté principale est la non-existence d'un princghe maximum pour 'opérateuilaplacien et de maniére
générale pour les opérateurs elliptiques du quatriemesd8dr Ainsi, si par exemple on choisit la mobilifé(y) cons-
tante égale a et le potentiel de Cahn-Hilliard polynomial, il est clair que I'on ne pourra pas montrer ceiémation
L.

En fait, pour espérer pouvoir montrer ce résultat, il faut¢ wertaine forme de dégénérescence et/ou de singularité
quelque part dans I'équation. Deux cas précis sont étudiéda dégénérescence (i.e. I'annulation) du coefficient de
diffusion B(y) eny = +1, ou alors le choix d’'un potentiel de Cahn-Hilliard singualipar exemple sous sa forme
logarithmique, de sorte que les dérivéesitlexplosent ent1.

On va montrer dans le chapitre 3, qu’effectivement ces desxpermettent de conclure sur la validité physique de
la solution mathématique obtenue.

e Problemes asymptotiques :

On sait expérimentalement et numériquement, que si I'ooepla état homogéne non métastable Iégérement per-
turbé sous cisaillement alors la séparation des phasas etlie@ dynamique du systéme peut étre complexe selon le taux
de cisaillement(voir le chapitre 2 et [1]).
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En revanche, on va montrer dans les chapitres suivantgbdist asymptotique des états métastables sous cisaille-
ment. Concrétement cela signifie que, comme le confirme €a&pce, les mélanges uniformes sont stables sous ci-
saillement si dans les conditions de I'expérience la coitipasnoyenne du mélange est un état métastable du potentiel
chimique, ou encore mathématiquement que celui-ci soitoimt ple convexité locale du potentiel de Cahn-Hilliard.

e Influence du cisaillement :

On a observé dans le chapitre 2, que les mélanges homogémieka dmmposition n'est pas un état métastable
du potentiel de Cahn-Hilliard sont instables, et que sosailtement, I'instabilité prend la forme de bandes paledle
organisées dans le sens de I'écoulement.

Dans le chapitre 5, on se place dans le cadre physiquemennraible ou I'épaisseur de la cellule de Couette
est petite devant le rayon moyen de la cellule ce qui mathigoehent correspond a un domaine trés étiré dans une
direction et a un grand taux de cisaillement (d’ordye). On étudie dans ces conditions la persistance du caractere
1D de solutions pour le systéeme bidimensionnel. Ces saisitiD correspondent aux solutions “bandes” obtenues
numériquement et expérimentalement.

On obtient une hiérarchie de résultats en fonction de latisollD de référence considérée. Celle-ci montre es-
sentiellement que les solutions homogéenes du systemenpea@seine plus grande stabilité que les solutions “bandes”
quelconques et qu’en outre parmi ces solutions homogéresolutions dont la composition moyenne est un état méta-
stable du potentiel sont stables sur un temps infini.
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Chapitre 3

Preliminaires et etude du cas homogene

1 Rappels sur le modele considéré

Dans ce chapitre et le suivant, le champ de vitesse sera ingiéementv. Dans ces conditions, en prenant pour
simplifier les écritures tous les parametres physiqlies £, etPe) égaux al, le systeme étudié s’écrit

9% 9w div [BW 10 _
2+ 0.V — div (ps(@)v <ps(@)>> 0, (11.1.1)
p=—a’Ap+ F'(p), (1n.1.2)
p= () <% + U.Vv) —2div (n(¢)D(v)) + Vp = uVp + z—:l _44'02V (pjw)) + pe(p)g, (1.1.3)
div (v) = 0, (111.1.4)

ou la densité renormalisée est donnée par
p—1
pe(p)=1+¢ <—2 ) ,

avec 0 o
lpi — 5
max(pf, pf)
qui représente la différence relative des densités. Ngusetans la notation usuelle pour le tenseur des déformation

D(u) = (Vu + Vu')/2 pour tout champ de vecteur Les conditions aux limites physiques pour ce probléme sont

g—f = (), condition de normalité de I'interface et du bord du domaine
(11.1.5)
g—g = (), condition de non-diffusion au travers du bord du domaine

ainsi que des conditions de type Dirichlet (ou périodicitélr le champ de vitessesur lesquelles on reviendra plus
tard.

Comme on 'avu dans le premier chapitre, ce systéme estobtedcrivant les équations de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement de chacune des deux espéeastdrice d’'une interface, c’est-a-dire d’'une énergie
d’échange et d'une tension de surface, est prise en comgténtroduction d’'une énergie libre thermodynamique qui
dépend non seulement de la composition du mélangeais aussi de son gradient. Le choix d’'une telle énergie est
guidée par de nombreux travaux, en particulier ceux de CaHiileard [11]. Si on fait alors une étudie dimensionnelle
des équations, on obtient une description de I'écoulemamt p
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— Une équation sur le paramétre d’ordpe(lll.1.1) qui donne en tout point et a tout instant la comgpogi du
mélange. Celle-ci comporte deux termes de nature distinateerme de transport par le champ de vitesse moyen
de I'écoulement et un terme de diffusion a travers I'integfdont le flux est proportionnel au gradient du potentiel
chimiquep.

— Une équation donnant le potentiel chimique en fonctionatamétre d’ordre (111.1.2), issue directement du choix
de I'énergie libre de Cahn et Hilliard.

— Une équation décrivant I'évolution du champ de vitesseeanau mélange (111.1.3) qui n’est autre qu’une équation
de Navier-Stokes non-homogene incompressible compartatgrme de forces capillaires agissant a l'interface.

— Enfin, dans les conditions de ce travail, ou seuls les éomriés de deux phases incompressibles sont envisagés, il
est naturel d’obtenir une contrainte usuelle d'écoulensavolume (ou d'incompressibilité pour simplifier) pour
le champ de vitesse moyensous la forme (111.1.4).

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Dans un prdem#s, on convient des notations utilisées dans ce
chapitre et dans le suivant, ainsi que du cadre fonctiordsi a notre étude. On rappelle aussi les divers résutiats d
on fait 'usage dans les démonstrations.

Dans un second temps, on s'intéresse au cadre homogenemenrdit, c'est-a-dire au systeme plus simple dans
lequel on fait 'hypothése que les deux phases ont la ménmtdee systéme est obtenu en prenant0 dans (I11.1.1)-
(111.1.4). Plus précisément, on se consacre tout d’aboxgiaoblémes d’existence, d’unicité, de globalité et de fégié
des solutions du systéme considéré, y compris quand la itdoBil) dégénére ou encore quand le potentiel de Cahn-
Hilliard F' est choisi singulier. Enfin, on établit le principal résulie stabilité asymptotique des états métastables du
potentiel.

Le chapitre suivant est consacré a I'étude du modéle con@pheterra alors que I'hypothése de faible inhomogénéité
(en quelque sorte I'équivalent de I'hypothése de faible passibilité dans le cas compressible [22]) intervientad®h
cruciale pour établir des résultats optimaux, en partrules résultats d’existence globale, et méme uniformesraps.

On montrera de plus un résultat de stabilité asymptotigeestits métastables dans le cadre faiblement nonhomogene,
semblable a celui obtenu a la fin de ce chapitre.

2 Notations et résultats préliminaires

Tout ce qui est présenté dans cette section est commun amitreled au suivant.

e Notations classiques

Dans tout ce qui suif) étant un ouvert de I'espa®?, on notel.|, la norme usuelle sur 'espadé ((2) des fonctions
a puissance-iéme intégrable. Dans le cas= 2, le produit scalaire suf.?(2) est noté(.,.). On désigne palt.||, la
norme usuelle sur I'espace de Sobolév((2) et par((.,.))s le produit scalaire sur cet espace. Enfinigésigne la
dimension de I'espace, on ndt& () = (LP(Q2))? etH*(Q) = (H*(Q))4, leurs normes étant toujours notéds et
II]ls. Dans tout ce qui suit, lorsque cela n’'induira aucune caafysn ne précisera pas le domafdeonsidéré. Dans les
écoulements incompressibles, la pression est toujoursié@fune constante pres (elle n’intervient que par son gradi
dans les équations). On a donc besoin d’introduire les espguotientdd * /R pour touts > 0 obtenus en quotientant
H* par la relation d’équivalence

f~g<= JueRtel quef =g + pu.

Il est facile de voir que ces espaces sont des espaces dehlBamada norme
«/p = inf .
|| fll = /= inf If =+ wlls

Enfin, le produit intérieur de deux tenseurgto’ est toujours noté

d
Lo E : i
ag.0 = (7'7',_’]‘0'1:]4.

ij=1
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e Domaine de I'étude et espaces fonctionnels

Les résultats exposés dans ce travail, se consacrent dd'@articuliere du systéme d’équations obtenu dans la
premiéere partie de la thése, dans le cas d’'un écoulementsaillement. La raison en est que 'une des motivations de
ce travalil est I'étude de la décomposition spinodale sagle@ment (dans un systeme de Couette-Taylor).

Il est clair que tous les résultats présentés ici sont encalables si on étudie le probléme dans un domélne
régulier avec des conditions aux limites homogenes ou nainles méthodes de relevement de Hopf dans [23, 31]).

Ainsi, les énoncés et les preuves qui vont suivre, sont dodags le cas ou le domaine consid@rést un canal en
dimensiond = 2 ou 3, c'est-a-dire de la forme

d-1
0 =][1-LiLilx]-1,1],

i=1

la derniére variable étant dans tous les cas nat€e domaine, est une approximation d’'un domaine de typertcome”
issu du systeme de Couette-Taylor, lorsque I'on négligeffess de la courbure. Ceci est loisible car dans un tel systé
I'épaisseur de la couronne (c’est-a-dire la différencerdgens des deux cylindres considérés) est petite devaaydar
moyen de la cellule (voir la figure 11.4.5).

Ainsi, pour ce domaine d’étude, les bords= +1 sont des bords physiques sur lesquels on impose des cargditio
aux limites physiques, alors que les bords dans les directioet y (si d = 3) sont purement mathématiques, les
conditions imposées étant alors des conditions de péiiédic

Dorénavant, quand on dit qu’'une fonction définie Suest périodique en (ety le cas échéant), cela sous-entend
gu’'elle est périodique de périodg enxz et de périodd., eny. En d'autres termes les fonctions que I'on considere sur
(2 sont des fonctions définies en fait sur le produit d'un torelideensiond — 1 avec l'intervalle] — 1, 1].

U
... z=1
Q
toz=-1
-
-U

Dans le systeme de cisaillement, les conditions aux lingteda vitesse ne sont pas, par nature, homogenes. On
prend en effet des conditions aux limites du type

v="Ue, sur{z =1}, v=—-Ue, sur{z = —1}, (1.2.1)

associées a la périodicité dans les autres directions. dmditeons aux limites sup et i étant données par (111.1.5).
Cependant, pour I'étude mathématique du probléme, onmtoitduire les conditions aux limites homogénes associées
aux vraies conditions aux limites ainsi que les espacesmdéeoulent. De ce fait, on introduit les conditions suieant

- . e A
 est périodique em (ety sid = 3), et satlsfaltg—f = Ba_yap =0sur{z = £1}, (1.2.2)
u est périodique e (ety sid = 3), et satisfaits = 0 sur{z = +1}. (mn.2.3)

Puis, on définit les espaces adaptés a ces conditions audrord p

® = {3y € D(Q), vérifiant (111.2.2)},
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B, = T,
V= {uecDN) di(u) =0, vérifiant (11..2.3)}
V—S _ VWS(Q).

De facon classique, les espadgset V; seront notés respectivemeiitet V. On rappelle que pour les fonctions éie
la condition au bord: = 0 n'a pas de sens, en revanche, on montre que ces fonctiofienéiiz = 0 (au sens des
traces).

On noteP le projecteur orthogonal darfig () sur I'espacef.

e Opérateur de Stokes

On rappelle (voir [31]) que pour toute fonctiardans I'espac?, il existe un unique coupledu, 7) € H x (H'/RR)
tel que

Au = —Au+ Vm,

I'opérateuru — Awu est un opérateur non-borné datisde domaind’;, appelé 'opérateur de Stokes. De plus, il existe
des constantes;, Cy, C3 > 0 telles que pour tout € V5, on a
Chllullz < Aulz < Coflullz,
Il < Csllulls, (111.2.4)
7|2/ < Csllull1.
e Inégalités fondamentales
Tout au long de ce travail nous utilisons les inégalitéssitpges de Sobolev que I'on ne rappelle pas ici.
On rappelle les inégalités de Poincaré et de Korn [24] : is&exdes constant&s,, Cs > 0 telles que pour tout
u€V,ona
llu|li < Cy|Vuls, (11.2.5)

De plus, si pour toute fonctiofiintégrable, on noten(f) = ﬁ Jo, f samoyenne, alors [32] il existe une constante
Cgs > O telle que

{ le ~ m(e)lly < Ca|Vepla, Vg € @1, (inégalité de Poincaré moyenne) (1.2.7)

llo = m(@)lls+2 < Csl|Aplls, Vs >0, Vi € @45 (régularité du laplacien)
Grace a ces derniéres inégalités, on utilisera de facomra¥te des inégalités du type
Vel = [IV(e =m(e)ll < lle —m(p)ll2 < Cs|Apla, Yo € Ps.

Enfin, en dimensiod = 3, on utilisera les deux inégalités d’Agmon [1]

e z %, our toutf € H?,
[floo < CRAIAIFNANS S P f (11.2.8)

|floo < Cr|fI31I1l5. pourtoutf € H?.

Enfin, rappelons les propriétés de la forme trilinéaire reltement associée a la formulation faible des équations de
Navier-Stokes [30, 31].

Lemme I11.2.1
En dimensionl < 3 et pouru,v,w € H' (), on définit
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alorsb posséde les propriétés suivantes
b(u,v,w) + b(u,w,v) =0, Yu,v,w € V, (1n.2.9)
et

b, v, w)] < Clul ol el Y, v, 0 € B (Q),
Do ] (111.2.10)
by, w)] < Clulf lull? [ol3 [0]1F s, Vu,v € B (@), Vo € V.

Dans la suite, on notB(u,v) la forme linéaire continue sur’ définie parB(u,v).w = b(u,v,w). Le résultat
précédent montre qu# est bilinéaire et continue dé x V' a valeurs dang’’.

e Conservation de la moyenne pour I'équation de Cahn-Hilliad
L'équation de Cahn-Hilliard, et plus généralement, I'éipra(lll.1.1) associée des conditions aux limites (15
vérifie la propriété fondamentale suivante.

Lemme IIl.2.2
Toute solutionp de (111.1.1) vérifiant (111.1.5), avec un champ de vitess&) € H, satisfait

0

ce qui implique
m(p(t)) = m(po), tant quep existe

La preuve est immédiate en choisissant la fonction corstagéle al comme fonction test pour I'équation (111.1.1).
Dorénavant, on utilisera systématiquement cette prapdans les diverses estimations, sans toujours la rappglir e
citement.

e Solutions stationnaires

On peut remarquer que, si on suppose gest le gradient d'un potentiél, alors on peut construire une famille de
solutions stationnaires de (111.1.1)-(111.1.4)

©>* =w, vY =Uze,, (11.2.11)

ol w est une constante donnée. Dans la suite, on va s'intéréstefdis dans le cadre homogeéne et non-homogéne)
a la stabilité asymptotique de telles solutions. De plustrbduction de ces solutions stationnaires est nécespaiir
pouvoir énoncer précisément les résultats qui vont étrey@e par la suite.

e Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Dans la suite, on utilisera trés souvent des résultats besid/interpolation Hilbertienne, que I'on peut par exeenpl
trouver dans [1, 27], et que I'on rappelle trés brievememntassous avec des notations un peu différentes.

SoientX etY deux espaces de Hilbert séparables. On suppos& cgimjecte de facon continue et dense dans
ce que I'on note pour simplifiek C Y. Alors il existe un opérateur non bordédansY de domaineX, autoadjoint,
positif, tel que la norme d& soit équivalente a la norme du graphe 8A) = X, c’est-a-dire

1
llullx ~ (lully + [[Aull3)=.

On pose alors pour< 4 <1
[X, Y]y = [V, X]p = D(A")

que I'on munit de la norme du graphe. Cet espace et sa topohegdépendent que dé et deY et pas de I'opérateur
A choisi (qui n'est pas en général unique). Les espaces adfisiglsont appelésspaces interpolésntre X etY. Le
lemme suivant récapitule les propriétés des espaces adsrdont on aura besoin dans la suite.
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Lemme I11.2.3
— Pour toutX, Y, 6 vérifiant les hypothéses ci-dessus, on a

lullixyye < lully " lull’ -
— Soit) un ouvert régulier d&?, s, < s, deux réels positifs ét € [0,1], on a
[H* (), H* (Q)]g = H =D+ (q),
On rappelle de plus les résultats suivants [27, 29].

Lemme IIl.2.4
SoientX C 'Y C Z trois espaces de Hilbert, tels que I'injection ¥edansY” est compacte.
i) Pour toutp,, ps €]1, +oc[ l'injection

trermorx), ey m01y)

est bien définie et compacte.
ii) Pour toutp > 1, l'injection
o df
{f el (07T; X) E € LP(O7T; Z)} — C([O T]7 Y)
est bien définie et compacte.
iii) On a l'injection continue

{f € L*(0,T; X) #eLQ(O,T;Y)}%C(O,T;[X,Y] )

1
2

e Lemme de Gronwall uniforme
On rappelle pour terminer I'énoncé et la démonstration dante de Gronwall uniforme (voir [32]), qui permet
d’obtenir des estimations uniformes en temps sur les swistiortes du systéeme d’équations considéré.

Lemme IIl.2.5
Soienta, b ety trois fonctions continues et positives définies[8La-oo[. On suppose qugest dérivable et vérifie pour
toutt > 0

y'(t) <a(t) +b(t)y(t).
On suppose de plus qu’il existe trois constaitesC-, Cs telles que pour tout> 0 on ait

t+1 t+1 t+1
/ a(s)ds < Ch, / b(s)ds < Oy, et/ y(s)ds < Cjs.
t t t
Alors, pour toutt > 0, on a I'estimation

y(t) < (max(y(0), Cs) + Cy)e ™.

Preuve :
Tout d’abord, pour < 1, le lemme de Gronwall nous fournit immédiatement

mw<@®+éawwyﬁmm<w®+aw%

Supposons maintenant> 1, et appliquons le lemme de Gronwall sur I'intervdliet] ou s esttel ques <t < s+ 1.l
vient

s+1 .
v < (s + [ atudu) el 0% < (y(5) + 0
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Cette derniére inégalité est valable pour teutl quet — 1 < s < t. On peut donc l'intégrer par rapportasur
l'intervalle [t — 1, ¢], de sorte qu’on ait

y(t) < (/t y(s)ds + Cl) > < (Cy + Cp)e .

t—1

On obtient le résultat annoncé en combinant les inégaliitenaes pout < 1 et pourt > 1. [ |

3 Résultats principaux dans le cadre homogene

Maintenant que les préliminaires sont établis, on va seamss jusqu’a la fin de ce chapitre, exclusivement au
probléeme homogene, c’est-a-dire que I'on considére desléa®nts de deux fluides (ou phases) de mémes densités.
Dans ces conditions, le systeme étudié devient

%—f 0.V — div (B(p)Vi) =0 (111.3.1)
p=—a*Ag+ F'(¢) (111.3.2)

00 (0¥ - 20 (1) D)) + Vp = iV (11.33)
div (v) = 0 (111.3.4)

v(0) = vo etyp(0) = o (111.3.5)

muni des conditions de périodicité dans les directioes$y et des conditions aux limites (111.1.5),(111.2.1) sur lesrbs
physiques du domaine. Remarquons que I'on a supprimé leetesouarceg dans le second membre de (111.3.3), car
celui-ci est généralementissu d’un potengiet VG et donc peut étre incorporé dans le gradient de pressiors das
les cas le mouvement est engendré par les conditions aurdimdon homogénes de cisaillement.

Dans cette section, on définit les notions de solutionsdaiét fortes pour le probleéme (111.3.1)-(l11.3.5), et on éne
les divers résultats obtenus.

3.1 Définitions
Définition 111.3.1
SoientU > 0, vy € v, + H, ¢y € ®; donnés. On dit quey(v) est une solution faible dgll.3.1)-(111.3.5) sur[0, T[
0<T< +x),si
— v ety satisfont
v =, € L%(0,T; H) N L, (0, T5V) N CO([0,TT[; Viz),
pE LOO(OI Ta (Dl) N Ll,20(3(07 Ta (D?) n CO([Ov T[a (Dl)
— Sion pose
pu=—a*Ag + F'(p) dansD'(]0, T[xQ), (111.3.6)

alorsy satisfait
ne Ll200(07 Ta (Pl)

— On a les conditions initiales
v(0) = vy, et p(0) = @o.
— Pour toutv dansV,

%(U,w) + b(v,v,w) + 2/97;(@)D(v) : D(w) = — /Q(w.V,u)np dansD’(]0, T). (1.3.7)
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— Pour tout) dans®,

d
E(w,w) + / B(p)Vu.Vip — / (v.V))p = 0 dansD'(]0, T). (111.3.8)
g Q Q
Les solutions fortes sont cherchées dans les espacestsuivan

Définition 111.3.2
SoientU > 0, vy € vZ +V, po € ®2, on dit que(yp, v) est une solution forte d@ll.3.1)-(111.3.5) sur[0, T, si (v, v)
est une solution faible si@, T[ (0 < T < +o0) et si de plus on a

v - € L>0,T;V)n L}, (0,T; Vo) nCO([0, T[; V),
@ e L®(0,T;®) N LY (0,T; ®,) N CO[0, T[; D).

Remarque 111.3.1 B B
Les fonctions déi?(f2) étant continues s, toute solution forte est en fait continue sy@, T[x (2.

Dans le cas dégénéré que I'on va considérer plus loin (&«@lte que I'on autorise la mobilit8(y) a s'annuler
pour certaines valeurs dg), on pourra aussi admettre que la fonctiBr(ou une de ses dérivées) soit singuliére aux
points ouB s’annule. Dans ce cadre la définition 111.3.1 peut perdressns, ainsi si I'on suppose seulement @€’
est bornée, on peut définir une classe un peu plus faible dé@w plus adaptée au probléme dégénéré.

Définition 111.3.3
SoientU > 0, vy € v + H, py € ®; donnés. On dit quegv) est une solution en un sens trés faible du probléme
(M.3.2)-(11.3.5) sur[0, T[ (0 < T < +00), Si
— v ety satisfont
v -0 € L>®0,T; H)N L}, (0, T;V)NnC°([0,T[; Vi_s),
4

loc

p € L(0,T;81) N L3, (0, T; ®5) N CO([0, T[; ®1).

loc

— On a les conditions initiales
v(0) = vo et p(0) = po.

— Pour toutv dansV,

%(U,w) + b(v, v, w) + 2 /Q n(¢)DW) : D(w) = —a* /Q(w.Vgo)Ago dansD’(]0,T), (111.3.9)

— Pour tout) dansVs,

%(Wp) +a / Agdiv (B(p)Ve) + / B(p)F" (0) V. Vi — /(u.w)@ — 0 dansD'(J0,T]). (I11.3.10)
4 JQ JQ JQ

Remarque 111.3.2

Dans cette derniere formulation, le potentiel chimiqua'apparait plus. En patrticulier dans I'équatififi.3.9) on a
remplacéuV ¢ par—a?ApVy dans le second membre, car le terfiiéo)V o est le gradient dé"(p) et peut donc
étre inclus dans le gradient de pression, ce dernier n’gexplicitement présent dans la formulation faible gealze
contrainte de divergence nulle sur les fonctions test.
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3.2 Enoncés des résultats

Nous avons vu dans le chapitre 1 que I'hypothése physiquéafoentale pour le potentiel de Cahn-Hilliafd
quand on est en présence d'une séparation de phases, édbgyposséder une forme en double puits, chacun d’entre
eux représentant les deux phases du mélange. On trouvdielserent dans la littérature physique [13, 16, 20] des
expressions logarithmiques du type

F(z)=0.1—-2%) + 0((1 +z)log(1 +z) + (1 —z)log(1 — :c)),

ou bien, quand la température est proche de la températitiggier une expression polynomiale du type

1’4

CL’2
comme illustré dans la figure 1.2.1.

Dans toute la suite de ce travail, on s’efforce de faire dgmtheses sur le potentiél qui rentrent dans ce cadre
physique. Le cas des potentiels polynomiaux est bien slukegimple, cependant on montre comment traiter aussi le
cas logarithmique.

En ce qui concerne la mobilitB(), une des difficultés mathématiques est que celle-ci peuttéekement dégé-
nérer, c'est-a-dire s’annuler pour les valeurs critiqges +1, un choix physiguement raisonnable étant [14, 18].

B(z)=(1—-z%", r>0.

On montre par la suite que I'on peut tout de méme obtenir dadteds dans ce cadre, et méme préciser les résultats du
cadre non dégénéré par I'obtention d’une estimafi&hsurp qui nous assure que la solution obtenue prend des valeurs
physiquement admissibles.

Désormais, les fonctionB et sont supposées, au moins localement LipschitzienneR.s@n suppose de plus,
que la viscosité vérifie : il existg , 2 > 0 tels que

m <n(z) <, Vr € R
3.2.1 Cas non-dégénéré
On suppose ici, en plus des hypothéses générales précgdprae
3B;1,By >0, B <B(z) < By, Vt € R (11.3.11)

De plus, on suppose que la fonctibrvérifie les hypothéses suivantes

F estde class€?, et F > 0, (11.3.12)

3 F, B > 0telles que|F' (z)| < FilzP + Fy, |F"(2)| < Fy|z[P™' + Fy, Vo € R, (113.13)
oUl1<p<3sid=3etl <p< +oosid=2 e

Vv € R, 3 F3(y) > 0, Fy(y) > 0 telles que, (111.3.14)
(z —7)F'(z) > F3(7)F(2) — Fi(7), VT € R, o

3 F5 > Otelle queF"(z) > —Fs, Vz € R (111.3.15)

Remarque 111.3.3
— Comme nous l'avons vu, les fonctioRsphysiquement admissibles sont toujours minorées de soeéan peut
supposer en toute générallté> 0, car ajouter une constante au potenkighe change pas les équations.
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— Il est clair que toute fonction polynomiale de degré painjab= 2, ou de degrd pourd = 3, avec un coefficient
dominant strictement positif satisfait ces hypothésasqiiation de Cahn-Hilliard est habituellement étudiée avec
de telles non linéarités dans la littérature [32].

— L’hypothese(lll.3.14) est satisfaite par exemple par toute fonction convexe enaotd’s(y) = 1 et Fy(y) =
F(v). Cependant les potentiels de Cahn-Hilliard que I'on cagrg@i@nt typiquement une structure en double puits
et sont évidemment non convexes. Ainsi, cette hypothesé&tfeivue comme une généralisation d’une propriété
de convexité. On verra que c’est cette hypothése qui perfobtathir les estimations uniformes en temps, et de
lire dans les estimations en quoi la convexité (ou la nonsegité) deF' intervient (cf. les résultats de stabilité
asymptotique qui suivent). Il est facile de voir que les ptitds de Cahn-Hilliard polynomiaux classiquement
considérés dans la littérature vérifient cette hypothese.

— Comme nous le verrons dans la démonstration des théoranségtilité asymptotique, il est important de prouver
les théorémes d’existence et les estimations d’énergie dee non-linéarités plus générales que les fonctions
polynomiales, c’est la raison pour laquelle on a introdai bypothéses originales.

Théoreme 111.3.1 (Existence de solutions faibles globalgs
Etant donnég’ > 0,vy € v, + H, o € ®,, si B satisfait(111.3.11) et F satisfait(111.3.12)-(I11.3.15) alors il existe
une solution faiblév, ¢) a (111.3.1)-(111.3.5) au sens de la définition 111.3.1.

Pour prouver I'existence de solutions plus régulieres,@mihsipposer

B ety sont de class€! et B, i’ sont bornées SR, (111.3.16)
F estde class€® et3Fs > 0, |F"'(z)| < Fs(1 + |z|?), Vz € R, (11.3.17)

olg<3sid=3etg< +oosid=2.

Théoreme 111.3.2 (Solutions fortes)
Etant donné&’ > 0,vy € vY + V, ¢y € ®,, si B satisfait(111.3.11) et (111.3.16), et F satisfait(l11.3.12)-(111.3.15) et

(11.3.17), alors
— Sid = 2, il existe une unique solution forte globale d#.3.1)-(111.3.5) surR* .
— Sid = 3, il existeTy(vo, U, o) > 0 et une unique solution forte déll.3.1)-(111.3.5) sur[0, Ty|.

3.2.2 Cas non-dégénéré avec potentiel singulier

Dans ce paragraphe, on veut montrer I'existence de sokifables au probleme (111.3.1)-(111.3.5) dans le cas d’une
mobilité B(¢) non-dégénérée mais ou le potentiel de Cahn-Hilliard egiudier, c’est-a-dire typiquement de la forme
logarithmique suivante [4, 15, 17]

F(y) = 9((1 o)log(1+ )+ (1 ¢)log(1 @) 10,1 7).

oud est la température ét la température critique, de sorte que péut 4. ce potentiel n’est pas convexe et admet la
forme en double puits caractéristique des potentiels de-Ehliard (figure 1.2.1).
Le résultat que I'on obtient dans ce cadre (et méme pour desifi@lsF' un peu plus généraux) est le suivant :

Théoréme 111.3.3
Supposons quB satisfait(111.3.11) et queF est défini comme ci-dessus. Etant dontiés 0, vy € v, + H, po € &,
tel que|po|~ < 1 et|m(ypo)| < 1, alors il existe une solution faible, p) a (111.3.1)-(111.3.5) surR* au sens de la
définition 111.3.1.

Cette solution vérifie de plus

lo(t, )| < 1 pour presque tout,r) dansR™ x Q,

et
F'(p) € Li, (RT, L*(2)),

ce qui donne un sens a la définition 111.3.1.



3. Résultats principaux dans le cadre homogéene 85

L'obtention de I'estimationy(¢, z)| < 1 est trés importante dans ce cadre, elle justifie la validiiésigue de telles
solutions. On rappelle en effet que par construction (aHapitre 1), les valeurs physiquesgsont celles comprises
entre—1 et 1.

3.2.3 Cas dégénéré

Dans ce cas la situation est assez différente, les solujpad’on peut espérer obtenir sont nécessairement plus
faibles que dans le cas non dégénéré. En revanche, comme®nroiadans la suite, on peut a nouveau montrer dans
ces conditions que si la donnée initiglg prend ses valeurs dans l'intervalle physiquement raisolerja 1, 1], alors
pour presque tout tempg(t) prend aussi ses valeurs dans cet intervalle. Pour I'étud€endans ce cadre, nous suivons
la méthode utilisée dans [18] pour I'équation de Cahn-&fitliavec mobilité dégénérée.

Ainsi, supposons quB est une fonction positive de classé définie surf—1, 1] et telle que

ze[-1,1]etB(z) =0 z € {—1,1}. (11.3.18)

Pour des raisons techniques (ne serait-ce que pour formaudefinition précise des solutions faibles que nous considé
rons), on doit étendre la fonctiod AR en posanB(z) = 0 si |z| > 1. De la méme fagon, les bonnes hypothéses sur le
potentielF' sont un peu différentes dans ce cas, on suppose que

F:F1+F2:

ou F; est une fonction convexe définie gur 1, 1], de class€’? telle que le produiB F’ soit continu suf—1, 1], et
une fonction de class€” sur[—1, 1], celle-ci étant étendueld de sorte quél || .~ &) < Fy. On suppose aussi que

F|' est croissante au voisinage €le- 1 et décroissante au voisinage:de- —1. (11.3.19)

Enfin, pour établir les estimations nécessaires a I'oltarde solutions a ce probléme, on doit introduire une fonctio
G définie surff — 1, 1] par
G(0) =0, G'(0) =0, G"(z) = B(z)™", Yz €] - 1,1[.
On peut maintenant énoncer le résultat obtenu sur I'existele solutions faibles dans le cas dégénéré et sur la
validité physique des solutions de ce probléme.

Théoreme 111.3.4
Sous les hypothés¢hl.3.11),(111.3.18)-(111.3.19), pour toutd < T' < +oo, U > 0, vy € v + H ety € @4, tel que
Polee < 1et

/Q <F(@0) +G(<p0)) < 400, (111.3.20)

il existe une solution faible au probler#l.3.1)-(111.3.5) sur[0, T'| au sens de la définition 111.3.3. En outre, elle satisfait
I'estimation qualitative
lo(t, z)| < 1 pour presque tout, z) €]0, T[x .

Si on suppose de surcroit qié(1) = 0 et B'(—1) = 0, alors pour presque totite [0, T[ 'ensemble
{z €9, |pt,z)| =1}
est de mesure nulle.

Remarque 11.3.4
1) SiB'(—1) # 0 etB'(1) # 0 alors on peut voir aisément qug est bornée sur-1,1] et que, comme3F"
est supposée étre bornée elle-aussi, la fondiicest elle-méme bornée siir1,1]. Dans ce cadll.3.20) est
satisfaite pour toute donnée initiale telle que|~, < 1. C'est par exemple le cas si nous prenons

B(z) =1— 27
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et
F(x) =0.(1 —2*) + 9((1 +z)log(l +z) + (1 — z)log(1l — T)>

Dans les autres cas, la conditi@ifi.3.20) est non triviale et impose essentiellement ggesoit suffisamment
éloignée des valeurs critiquesl et1. Un cas important dans lequel cette hypothése est satisfaftcelui ot
lpofos < 1.

2) Onrappelle une fois de plus I'importance de I'estimafiéf obtenue dans ce théoréme qui prouve que la solution
obtenue a un sens physique.

3) SiB est suffisamment dégénérée, alors I'hypoti{@i$8.20) nous impose quér, |¢(t,z)| = 1} soit de mesure
nulle a l'instant initial, et alors le dernier point du théare implique que ceci est encore vrai pour tout temps.
D’un point de vue physique, on peut dire que si I'état initialcontient aucune zone ou 'une des phases est pure,
alors le mélange ne contiendra jamais de zones de phase pure.

3.2.4 Comportement qualitatif

Si on considére I'équation de Cahn-Hilliard seule, quettpdsultats sont connus sur le comportement asymptotique
des solutions. En patrticulier, I'existence d’une fonctim Lyapunov et d’attracteurs globaux pour cette équation es
montrée dans [15, 32].

Dans le cas monodimensionnél-€ 1), quelques études [5, 12] existent sur les solutions statimes de I'équation
de Cahn-Hilliard. On peut par exemple étudier les extrernaua de I'énergie

#o) = [ (S92 + 7).

sous la contrainte de masse imposée. Dans ce cas, on trouv¢siidiétude de la stabilité linéaire de telles solutions.
Ainsi, il est prouvé que pour une composition moyenne du ngda fixée (métastable), les solutions stationnaires
monotones sont

i) la solution constante qui est localement linéairemeatlst

i) une solution de type couche limite qui est linéairemestable,

iii) une solution de type couche de transition qui est glelrant linéairement stable.
C’est donc la solution ou les deux phases sont séparées@artarface de taille. qui est la plus stable pour ce systéme.

Le théoréme qui va suivre s'intéresse au comportement daiast de type i) sous cisaillement. Les solutions
de type ii) et iii) sont assez spécifiques au cas monodimenslat I'étude qui suit ne permet pas de conclure sur la
stabilité bidimensionnelle de telles solutions non camists. On s'intéressera dans le chapitre 5 a I'étude de lesparse
de petites perturbations de telles solutions monodimensites pour le systeme bidimensionnel de grand cisailfleme
dans un canal tres étiré.

Méme si quelques solutions stationnaires de I'équationateéHilliard sont connues en dimensi2iou 3 [33, 34,

35], trés peu de résultats de stabilité sont connus pouwstdiint (voir [3]). De plus, on peut voir que si I'on considére

I'équation de Cahn-Hilliard avec un terme de transport $ippntairen. Vo ouw(t, ) est un champ de vitesse régulier

et fixé, alors les résultats cités précédemment en dimerdsienl ne subsistent pas car il n’existe plus de fonction de
Lyapunov pour cette équation.

Pour le modéle couplé que I'on étudie ici (111.3.1)-(11I53, on est capable de montrer la stabilité de la solution
stationnaire obtenue en prenant un parameétre d’grai@nstant égal @, et un champ de vitesse de cisaillement v¥.
sous I'hypothése que le cisaillemdiitn’est pas trop grand et que la composition moyenne du mélareg un état
métastable du potentiél [5, 20], c’est-a-dire qué’ est convexe au voisinage de

Théoreme 111.3.5
SoitI un intervalle ouvert d® etw € I donné. On suppose qu est une fonction positive de clasSé définie sur
I, F une fonction de classe?® définie sui . Alors, pourlU > () assez petit, la solution stationnaire (k.3.1)-(111.3.5)
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donnée pap., = w etv, = Uze, est asymptotiquement stable sous les conditions

Bw) > 0, (111.3.21)
F"(z) > 0 pourtoutr dans un voisinage de. (11.3.22)

Plus précisément, pour tot> 0 assez petit, et pour toutes donn&es 0, vy € v, + V, py € ®, satisfaisant

m(eo) =w, (Ul < B, [lvolls < B, lleo —m(eo)ll2 < B,

il existe une unique solution forte globale &ir du probleme(l11.3.1)-(111.3.5) au sens de la définition 111.3.2. Celle-ci
vérifie de plus

lv = voll Lo @+;v) + |l = woll Lo m+0,) < A(B),
ouh : Rt — RT est une fonction continue telle qu€0) = 0. Enfin, si3 est assez petit, on a quahes +co

p(t) — poo dans® pour toutd < s < 2,
v(t) —vY — 0 dansV; pour toutd < s < 1.

Remarque I11.3.5
1) Ce théoréme est prouvé dans les deuxicas? etd = 3, et de plus on accepte que la fonctiBriégéneére loin
dew et que la fonctiort” soit seulement définie sur un voisinageudeAinsi, ce théoreme compléte le résultat
des théoremes 111.3.2 et 111.3.4 car en général, on ne peptauver la globalité des solutions fortes dans le cas
tridimensionnel, ni I'existence de solutions fortes dameds dégénéré.
2) Typiquement, ce théoréme s’applique pour

B(z) =1 —2%)",r>0, et F(z) =0,(1 - 2?) +9<(1 +z)log(1+z) + (1 — x)log(1l — T)),

pourw dans| — 1,—1 + 6[ ou dang1 — 4, 1] pour un certaid > 0 assez petit. Ainsi, le mélange homogéne ou
I'une des phases est prédominante, est stable. On retroilecfait connu [25] que des petites inclusions d’une
phase dans une autre ne sont pas thermodynamiquementattablpeuvent subsister.

3) Supposons quB soit constant [13, 15] et que I'épaisseur de l'interfaceshfms trop petite (par exemple si on
est proche du point critique), c’est-a-dire [13, 16] qual

—F"(z) < a®C, pourtoutr € I, (111.3.23)

ouC est une constante connue, ne dépendant que du dofbalde peut alors aisément déduire des estimations
données dans la preuve de ce théoréme (section 4.6) qu&/psul, o etvg donnés non nécessairement petits
etsans supposer la métastabilité den(y,) , si une solution forte globalep, v) du probléeme existe (dans le cas
d = 2 par exemple), alors on a

p(t) — m(po) — 0 dansd; pour tout) < s < 2.

Ceci traduit le fait que si la taille caractéristique de tdrface est plus grande que la taille @gau voisinage
du point critique), alors une interface ne peut se dévelogaes le domaine. Ainsi tout mélange, quelque soit sa
composition moyenne, ne peut que devenir uniforme en teamgg |

Si de plus on suppose que
U S C’I]Q,

ouC peut étre elle-aussi explicitement déterminée a partirainaine} (ce qui revient a supposer que le nombre
de Reynolds de I'écoulement est petit), alors on a aussaldli#é du champ de vitesse

v(t) —v'l — 0 dansV; pour toutd < s < 1.

Ceci est bien sdr cohérent avec les résultats connus suqiediéns de Navier-Stokes incompressibles : on sait
que la solution stationnaire dans un canal de ce type ese stabs les écoulements laminaires (a petit Reynolds).
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4 Preuves des résultats

4.1 Les conditions aux limites non-homogéenes

Le premier point-clé des preuves qui vont suivre réside darfiacon dont on va ramener I'étude d’un probléme
avec des conditions aux limites non-homogenes (IIl.116R(1) a des conditions aux limites homogénes du type
(111.2.2),(111.2.3). On sait en effet que celles-ci sonleoup plus adaptées au traitement mathématique desauati
Pour cela, on reléve les conditions aux limites (111.2. 1) parelevement de Hopf du méme type que celui proposé dans
[28] a la fois en dimensiod = 2 etd = 3. Notons qu’un tel reléevement peut étre construit de faces générale pour
des ouverts et des valeurs au bord plus générales, voir parmz [31].

Lemme 111.4.1
Pour tout\ > 0, il existe une fonction réguliere, = f\(z)e, telle quef\(1) =1, fx(—1) = —1 et

aloe = 1, Juals < CaA, (1.4.1)
1b(u, vy, u)| < CoM||u||? pour toutu dansV, (11.4.2)

. . 1 . 1 .
Voy|2 = 2|D(vy)]2 < Co g (1+ P IRVAVINERS Cos(1+ A, (111.4.3)

ou la constant€, dépend seulement de I'ouvélt

Remarque I11.4.1
Une telle fonctiorv,, est a divergence nulle et vérifie

(’U)\.V)’U)\ =0.

4.2 Cas non dégénéré

Dans ce paragraphe, on donne la preuve du théoréme Ill.8ris [ preuve de ce théoréme comme dans celle du
théoréme 111.3.2, on va s’efforcer de bien contrdler la dégsnce par rapport aux donndésy, etwvy des bornes que
I'on va obtenir. Ceci est indispensable dans I'optique gedaive du résultat de stabilité asymptotique (théorénig g).

Théoréme
Etant donnég’ > 0,vy € v, + H, o € ®,, si B satisfait(111.3.11) et F satisfait(111.3.12)-(I11.3.15) alors il existe
une solution faible globale, ¢) a (111.3.1)-(111.3.5) au sens de la définition 111.3.1.

Preuve :
L'idée de la preuve est d'utiliser le lemme I11.4.1 en posaaur un) fixé (qui sera précisé dans la suite),

v=u+ Uvy,

de sorte que les conditions aux limites stsont homogeénes. Donc, comitie, — v, € V, le théoréme sera prouvé si
on montre que pour uk convenable (dépendant @8, il existe (u, ¢) tels que
uw€ LR H)n L} (RT; V)

loc

(NS LOC(]R+,(P]) ﬁLz (]R+7¢2)‘

loc

satisfaisant la condition initiale,(0) = vy — Uvx = ug, ©(0) = o, et la formulation faible suivante des équations
— pour toutw dansV’
d
—(u,w) + blu, u,w) + 2 / n(p)D(u) : D(w) + Ub(u, vy, w) + Ub(vx, u, w)
dt T (111.4.4)

LU /Q n(2)D(vx) : D(w) = — /Q (w.Vp)e dansD'(R*),
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— pour touty) dans®,

d ] *
%(90,1/1) + /Q B(p)Vu.Vip — '/Q(U,.V@b)(p - U/Q(?))\.V@b)ﬁp =0 dansD'(R**), (11.4.5)

ou u est toujours donné par (111.3.6).

Pour montrer cela, on utilise une approximation de GaleRim considerg¢w;);>, la famille des fonctions propres
de 'opérateur de Stoked comme base de Galerkin de I'espdakeet (¢;);>1 la famille des fonctions propres de
I'opérateur— A muni des conditions aux limites (111.2.2) comme base de GBalalans®;. On peut bien sur choisip,
comme étant la fonction constante égaleét on remarque usuellement, que (€s) sont orthogonales a la fois dans
®, et dangsp;.

On définit alors les sous-espaces d’approximation de diimens par

W, = Vect(¢1, ..., ¥n),

et
W, = Vect(ws, ..., wy),
et les projecteurs orthogonat,, et Py, sur ces espaces dafs (resp. dandd). Remarquons que le choix des;)
implique la stabilité de I'espacé,, par 'opérateur-A.
Enfin, il est bon de noter que méme(sin’est pas trés régulier, les fonctions propres de 'opérade Stokes sont
réguliéres a cause des conditions aux limites périodigheisies dang — 1 directions.

¢ Etape 1: On cherche trois fonctions de la forme

Zaz Jwi € W, @n(t Zﬂz Yi € Wi, i (t Z% Ji € Uy,

i=1

ol «;, B; ety; sont des fonctions numériques de cla§setelles quen, (0) = Py, (1), ¢n(0) = Py, (o) €t
— pour toutw dans\,,

du,
( dt

W) 4 b(tp, U, w) + 2 / 7(pn)D(upn) : D(w) + Ub(tn, vx, w) + Ub(vx, ty, w)
Ja
(111.4.6)
+2U / n(pn)D(vy) : D(w) = — /(w.Vun)(pn,
Ja Ja

— pour toutyy dansv¥,,,

dn _
o)+ [ Blea V6= [ (0,900 = U [ @500, =0, (1.4.7)

ou on a posé
pn = =N, + Py, (F'(¢n)). (111.4.8)

Les fonctionsB, n et F' étant localement Lipschitziennes, on voit aisément qugstée d’équations est équivalent
a un probleme de Cauchy pour un systeme d’équations difféHeis ordinaires (en dimension finie) dans les inconnues
a;, B; et;, de sorte que le théoreme de Cauchy-Lipscithz assure té®de d'une unique solution dans un intervalle
maximal[0, ¢,,[, t, > 0.

e Etape 2: On a vu dans le lemme 111.2.2, que I'équation de Cahn-Hiliaonservait la moyenne de ce qui
correspond physiquement a la conservation totale des giopsdes deux phases dans le mélange. Grace au choix des
sous-espaces d'approximations que I'on a fait, cette pFtpreste vraie sur les solutions approchées. En effey si o
prendy; = 1 comme fonction test dans (111.4.6), on obtient que pour iox 1 et toutt € [0, ¢,[, on a

d / dn,
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de sorte que
m(pn(t)) = m(pn(0)) = m(Py, (v0)) = m(po). (11.4.9)

Ainsi m(y,) est indépendant deet den, et ne dépend que de la donnée initiale

¢ Etape 3: On doit maintenant obtenir des estimati@griori pour montrer qué,, = +oc pour toutn > 0 et que
les suitegu,,), (vn) €t (uy,) sont bornées dans des espaces fonctionnels appropriés.
- Tout d’abord, on utilisqu, (t) € ¥,, comme fonction test dans (I11.4.7) pour obtenir

ot @)+ [ BVl = [ i)en = U [ 0T

et ainsi, en utilisant (111.4.8), on a

d

pn <%|V<pn§+/QF(<pn)> +/QB(<pn)\Vun|2 —/Q(un.V,un)gon = —U/Q(vx-Vun)wn-

- En utilisantu,,(t) comme fonction test dans (111.4.6), on obtient

d

1
pn (—ung> +2 / N(pn)D(uy) : D(uy) = —Ub(un, vy, uy)
t\2 Ja

v /Q D(0n) D(v3) : Dluy) — /Q (V1) (9 — M),

caru,, est a divergence nulle et que donc grace a (l11.2.2)-(B),2n peut voir aisément que

/un.V,un :/ div (upun) :/ fn-(up.v) = 0.
Q Q a0

Maintenant on utilise (111.2.9) et I'inégalité de Korn (IB.6), et en sommant les deux derniéres estimations, it vien

d [o? 1
a —\wn\§+—|un|3+/F(gon> By Va2 + 00 [V 2
dt \ 2 2 o

S Ub(un, v, un)| + V20U [D(03)]2| Vit |a + Ulvx |4 Vitn |2l @n — m(0)]4-
Si on utilise (111.2.10), (111.4.1), (111.4.2), I'injectdbn de Sobolewi! c L* et 'inégalité de Young, on trouve

d [a? 5 1 . . .
& (STl Slunlt + [ F)) + BilVml + Vi
Ja (111.4.10)

B
< ONU| V|2 + %Wun\g + CU2|D(on)f} + S |Vinf3 + CUPN|Vipu 3.

e Etape 4: Utilisonsy,, — m(vo) = pn — m(pn)yn comme fonction test dans (111.4.8) pour obtenir, en utilidas
conditions au bord poup,,,

(s on — (o)) = 02| Vg2 + / F'(on) (o — m(g0)).

Mais, commen(y, — m(p,)) = 0, cette quantité est aussi égalgad — m(un,), on — m(p,)). Ainsi, avec (111.2.7),
l'inégalité de Young et I'hypothése (111.3.14), on a

ez Va2 S ienlt + Famtin)) [ Flen)) = Futmtea) i) (1.4.11)



4. Preuves des résultats 91

De plus, si on multiplie (111.4.8) par Ayp,,, on obtient en intégrant par parties
(Vitns Vi) = o3+ [ F0) Vi
Finalement I'hypothése (111.3.15) combinée a l'inégatigd Young, fournit
%Iwn\% > a®|Apn|* — (F5 + %)\wn\g. (11.4.12)

Ainsi, les estimations (111.4.11) et (111.4.12) montrent’d existe des constantes;, C, > 0, dépendant seulement de
a, By et Fy telles que

By By
5 Vin[3 > V3 + 1| Vipnl + C1|Apal3

(111.4.13)
+CuRa(m(en) ( [ Flen)) - Coitmtgo)).
A partir de maintenant, on choisitde la forme
A = AU) = min(k/U, VU). (111.4.14)

ou k£ dépend seulement des fonctioBs n et sera fixé dans la suite. De I'estimation (111.4.10) on dédu’aide de
(11.4.13) et (111.4.3),

d [a? 5 1 . B, A A
i <7V‘Pn|§ + §|7ln‘é + /Q F(‘Pn)) + T|Vun|§ + ?|Vun\§

- C1[Vinl2 + [ Agal? + C1 Fy (m(0)) ( [ F(ean))
JQ

1
< CXU|Vuy|3 + CU2F(1 + A3 + CU N2 |Vn |3 + CoFy(m (o))
< CE|Vun|3 + f1(U) + CE*|Vp,|3 + CaFy(m(0)),

ouf,(U) = CU?(1+AU)®)/A(U)* ne dépend que dé et satisfait pout/ assez petif; (U) = CU(1 + U?) quitend
vers0 quandU tend ver9).
—oin [ O
k = min (40, 20), (111.4.15)
d

Posons maintenant

a? I B . , C ‘ .

S Venl3 + Slunls + | Flen) ) + 25 Vinl2 + 2 Vunl3 + 2 [Vipnl3 + C1|Apn?
dt \ 2 2 Ja 4 4 2

pour obtenir

T CiFy(mgo)) /Q Flgn) (11.4.16)

< CaFy(m(po)) + f1(U).
De sorte que si on introduit
a? 1
(®) = Ve + 3l 0 + [ Fln(t)

on a pour un certaip > 0 assez petit ne dépendant que des diverses constantesiitgsojdsqu’a présent, grace a
l'inégalité de Poincaré (111.2.5)

yn () + yyn(t) < C'Fy(m(po)) + f1(U).
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CommeF est positive (hypothése (111.3.12)),, est une fonction numérique positive. Le lemme de Gronwalhtmeo
alors que,, = +oo pour toutn > 1 et

Yn(t) < yn(0) + 7 (C"Fy(m(po)) + f1(U)), Yt > 0.

Si on utilise le fait quePy, et Py, sont des projecteurs orthogonaux dans les espaces résdectt H construits
sur les fonctions propres respectives du laplacien et qefateur de Stokes, les hypotheses (111.3.12)-(111.3.&7)
I'injection H' C L” qui est vraie avec le choix gedans (111.3.13), il vient

w0 = VP, (0l + 5P, (w0l + [ F(Po, (o0)
< ST+ ghuolt + (FulmleoI® + [ 1Py, (o) = mlau] [F'(Pe (o)) Falm())
< CIVal} + Cluol + (191Fm(n) + [P, (00 = ) Iy + Pl Po. (o)l ) Faom(in))
<

O|Vl3 + Cluol2 + CU” + (mmm(%)) + Clgo — m(po)la(l+ ||¢o||f))F3(m(soo>>]-

Posons

k1 (v, o, U) =CFy(m(po)) + C|Veol3 + Clugls + Cf(U) + CU?

» . (11.4.17)
+ | CFi(m(po)) + Clpo — m(po)l2(1 + [leolly) | F5(m(po))
de sorte que I'estimation obtenue précédemment s’écrit
unll Lo+ )y + [lon — m(@0)ll Lo (r+0,) < K1 (vo, o, U). (11.4.18)
En intégrant en temps (111.4.16) et en utilisant (111.4.1&) peut aisément obtenir pour tagt> 0,7 > 0,
llwnllL2(to,to+7:v) + [0 = m(0o)l|L2(t0 to+7:02) + IVl L2 (k0. t0+7:12(02)) < k2(v0, 0, U, 7), (111.4.19)
ou
ka(vo, w0, U, 7) = C(1 4+ 7)k1(vo, 90, U). (111.4.20)
e Etape 5: On obtient a partir de (l11.4.8),
M) = (i, 1) = 07 (=B 1) + (P, ). i) = [ F(g),
car le premier terme s’annule grace aux conditions au bdir@.@).
Ainsi, grace a (111.3.13) et a Iinjectio®/ ! C LP, pour presque tout> 0
Im(pn)| < Fi / on|” + F|Q < Filpnl) + F2|Q] < Fillen(t)I7 + F2 < C(uo, %0, U).
JQ
Enfin, 'inégalité de Poincaré (111.2.7) et I'estimationl(#.19) fournissent
||l“7’l|| L2 (to,to+7;P1) S 0(7)07 Yo, U: T)' (|”421)

De plus, on a

a*[VApnl3 < 2[Vinl3 + 2|V Py, F'(0n) 3
< 2[Vial3 + 2 VF (0,
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car Py, est construit sur les fonctions propres-a. En utilisant (111.3.13) il vient

IVF' (pn)l3 < C /Qu + o) Ve l* < C|Vinl3 + Cllenl™ 2131 Venl*ls
< CIVoul3 + Cloal3t 3 Venl2 < ClVpal3 + CIVenl3?|Apal3,

grace au choix dg dans (111.3.13) qui implique la validité des injections deb®levH' C LS et H! C L7~ alafois
en dimensionl! = 2 et en dimension = 3.
Finalement, avec (111.4.18), (111.4.19) et (111.4.21) g

||Q0n - m(@O)HLQ(f,O,f,O"‘T;@:%) S C(U(): $o, U= T)' (”|422)
o Etape 6:
- Récrivons I'équation (l11.4.6) sous la forme

du,

o + Py, (B(un, Un) + UB(tn,vx) + UB(vx, un)

(111.4.23)
+A(pn,upn) + UA(pn,vr) + nanun> =0,

ou, pourp € ®,,u € V, on définitA(yp,u) € V' par

Alp,u)w = 2/977(4,0)D(u) : D(w), Yw € V.

On a de plus aisément
|A(p, u)lv: < Cllull.

Le fait quePyy, soit un projecteur dank; pour touts > 0 implique
|Pw,llLv,, v,y S 1et [Py o vy <1
Et finalement, I'injection de Sobolell' ¢ L* (en dimensiorl = 2 ou 3) permet d’obtenir
[pVulv: < Cleld|Vulz < Clleli[Vala.

En utilisant ces propriétés, l'injectiori’ C V' et (111.2.10) on déduit de (111.4.23) que

du,
dt

< C + Clunls|lunlls + Cllunlly + Cllenll1[Vinla-
Va

2

Ce qui fournit grace a (111.4.18)-(111.4.19), et (11l.4.2Ipour toutn > 1,t5 > 0 et > 0,

du,
dt

< C(ug, o, U, T). (111.4.24)
Lz(tg,t0+‘r;Vé)

R . . d .
- De la méme facon on peut obtenir un controle%%’i. On récrit (111.4.7) sous la forme

dpn
dt

+ Py (div (B(pn) Vi) + div (opun) + U div (W;A)> —0, (111.4.25)

dans laquelle on a clairement

[div (B(¢)Vi)le; < Ba|Vila, et]div (pu)le; < |plafuls < Cllglllull-
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CommePy, est un projecteur orthogonal dads, il vient

< ClVpnl2 + Cllenlls + Cllgnlliflunll1,

dpn
dt

@
ce quiimplique, en utilisant (111.4.18)-(111.4.19) que piotoutty > 0 etT > 0

I

< C(ug, o, U, 7). (I11.4.26)

dt L2(tg,to+7;®))

e Etape 7: D'aprés les estimations (111.4.18)-(111.4.19), (I1l.4LY, (111.4.24), (111.4.26) et le lemme 111.2.4, on peut
extraire des sous-suites ¢, ), (¢,) et (u,) qui satisfont (en les notant encarg, .., in)

u, — u dansL>®(R*; H) faible-,
u, = udansL} (R";V) faible,
un, — udansL? (R*; H) fort,

loc

du du
" ~ — dansL?
dt dt

on — pdanslL? (RT;®3) faible
©n — @ dansL>°(RT; &) faible-,
on — pdanslL? (R";®,) fort et presque partout
dpn
dt
pn — pdansl? (R*; @) faible.

loc

loc

(R*;V}) faible,

d .
- d—f dansL?,.(R*; ®)) faible,

De plus, grace aux interpolatiofig; , V; = ®; et au troisieme point du lemme 111.2.4, on
2

iy = Via, [®,91]
déduit que

Un — u € CV(0, T[, Vi, ) faible,

©n — p € C°([0,T], ®,) faible,
wn — @ € C°([0, T, ®,) fort, pour toutd < s < 1.

En particulieru,, (0) converge faiblement verg0) dansV’;_, etainsiu(0) = ug car Py, converge vers l'identité pour
a

la topologie forte des opérateurs. De la méme fagon on prquee(0) = .

Il reste a montrer que les fonctionsy et p vérifient (111.4.4)-(111.4.5).

Pour cela considéronse D(R™), et N > 1. Pour toutn > N, u,, vérifie (111.4.6) avecw = wy ; On multiplie
cette équation par(t) et on I'intégre par parties. Il faut s’assurer que les prégs de convergence des suites), (¢,)
et(u,) permettent le passage a la limite dans cette équation. Gediaérement le cas, le seul terme non trivial étant le
terme non-linéairé(u,,, u,, pwy) dont la convergence est obtenue grace a la convergencelértedansL? (Rt , H).
L'équation limite étant satisfaite pour todt et pour toutp € D(R**), la densité d&/ect(w;);>1 dansV’ nous permet
de conclure que, ¢ ety satisfont (111.4.4). De la méme facon, on montre que I'éoraflll.4.5) est satisfaite.

En ce qui concerne (111.3.6), le résultat provient de la @gence des projecteury;,, vers l'identité au sens de la
topologie forte des opérateurs et du théoréme de convezgiminée.

[ |

4.3 Solutions fortes dans le cas non dégénéré

Prouvons maintenant le théoréme 111.3.2 que nous rappeiehsssous.
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Théoréme
Etant donné®/ > 0,vy € vZ + V, ¢y € @9, si B satisfait(l11.3.11), (111.3.16), et F satisfait(111.3.12)-(111.3.15) et
(1.3.17), alors

— Sid = 2, il existe une unique solution forte globale @8.3.1)-(111.3.5) surR* .

— Sid = 3, il existeTy(vo, U, o) > 0 et une unique solution forte d#ll.3.1)-(111.3.5) sur[0, Ty|.

Preuve :
Dans la premiére partie de la preuve, on va montrer I'exiseate telles solution fortes; I'unicité sera étudiée dans
un second temps.

e Etape 1: Tout d’abord, on remarque que si un coufle v) de fonctions définies sii®, T'[, avec) < T' < +oo,
vérifie
v—v5 € L¥0,T;V)NLL.(0,T;Va), ¢ € L¥(0,T;Va) N L},.(0,T; ®y), (111.4.27)

et satisfait (111.3.7)-(111.3.8) alors il vérifie aussi destimations similaires a (111.4.23) et (111.4.25) desdaslon déduit

3

du : R do o g . .
qued—: appartienta? .(0,7; H) et d—f aL? .(0,T;®o). Ainsi, on peut déduire du troisiéme point du lemme 111.2.4
que

v - Ugo € CO([OT[7V) and pE CO([07T[ ¢2)7

et ainsi,(v, ¢) est bien une solution forte du probléme au sens de la définitid.2. Il suffit donc dans la suite de
prouver I'existence d’une solution qui satisfait (111.Z)2

e Etape 2: Comme on I'a fait pour les solutions faibles, on cherche wiet®n forte de la forme = u + Uw,, et
on va chercher de nouvelles estimatiangriori sur la solution de I'approximation de Galerkin (I11.4.6)+(4.8) utilisée
dans la preuve du théoreme I11.3.1.

Dans la suite, au lieu de défimirpar (111.4.14), on va voir gu'il faut prendre

A = min( VU, k/U), (11.4.28)

ouk est toujours donné par (111.4.15). Il est facile de voir giga un tel choix, les estimations dans la preuve du théoreme
[11.3.1 sont strictement identiques, la Sel21|e chose quingkatant la valeur de la fonctigh dans (111.4.16), qui devient
pour U assez petiffy(U) = CU%(1 + U#). Le point important est de remarquer qfigU) tend toujours vers zéro
quandU tend vers zéro.

De plus, grace a ce nouveau choix pauil vient avec (111.4.3), poul/ assez petit
1

f2(U) = U?|Avy|3 < CU? ¥

1+ XY <CcU(1 +U?).
Dorénavantf; représentera systématiquement une fonction contindé plesitive, telle quef;(0) = 0.
Les estimations suivantes sont parfaitement justifiéesesusolutions approchées par la méthode de Galerkin que
I'on a construites dans la preuve du théoreme 111.3.1, maiis pimplifier les notations on ne notera plus l'indiceans
Up, Py OU fi.

Utilisons Au comme fonction test dans (l11.4.6), il vient aprés intégnapar parties,

1d
§E|Vu|§ — 2/ 0 (©)Ve.(D(u + Uvy).Au) — 2/ n(e)A(u + Uvy).Au
2 Q Q
+ b(u, u, Au) + Ub(vy, u, Au) + Ub(u, vy, Au) (111.4.29)

= —aQ/(Au.Vgo)Ago.
Q

Remarquons que, si I'action de 'opérateur de Stokes sugarisAu = —Awu + Vr, on a

—/Qn(go)Au.Au:/Qn(go)Mu\ —/Qn(go)VW.Au. (111.4.30)
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Utilisons maintenanf\?y comme fonction test dans (111.4.7), il vient

1d . . .
ia\Atp\é-%/u.thAzgo-l-U/m.V(pAztp
9 e (111.4.31)
—/B’(w)V@-VuN@—/B(@)AMA%:O-
Q Q
Les trois estimations (111.4.29)-(111.4.31) fournissent
i 1 2 1 2 2 2 2 2
Aply + 5| Vuly | +a”Bi|A%p[; + 2m | Aul;
dt \ 2 2
<U [ o] IVl |A%] + Bal A (9) |l A%la + 210 | Ava s Aul,
JQ
(111.4.32)

+2/1'lo0 /Q Vel [D(u+ Uvy)| [Au| + [|B'||o /Q V| [Vl [A%|

+ [b(u, w, Au)| + Ulb(vx, u, Au)| + U|b(u, vy, Au)|

o / |Aul[ V|| Ag] + / IUIV¢|A2¢I+‘ / n() V. Au

e Etape 3: Il faut maintenant estimer chacun des onze termes du meneldeoite de (111.4.32), que I'on va noter
11, ceey 111 .
Commejvy|o = 1,0na

Oz2

I < Ulualso| Vepl2|A%g|2 <

B
< 101 [A2p]2 + CU?| V2. (11.4.33)

En suivant [32], on écrit
[AF (@)3 < [F" () %IVl + [F" (0) 5| Apls
< C(L+ o —m(p)[30)|Veli + C(1+ o — m(p)22F)| Apls.

- Sid = 2 : choisissong > 0 tel que
2
g+ 1’

et utilisons I'injection de Sobole# ! % C L°°, l'interpolation H' ™% = [H', H*]

5 < (111.4.34)

et (111.2.7) afin d’obtenir

3
3

1-% A2, (%
lo —m(p)|le < CIVel, *|A%¢]].

De plus, grace a l'injection de Soboléz c L* et & l'interpolationH z = [L2, H3]%, ona

Vels = V(e —m(@)ls < CIVelS e — m(@)l§ < CVel3|A%5.
De la méme fagon, on montre
1Apl2 < Clle — m(9)]l2 < Clig — m(@)|{ lle — m()ll] < CIVel51A%]3. (111.4.35)

Et finalement, il vient

. 2g(1— 2 . 2g8 10 . 2
AF' ()3 < C (141" ™ 1A%015"5 ) [Vl A%

2¢+2)(1

_é S (2g+2 4 2
+C (1+]vls 1Az {9 [Velf 1A%
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Grace a (111.4.34), on voit aisément que toutes les puissade|A?p|, apparaissant dans cette estimation sont
strictement plus petites que de sorte que par I'inégalité de Young et (111.4.18) il reste

a2
1

4 By, 5
I, S VI3 (1+|Vel3") + — 1A%, (111.4.36)

olUa; > 0 est une constante dépendanydst ded.
- Sid = 3 : on utilise I'inégalité d’Agmon (111.2.8) et I'interpolawn H? = [H"', H“]% pour obtenir

1 1 5 1
o —m(p)loe <CIVel2llp —m(p)ll; < CIVplS|A%plS.
Puis, en utilisant{ ¥ C L' etH? =[L* H*],,ona
3 1
[Vipls < CIVel3|A%0]5.
Donc, avec (111.4.35) qui est aussi valable en dimengidhreste
. 5 . a .
AF' (@)} < € (14 1V6l3" 1A% ) IVelIA%l,
5 1 4 2
+C (14 Vil 1A%l ) [Vl 1A%l

Grace a I'hypothese sur (111.3.17) et en particulier au ghie ¢, on peut a nouveau voir que les puissances de
|A%¢l|, sont encore strictement plus petites Quet ainsi par I'inégalité de Young obtenir

z o a’Bi o
L < CIVoli (14 [Vely?) + —~ 1A%, (11.4.37)
ol as > 0 est une constante.
En ce qui concerne le troisieme terme, on peut écrire
I; < CU?|Awy |2 + %]\Au@ < Ch(U)+ %Vlu\%. (111.4.38)

Sion utiliseH? C L™ en dimensionl = 2, ou I'inégalité d’Agmon en dimensiod = 3, et l'interpolation entre.? et
H?3, on obtient dans les deux cas

1 1
IVgloo < C|Vp| A2, (111.4.39)
et donc
1 . 1 1 . 1
Ii < 2l0'[loUID(wr) 2| V|3 |A%0]3 [Auls + 2[0[|oc| Vo 3 |A% 0|3 [Vula| Auly
o?B
< %|An\§+ 101|A2<p\§+C|V¢|§\Vu\§+f3(U)\V<P\3- (111.4.40)

On traite le cinquieme terme de la fagon suivante :
- sid=2:o0navulors de I'estimation du termieque

|Apls < 20| A%p[3 + 2[AF (p); < C(1+|A%pf3).
On utilise alors une nouvelle fois I'injectiol! C L* et des résultats d’interpolation pour obtenir

. 1 1 1 1 E
CIV|a|Viula|A%ply < CIV|3 |A|3 V3| Apl3 A% ¢l
Oz2Bl

10

I5

IN

IN

[A%0f5 + C|Vels + CIVu3|Apl; + CIVel3Vul3]Apl;. (11.4.41)
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- si d=3: il faut remarquer que
Vil < a®|VAp| + [F"()]| V.

Ainsi, les inégalités d’Agmon (111.2.8), et de Poincard.@17) impliquent

Vel = V(g —m(p))loc < lle —m()ll31le — mlp)ll3
1 1
< ClAglF [VAg|3.

On utilise ensuite I'inégalité d’'interpolation suivante
1 1 1 . 1
VAl < [|Apll < AR [ARNI < [Ap|3[A%]3,
qui permet grace aux injectiodg' ¢ L* et H?> ¢ L>, d’estimerl; par
I CIVploo|VAPL2| A%pl2 + CF" (9)] o[ VolT1 A% 0l
5 7
ClAplf 1A%l + C(1+ ||l Apl3A%p|y
5 . T . .
C|Al3 [A%0l5 + C(1+ [Apls™) | Apl5|A% ¢l
Oz2B1
10
Pour estimer le termé;, on doit & nouveau I'étudier séparément en fonction de la&dsion de I'espace.
- si d=2 : il suffit d'utiliser I'injection H2 C L* et l'interpolationH? = [L2, Hl]% pour obtenir

IN N

IN

1A%03 + ClAQl + C(1+ |Ap3™) | Apl3. (111.4.42)

IN

IN

1 2
Clula|Vuls|Aulz < Clul [Vuls|Aul;
775—1\Au|§ + Clul3|Vuls. (111.4.43)

Is = |b(u,u, Au)|

A

- si d=3: il faut dans ce cas, utiliséf! c LS et Hz C L* ainsi que des résultats d'interpolation, afin d’obtenir
aisément

Is = |b(u,u, Au)| < Clu|g|Vulz|Auls < C|V71,|2%\Au|2%
%\Au@ + C|Vult. (111.4.44)

IN

Il est facile de voir que
Ir < Ulvxloo| Vula| Auly < %1|Au\§ + CU?|Vul2, (111.4.45)

et que grace a l'inégalité d’Agmon, on a

Iy < Ulu|oo|Vorl2|Auls < U‘V?L‘2%|V7))\|2‘AU|2%
< %1|Au\§ + f4(U)|Vul2, (111.4.46)
mais aussi
3 1
Iy < a®[Aup|Vela|Apls < ClAuls|Ap|3 VA3
< 775—1\Au|§ + C|AGE IV AY],. (111.4.47)
Si on utilise (111.4.39), il vient
1 3
Lo < Jula| Vel A%pla < Jula| Vel 3 |A%p)3

CMQB]
10

|A%p[5 + Clul5| Vel (111.4.48)

IN
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Enfin, grace a la régularité de I'opérateur de Stokes (iriga(lll.2.4)) on déduit en intégrant par parties, I'estim
tion suivante

L, = /T}'((p)ﬁV(p.Au
JQ
< Al [Velool |2 m| Aula < CIVA@|s|ulli]|Aul: (111.4.49)
< %’|Au\§+cwmp|§|vu|§. (111.4.50)

e Etape 4 - Etude du cas bidimensionnel:
Posons

a? 1
y(t) = T\A‘P\g + §|V“|§a
de sorte que, gréace a (111.4.33)-(111.4.50), I'estimatidh.4.32) peut s’écrire

()(2B1
10
CIVelz + CIVel3 + Cluly| Vel + (C + f(U)[Vel3 (1 + [Vels") + CLU)

Ui
y'(t) + A%l + | Aul;

IN

; c(Uz LU + [VRIVul + [Vl + [Vl Val2

T uRIVal + Akl VAg) + IVA¢3>y(t)

en ayant défini grace aux estimations sur les solutionsewihll.4.18)-(111.4.19), la constante

4
3

k3(vo, 00, U) = Ok + k2 + k) + (C + f3(U)EE (1 + kM) + Cfo(U). (1.4.52)

De méme, si on pose

k4(vo, 00, U,7) = C(U? + f12(U))T + C(kiks + k3) (111.4.53)

il vient pour toutty > 0,7 > 0
to+T1
/ g(S)dS S k4(“0:¢07U7T)‘

to
Le point-clé est d'utiliser maintenant, le lemme de Grorwalforme (lemme 111.2.5) et (111.4.19) pour déduire que
pour toutt > 0,
y(t) < (max(y(0), k3) + kz)et.

Rappelons que dans toutes les estimations qui précédsrigrietionsu et ¢ sont en fait les approximations de
Galerkin de la solution faible du probléme, et que donc a8 = Pug etyp(0) = P’y ou P et P’ sont les projecteurs
sur les espaces de Galerkin adéquats et noruf@s = u0 et p(0) = . Néanmoins, comme on I'a fait pour les
solutions faibles, on peut obtenir avec (111.4.3) et (1128), une borne suy(0) qui ne dépende que des données initiales
du probléme et non pas de leur projection sur les espaceprddimation. Ainsi, il vient

2

Qe

y(0) < <

. 1 . o? . 1 .
[ Aol + §|VU0\§ < —|Agol3 + §|VUO\§ + f5(U).

|

Si finalement, on pose

2 5 1 ‘ )
ks (vo, @0, U) = (max <%A¢0§ + 5|vu0|; + f5(U), k§> + k3> ek, (11.4.54)
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il reste
A Lo (R+530) + [Vl oo (r+:22(0)) < C-ks(vo, o, U),

ce qui permet de déduire de (111.4.51) quetu sont bornées dans;, (R ; ®,) et L} (R™; V) respectivement. Il est
maintenant immédiat d’en déduire I'existence d’'une soluforte globale du probléme dans le cas bidimensionnel.

e Etape 5 - Etude du cas tridimensionnel:
D’apres (111.4.33)-(111.4.50), I'estimation (I11.4.32peut se récrire dans ce cas a l'aide de la fonctionneliie la
fagcon suivante

o’B n
vt + ATl + [ Aul}
< CIVels + Clul3|Vels + (C + f2(U))Vels (1+ [Vels?) + Ch(U)

; c(vz T LU) + V2Vl + ul2 Tl + | Al [ VA] + IVAso%)y(t)

+ Gy’ () + 47 (1)

(t
= Fa(vo, 00, U) + §0y(1) + CLl* (1) + v (1)). (111.4.55)

Grace a un argument standard de comparaison sur les équdiffémentielles ordinaires, on déduit qu'il existe un
tempsT, = To(vo, ¢o,U) tel quey est bornée sur tout intervalle compact[deT;[, ce qui prouve I'existence d’'une
solution forte locale au probléme définie sur I'intervalketdmpd0, Ty|.

e Etape 6 - Unicité :
On suppose données deux solutions fovies: , 11 €tvs, o, us de (111.3.6)-(111.3.8) définies sur l'intervall@, T7[.
Par la remarque 111.3.1 on a en fait, o, € C°([0,T] x Q) de sorte qu'il existe? > 0 tel que

p1(t,2)] <R, |pa(t,2)| < R, Yz € Q, Ve [0,T],
ler(®)ll2 < R, [le2(t)]l2 < R, pour presque tout € [0, 7]

o ()11 < B, [los(t)]l1 < R, pour presque tout € [0, T].

Sion posey = 1 — @s €tv = v; — v, 0N peut obtenir de (111.3.9) et (111.3.10), les équatiomdsificées pary etv
— Pour toutw dansV,

%(1),11)) + b(v, vy, w) + b(va, v, w) + 2 /Q (n(e1) — nlp2))D(v1) : D(w) + 2 /Q n(p2)D(v) : D(w)

= —a’ /(u;.V(pl)A(p —a? /(w.th)Ag@.
Jo Ja

(111.4.56)
— Pour tout) dansVz,
d
G~ [ wvee — [ vy
—a? [ (Blon) - Ble)VAeV0 - o2 [ Bloa)VARTY (11.4.57)
JQ JQ

+ /(BF”(%) — BF"(92))V1.V¢ + / BF"(2)Vp.Vip = 0.
JQ JQ

Comme les solutions que nous considérons sont réguligr@gud choisiw = v comme fonction test dans (111.4.56)
ety = —a? Ay comme fonction test dans (111.4.57) (en remarquantqel’). Si on somme les estimations obtenues
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apres intégrations par parties, il vient

d (o o, 1 9 2 4 2
pn ?|V<P|2+§‘7"2 +m|Voly + a”B1|[VAg|;

< [b(o.01.0)| + 20l [ IelID(1) D)
+a? [ [ullVellag +a* [ o] Vel ag
% Q (11.4.58)

+a? [ [Ble)F(91) = Ble) (2| Ve |V Aw
+a? [ Bl P (el VeV ag)
+allB [ 16V AR VA
Une fois de plus, on va estimer chacun des sept tethmes, J; du second membre de cette derniere inégalité. Il est
important de voir que les estimations qui vont suivre seeffiectuées dans les deux eas- 2 etd = 3.

On utilise tout d’abord l'injectiorfl # C L* et linterpolationH # = [L.2, H']3, il vient

. 1 3
Ji <V (v)l2oli < C(R)]F [Vl

111.4.59)
™ (
< gVl + C(R)l;,
Pour le second terme, ce sont les injectiahs C L® et H! c LS qui permettent de conclure
T < [ loel@lal D(o1)s D)2 < CIVls|Vola|Vor 3 loa 13
S (111.4.60)

< BIVel3 + C(R)|Vel3.

Grace a l'injectionH? C L>°, on peut aisément obtenir

J3 < a?[Vlso | Apallv]a < o[V AQ|2| Apsls|v]2
A B (11.4.61)
< | VAGL + C(R)[3,

<
et

Ji < 0 lualal Vplao |l < C(R)V Agla| Vil d [V AL 11.4.62
B GGl + ORI e

Pour estimer le cinquieéme terme, on se sert du théoréme desissements finis

<

Js < (SUP (BF”)'(-T)> 013 Veils| VApla < C(R)|[Vel2| Apr]2| VA
z|<R

(111.4.63)
o' B, 2 2
< S IVAGE + O(R)|Vel3.
On a de facon similaire
o < (s [BF@) ) 1Velal VA,
l2|<R (111.4.64)

a4

B . .
LVAp3 + C(R)|Vl3.

<
- 8
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En utilisant enfin une fois de plus l'inégalité

1floo < CIFIIFIFIIZ,

satisfaite par toute fonctiofi € H3(Q), d’apres 'inégalité d’Agmon et 'interpolatioi/* = [H"', H3]1§, et en remar-
quant quen(yp) = m(p1) — m(p2) = 0, il vient avec les inégalités (111.2.7)

Jr < a||B']|co|@loo | VAR [2| VA2
3 1 . 1 5
< CIVels|Api |3 [A%01]3 VA3 (111.4.65)

Oz4B1
8

Finalement, en rassemblant les estimations (111.4.99%4(65), I'inégalité (111.4.58) s'écrit, aprés intégrah par
rapport au temps,

E 4
< [VAQGL3 + ClAg: |3 [A%p1 |3 Avl3.

t
2(t) < z(0) —|—/ h(s)z(s)ds, VO <t < T,
0
ou )
_ o o, 1o
(1) = Vol + Lol

etolih(t) = C(R) + C(R)| A% |3 € L'(0,T).
Une application directe du lemme de Gronwall donne

2(t) < 2(0)edo WA yo <t < T

Ainsi, comme(p1,v1) et(psa, vy) ont les mémes données initialgsy, vo), on az(0) = 0 et doncz(t) = 0 pour tout
t € [0, T[ ce qui implique I'unicité des solutions fortes du probléraelsur intervalle de temps d’existence.
[ |

4.4 Cas non-dégénéré avec un potentiel logarithmique

Comme on I'a vu plus haut, on s'intéresse maintenant a l&thdprobléme dans le cas d’un potentiel logarithmique
de la forme

F(p) =86 ((1 + @) log(l+¢) + (1 — ) log(1l — <p)> +6.(1 —p?). (111.4.66)
De facon plus générale, on va considérer des potentielsfdente suivante
F = F] + FQ:

ou F» une fonction de class€é? sur[-1, 1] et F; est une fonction continue s{ir 1, 1], strictement convexe et de classe
C? sur] — 1, 1] et vérifiant
|F} (z),|Fy' ()| = +oc quandz — £1.

On suppose en outre qu’il existe une constavite- 0 telle que
F!'(x)(1 —z)? < M au voisinage de = 1 et F}'(z)(1 + =) < M au voisinage de = —1.
Par analogie avec (111.4.66), on introduit deux constaptestives

6= inf F|', etf.= inf F,
1—1,1] [—1,1]

de sorte que quartti> 6. le potentielF’ est convexe et la séparation des phases n’a alors pas lieaslghysiquement
intéressant est bien sir le das: 6.
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Contrairement aux paragraphes précédents, le potdntieést ici défini par nature que s{#1, 1]. On va voir, et
c’est un point fondamental, que c’est en fait suffisant cava@montrer sous ces hypothéses I'existence de solutions
prenant leurs valeurs dans cet intervalle physiquemenissilite, qui permettent de donner un seng"&yp). Pour
simplifier, et comme cela ne change rien au probléeme étudgtippose qué; et F» sont positives.

Le principe de la preuve est d’introduire un probleme régséapour lequel I'existence de solutions est connue et
qui approche le probleme de départ. La démonstration péspims est une adaptation d’'un résultat obtenu dans [4]
pour I'équation de Cahn-Hilliard seule. On va voir que le glage avec I'équation de Navier-Stokes et le fait que les
conditions aux limites soient non-homogeénes sur la vitpesmettent malgré tout d’obtenir I'existence de solutiqus
soient uniformément bornées en temps.

La clé de la preuve réside dans I'utilisation du fait que Igipd’ du potentielF’ qui dégénére er-1 est convexe.
Ainsi, la dégénérescence du potentiel ne peut créer dbiliséasupplémentaire dans les équations, car c’est laeart
non convexe du potentiel de Cahn-Hilliard qui est a I'or@gde la séparation des phases et de l'instabilité de cestaine
configurations. En revanche, elle contraint la solutioneéngre ses valeurs dafis1, 1] ce qui est nouveau par rapport
aux résultats précédents.

On prouve donc le théoreme 111.3.3 :

Théoréme
Supposons quB satisfait(111.3.11) et queF est défini comme ci-dessus. Etant dontiés 0, vy € v, + H, o € &,
tel que|po|e < 1 et|m(ypo)| < 1, alors il existe une solution faible, p) a (111.3.1)-(111.3.5) surR* au sens de la
définition 111.3.1.

Cette solution vérifie de plus

lo(t,z)| < 1 pour presque tout,z) dansR™ x €,
et
F'(p) € Li, (R, L*(2)),
ce qui donne un sens a la définition 111.3.1.
Preuve :

Tout d’abord, commencons par prolonger de fa¢8ria fonctionF; aR tout entier en supposant que ses restrictions
a[2, +oo] (resp. & — oo, —2]) sont polynomiales de degpéet convexes. Dans ce cas, on a

F, >0, et F)! > —4,.

Il sS’agit maintenant d’'introduire une approximation de kfe convexe; du potentielF'. Pour cela pour tout €]0, 1],
on construit une fonctiod} de la fagon suivante

Fi(x) silzg)]<1-9§
Fo(z)={ Fi(1-08)+F(1-68)(x—1+08)+ 20D 146)> siz>1-6
Fi(-140)+F(-1+8)@+1-8) + B (11 6)2 siz< 146,

Le potentiel de Cahn-Hilliard approché que I'on va considéiorénavant est’ = F) + F, défini sur toutR.

Il est clair d’aprés cette construction que le potenfiélvérifie les hypothéses (111.3.12)-(111.3.15). Le point fiax
mental & remarquer est que les coefficients apparaissas(da8.14) sont indépendants deoury €] — 1, 1].

En effet, la fonctionF, étant polynomiale de deggeet convexe a l'infini, les fonctiong: — ) F; (z) et F5(z) sont
toutes les deux polynomiales de degra coefficient dominant positif sur chaque composante candeR\[—2, 2].
Ainsi, il existe une constant; () > 0 telle que

(z — 1) Fy() > C1(3) Fala), Viar| > 2.

De plus la fonctior — (z — ) F3(x) — C1(v) F2(x) est continue sur-2, 2] elle y est donc minorée par une constante
—C4y(y) < 0 de sorte que I'on ait pour tout € R :

(z — ) Fy(x) > Cr(7)Fa(z) — Ca (). (111.4.67)
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Mais par construction, la fonctioRi{ est convexe suR tout entier. Elle vérifie donc l'inégalité de la tangente ainpy
!
(¢ =) F (2) > F{ () - F{(7), Ve €R.

Si on suppose qug €] — 1, 1], il est facile de voir queéy (y) converge vers’ () quand tend vers zéro. Il existe donc
une constant€’;(vy) telle que

(z — NF (x) > F¥(z) — C3(7), Vz €R. (111.4.68)
Ainsi, en sommant (111.4.67) et (111.4.68) il vient

(z = ) F (1) > F{ (z) + C1(y)Fa(z) — C2(7) — C3(7),

ce qui fournit (111.3.14) avec des coefficienis(y) = min(1, Cy (7)) et F4(y) = Ca(y) + Cs(vy) indépendants dé&

D’aprées le théoreme 111.3.1, on peut construire une fand#esolutions faibles du probléme appro¢he, vs) pour
toutes donnéels, p, € ® etv, € v, + H. Le reste de la preuve consiste a obtenir des estimatiofsrongs ens afin
de passer a la limite dans les équations approchées.

e Etape 1:
Ecrivons tout d’abord I'estimation d’énergie (l11.4.100tenue en multipliant I'équation de Cahn-Hilliard par et

celle de Navier-Stokes pai;
d

2
a o 1o 6 By 2 ™ 2
Rl Z F 21 n
P < 5 Vsl + 2‘“6|2 +/Q (‘Pé)> + 5 Vsl + 9 Vusls

< CU?|D(vy)]5 + CAU|Vug|3 + CU*X* |V s 3.

On avu dans le théoréme d’existence de solutions faiblesataqui a précédé, que la clé de la preuve de I'uniformité
en temps consiste a établir le contrdle de diverses quapi@éle gradient du potentiel chimique (inégalité (1113111
faut ici s'assurer qu'un tel contrdle est possible unifomedt en.

Comme on I'a vu plus haut I'hypothese (111.3.14) est vérifiggépendamment dece qui permet d’écrire (grace a
I'hypothése quen(yy) €] — 1,1]),

1 a?
el ailt > Vsl + Fantin)) ([ Fo(en)) = Fatmtgni.
Comme pour la démonstration du théoréme 111.3.1, en cahtldgproduit scalaird.” de us par—Aps, il vient
1 1
§|Vﬂa|§ > o®|Apsl3 — (0 + §)WW\§;

car I'inégalité
' (z) >0 -6,
est vraie pour tout € R uniformément erd. Rappelons au passage que dans le cas physiquement iatdressa
0 <8..
Au final, on obtient une estimation de la forme

B A ‘ ‘
—4] [Vusls > C|Vesls + ClAgs|3 + CFs(m(po)) </ Fé(%)) — CFy(m(¢po)),
Q

qui permet, comme pour le théoréme 111.3.1, d’obtenir saffiment de coercivité dans I'estimation d’énergie pour
établir les bornes uniformes en temps ebeuivantes :

lps = m(po)llLoe@®+.@) + [[v5 — v llLe e+ 1) < C(U, po,v0), (111.4.69)
up ( [ F“m)) < O, go,w0), (11.4.70)
teR+ Q

s — m(0)ll 12 (to o+ r.0) + IV 16l 12 10 047 12()) + 1105 — vl 12020 t047.v) < C(Us 0,00, 7). (11.4.71)
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Remarque 111.4.2
Il faut tout de méme vérifier qug, F9(ps(0)) est uniformément bornée par rappoit.&C’est ici qu'intervient I'hypo-
thésdyp oo < 1.

En effet, sil1 — po(z)| > d ona

F(go(x)) < |Fall e (=117 + 1F | oo = 1,1))

alors que si — 6 < ¢o(z) < 1,0na

FI'(1-9§
F(p0(x)) = Falo(@) + Fi(1—8) + FI(1 -~ 8)(o() ~ 14+8) + 0D () 145"
F'(1-9§
< NFsllim 1 + Fi(go(a)) + 0D
< N Fsllpoe (=117 + 1F1l Lo (=117 + M,

gréce a '’hypothése sur le comportementdfé ) au voisinage de-1.
La méme démonstration poyg(x) € [—1, —1 + 6] montre finalement que podirassez petit, et grace a I’hypothése
lpoleo < 1,0na

| Feston = [ Piten) < i
Q Q
ouC ne dépend que dg, etF;.

Grace a ces estimations, on voit qu'il existe des fonctipns, v et des sous-suites des, us,vs) (Que I'on note
toujoursys, us etvs pour simplifier les écritures), telles que :

s — @ dansL>(R", ®,) faible étoile
s — pdanslLy (R*, ®,) faible,
vs — v dansL>™(R", H) faible étoilg
vs — v dansLi, .(R*, V) faible,
ps — pdanslLy (RT, ®,) faible,
s — pdansLy (R, ®,) fort,
vs — v dansLy, (R", H) fort.

o Etape 2:

Grace aux propriétés de convergence précédentes, on pémiait passer a la limite dans les équations approchées
vérifiées parps etv; de la méme maniére que dans le théoreme 111.3.1 & I'exceptitable du terme™’ (¢5) dans
I'expression deus. Dans ce qui suit on justifie ce passage a la limite délicat.

Montrons tout d’abord que pour tot > 0, F%'(¢s) est bornée dang?(]0, T[x Q) indépendamment d& Pour
cela calculons le produit scalaifé de s parF® (¢s) — m(F3' (¢s)) il vient aprés intégrations par parties

/ ua(F‘sl(w)*m(F‘V(w)))z/ F‘S”«oa)\vmu/ F¥ (3) — m(F® (00)) 2,
J10,T[xQ Jo

J10,T[xQ

et commeF?®” > ¢ — 6, uniformément e, on a avec I'inégalité de Poincaré (111.2.7) et les estioraiqui ont précédé
g 5! 5! 2 g 2 g 2
|18 ) = m(F o <16 =00l [ 10ali 4 [ s = m(us)
0 0 0

T T
< \979c|/ |V<p5\3+0/ Vsl
JO J0

<10 = 0.|TC(U, ¢o,v0) + C(U, 0,00, T).
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Ceci prouve quéF?’ (p5) — m(F®' (¢s))) est bornée dank?(]0, T[x ). Il reste & étudier la moyenne d&' (¢5).

Calculons, & fixé, le produit scalaird.? de u;s par(ps — m (o)), il vient

/(w — m(0))F? (g5) + *|Vgsls < Clus — m(us), 05 — m(0)) < C|Viusla|Vipso.
JQ

D’autre part on a, par I'hypothése (111.3.14), et poue] — 1, 1],

/ (5 — 1F” (03) > Fy() / F(8) — [QFa(7) > — Q0 Fa().
Q Q

On déduit en soustrayant ces deux inégalités que

(y — m(0)) /Q F7'(03) < C|Vis s | Viaals + CFa(7).

Comme par hypothése(py) < 1, il existe > 0 tel que[m(yo) — 8, m(po) + ] C] — 1, 1[. En appliquant I'inégalité
précédente & = m(po) — 5 ety = m(po) + [ successivement, il vient

8 |m(E% (2)| < CIVe@alal Vsl + € max(Ex(m(g) — 8), Fs(mlgo) + ).

En utilisant les bornes (111.4.69)-(111.4.71) obtenuegpédemment, on obtient alors
T ! B T 5 B -
VT >0, [ m(F @) < C [ I9esiVaslh+ Clen, 8.7 < O, o, w0, BT,
0 0

Ceci prouve que la moyenne @' (,) est bornée dank? (0, T') indépendamment decar par définitions ne dépend
gue deyg. Au final, on a bien obtenu que

!
17 (s) || 220,71x0) < C(U, 0,0, T).

On peut donc en déduire I'existence d’une foncti@mlansL2(]0, T[x Q) telle queF?’' ;) converge faiblement vers
G dans ce méme espace. Pour conclure la preuve, il faut idedtigt plus précisément, montrer qGe= F'(yp) ou F'
est le potentiel de départ, gtla limite deys.

En fait le potentielF® est composé de deux parties. La convergence de la gajties) vers Fj () se traite de
facon immédiate grace a la borne obtenue gudansZL>(R*, ®,), a la croissance au plus polynomiale d'ordre
de F, a I'infini et enfin au théoréme de convergence dominée. Ierdsinc & démontrer que’’(,) converge dans
L2(]0, T[x Q) versF] (). On va pour cela utiliser de fagon cruciale la convexitéget deFy en utilisant un argument
de type dualité.

En effet, par constructiorFf" > 6 > 0, ce qui implique queFf' est strictement croissante et donc bijective de
R dansR (pourd assez petit). De plus par I'inégalité des accroissemerits flrest facile de voir que{Ff')*’ est
Lipschitzienne de constante de Lipscl‘%tzAinsi pour toute fonction test € L?(]0, T[x) on a

/ (w - (Ff')l(w)) (Ff'(w) — w) >0, (111.4.72)
J10,T[xQ
I'existence de I'intégrale étant assurée car, con@ﬁ‘(g)*] est Lipschitzienne(,Ff')*’ (ps) appartient &2(]0, T[x Q)

Montrons que I'on peut passer a la limite dans cette inéggatiour cela montrons I'inégalité suivante

(F) @) - ()70 < 5 T
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Tout d’abord, siF| (—1 + §) < z < F/(1 — §) l'inégalité est évidente car pour ces valeursides fonctions ;) !
et(F?')~! coincident. Traitons maintenant le cas> F!(1 — 6), l'autre cas pouvant s'obtenir de la méme maniére. Le
réelz = (F?')~'(x) est, par définition dé7 I'unique solution de I'équation linéaire

FA-8)+F'(1-0)(z-1+9) =,

c’'est-a-dire Pl 8)
z— Fi(1-
= " 1 - 6-
TR
Commez > Fj(1 — §) et queF] est croissante, il vient
x— F/(1-9) x— F/(1-9) x

+1-6—(F) () <

o= (F) (@) = 2 — (F)) ' (a) = S Eaoe SFase

F(1-9)
D’ou l'inégalité annoncée.
On en déduit que

N 5!\ — .
f o 070~ B O < g e

et donc, commé”’ (z) tend vers+oo en1 et—1, on obtient la convergence forte dah$(]0, T[x Q) de (F%')~' ()
vers(F})~1(y). Cette convergence associée aux différentes propriétémtergence des permet de passer a la limite
dans l'inégalité (111.4.72) et donc d’obtenir pour tafit

-/Jo,T[xQ <(p - (F]I)1(¢)> (G - w) 2 0. (111.4.73)

Prolongeons pour un instant la fonctigit par+occ en dehors de l'intervalle— 1, 1], alorsF? () converge presque
partout versFi (). En effet,ip; converge presque partout vessdans|0, T'[x Q2 et donc pour presque tout, =) dans
10, T[xQ20ona

— Soit|p(t, )] > 1 etalorsF](¢(t, z)) = +oc etil est facile de voir qué? (ps) converge vers-co.

— Soit|p(t,z)| < 1 et alors pouw assez petit, on a I'égalite? (p5) = Fi(ps) et donc la convergence souhaitée

par continuité de; .

On a donc bien la convergence simpleld,@'(w) vers F (p) moyennant la convention qu& = +oc en dehors de
] — 1,1[. En appliquant le lemme de Fatou, il vient

6—0

/ |F1’(g0)|2 Shmlnf/ ‘Flél(gpéﬂz SC(U,Q007’UO7T)7
10, T[xQ 10, T[xQ

d’aprés ce que I'on a vu plus haut.
Ainsi, la fonction F} () appartient aL2(]0, T[x(2) et en particulier, elle est finie presque partout ce qui igusi
que
lo(t,z)| < 1, pour presque tout, =) €]0, T[xS.

De plus, on peut maintenant utiliser = (G + F{(y))/2 € L?*(]0, T[xQ) comme fonction test dans (I11.4.73). On

obtient alors
-/]O,T[xn (@ S <G%W) ) (G - Fll(‘P)> > 0. (11.4.74)

Pour(t, z) €]0, T[x, deux cas se produisent :
— Ou bienG(t,z) > F|(p(t,z)) et alors comméF;]) ! est strictement croissante on a

(- (Gt Bistio)

) > (B (Fl(p(t.2)) = olt,).

Ainsi la fonction sous le signe intégral dans (111.4.74) eé&gative au poingt, z).
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— Ou bienG(t,z) < F{(p(t,x)) et comme dans le cas précédent on montre que la fonction eaigrle intégral
dans (111.4.74) est négative au poiit z).
Ainsi (111.4.74) montre que l'intégrale d’'une fonction neftiye est positive, ce qui implique la nullité de la fonction
considérée. Ainsi pour presque tqutz) dans|0, T[x {2 on a

(bt - ey (SN (G0,) - o)) =0,

Supposons qué(t, ¥) # F|(p(t,z)), alors on & F}) L ((G(t,z) + F|(o(t,z)))/2) = (t, =), ce qui implique que

G(t,2) + Fl(p(t, )

5 = F(p(t,2)),

et donc quei(t,x) = F|(p(t,z)), ce qui est contraire a I'nypothése. En résumé, on a moneé&idimite faible
dansL?(]0, T[x) de F¥' (¢5) est égale presque partouFa(,). Ceci conclut la preuve du théoréme en justifiant de la
validité du passage a la limite dans I'équation définisgant

[
4.5 Solutions faibles dans le cas dégénéré

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la preuve du théoregd. Il

Théoréeme
Sous les hypothésé1.3.11),(111.3.18)-(111.3.19), pour tout) < T < +oo0, U > 0,vy € v, + H etyy € &4, tel que
\@0\00 S let

/Q<F(s@o) +G(<P0)> < o0, (111.4.75)
il existe une solution faible au probléniél.3.1)-(111.3.5) sur[0, T[ au sens de la définition 111.3.3 qui satisfait de plus
lo(t, )| < 1 pour presque tout, z) €]0, T[x .
Si on suppose de surcroit qié(1) = 0 et B'(—1) = 0, alors pour presque toute [0, T| 'ensemble
{z €9, p(t,2)| =1}
est de mesure nulle.

Preuve :
Dans cette démonstration, on utilise la méthode exposég[#l8h en introduisant une approximation non dégénérée
de ce probléme. Ainsi polr< ¢ < 1, soit

Bs(z) = B(—-146) siz<-1+494§
Bjs(x) = B(x) si—-1+d<x<1-94
Bs(x)= B(1-04) siz>1-4.

On a supposé que, pouvait étre prolongée en une fonction &ude classeC” telle que||Fy||c2r) < C, et on
introduit une approximation d&;, définie sur touiR par

F(0) = Fi(0) etF]‘il(O) = F/(0)
F{s”(m) = F/'(-140) siz<—-1+44¢
R (2) = Fy'(x) si—1+6<xz<1-94§
F"(2)= F'(1-6) siz>1-6.
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On peut remarquer qui (z) = F} () si|z| < 1 — 4. La fonctionG est aussi approchée p@g définie surR par
G5(0) = 0, G5(0) = 0, G (x) = By () .

On peut aisément vérifier ques satisfait (111.3.11) et qués = F} + F, satisfait (111.3.12)-(111.3.15) avep = 2. Ainsi,
le théoreme 111.3.1 permet d’obtenir I'existence d’'uneuimn ¢, s etvs du probléme approché obtenu en remplagant
B par B;s et F' par Fj, au sens de la définition 111.3.1.

e Etape 1:

Il faut maintenant montrer de nouvelles estimationssyius etvs uniformes erd. En réalité, on note que, comme
dans la preuve du théoréme 111.3.1, les calculs qui suiveiveaht étre effectués en toute rigueur sur les approximatio
de Galerkin deps, us €tvs pour étre complétement justifiés.

On utilise tout d’abord:s (t) € ®; comme fonction test dans (111.3.8) €5 = vs(t) — Uvy € V dans (111.3.7),A
étant fixé dans la suite. En sommant les résultats, il viefd d&&me facon que dans la preuve du théoréme I11.3.1,

d (o> 1. A A
at <7V‘Pﬁ|§ + §|u(;\§ + / F5(4p5)> + / Bs(05)|Vias|? + 1| Vg2

§a2U/ loallVees||Ags| + Ulb(us, vy, us)|
Q

+2Unz'/9 D(0n)|D(ug)].

CommedG} est bornée( (ps) appartient &b, et peut donc étre utilisée comme fonction test dans (ll).8e8sorte
gu’en utilisant la relatioBs G4 = 1, il vienne

% (/Q Ga(%)) + /Q Vs Vs = 0.

Apreés intégration par parties, cette derniére estimatiécris
d o | |
% ([ @ston) + st + [ (B (03) Vsl < 1 eIVl

Choisissons maintenant = min(k/U, vU), ol k est une constante qui sera précisée ultérieurement, et grie
convexité der} et a (111.4.2)-(111.4.3), écrivons

d [a? 1
— (-2 [Vesls + §|W\§ + / Fs(ps) + / Ga(w)) + / Bs(ps)|Vus|* + | Agpsl3 + %\VW\%

dt

< 1B ool Veps | + a® k| Aps3

+ fiU) + k[Vusl3,
ou f;(U) tend vers zéro quant tend vers zéro. Donc, si on fixe mainten&nt& min (1/2,7,/4), on a finalement
obtenu

d (o 2, 1 2 o’ 2, 2 2
— | 5 IVesla + Slusla + | Fslps) + [ Gslps) | + 5 |A¢sls + - [Vusly + | Bs(ps)|Vas|
dt \ 2 2 0 0 2 2 0
<1l Veps 3 + f1 (V).

L'hypothése technique (111.3.19) permet paur- 0 assez petit, de montrer quiigl (z) < F''(z) etGs(z) < G(x) pour
toutz €] —1, 1[. Par le lemme de Gronwall et (111.4.75), on obtient & paréi(tll.4.76) gu’il existe une constane > 0
telle que

(111.4.76)

||“‘5||L"°(07’T;H) + ||()05||L"°(07T;¢1) < C: (”|477)
llusllzz(0,7;v) + ll@sllL20,19.) < C, (11.4.78)
‘ / Gs(#s) <C, (111.4.79)

4y L>(0,T)

|Bs(#5)VusllLzqorixe) < C. (111.4.80)
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On peut comme dans la preuve du théoreme I11.3.1, en util{$kua.80), obtenir aisément les estimations

Hd%

<c, (111.4.81)

L2(0,T;®})

H dus <C. (111.4.82)

L2 OTV’)

Ainsi, on peut extraire des sous-suites(dg) et (¢s) toujours notéesus) et(p;) telles que, grace au lemme 111.2.4,
s — @ dansL?(0, T; ®,) fort et presque partout

Aps — Ay dansL?(]0, T[x ) faible,

w5 — o dansC®([0, T, @, ) faible,

us — u dansL?(0, T; H) fort et presque partout
us — u dansL?(0,T, V) faible,
us — u dansC([0, T1, Vi) faible.
Finalement, le choix d& étant indépendant dg on voit que sion pose = u + Uv, on a
vs — v dansL?(]0, T[x Q) fort et presque partout
vs — v — v —ovY dansL?(0,T;V) faible

e Etape 2 - Estimation.*° :
Par définitionG(z) > 0,G'(z) > 0siz > 0etG(z) > 0,G'(z) <0siz <0.Ainsi,siz > 1ona

Gs(w) = G3(1 = ) + Gy(1 = 8)(a — (1 8)) + 5G4 (1 = B)(z — (1 = §))

—G(1=8)+G'(1-d)(zx—(1-8)) + %G”(l — &)z — (1-4§))?
1

et de fagon similaire, st < —1ona

Gs(z) = Gs(—1+0) + G5(-1+68)(x — (-1+0)) + %Gg’(—l +68)(x — (—146))?

=G(-1+0)+G(-1+0)(z— (-1+4) + %G”(—l +68)(z — (—146))?
1

5B T0)

x+ 1)

N | =

Ceci implique que
[ ool = 18 < 2max(B1 - 8),BC1+0) [ Gaes),
JQ JQ

et que donc, avec (111.4.79), et le fait i1 — §) et B(—1 + ¢) tendent vers zéro quamdend vers zéro, on déduit que

sup [ /Q((|<p(;| —~1)"? —o.

t€]0, T .
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Grace, par exemple, au lemme de Fatou, on obtient

sup / (¢l ~ 1)) =0,

te]0,T[

ce qui prouve quép| < 1 pour presque tout tempset presque tout € (2.

e Etape 3 - Passage a la limite dans les équations :

Pour conclure la preuve du théoréme, il faut vérifier que exfions limitesy et v obtenues sont solutions du
probléme dégénéré de départ.

L'équation (111.3.9) étant vérifiée par; on a pour touw € V etp € D(]0,T),

T T
- / (vs, p' (t)w)dt + / b(vs,vs, p(t)w) + 2 / n(ps)D(vs) : D(pw)
Jo Jo J10,7[xQ
—=a” [ ((w)Ven)Ags.
10, T[xQ

Le passage a la limite est classique dans les deux premigregePour le troisieme terme, on remarque que d’aprées le

théoréme de convergence dominée de Lebesgyg) D (pw) converge verg(y) D (pw) dansL?(]0, T[x Q) fortement

et que donc la convergence faible B¢v;) vers D (v) dansL?(]0, T[x ) permet d’effectuer le passage a la limite.
Finalement, le lemme I11.2.4 associé a (I11.4.78), (118%) permet de montrer (quitte a extraire de nouvelles sous-

suites) queps converge verg danslZ?(0, T, H? (Q)) fortement. Donc grace aux injections de Soboley, converge

versVp dansL?(0, T, 1.2 (Q2)) fortement. Ainsi, comme.w € L>(0,T;15(2)) et queAy; converge faiblement vers

Ay dansL?(]0, T[x ), on peut passer a la limite dans le dernier terme. Ceci prquee etv satisfont (111.3.9).

En ce qui concerne I'équation (111.3.10), on a pour tgue @, etp € D(]0,T)

T
—/ (<pa=p(t)1/})dt+a2/ Bs(ps) Aps(pAv) +a2/ Bj(¢s) ApsVs.(pV))
0 10, T[xQ 10, T[xQ2 (|”483)
+/ (BsF5')(0s)Vs-(pV)) —/ (v5-V(py))ps = 0.
10, T[xQ I

,T[xQ2

Le passage a la limite dans le premier terme est immédiat.l¥e les fonctionsBs sont, par construction, uni-
formément bornées pdiB||.. et la suite de fonction8s converge uniformément ver3 surR. Ceci implique avec le
théoréme de convergence dominée de LebesgueBgles)(p.Ay) converge vers3(p)(p.Ay) dansL?(]0, T[x Q)
fortement ce qui joint a la convergence faible g s dansL?(]0, T'[x (), permet de passer a la limite dans le second
terme.

Le traitement du troisiéme terme est un peu plus délicataut O'abord noter que.Viy € L°(]0,T[x) car
¢ € Vs, et queAy;s converge faiblement verdy dansZ?(]0, T[xQ). On pourra donc passer a la limite dans ce
troisiéme terme si on montre qu# (¢5) Vs converge fortement ve8’ (o) Ve dansL?(]0, T[x ). Il faut pour cela
utiliser I'estimationL> obtenue sup a I'étape précédente, et écrire

/ B (ps) Vs — B'(0)Ve|* = / |Bj(s) Vs — B'(0)Ve|?
10, T[xQ2 10, T[xQn{]e|<1}

N / 1Bl (5) Vs — B'(9) Vol
10, T[x0{|ip|=1}

Dans la premiére intégrale, comiie < 1 on aBj(ps) — B'(p) etVys — Vi presque partout et

B (05)Veps = B'(0)Veol* < 2||B'l|oo (Vs |* + Vo).
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Comme le membre de droite de cette inégalité converge Ba(i8, 7[x ) on peut, quitte a extraire une nouvelle sous-
suite, la dominer uniformément érpar une fonction dé.*(]0, T'[x2). Ceci permet de passer a la limite dans I'intégrale
considérée.

De plus, un lemme classique [19] affirme gue = 0 presque partout darfgy| = 1}, ce qui permet d’écrire la
seconde intégrale de la fagon suivante

|Bj(¢5)Ves|?

IN

1B'1% / Vs 2
710, T[xQN{|p|=1}

B / Vel? = 0.
410, T[xQN{l¢|=1}

-/10,T[xmw1}

Ce qui établit le passage a la limite dans le troisieme teren@lt4.83).

On a supposé quBF" était continue suf—1, 1], ce qui entraine quB; F' est uniformément bornée par rappott,a
de sorte que pour passer & la limite dans le quatrieme terr(il de83), il ne reste plus qu'a montrer qU&; Fy') (s )
converge ver$BF")(y) presque partout. Ce dernier point est évidehpsic 1 car alors poud assez petit on a I'égalité
(BsF§')(ws) = (BF")(yps) et on conclut par continuité. Montrons que cela reste vigiai exemplep(t,z) = 1 (le
casp = —1 étant traité de facon identique).

— Sid esttel que) < ¢s(t,x) < 1 — 4 alors on al'égalité

(Bs Fy') (s (t, ) = (BF")(s(t, )).
— Sid esttel queps > 1 — d alorson a
(BsF§')(s(t, 7)) = (BFY')(1 = 6) + B(1 - 6)Fy (s (£, 7))

Dans les deux cas on peut conclure g¢BgF}')(yps) converge ver§ BE")(p) presque partout.

Enfin, le passage a la limite dans le cinquieéme et dernierei@{l11.4.83) estimmédiat carVy € L*°(]0,T[x)
etvs, o5 convergent toutes les deux fortement daig0, T'[x2).

On a donc bien prouvé que les fonctiang sont des solutions faibles du probléme au sens de la définitid.3.

e Etape 4:
Dans cette derniére partie de la preuve, on supposé3le = B'(—1) = 0. Cela implique immédiatement que
G(z) tend verstoo quandz tend versl ou—1. Grace a (111.4.79) et au lemme de Fatou, on a pour presque {0, 7',

/liminf Gs(ps) < C. (111.4.84)
Jo §6—0

- Si|p(t,z)| < 1 alors pourd assez petit on &;(ps(t, z)) = G(ps(t, x)) et ainsi par continuité
lim Gy (s (t,2)) = Gle(t,2)).
- Sip(t,xz) = 1 par exemple, alors pour totit> 0,
Gs(ps(t, ) > min(G(1 = 6), G(ps(t,x))).
Et donc, commé&i(z) — +oo quandz — 1, on voit que
Gs(ps(t,z)) = +o0, (111.4.85)

- De méme quang(t,z) = —1, on a aussi (111.4.85).
Pour finir, (111.4.84) et (111.4.85) donnent exactementdét fque 'ensemble

{z €9, |pt,z)] =1}

est de mesure nulle, ce qui conclut la démonstration du éméer
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4.6 Un résultat asymptotique

On termine ce chapitre par la preuve du théoréme I11.3.5.

Théoréme
SoitI un intervalle ouvert d® etw € I donné. On suppose qu est une fonction positive de clasSé définie sur
I, F une fonction de classe?® définie sui. Alors, pourlU > () assez petit, la solution stationnaire (¢h.3.1)-(111.3.5)
donnée pap,, = w etvl] = Uze, est asymptotiquement stable sous les conditions
B(w) > 0,
F"(x) > 0 pourtoutr dans un voisinage de.

Plus précisément, pour tot> 0 assez petit, et pour toutes donn&es 0, vy € v +V, o € ®, satisfaisant

m(po) = w, [U| < B, llvolli < B, llpo —m(wo)ll2 < 8,
il existe une unique solution forte globale &ir du problemd11.3.1)-(111.3.5) au sens de la définition 111.3.2. Celle-ci
vérifie de plus
llv = vollL=@®+v) + I — @oll Lo (m+:3,) < R(B),
ouh : RT — Rt est une fonction continue telle qué0) = 0. Enfin, sif3 est assez petit, on a quahes +oo

p(t) — poo dansd, pour tout) < s < 2,
v(t) — UZJ — 0 dansV; pour toutd < s < 1.

Preuve :

La démonstration s’effectue en quatre étapes. Dans la premn introduit le probleme modifié que I'on va étudier
pour établir le résultat, dans les deux suivantes on monteel’gn peut en effet obtenir ainsi des solutions fortes du
probléeme de départ (y compris en dimension 3), ainsi que deelles estimations sur ces solutions. Dans la derniere
partie, on montre le résultat de convergence propremepidit les solutions issues de données initiales proches de la
solution stationnaire considérée.

e Etape 1 - Troncature :

Soitd > 0 tel que

Is :[wf(i,w+6] C I,

F" > 0,B > 0 dans un voisinage dé;.
On peut aisément construire une foncti@nde class&>® telle que
F,(w) =0, F,(w) =0, Fl/(x) = F"(x) surls, F/(z) > 0siz ¢ I,

et telle queF)" est bornée suR. Cette fonction vérifie les hypothéses (111.3.12)-(11L3) et (111.3.17) et de plus, la
convexité deF,, entraine
0=F,(w) > F(z)+ (w—2)F'(z), Yz € R,

de sorte que dans (l11.3.14) on peut prendre les constagtdes

Fy(w)=1, Fy(w)=0. (111.4.86)
On peut aussi construire une fonctiBy de classe’! satisfaisant (111.3.11) et (111.3.16) et telle que

B, (z) = B(z), Yz € 1.

On peut donc appliquer le théoréme 111.3.2 en remplagans des équationsF' par F,, et B par B,, pour obtenir
I'existence d’une solution fortgp,,, v,,) pour ce probléme modifié.
e Etape 2 - Estimations dans le cas bidimensionnel :



114 Chapitre 3. Préliminaires et étude du cas homogéne

Le pointclé de la preuve réside dans (111.4.86). En effetsd@l|.4.17) les termes eR, (m(pq)) = Fi(w) S'annulent
d’'aprés ce que I'on vient de voir, ce qui implique qugvg, o, U) converge vers zéro quard, |vg|s et|lpo — w|)
convergentvers zéro. En utilisant (111.4.20), (111.4.5@)1.4.53) et (111.4.54) on montre qui (vg, wo, U) tend aussi vers
zéro quand/, |lugl|1 et|lpo — wl|2 tendent vers zéro.

Tout ceci impligue I'existence d’une fonction continlugtelle queh(0) = 0, telle que pour toug > 0, si on suppose

|U‘ S 67 ||U0||] S B: ||900 _wHZ S B:

ona
lvw = vollLoer+v) + [P0 — ol m+3,) < R(B),
Si g est suffisamment petit, on peut assurer gugt, =) — w| < & pour toutt, = (voir la remarque 111.3.1) et que donc,

pour toutt,  on a
B, (pu(t, 7)) = B(pu(t, x)),
et
Fu(pu(t,m)) = Flpu(t 7)) = F(w) = (pu(t, z) — w)F'(w).

Remarquons que dans (111.3.7) et (111.3.8), le potenfiei’intervient que dans le terniéy et que donc, I'ajout d'une
fonction affine aF' ne change pas les équations ni leurs solutions. On en dadiji get v, sont des solutions fortes
du probléme original avec le potentiElet la mobilitéB.

e Etape 3 - Existence de solutions fortes globales en dimensic= 3 :
Reprenons les estimations effectuées dans la démonstdatitnéoréme général sur les solutions fortes du probleme
(théoreme I11.3.2), pour le probleme modifié introduit pheut. On a obtenu I'estimation (111.4.55) que I'on peut éeri

y'(t) + vy(t) < ks(vo, w0, U) + G(t)y(t) + Cy* () + y* (£)y(t), (11.4.87)

ol ~ est une constante dépendant seulemeti?,de, et(2, et oug vérifie I'estimation uniforme

to+1 -
/ g(s)ds < kq(vo, @o,U, 7).

Jto

On a de plus, comme dans le cas de la dimendien?2 ci-dessusk, ks, ks etk, qui tendent vers zéro quarid||;,
[lpo — w||2 €tU tendent vers zéro.

L'idée est alors d’absorber le terme non linéaire du secorchbre de I'inéquation différentielle (111.4.87), par le
terme coercifyy dans le membre de gauche. C'est en effet, a cause du termmaaind dans cette estimation que I'on
ne peut en général pas prouver la globalité des solutionssfolu probleme. Choisissons dahic> 0 assez petit pour
que dés qu& < g, |uo|l1 < B et]|lpo — w|l2 < B on ait

C(y(0)* +y(0)") <

o2

Par un argument de continuité, on sait qu’il existe un teffips 0 tel que pour toub < ¢t < Ty, 0n a
Cly(t)? +y®)*) <. (11.4.88)
Supposons qu€& soit le temps maximal pour lequel cette propriété resteevi@ur I'intervalle[0, T'[, (111.4.87) devient

y'(t) +vy(t) < ks + g(t)y(t) +vy(t),

ou encore 3
y'(t) < ks + g(t)y(t).
et par le lemme de Gronwall uniforme (lemme I11.2.5), de lame&acgon que pour I'étude du cas bidimensionnel dans

la preuve du théoreme 111.3.2, 0n a }
y(t) S k5(”07@07U)7 Vo S t < T:
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a? 5 1 . . ~ P
(om0, 0) = (mx (S |ul + 51900l + Jo(0), 03 ) + Fa ) .

Comme dans le cas bidimensionnel qui a précédé, on déduill de8E) et des estimations obtenues sur les solutions
faibles et fortes, qués tend vers zéro quand, ||vgl|1 et ||¢o — wl|2 tendent vers zéro. Donc, en supposant fest
assez petit pour que I'on ait

C (k3 + k3) <,

on voit que le temps maximal pour lequel (111.4.88) est vies€l' = +oc. Ceci prouve I'existence d’une solution forte
globale pour le probléme modifié, et cette solution satisfai

y(t) S ]%5(/007900:[])7 Vi 2 0:
ce qui implique que I'on a, pour une certaine fonctiooontinue positive et nulle eby

v — 7)0||L°°(R+;V) + llpw — <P0||Lm(R+;<I>2) < h(B),

La conclusion s’obtient alors comme a la fin de I'ét&pey,, et v, sont en fait des solutions fortes du probleme
initial.

Ceci termine la preuve du premier point du théoréme sur klgtade la solution stationnaire envisagée.

¢ Etape 4 - Comportement asymptotique :

La fin de la preuve qui va suivre est valable aussi bien en diimaa = 2 qu’en dimensiond = 3. On rappelle
gu’on a montré que pour tolt, x), ¢(t, z) est dans l'intervallgw — J, w + 4] dans lequeB et B,, coincident e est
positive.

On déduit de I'équation (I11.3.10) que pour tapite &, on a

d . .
Go—wv)+a® [ BLoATaTe+a? [ Bllp)AcAy

T /Q B () F" () Vip. V1) — /Q (0.99) (¢ — w) = 0,

ce qui donne aveg = ¢ — w et grace au théoréme de la divergence

1d . . . . .
3o~ W+ BilAgl < o [ BL() 1Al Vel

en se souvenant qug, est minorée par une constari®e. Finalement, on a

1d A ) ‘ A A
53|% ~ @+ BilAgls <ol Bl Apl2[Veoli < Cllp —wlla|Agly < Ch(B)|Av;.

Si on choisits assez petit pour quEh(S3) < %, ona

B
o = wl3 + Al <0,

N | =
Sk

et donc avec les inégalités (111.2.7), il existe une constarn> 0 telle que
o —wl < Ce™,

de sorte quep(t) — ¢ dans®dq. En fait p(t) — p. est dans I'espacé>(R*; ®,), ce qui permet de déduire par
interpolation quex(t) — ¢ dansd pour tout) < s < 2.
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Si on note quévY.V)vY = 0 et AvY = 0, 'équation (111.3.7) peut s’écrire

%(v v w) + b(v,v — v, w) + bw -0l 0l )+2/Q77(90)D(v—vgo):D(w)

+1}mw—m@m0w&>dxwr:ﬂxA}wvameMR+>Vwev
ce quiavear = v — v € V fournit
g1l — v+ 2V oD < b0 — oo — o)+ [ () @)Dl — ) IDGY)
+a? [ Vellagllo — ol

Donc, commeVaY |; = |Q|U,

1d

570~ vsls + 2m [V =05 < Cllolall = oZ IR + 1 loc ¢ = pocloo D = v LD (0)]2

+[Vela|Aplzllo — 51k
< CUV(v = vg)f3 + CU? V(v = v3)[5 + Clp — ¢ool
+ 5\A¢\§I\V(v )5+ V(e — peo) 3.
On avu qudApl|, < h(B) etU < g par hypothése, ainsi si on imposg &@’étre assez petit, I'injection de Sobolev
H= C L3 permet d'écrire

ld Ui
Sl =L+ L9 — ) < Clp — gl + Clly — waclly. (111.4.89)

Gréce a l'inégalité de Poincaré (111.2.5) et a la convergetep(t) versp.. dans®, pour touts < 2 on obtient de
(111.4.89)

d A A

Zlo = o5 +9lo — v < £,

ou~ > 0 est une constante, ¢tt) tend vers zéro quand— +oco. Un argument classique d’équations différentielles
ordinaires permet d’obtenir

t

- 2 - se o )

w—ovZ|2 < |vg —vY |2e f—l—/ e’V f(s)ds
0

et donc, commg (t) — 0, on déduit aisément qudt) — v converge vers zéro dars.
Comme de plus(t) — vY est uniformément bornée dais par rapport &, on obtient la convergence @ét) — v
vers zéro dans tous les espaces intermédi&irgour toutd < s < 1.
[
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Chapitre 4

Cas faiblement non-homogene

1 Introduction

Dans ce chapitre, on revient a I'étude du modéle général éidi &tabli dans la premiére partie de la thése. Rappelons
que sip est le paramétre d’'ordrg, le potentiel chimique et le champ de vitesse moyen alors le systeme s’écrit

o revema (G5 (5))
4 oVe—dv [—V([—]) =0, IV.1.1
or TV WV @Y e (V1)
p=—a*Ap + F'(p), (IV.1.2)
()(8”+ v) 2div (11(¢)D(v)) + Vp = uV +51‘P2v< a >+ () (IV.1.3)
e — +tuv.Vv | — v = =(©)g, 1.
Pe\p o1 ne pP=pve 4 - () P=\¥)g
div (v) = 0, (IV.1.4)
ou la densité adimensionnée est donnée par
-1
pg(tp):1+€(p2 , (IV.1.5)
avec 0 o
lp? — 5

 max(p}, p3)
Remarquons que dans les équations précédentes, on fa@ibtlgse, comme dans tout ce chapitre, que la mobilité
dans I'’équation de Cahn-Hilliard est constaBtgy) = 1 par exemple.

On avu dans le chapitre précédent qu’en général si la mébiitdégénere pas et si le potentiah’est pas singulier
(méme dans le cas homogene 0), on ne peut pas prouver que le paramétre d’ordre prend sassalans l'intervalle
physique[—1, 1]. Ceci est essentiellement di au fait que I'opérateur lalEph ne vérifie pas un principe du maximum
[9].

Cela implique que si on se contente de définir la densitgar (IV.1.5), on ne pourra pas assurer que celle-ci reste
positive au cours du temps, ce qui n'est pas mathématiqueasweaptable (I'équation de Navier-Stokes pourrait alors
devenir rétrograde et donc mal posée). C'est la raison murlle, on introduit une définition de la densité Iégéremen
différente. On suppose que est une fonction réguliére qui coincide avec la définitian1(5) sur l'intervalle[—1, 1],
telle que

Ploc <€

et qui vérifie de plus
0 < p1 <p:=(p) < p2,
indépendamment de
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Si dans certains cas précis (voir par exemple le résultatal@lig¢ asymptotique a la fin du chapitre), on peut
montrera posteriorique la solutiony obtenue reste dans l'intervalle-1, 1] alors la densité. () coincide avec la
densité physique au cours du temps.

Dans ce chapitre comme dans le précédent, on se concenttétsde du systéme dans le cadre du cisaillement.
Autrement dit, les conditions aux limites choisies sonttgsmes que dans le cadre homogeéne.

Le premier objectif de ce chapitre est d’étudier I'existeie solutions a ce probleme. Sans hypothése sur le para-
metree, on sait montrer I'existence et I'unicité locale de solasaégulieres (théoreme IV.4.1). Dans ce cas I'existence
de solutions faibles méme locale reste un probléme ouvert.

Néanmoins, en régime faiblement non-homogéne, c’esteastdon suppose petit, on peut améliorer trés significa-
tivement les résultats. En effet, on va voir que sist assez petit, il existe une solution faible globale efoumément
bornée en temps dans les espaces appropriés (théoren).I24.plus, cette solution converge quanes 0, a une
extraction de sous-suite pres, vers une solution faiblerdbleme homogéne étudié dans le chapitre précédent.

De plus, on montre dans le théoréme IV.4.3, toujours sousridition ques est assez petit, I'existence et 'unicité
de solutions fortes (globales en 2D et locales en 3D) pouddesées initiales régulieres.

Enfin, on va voir dans le théoréme 1V.4.4, que les propriéstdbilité asymptotique des états métastables du
potentiel de Cahn-Hilliard sous cisaillement que I'on aeshites dans le cas homogéne (théoréme 111.3.5) sont encore
valables dans le cas faiblement non-homogeéne. Ce théotamepéouvé aussi bien en dimensidgu’en dimensiors.

2 Rappels sur le modele de fluides non-homogéenes incomprdsss

Avant de commencer 'étude proprement dite de notre modgieappelle ici quelques résultats fondamentaux
connus sur un modéle classique, a la fois proche et assézetitfde celui que I'on considére ici. Ce modéle est celui
des fluides visqueux non-homogénes incompressibles épadiéxemple dans [15] ou bien [18]. Dans ce cadre les
inconnues sont la densiié le champ de vitesse et la pressiorp. Les équations considérées sont une équation de
conservation de la masse classique pour la densité

% +0v.Vp =0, (Iv.2.1)

une équation de conservation de la quantité de mouvemegpdNavier-Stokes incompressible non homogéne

0 pv . 1
—_ - —A = pyg, 2.
5 + div (pv ® v) P + Vp = pg, (IV.2.2)

accompagnée de la condition d'incompressibilité
div (v) = 0. (1v.2.3)

Ce modele est un modéle dans lequel l'interface n'a pas fg@ar et n’est pas active, c’est-a-dire que les forced-capi
laires ne sont pas prises en compte. La difficulté princigales I'étude de ces équations est I'obtention d’estimatin
de compacité sur la densijté
On verra que dans le modele qui nous concerne, c’est platdtehtion d’estimations sur la vitesse qui est délicate.
A titre de comparaison, on rappelle ici sans démonstratioin [18]) le principal résultat d’existence et d'unicitéd
solutions faibles sur les solutions de (IV.2.1)-(IV.2.8¢a des conditions aux limites de Dirichlet homogéne.

Théoreme 1V.2.1
Soit$) un ouvert borné régulier d&' (d = 2 ou3) etT > 0. On suppose quge L*(]0, T[x ).
Soitvy € H etpy € L*°(Q) positive presque partout. Alors il existe une solution faitte (1V.2.1)-(1V.2.3) au sens
ou
ve L(0,T; V), p € L®(0,T[xQ),
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pv € L>(0,T;12(Q)),
inf pg < p < sup po,
Q Q

p(0) = po,

et
(pv)(0) = povo, en un sens faible dans .

Side plusnfq py > 0, alors
ve L®0,T; H).

On peut en fait, préciser la borde® obtenue sup grace au résultat suivant [15].

Théoreme 1V.2.2
Il existe une solutiofp,v) du probléme précédent qui vérifie : pour tOU o < § < 400, la quantité

mes ({ €0, o< pltr) < 5})

Malheureusement, ce type de propriétés trés fortes n'estipasageable pour le probléme étudié dans ce travail, a
cause de la présence d’'un terme parabolique du quatrieme dads I'équation sur le paramétre d’ordre (c’est-a-dire
essentiellement de la densité) pour lequel on sait queeipe du maximum est faux.

est indépendante du temps.

3 Hypotheses générales

On rappelle que dans ce chapitre, on utilise a nouveau legions et les préliminaires établis dans la section 2 du
chapitre 3.
Dans ce qui suit, on fait les mémes hypotheses sur les forsojiet F' que dans le cadre homogeéne, c’est-a-dire
pour la viscosité
n estde class€'" et ||1||o < C,

0<mn <n(z) <ne, pourtoutz € R,

et pour le potentiel de Cahn-Hilliard

F estde class€?, et F' > 0, (IV.3.1)
3 F,F, > 0telles que|F'(z)| < Fi|z|P + Fy, |F"(z)| < Fi|z|P~' + Fy, Vo € R, (V3.2)
oul<p<3sid=3etl <p< +oosid=2
Vv € R, 3 F3(y) > 0, Fy(y) > 0 telles que, (V3.3)
(z— ) F'() > Fa(x)F(x) — Fi(3), Vo € R,
3 F5 > 0telle queF" (z) > —F5, Vz € R. (IV.3.4)

Comme dans le cas homogene, pour obtenir des solutions famta besoin d’un peu plus de régularité Buiplus
précisément on suppose que

F estde class€? et3F; > 0, |F"(z)| < Fg(1 + |z]9), Vo € R, (IV.3.5)

olg < 3sid=3etg< +oosid=2.
Enfin, on suppose que le terme de forces extérieures esténdépt du temps et dérive d’'un potentielidé

g=Vg.
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4 Melanges faiblement non-homogenes

Dans le cas de mélanges non-homogénes généraux, on saefhsatiprouver un résultat d’existence et unicité locale
de solutions régulieres. En fait, les solutions obtenues glus réguliéres que les solutions “fortes” obtenues dans
suite (théoreme IV.4.3) pour le cas faiblement non-homeg@&m donne sans preuve le résultat suivant.

Théoréme IV.4.1
Pour toutl/ > 0, vy € v +V etyy € ¥y, il existe un temp§ > 0 dépendant d¥, ||vo||: et del|pol|4 tel que pour
toute < 1 il existe une unique solution réguliéfe. ,v.) au problemdlV.1.1)-(1V.1.4) sur[0, T'[, satisfaisant

lo: L= 0,1:04) + l0clln2(0,7:06) + Ve — UgoHLoo(o,T;V) + ||ve — Ugo”Lz(U,T;Vz) <,

0 o,
ot

H .
L2(0,T:®,) ot

<0,

L?(0,T;H)

ouC > 0 est indépendant de

Remarque 1V.4.1
La démonstration consiste essentiellement a utiliseédifiment les estimations que I'on va obtenir au cours des
preuves des théoremes IV.4.2 et IV.4.3.

Pour obtenir des résultats plus pertinents, on s’intérgsspu’a la fin du chapitre, a I'étude du systéme (IV.1.1)-
(IV.1.4) quand le parametre est petit (cas faiblement non-homogéne). Ceci revient pasgy que les deux phases
du systeme ont des densités proches. Dans ces conditiopsubmontrer I'existence de solutions faibles globales et
I'existence et I'unicité de solutions fortes (globales &nek locales en 3D).

4.1 Solutions faibles

Ce paragraphe est consacré a la preuve du résultat suivant.

Théoreme 1V.4.2
SoientU > 0,v5 € vl + H, ¢ € ®3, telle quem(yj) est indépendant de On suppose qu'il exist€, indépendant
dee tel que

1 3
€6l + [vol2 + €2 [l@ll2 + €% llgglls < Co-

Alors, il existecq dépendant seulement dg, U et F tel que pour tout < ¢ il existe une solution faiblép. ,v.) de
(IV.1.1)-(IV.1.4) surR* pour la donnée initialés5, vg), satisfaisant

3 3

||<Ps||r,oc(m+;¢1) +e2 ||<Ps||1,oo(R+;<b2) +e4 ||905||L°°(IRZ+;<I>3) + ||lve — vECHLoc(W:H) <, (IV.4.1)

1|0 e

||905||L2(t0,t0+r;<1>3) +e2 67‘5 4 et 3:
¢ L2 (to,to+7iL2) " L2 (to,to+7;HY) (IV.4.2)

+ el ezt o+ ri@e) + llve — ’UgOHLQ(tmtOJrT;V) < C(t), pour toutty > 0, 7 > 0,
0

‘7’ b < M(T), (IV.4.3)

L2(0,T;V})
ouC, C(t), M(T) sont indépendants deet det,. On rappelle qu@ est le projecteur daris’ (Q)) sur I'espacef .

Remarque 1V.4.2

Le preuve qui suit est donnée dans le éas 3. Les estimations dans le cas bidimensionnel peuvent étemoés de

la méme facon et sont méme plus faciles a obtenir. A titre gx@menel, on soulignera la différence entre le cas 2D et le
cas 3D, pour les inégalitdbv.4.27) et (IV.4.28), qui sont sensiblement différentes.
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Preuve :

Par souci de simplification des écritures, on ne note pluptsant poury§, v§ et l'indicee pourp,, v. etp., mais
il faut garder a I'esprit le fait que toutes les quantités quit étre estimées dépendentadde plus, lorsque cela ne
portera pas a confusion, on notera simplemelatdensitéo(y).

On va se contenter de la dérivation formelle des estimatigrsergie (1V.4.1)-(1V.4.3). La preuve compléte pouvant
étre classiquement effectuée comme dans le chapitre m8tgdr un procédé d’approximation de Galerkin. Pour étre
rigoureux, on précisera a la fin de la preuve comment obtantompacité nécessaire pour passer a la limite dans les
solutions approchées.

Dans un premier temps, on établit les estimations (IV.A\L}.2).

e Etape 1: De la méme fagon que dans le cas homogéne (lemme Ill.4. I ntraduit pourh > 0 a déterminer, un
champ de vecteur, relevant les conditions aux limites.
Soitv = u + Uwy, u vérifie les conditions homogénes (111.2.3) et les équations

9% Ve — div <1v <ﬁ>> — _Uv\.Vo, (IV.4.4)
ot p\p
p=—a*Ap + F'(p), (IV.4.5)
p <%—? + u.Vu) —2div (n(p)D(u)) + Vp = =Upvx.Vu — Upu.Vuy + 2U div (n(¢)D(vy))
1— 2
+uVe + ET(’OV <%> + pg, (IvV.4.6)
div (u) = 0. (IV.4.7)

e Etape 2: On écrit tout d’abord les estimations classiques pour Edigm de Cahn-Hilliard et celle de Navier-
Stokes, c’est-a-dire celles qui ont été utilisées dansdeecaomogene. Prenons le produit scalaire de (IV.4.4) ddns
paru et celui de (1V.4.6) dank? avecu, il vient

d [a? 1 1
P <7|V<P|§ + §|\//_m\3 + / F(‘P)) +2 / n(p)|D(u)|? + / —|Vul?
JQ JQ Ja p

- e o ()

1 5 [0
+/ pg.u + —/ |u|? g +u.Vp (IvV.4.8)

fU/(m\.V(p)ufU / p(u.Vm)ufU/(m\.Vu)u
Ja Ja

JQ

+ 2U'/Q n(p)D(vy) : D(u).

Remarque 1V.4.3 9
Il est facile de voir que cette estimation est insuffisantershe sait pas contrélér. . Ceci constitue la principale

différence avec les preuves concernant le modéle de fluidlesiamogénes (théoréme IV.2.1 et [15, 18]) : comme le
modele prend en compte les phénomenes d’échange a l'iceeftadensité ne satisfait pas I'équation de conservation
usuelle

dp

ot +0.Vp =0,

0 9 1 5 (Op
5 <'/Qp|u > 5/9\74 <E +71,.Vp>,

ce qui fait que I'on a

ou
/Q (p (E + u.Vu)) =

N | =
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ou le dernier terme n’est pas nul contrairement au modélaude non-homogénes.
Néanmoins, on a la conservation en moyenne du paramétrérd’et de la densité physiq®/.1.5) au sens ou

(lemme 111.2.2)
0
AVRORD

. L 0 - 0 . e
Il faut donc obtenir une estimation Sbgff et pour cela, on multiplie (1V.4.4) paalif pour obtenir aprés intégration

2

2 /Q(u V@)%+U/(UA_V¢)88_<5
()
_ . / = Ap a / //J);((i))A Vo vaa_f/név <f;’(fp¢))>_vaa_f was)
_ 4 (”—/—mw?) * 186 \”
@\ 2

ey [ (59) o5

L . . , ; .. . dyp .
Cette estimation est encore insuffisante pour espérer wensi on n'a pas d’informations s&f—. C’est la raison

dyp
ot

pour laquelle, on multiplie (1V.4.4) pag—t <%) et on intégre suf pour obtenir :
st (Ll G )+ fommegi (5) v v (5)
AN O
, , >
- [ () - Loa (Gg) - Legr G %
2
T (50 ) () ¥

-,

)
1]_d¢| p'(p) Op _0p del” p(p)
:(ﬁ/_v_ fcﬁ/ () 0900 & f(ﬁ/ 90" p
Jap| Ot Ja p*(p) O r Y Jal ot | p*(e)

t
L% (e ) %

ot
En utilisant les hypotheses (1V.3.1)-(1V.3.4) sur le pdien/, on déduit comme dans le cas homogéne (voir I'estimation
(111.4.13) et sa preuve)

1 . 1 . . .
C Fu(m(e0)) + FWH@ Z o2 Vul3 + CIVel3 + ClAgl; + CF(m(p0)) </Q F(<P)> : (IV.4.11)
2 2 .
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et

(] = |~a” [ ap+ [ F’(s@)‘ i)

< C(1+ Jolp) < C1+[Vel)),

car dans tous les cas, le choixganpligue H! c LP.
Finalementon a

1 %
v ()
Si on somme (IV.4.8)ex (IV.4.9), £2 x (1V.4.10), (IV.4.11) et (IV.4.13) on obtient 'estimatiotiénergie dont on a
+e€

besoin pour conclure
1 2
°(5)
2 VP o\r/l,

, 1 , 1 2

+2 [ @D + a1 + 5 |v (4)
Q ) P/ 2
+ClAgl; +C /F( ) -H—:a—@Q—l—E%az/ vago
e 0 7 ot |, ot

< C Fu(m(po)) + C*|Vul3|Als + Ce*m(n)?| Vel

5o (8) e [ o [

2
(T (DI
< gz Vil + O Vel < 5 Vils + O*|Vils| Al + Cem(u)* Vel
2 2

> (IV.4.13)

— |Vul3 + Ce®|Vul3|Apl3 + Ce®(1 + [Ve|37)|Vel3.

<
4p3

2
3
2

d [a? , 1 ) a? |1
- F =~ -A
d,( v @\2+2\\/ﬁUI2+/Q (p) +e5 P

+C|Vol3

! 0 1 1 8
—ca? [ L0 apvo Sl [ polPuvot [ o (1V.4.14)
a P (p) ot Q 2 Ja
3} 0 1 F' 8
—z—:/u.Vgo—@wL / ¢)| |2 <p E/ V( (@)> vV
Q ot () Qp p(p)
3 0 El () 3.2
—e2 [ u.Vp— < ) —e2a? —V— Vp—c2a / Ay
/Q 5t o p(p) 0
s [|0¢ (F”( o) Fo)p'( <P)> s [ P(p) <u>
—e2 €2 \Y%
/Q ot p(e) p*() . *(v) p
-U /(m.V(p)u -U / p(uNVuy)u —U / (va.Vu)u+2U | n(e)D(vy) : D(u)
dp 0 (i
—z—:U/Q(UA.Vgo)W—E U/Q( V(p)af < )
¢ Etape 3: Introduisons les fonctionnelles suivantes
a? 1 a? |1 2 a| 1 " 2
y-(t) = —|Vy|? + = u?+/F +e—|-A +e2 —V(—) ,
(0= GIVeli + g ivpii + | Flo)+e|Tag] +et| v (8]
‘ 1 , 1 w\|? dol”  sa?|_0¢|
2(t) = m|Vul]2 + — |V 2+—‘V<—> + C|\V + C|A +C</ )—H—:— +e2— |V—| .
(t) = m|Vul 4ng H+ o), Vels + ClAagl ; () at |, ATl

On a alors le résultat suivant
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Lemme IV.4.1
Il existe3,C > 0 tels que pourtout < ¢ < 1,0na
£2|VAQ2 < O(y. +yP), (IV.4.15)
e%|Apl3 < Cly. +4P), (IV.4.16)
et
Ye < Czc. (IV.4.17)

Preuve (du lemme):De I'équation (IV.4.5), il vient

Ap= o (p+ Fg),

et donc .,
F
() Vo

a? ’

1 1
Q p a’p
d’ou on déduit
2
L OVl +C / PRt
2 JQ

o ()
o ()

£3|[VAQ2 < Cly. + ey’ +e3y?),

Bl
>
hSY
IN
Q
<
—
~
+
Q
ml\./

gy
p

2
[A¢l3 + CIVel3 + Clolsh 3 Vel
2

N
_|_
Q
ml\./

2
A3 + C|Vpl3 + CIV el 2| Ay
2

A

Q

<

VRS
2T IT IT

IN

Q

<
—
N

_|_

Q

ml\?

Finalement on a

de sorte que I'on obtient (1V.4.15) aveéc = max(2,p) > 1. Pour montrer (1V.4.16) il suffit d’'intégrer par parties et
d’utiliser (1V.4.15),

: : : 1 1 :
e¥|Apf; < et / Vel [VAg| < e |Vel2 [VAl: < 5|Vel3 + 5e2 VA
JQ

ot 3
<Oy +y:7 ) < Cly- +y2)-

Le dernier point est une conséquence immédiate des définitiey. et dez..

Remarque IV.4.4
- Le premier point du lemme permet de contréler la nofiede ¢ en fonction dey. et dee, ce qui n'est pas
évidenta priori.
- Le second point va jouer un réle capital dans la suite cam segarde la définition dg on a

3
e2|Apl3 < Cye,

alors que(IV.4.16) permet d’estimerAp|3 avec une plus petite puissance sd(éprécise’ment%) a condition
d’accepter la présence de puissanceg.dgus grandes quk dans l'estimation.

- Enfin, le troisieme point est en fait le point-clé de la fin degpteuve, pour laquelle on doit utiliser un argument
de comparaison de solutions d’équations différentielfdgaires pour conclure. Remarquons que I'unique raison
d’étre des estimation§V.4.11) et (IV.4.13), est justement la possibilité de contrbjermarz. .
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Revenons a la preuve du théoréme IV.4.2. L'estimation (IM3se récrit au moyen dge et z. sous la forme d’'une
inégalité différentielle
d .
Eys + 2. < CFy(m(po)) + Ceyeze + Ce*(1+yP)z. + I + ... + Iy, (IV.4.18)

ou I, ..., I,y représente les vingt intégrales du second membre de ().40n va maintenant estimer chacun de ces
termes en fonction dg y. et z..
En utilisant (IV.4.7) et les conditions au bord syrie premier terme s’écrit apres intégrations par parties

£
‘Il‘gi

/Q ﬁ”vw'“‘ - % /Q %(N —m(u)Vep.u

< Ce(lels + [mlpo) DIVepla | — m(p)lsluls
< Ce(|Vaul3 + [Vul)(IVel3 + [Vol2) < Celye +y2 )z

(IV.4.19)

Grace au fait qué’ (¢)| < e on obtient, avec l'injection de Sobolé¥z ¢ L? (en dimensionl < 3),

£
1| < F(Iu —m(ls + Im(u)DIVels| Vil < Ce|Vul2(1+ [Viulz + [Vel5)[Vels
1

< Ce¥|Vula(1+ |Val + [99l8) (IVel ) (18013 ) (1V.4.20)
< C’E%yézg + Cez..

Le troisieme terme s’estime immédiatement grace a (IV)eld 'inégalité de Young

1 . 1
I3 < polglalul < Clglay2 < Clgl3 + g2 (IV.4.21)

Grace au lemme précédent et en particulier a (IV.4.15)geihwi

. . 0
L] < Ce? Vli|Apls < Ce? | V7

v2¢
ot |,

[Apl2| VAl
2 (IV.4.22)

3

< Ce? (si

0 : 1

vOE| 186k (VAL < Ot (. + 42
ot |,

En utilisant encore une fois le fait qig(p)| < cona

1< 5 [ P19l < Celufl Vel
< c%||u||§||wn1 < Celulo|Vul3| Ayl (IV.4.23)
< OVE|Vu3(|ul} +e[Apl3) < CVey.z.
Les sixieme et septieme termes s’estiment de la fagon seivan

dep

ot

1
2

|Is] < C’a/ || < Celul?
Ja

¢
ot

3
1 1
3 dpl?
ot

Dy

at |,

¢
ot

2
2

\%

< Celul2|Vula

< C’E%|u\2 <|Vu|2z-:l

;) (IV.4.24)

2 2

oy 2
Var

: ‘ 0
Sz—:%\ub <|Vu|§+6 +e2

g
ot

3 1
< Cesylze,
2
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D

Oy
17| < [ — —
7] < eluls| Vel 5t Vo

< Ce|Vul2|Vpla
4

Bl ’ (IV.4.25)
vZ¥
ot

< Cei |Vl <|Vu|§ +e?
2

1
) < C’E%yg2 Ze-

Avec (IV.4.15), on obtient

‘ 1
a’e? 5|0 >
t

dp Dol | ¢
0

EARNED
> gl (IV.4.26)

2

< Ce?|Ayp|2 | VAl
3

1
2 F
2

2
g

Var

Dy

< csi(simsm»(el o

5 1 s
< Ce® (ygz + yﬁ) Ze-
Afin d’estimer le terme suivant, on doit d’abord obtenir deirations sutVF (y)|, et|VE'(p)|2. Plus précisément,

grace a I'hypothése (1V.3.2) st on a
— sid = 2, oud = 3 etp < 2, I'injection de SobolevH! C L3P est vraie, il s’ensuit

VE() = / F ()P IVel? < CIVel2 + C / o — m(g0) 7|Vl

(IV.4.27)
< C|V¢l5 + CIVel3" | Als.
—sid=3et2<p<3,gracea I’injectionH%*% C L3
IVF(9)l5 < Vel + CIVels ™ Avls. (IV.4.28)
De la méme fagon, en dimensiois- 2 etd = 3, I'injection de Sobolevi! c L37~3 fournit
VF' 2:/F” 2IVel? <OV 2+c/ — m(po)[*P % V|?
IVF'(¢)l3 'Q\ (@7 IVel” < ClVel; 'Q\w (o) "IVl (1V.4.29)
< C|Vel3 + CIVel3P 2| Agl.
On déduit de ces estimations que
F'(y) Iy ' dy 2 Ay
Iy < — — < F — F —
n<e v (29)] 952 < cavrn|vhe| +oevreL|vee
_ 0 0
< Ce(| Vel + Vol [Agl) [VZE| +0<(Velz + [Volslagh) V5 (1V.4.30)
S12 C12

=

p—1 bz 1 P
<Cet(l1+y:7 )z + Ca%(l +y2)ze < Cet(1+y2)z..

Majorons maintenant le dixieme terme de la fagon suivante

foewe Gt 507 5 et fmwean (o) |

On estime séparément chacun des deux tertnesB de cette inégalité en utilisant (IV.4.16), (IV.4.28) et.@\29). Le
calcul qui suit est valable dans le cas- 3 et2 < p < 3, mais le méme genre d’estimations peut étre facilementobte

Lo < &2
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dans les autres cas en utilisant (1V.4.27). Il vient

. ) 9 s o
Al < Bl VF ()| G+ bl VR 55|

1ol (o8 5 8@

< O} vu] (sz\VF'<¢>|2+ez|VF< ) [v 5

scw;( H1Vel + IVols [ AplE) + 5 (Yol + [Veld |A¢|7)> ( v

p+1+8

< 0583/6 (ys +ye ®

® 1 1
5| vudia)
2

)2e,

et

' 1 0A g .
|B|§z—:%a2 /—u.Vgp—@ +eia?

8
/Qu.V 2 B

3 1 Dy 3 p(p) 0
<eza? /V <—u.Vg0> V=Ll 4 e2a? /u.V<p
- o \p ot Q ) 8f

3 ' dyp o¢| | 1 . p'p) Oy
<e2q? / u.V pe )V V= +62 / ~V(u.V).V— +e2a? /u.V Ap— —
<] V) ) VY AT Jo VR () Bt

5 dyp 3 0 5 0
< O3 |VpPluls [VEE| + Ce3 |V (u.V)|s [VLE| + Cet luls|Vils|Agls | VZE
at |, at |, at |,

/\

(3%
ot

) +CE%\V(u.V@)\2

(3%
ot

< %(smwb) (wze—:h

De plus, grace aux inégalités d’Agmon (111.2.8) et & I'ijea de SoboleH i C L* valable en dimensiop et3, on a

1 1
IV (u.V@)l2 < [Vula| Vol + u.D2¢ls < [Vuls| Apl3 [VAG]3 + uls| D?ls
1 1 1 3 1 3
< Vula|Apl3 [VAg]y + [ul; [Vul3 [Ap|3 VA3,
de sorte que finalement, il vient

0
v

ot 2)
3 3 1 3
) (VUQ‘AME“ v

En conséquence, on obtient I'estimation suivante pourdigatie terme

1 1
|B| < Ceiy.z. + Ceto (5136A@553|VA@5> (Vugsi

¢
ot

3 1
+ Ces (u|§1 16

)

. : B
S 05%1/525 + 5%(y5 + yEQ )25'

p+148

[I10| < Cete (1/5 +ye 2 )ze. (IV.4.31)
Les estimations pour les deux termes suivants sont imnesdiat
Dy Dy 3 1 dpl
I | < Ce? |— V— Vpls < C \vJ Aypl|? V=
i< 0et|52] (952 1wela < oot (19atfedalf ) (e 52| e
< celyle,
et
5 1 3 3 1|09 3 dp
Io| < Ce? <058<52A 2e4|VA -)(52 ga |V— )
12| < < |Apl2e7|VAQ), at |, ot |, (IV.4.33)

< Ce¥(y. +y2)z
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En utilisant I'hypothése (IV.3.2) Sur, on obtient

|I]3‘<C€ /‘ F” |+C /

3 2 5 8<p 2
< 32 2
< Ce at + Ce /Q 5t
s |0y : s a 2 (IV.4.34)
< 5 - r 5 - r p . .
< Ce at |, + Ce 5t [0l
s |0¢]? s 8@ 2% s 00| |00
< Ce? | =5 2 | = 4
SOt ), TOE al, Var +O |5, ot |, Vel
<06225+CE4251/5 +C’58zgug.
On obtient de I'équation de Cahn-Hilliard (1V.4.4)
a !
A<H> —p( <p+uV<p+Uv>\ Vo + P(@)v@_v <E>>,
p ot p*(p) p
et donc,
2 dy 2 . . . . . I 2 .
A8 <o ([%e] +upiver +vrmes+|v (L)) 9ii).
P/ 2 at |, PJls
de sorte que grace a I‘injecticﬂ% c L?ona
0
‘A (E> <C < 21 S uls. VAl + U|Vgls + % |V <ﬁ> |A<p|§> . (IV.4.35)
PJ 2 ot |, PJ 2
Finalement, on obtient pour le terme suivant
2
\Ia] < Cet v(ﬁ) 99| < et v(ﬁ) A(H) dp|* |00
pJ)lsyl Ot |, YR p/)ly| Ot ot
5 [ dy 2 [ )\ [99]? | o002
<Ce2 |V |= 2| VA - 3 = -
= <p> 2( ot 2+|“‘2‘ #le +U[Vel +e v(ﬂ) 2 >8t 2 v ot |,
S Cg% (gg \VJ <H> ) E% 8_@ 3 Va_go
YR ot |, ot |,
—|—Cz—:g\u|2 (6%|VA90\2) vk . dp|? 2 V8—<‘0 3 (1V.4.36)
P/ s ot |, ot |,
15 1 a % 3 a %
+ Ces |Vy|s |V <H> et |22 et V¥
AR ot |, ot |,
w3 7 3 2 Iz L[0p)? dyp
Ce8 1|V | = 2 Al = 1
et (A ()) w>\V(p>2(e IS
< 0581/5 2. 4+ Cet (ye + 1/5 )25 +Ce® 1/5 ze + Ce™ (1/5 + U'B+2)Zs-
Les cing termes suivants s’estiment sans difficulté par
Iis5| = Uvy.V —
il = | [ Vs Veot = ) s

S Ulvala|Vela|p = m(p) s SUMV@|2|Vuly < UAz,



4. Mélanges faiblement non-homogénes 131

|I16] < U/p’(w)(u.V@)(U.m\) + U/p(u.V)um
Ja Ja

(IV.4.38)
< eU|Vla|Vula|va]ee + Ulvala|Vuls < eCoyl 2. + AUz,
|I17] < Ulwala|Vul3 < AUz, (IV.4.39)
1
|lig] < CU|D(u)|2|D(vy)]2 < g%t CU?|D(vy)|3, (IV.4.40)
1 3|0y 1
|I]9| SE4U|’U)\‘4‘V@‘2 g4 VE SE‘IUAZE. (|V441)
2

Enfin, en utilisant (1V.4.27)-(1V.4.29) et les inégalité&\dmon (111.2.8), on peut conclure sur le dernier terme de la
fagcon suivante, dans le cds= 2 oud = 3 etp < 2

F' ' (3(,0 3
'/Q’U)\.V(,O <7> ((,O)E +e2U

|12[)| S E%U

1 (3%

/Q ;V(U)\.V@).Vﬁ
p'p) D

).V —A

/Q* ) ot T

+ Ce2U|0a| oo VF ()]

2

+E%U

. )
+ Ce2U|Vor 2| Veoloo va—f

B

3 9y O
< CUe> ' ot
< OUe2 0| VE ()2 | 5 ot

2 2

P .
VZZl 4 CqU vy oo | A2
at |,

. 1 |0
) L0214 |Vel) <Aw€2 ? )
2 6t 2

+ Ce3U v oo Al \Y

_ 1|0
< Ce(1+ Velt ™) (Iaphet | 3

v2¢

+CE%U\VU>\\2 5t

0 1 1 3 3
vEZ| A9l + e (|Aghed
2

dy
vZ¥P

Bt L (IV.4.42)
0
ot |,

)

p-1 . » B-1 : 5 1
§05(1+y:2 V2e + Ce?(1+y2 )z + CU|Vvy|2eT6 (1 4 5. ° )z5+05%z5+053y3z5.

+Cet (z—:% \Acp\g) (A@QE%

Dans l'autre cagl = 3 et2 < p < 3, on utilise (1V.4.28) a la place de (1V.4.27) et on obtiergéanent le méme type
d’estimations.

e Etape 4: En rassemblant (1V.4.19)-(1V.4.42), I'estimation d’égerinitiale (1V.4.18) devient

d 1 . . .
e + 72 < CFi(m(p0) +Cg|2+ CU|D(vy) |2+ Ce? 2. + CAU 2 + C(1 4+ U|Vuy|2)e® (14 y2)z., (IV.4.43)

ol g > 0 dépend seulement gect des.

A partir de maintenant, imposons< e, = W et comme dans le cas homogéne choisissods la fagon

suivante ,
A=min | ——, v ,
min <1GCU' \/U> ;

de sorte que I'estimation précédente devient

d 1 A .
Pt < CFy(m(go)) + Clgls + f1(U) + Ces (1 + y¥)z., (IV.4.44)

ou pourU petit, f1(U) = U?|D(vy)|3 = CU(1 + U?) d’aprés le lemme 111.4.1
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Soit M. > 0 I'unigue solution positive (pour assez petit) de
Cet(1+ M) = —
=7 16"

Il est clair que
M. — +00, quand: — 0.

De plus, I'hypothése sur les données initiales permet dstater que
y-(0) < K(Co 4+ U),

ou K est une constante universelle, de sorte qu’il exigte e, tel que sie < gg On a

1

Donc, sion choisit maintenant< &y, il existe un temps maximdl* €10, +oc] tel quey. (t) < M. pourtoutt € [0, T*|.
Cette propriété et la définition d¥/. associées a (1V.4.44) montrent que pour toat[0, 7*[ on a

d 1 .
Eys + 1_628 < CFy(m(po)) + C‘g‘é + f1(U),

ce qui grace a (1V.4.17), permet d’'écrire pour towt [0, 7]

d
v+ C'y. < CFy(m(go)) + Clgl3 + Hi(U).

De cette inégalité différentielle il vient aisément

—C't CFi(m(po)) + Clgls + f1(U)
Cl

CFi(m(go)) + Clgls + f1(U)
Cl

y=(t) < ye(0)e < K(Co+U)+

et donc sk est assez petit pour que

2
%ME > K(Co+U) + CFy(m(po)) E’CIglz + f1(U)

on a pour tout € [0, T*[ 'inégalité
1

SiT* était fini, ceci serait en contradiction avec la maximali@&d. On a donc prouvé que nécessairement
T = 400,
c’est-a-dire que I'on a I'estimation globale et uniformetemps suivante

2
terR+ ¢

t+1 F 2
sup / z:(s)ds < 16 (K(CO +U)+ CFi(m(go)) +,C‘g‘2 + /1)
teR+ J¢ C

qui implique les estimations (1V.4.1) et (IV.4.2), par défion dey. et dez..

L (Clgl3+ f (U))T) 7

e Etape 5: Comme c’est assez classique (voir le chapitre précédentjpane seulement les grandes lignes de la
preuve de I'estimation (1V.4.3) a partir de (1V.4.1)-(IV2) dans le ca& = 0 pour simplifier, (on a done = u).
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Si on noteQ I'ensemblel0, T'[x, et si on prend une fonction test € L2(0, T} Vd) dans I'équation de Navier-
Stokes non-homogeéne (1V.4.6), il vient

8p7)> / d pv / ap /
P <— W = —w = —— VW — pv.Vv.w — / 2n(p)D(v) : D(w
./QT ot Jar Ot Jar O Jar Jar (#)D(v) : D(w)
2
+/ uVo.w —z—:/ L v <H> .w+/ pg.w.
Qr ar 4 p Qr

(IV.4.45)

Comme||p’|| < €, on al'estimation
/ %, w‘ < /
Qr

et commep et% sont bornées uniformément par rappost @ vient

0 pv
'/QT P (W) W

En effet, tous les autres termes dans (1V.4.45) peuvenedtimés de facon classique (voir le chapitre précédent), le
choix del’ espacéfd étant issu de I'estimation (111.2.10) sur le terme non-timé dans I'équation de Navier-Stokes
Ceci permet de montrer par dualité I'estimation (1V.4.3).

o9
ot

|v]w]

||'U||L°°(O,T;H)||7U||L?(07T;H‘3(Q)) < M(T)||TU||L2(07T;V%),

2(0,T;L5(Q))

< M(T)H’U)”LQ(O,T:VQ)-
2

e Etape 6: Le passage a la limite dans les équations satisfaites paolegons approchégs,,, pn, v.) (aprés
extraction de sous-suites faiblement convergentes daresfgaces adéquats) est classique et se fait comme dans le cas
homogéne a la condition que I'on puisse obtenir de la congpaar(v,, ). Cette compacité ne peut s’obtenir directement
en appliquant le lemme I11.2.4.

On procéde alors comme dans [15]. Tout d’abord, on remargadajcompacité sup,, et p,, est une conséquence
immédiate de (1V.4.1) et de (IV.4.2). Ensuite, on déduitided(2) et (IV.4.3) que

P(p,v,) est bornée dank? (0, T; V),

9
ot
ce qui implique par le lemme 111.2.4 que

(P(pnvy)) est bornée dans?(0,T;V}),

P(p,v,) est relativement compacte dah¥(0, T'; H),
et que donc, quitte a extraire une nouvelle sous-suite, on a
P(pnvn) = P(pv) dansL?(0, T; H) fort.

De plus, grace a (IV.4.2],/pnvn) €t donc(v,,) convergent faiblement dads (7). Ainsi on a

/ |./pn7)n|2:/ pn|1)n\2:/ P(pnvn).vn
JQr JQr JQr
— P(pv).v:/ p|1)|2:/ Iv/pol*.
JQr JQr JQr

En résumé(,/p,v,) converge faiblement vers /pv) dansL?(Qr) et||\/pnvnll12(0,) tend vers||/pv|| 2,
Ceci implique la convergence forte d¢/p,vr,) vers(,/pv) dansL?(f2r). Cette convergence suffit pour le passage a la
limite dans le terme non linéaire de I'équation de Naviarkss (1V.4.6).

Ceci termine la preuve de I'existence d’une solution fadlgrobléme. [ ]
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Corollaire 4.1 (Convergence vers le modéle homogéne)
Soientl/ > 0,v5 € v + H, 5 € @5 telle quen(y5) ne dépend pas de On suppose qu'il existé, > 0 indépendante
dee telle que

1 3
6]l + [v5l2 + &2 [lggllz + &% llwplls < Co,

et qu’en outre
05 — o dansd,, et vy — vy dansH', quand — 0,

alors, a une extraction de sous-suite pres, la solutiony.) obtenue précédemment, converge vers une solution du
systeme limite homogéne (i.e. paue 0) pour la donnée initialépg, vo).

Preuve :

Le point-clé est de voir que I'on a assez de compacité surdenphde vitesse. grace au fait que les estimations
(IV.4.1), (IV.4.2) et (1V.4.3) sont uniformes en

De plus, les inégalités (IV.4.1), (IV.4.2), et le fait qué|~, < e impliquent que

p- — 1, dansL>®(R"; H') fort,

0 p-
a’; — 0, dansL?(Qr) fort pour toutT > 0,
ce qui permet de passer a la limite dans le terme
Ov.
P ot

de I'équation de Navier-Stokes.
Il est clair que le passage a la limite dans les équationslpsautres termes ne posent pas de problémes particuliers.
[ |

Remarque 1V.4.5
Dans les démonstrations précédentes nous n’avons pas Ugiliait que) dérivait d’'un potentiel.

4.2 Solutions fortes

Dans ce paragraphe, on suppose en plusijwerifie I'hypothése (IV.3.5) et qup! |~ < e. Cette derniére hy-
pothése est trés raisonnable car on rappellesguest essentiellement linéaire (voir (1V.1.5)) dans I'ivate physique
[—1,1].

Théoréme IV.4.3
SoientU > 0,vy € v, +V, py € ®3 satisfaisant les conditions aux bords. Il existe> (0 dépendant seulement de
U, [luoll1, lolls €tF, tel que Sk < ey il existe une unique solution forteo., v.) du probléme pour la donnée initiale

(900 3 UO) .
- Sid = 2, cette solution est globale et vérifie

||<Pe||L°c(R+:<I>3) + |lv- — UgoHL"C(RJr:V) <,

||‘:06||T12(to7to+‘r;¢4) + [Jve — 7)<€]o||712(t07t0+‘r;v2)

0 o,
ot

v
ot

< C(r), pourtoutty, ™ > 0,

) Lz(to,to+T;H)

L2(to,to+71;91
ouC etC(r) sontindépendantes de

- Sid = 3, la solution est locale (définie sur un tempsndépendant de) et satisfait suf0, T'| les mémes estima-
tions de régularité que dans le cas 2D.
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Preuve :

Dans ce qui suit, on concentre nos efforts sur la démonstrde I'existence de solutions fortes. En effet, la preuve de
I'unicité estimmédiate grace a la régularité obtenue sasodutions (voir le cas homogene dans le précédent chpapitre

e Etape 1: En appliquantle théoréme 1V.4.2, on obtient I'existenazbgle de solutions faibles dans le cas particulier
de données initialegpg, v9) indépendantes de Ces solutions vérifient donc les estimations d’énergiessues

1 3
el Loe (R+01) + €2 1@l L ®+:02) + €310l e (RH:3) + Ve — VL | @+:1r) < C, (IV.4.46)

0 e
ot

0 pe
ot

3
1

+e€
L2 (to,to+7;L2)

1
||‘106|| L2(to,to+T7;P3) t+ez

[12(t07t0+T;H1) (IV447)
+ el 2t b0 +7:01) + llve — ngLz(tmth;v) < C(7), pour touttg, 7 > 0.
e Etape 2: En utilisant le fait qué|yp||s et||vo||: Sont indépendants de on peut obtenir de nouvelles estimations
d’énergie.
Tout d’abord, multiplions (1V.4.4) pat\ pour obtenir aprés intégrations par parties

1d Al
——|Ayp|? :/ div [-v (£ A2<p—/u.V<pA2<p—U/ vx.VpAZp. (IV.4.48)
2di Q PP Q Q

Il est facile de voir que

o () 5eee(2)1o()

P> () P
- oo (1) 4 Lap o e,
V() V.V — ole) pAP,

P2 () P ()

avec
Ap=—a?A%p+ AF'(p).

Finalement, en utilisant le fait qug'| < € et|p” |~ < &, On obtient & partir de I'estimation précédente

1d , o, . € I ‘ 1 .
il A(p2+—A2<p2§—/ V| |V <—>‘ A2 -l——/ AF'(p)||A%p
s+ Sl < 5 [ 19al|v ()]1a%0 4 [ ariatyl

2 ¢ A ‘
(2 +5) [ mepluiaty
P P1/ Ja

(IV.4.49)
E €

w22 [ el ilatel + 5 [ acluliay
P Ja P1 Ja

+

/ u.VpA2p| +U ‘/ ’U)\.VQDAQQO‘ .
Q Q

On noteJy, ..., J7 les sept termes du second membre de cette inégalité. Chamireceux est alors estimé séparément
A%,

comme suit.
Tout d’abord on a immédiatement
v (%)
) ’ (IV.4.50)

Ji < CelVyls ‘v (%)

A%y < Ce|VAgl,

wasfe (2

<

2
(% . . . .
1

2
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Pour le second terme, on procéde comme dans le cas homdgéest i
al o 3 g
Jz < 10,2 |A%pl; + CIVel3 (14 [Vely). (Iv.4.51)
1

Le troisieme terme s’estime a 'aide de (1V.4.12)

J3 < Ce|Volg|n — m(p)s|A%pls + Celm(u)| [Vl | A%l

a? (IV.4.52)
< 10,7 [A%p3 + Ce?|Apl3(1+ |Vul3 + | Vel3).
1
Pour les deux termes suivants il vient
2
(8%

Ji < Ce|Vploo| Virl2| A%pls < 1072 |A%0]3 + C*|VAQ|3 Va3, (IV.4.53)

1

et

Js < Ce|Agplslp— m(p)|s|A%pls + Celm(p)||Apla| A% @],

o? (IV.4.54)

< |A2p|2 + Ce*|Vul3|VAQ|3 + C*(1 + |Vl3P) | Agl3.

107
En utilisant I'inégalité d’Agmon (111.2.8)

1 1
Veloo < C|Vp|2|A%0]2,

ona
1 3
Jo < [ul2| Veploo | Aplz < Clula|Vel3 |A%p]5
a2 . (IV.4.55)
< 1007 |A%pl5 + CIVelsuls,
et enfin
a2 . . . .
Jr < —|A%f3 + CU?|Vyl3. (IV.4.56)
10p7
Au final, I'estimation d'énergie s'écrit
1d a? 1 |2
——|A|s + —=|A%|2 < CE|VAQZ | |Vulz + |V <—>
3l 5 + 30,7187 < €A {1Vl + 9 ()] vasn
+C|Vol3 (1+|Vel) + C* (1 +|Vols")|Agl3 + C|Vel3ul3,
ou encore grace a (IV.4.46), (IV.4.47)
1d a?
——|Ayp|3 A2 < f.(t), V.4
5 <p|2+10p3| ely < f:(1), (IV.4.58)

ou f.(t) est bornée dank' (¢, t, + 7) uniformément erx et ent,, pour toutr > 0. Mais on sait aussi par (IV.4.47)
que Ay est borné dang?(tq,t, + 7; L?) indépendamment dg et dee. On peut alors conclure grace au lemme de
Gronwall uniforme (lemme 111.2.5) que

ol Lo (m+;0,) < C,

(IV.4.59)
loll L2t to+704) < C(7),
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ouC, C(r) sontindépendants de

Remarquons que pour établir ces estimations on a justeduldifait quée|yg||» est indépendant de mais pas la ré-
gularité deu nilarégularitél® dey,. On a donc obtenu I'existence de solutions possédant untarég intermédiaire
entre les solutions faibles et les solutions fortes.

e Etape 3: Il faut maintenant obtenir plus de régularité sur la viteseevue de 'unicité. Pour cela, on multiplie
s . . ou . N . .
I'équation de Navier-Stokes (1V.4.6) pag? pour obtenir aprés intégrations par parties

dul

,:+%(memww)s

[ sty |+| [ 05D

Jdu Jou
/Q (V. V)uﬁ +U/Q (quA— +2U / div (n )= 5
1—4,02 uw\ Ou /
Q 4 v(ﬂ) ot Q P9 ot 3t

Un parametrey étant donné (qui sera fixé par la suite), chaque terme deinégalité peut étre estimé pour obtenir

% ([ nomwp) + 5

Pld—

+U

_|_

ou
QpV@.E +e€

oul’

8<p 1
-1
at |, +

ot y
+ CUZ\Vub + CUZ‘A’U)\‘Q‘VU‘g

o2
\AM2+———

IV.4.60
+CU2\D(U>\)\§|VA<,0\§+C’U2|A7)>\|§ ( )
2
u
+oa+lpp2|v (£)] + o
PJ 2
ou I désigne le terme
I=Clul3|Vul}, sid=2,
T = C|Vulf, sid—3. (IV.4.61)

L'estimation (1V.4.60) doit étre accompagnée d’une estiomasur la normeH? de u, c’est la raison pour laquelle on
multiplie I'équation de Navier-Stokes pamn = —Awu + V7 pour obtenir

*ﬁmwAWMZQﬁﬁwxme@mH”U/”

0
() (D(vx).V).Au + U / n(p)Avx.Au — / p—u.Au
Jo Jo Jo & Ot

- / p(uNV)u.Au —U / p(m.V)u.AufU/p(u.V)m.Au

1— 2
+/,uV<p.Au—|—s/ L \Y <H> .Au—l—/ pg-Au,
Q o 4 P Q

et donc

m | Aul; <

/mmWMu+c/ummwmmm
Q

+CU/ |D(va)|IVe||Aul +C’U/

+C/ |u\|VuHAu|—|—CU/ |v>\\|Vu|\Au|+CU/ |u||Voa||Aul
Q Q Q

1—¢? p
[ Ap = m() Vel dul +e | ||V (2)]14u+C [ gl
JQ Ja P JQ
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Aprés intégration par parties (en utilisant didu) = 0 et Au.r = 0 au bord), le premier terme du second membre de
cette inégalité peut s’écrire avec (111.2.4)

/Qn(np)Vw.Au

/Q n' (¢)TV. Au

< Ol 12/ Vel Aulz < T51Auf} + OV AGE Vul,

les autres termes étant aisément majorés, il vient

2
+1
2 (IV.4.62)

2
T OU? |Vul} + CU| Ao 31V ul? + OVl Mgl + C22 (1 + ol2) |¥ (5)

n Ju
154Ul < CIVAQE|Vul} + CUP D) BIVAQL +C |-

+Clgl3,
2

ou I est toujours donné par (1V.4.61).

Dans le but d’absorberle ternﬁ%% |§ par le membre de gauche de (1V.4.60), on fixe le paramétiredépendamment
dee) afin queyC < £5. On obtient en sommant (1V.4.60) ¢(IV.4.62), grace a (1V.4.59)

4 ([ o)+ 5

(6]
- 20p2

2

ou

M
n Y57 AU|§

, 20
2

O

Vat

1
+ (; +’y> I+ CU?|\Vul3 + CU?|Avy 3| Vul3
p

2
T Clgl3 + foU) + £ (U)VAGE + (% +7) I

2

2
2

+ CL+ U D) EIVAGE + CU* A0} + C(1 +Iigl)?  vas

+ Cy|VA|3|Vul; + Clgl3
2 (3(,0

(6]
- 20p2 ot

v

2
+ (CU? + fo(U))|Vul3 + C ‘V (%)

2

ol on a noté comme dans le théoréme précédgitt) = U?|Vu, |3 et fo(U) = U?|Av,|3. Malheureusement, cette
estimation ne suffit pas pour conclure. En effet, a cause eunigr terme du second membre de cette inégalité, on voit

gu’il faut une estimatiord ! sura—@ indépendante de
— L'équation de Cahn-Hilliard (1V.4.4) fournit

2

)
2

Oy ? 2 2 2 2 : <1 (N))
——| <|ul3lVo|i + U |Vel|; + |div | =V | =
52|, < Bivk + 071l v (&

et avec le méme genre d’estimations que pour obtenir (19)4(B/.4.56), on déduit que

H by <o), (IV.4.64)

ot

L2 (to,to+7;L2)

indépendamment dg et dec. Ce résultat est clairement plus fort que (1V.4.47).
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— Revenons alors a I'estimation (1V.4.10) obtenue pourtdst®ns faibles, et récrivons-la sous la forme

1d 1 w\ ? a? 0 ol
aa(ﬁzk(p>>+;z \W—‘ /MMW%

n 6
+c/Q\F <so>—“" +oe [ 1)

(IV.4.65)
Oy L
vee [o ()l [+ <ww>at< )
9 (p
+U/Q(11>\V<p)at< )‘
On estime alors chacun des sept terigs..., Ky de cette inégalité de la fagcon suivante
dy dy o dpl’ 2 2 |0¢
K < — — o < — |IV— Aopls | —=— V.4,
1 <Ce at |, Vat 2|V<,0| < 10m, \Y 5t 2-+—C’s \VAp|; at |, (1V.4.66)
Dl do| |c0¢ a® |0l > Dl
K> < A — < A — — — A - IV.4.67
2 < CelApls atg,Cs\V P A, atzflopQVat +Ce? VA3 5t (IV.4.67)
" a<p2 p—1 8902 p—1 a<p2
Ks < O[F"(p)loe | 57| < CO+[ol") || <O+l |57 - (1V.4.68)
C12 C12 C12
) del’ w00l
Ky < CElF'(¢) 1| 5 | S Co(+I6l) (IV.4.69)
ot ot
2 z
K<ce v (4)| y<&v@)A@)%fv%
) ’ Pri2l APZ12 19 1 (IV.4.70)
a dpl 8<p 2 L 7
< — C Ce* |A | = - .
_10p1v87‘ + 67‘ +oe p 2vp 9

On procéde pour le sixieme terme comme pour Ie tefmp€lV.4.31) au cours de la preuve du théoréme IV.4.2

QQ a(p q1 qz
Ke < 70 VE + Clula([Vepla + [Veol3' |Apl3*) [Vul2
p2 (IV.4.71)
+ C|Apls|Vuls + (IVA@l2|Aplz + [A0|3 [VAR|F) [ Vul3,
et de la méme maniére
oy . .
K; < CU|IVel2(|F" ()| oo + €| F’ Oo‘— + CeU?|Vuy 2| Apld
7 S CUNVeL(|F" (¢)] |F" ()] o0) at |, Voals|Apls (V.4.72)

+ CU?| Ayl + CU?|Vua |3 VApl3.
Grace a (IV.4.46) et a (IV.4.59), I'inégalité (1V.4.65) fiait donc

st (sl (2)

2 2 2
B 0 A A
+ 2 o < F(U)+C L2+ CHU)VARE + C|Vul2
10p2 ot ot 9
(IV.4.73)

OOl

+ C|VAp|3|Vul3 + Ce?

)
2

2
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ou f3(U) est une certaine fonction dé qui tend vers zéro quarid tend verg).
On a maintenant établi toutes les estimations nécessdaeoaclusion. En effet, sion somme (IV.4.63) et (IV.4.73)
il vient

v (L (%)

2 2 2

2

o U
+ [ @) D@ ) + 2 |v F1 4
Jo P2 2 (IV.4.74)

. . 1
< g1 (t) + (t) (Vuli + [Vull) + (; +~y) 3

dep

ot

Ou
ot

P
20

ol g; (t) etgo(t) sont deux fonctions bornées dab¥(t, to + 7) indépendamment deet det, pour toutr > 0. Ceci
provient, plus précisément, de (1V.4.35) et (IV.4.64).

La conclusion est alors immédiate en se servant de (1V.4.47)

— Si la dimension estt = 2, le terme! (voir (IV.4.61)) est de la formey;(¢)|Vu|2 avecgs(t) bornée dans
L(to,to + 7) indépendamment d& et dec. On obtient la régularité et la globalité désirée grace aunte
de Gronwall uniforme (lemme I11.2.5).

— Si la dimension esi = 3, comme pour I'équation de Navier-Stokes incompressibladgene usuelle, c’est le
termel = C|Vul|§ qui contraint les estimations a n'étre que locales.

Dans chaque cas, les estimations obtenues sont indépeadantt en particulier, dans le cas 3D, le temps d’existence
de la solution est indépendant ¢le
[ |

4.3 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, on va montrer que dans le cas faiblerapr#iamogéne en dimensiods= 2 etd = 3,
on a le méme comportement qualitatif des solutions que danad homogéne (voir le chapitre 3). Plus précisément,
on va établir la stabilité asymptotique des états métassadi potentiel sous cisaillement. On rappelle que I'onfa fai
I'hypothése que le terme de forces extérieurerive d’un potentielf € H!, c’est-a-dire qu'on a

g =Vg. (IV.4.75)
Typiquementg représente la pesanteur et dérive donc bien d’'un potentiel.

Théoréme IV.4.4
Soitw € R, etF une fonction de classé® tels queF" (w) > 0. Alors il existesy > 0, tel que pour tout < &g, la
solution stationnaire = w etv = v, du probléemgIV.1.1)-(1V.1.4) est asymptotiquement stable.
Plus précisément, si< q, il existe uné > 0 tel que pour toutes donné€s> 0, vy € v, +V etyp, € &3 avec
m(po) = w Vérifiant
U + |lvolls + [[po — wlls <4,

il existe une unique solution forte globale.,v.) au problemg(V.1.1)-(1V.1.4) (méme en 3D) ayant pour donnée
initiale (@0, vo). De plus, sb est choisi assez petit, cette solution vérifie
@ (t) = w, v-(t) = v, quand — +oc.

Preuve :

e Etape 1: De la méme facon que dans le cas homogéne, on doit travaiker in potentiel de Cahn-Hilliard
modifié. Plus précisément, introduisoRis la primitive dep. qui s’annule eru. On se donné€ > 0 suffisamment petit,
et on construit alors, au voisinage du point w une fonctionF,,, donnée par

F'(w)

Fulz) = Flo) = 570)

R.(z) — F(w), Vx € [w—&w+E].

On peut aisément voir que
F,(w) =0, FLL(W) =0, FL:)I(W) >0,
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a la condition que satisfasse
FII (OJ)
)™
Cette fonctiont,, est strictement convexe au voisinage.det il est donc facile d’étendig&, de fagon convexeR tout
entier, de sorte quE,, satisfasse les hypotheses (IV.3.1)-(1V.3.4) et (IV.3.5).
Le point important est de voir que dans I'hypothése (IV.3d) peut prendrd’, (w) = 0 (car F,, est convexe, et
F,(w) = 0).

e Etape 2: On obtient les mémes estimations que dans la preuve du théd¥e4.2 avec le potentiel modifig,, a
I'exception du termds, que I'on récrit grace a (IV.4.75) sous la forme

I3 = VG.u| = /g ")V (p —m X7
1= [ 96 = | [ 600170 - mio) e
< elGl2|Apla|Vula < Cez..
Avec cette nouvelle estimation, I'inégalité (1V.4.43) devt
d 1
e+ 72 < CUP Doy + Ce?z. + CAUz + Ce¥ (1 + y?) 2. (IV.4.77)

En effet, on aFy () = Fy(w) = 0 dans (IV.4.11) et (IV.4.14), et le tern@|g|2 qui apparait dans (IV.4.21) n'est plus
présent grace a la nouvelle estimation du tefn@V.4.76).
Rappelons que dans la démonstration du théoréme IV.4.2¢chaisi

1 4
A = mi ,V
mm(lGCU' U),
mais en fait on a besoin dans la suite duan peu différent, c’est la raison pour laquelle on va chalsinavant
A = mi , VU
min(y5eg VO

de sorte qu’avec (111.4.3), on ait toujours
f1(U) = CU?|D(vy)|5 — 0, quandU — 0,

mais en plus
f2(U) = CU?|Avy |3 — 0, quandlU — 0.

Il est facile de voir que ce nouveau choix Best tout a fait compatible avec la démonstration du théolde2.
Dans toute la suitef; représentera toujours une fonction positive continue tgllef;(0) = 0. De la méme fagon
gue dans la preuve du théoréme (1V.4.2), en suppozsa:nf%cy, on obtient

d 1
—y. + <2 < fiU) + Ce¥ (1 +y!)z.,
dt 8
et finalement, avec la méme définition #&, on voit que sk est assez petit pour ques < %ME, on a pour tout temps

t 'estimation p

1
. 9e 1o s< 3
a¥ + 157 < )

et donc avec (1V.4.17)
d
—Ye + Clys < fi (U)

dt
Enfin, grace a I'hypothése sur les données (en particlilier §), on déduit du lemme de Gronwall que
U
be(t) < Ko+ 1O — p5).

Cl
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Ceci implique que les estimations sur les solutions faiptes ce nouveau probléme s’écrivent
1 3
lpe = wllpoe@+@y) + €7l 0e — WL @bian) + 7 [0e — Wil @bias) + 0 — %l L @4y < f3(6), (IV.4.78)

0 e
ot

0 e

et
3
ot

L2(tg,to+7;L2)

1
lloe — wllL2(to,to+7i0s) + €2

L2(to,to+7;H)
, (IV.4.79)
+ ||NE||L2(1‘,0,1’,0+T;<I>1) + ||’U5 - Uoo||L2(to,tg+T;V)

< (14 7)f3(d), pour toutty, 7 > 0.

e Etape 3: On reprend maintenant I'estimation (1V.4.57) pour obtenir

1d «
~2 Ay
2 dt ‘P‘z‘*‘

2
A2p2 < £t
10p§‘ wly < f2(1),

ou f? est estimée indépendammentdee la fagon suivante, en utilisant (IV.4.78)-(1V.4.79) :

||f55||[41(t0,t0+7') < (1 + T)f?((s)/

et ce carf, (U) et fo(U) tendent vers zéro quaridtend vers zéro (donc quaadend vers zéro) grace au houveau choix
de \(U) effectué plus haut.
En appliquant alors le lemme de Gronwall uniforme, il vient

lo — Wil Lo (rt:0,) < fa(9),

(1V.4.80)
||§0 - w||L2(tg,tg+T;<I>4) S (1 + T)f4(6)

CommeH? s’injecte dand.> (en dimension! = 2 oud = 3), on déduit de (IV.4.80) que

llo — wllpo@+xa) < fa(d),

et gu’on peut donc choisiiy assez petit tel que pour todit< dy on ait

fa(6) <&,
et ainsi pour presque tolt, z), ¢(t, =) est dans l'intervalléw — £, w + £] dans lequel le potentiel modifié est défini par
F'(w)
F,(x) = F(xr) — ——R.(z) — F(w).
() = F(x) @) () = F(w)

Ainsi ¢ est solution de I'équation

2 l
8—¢+U.V@—div< 1¢)V< aAgo—}-Fw((p))) =0,

ot pe pe ()
aa—f + 0.V — div (ﬁv <p5((p) <—a2A@ + F'(p) - Z((Z)) Ps(@)>>> =0,
o +eve av (v (<)) =

On reconnait bien les équations initiales (IV.1.1)-(12)lavec le potentiel originak’, et donc finalement, les solutions
construites ici sont solutions du probléme de départ (IV-11V.1.4).

e Etape 4: L'existence d’une solution forte globale en 2D est donnéelpshéoreme [V.4.3, on doit par contre
montrer que dans le cas 3D la solution obtenue est une sofatite en vitesse, définie globalement. Pour cela on utilise
le fait que la donnée initiale est proche d’une solutionatataire, et que le terme sourgalérive d’'un potentiel.
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h(t)—/Q%‘V(g) + [ @I,

et récrivons I'estimation (1V.4.74) dans le cas 3D sous fat®

Posons
2

%h < gi(t) + g2 (t)h(t) + Ch(t)?, (IV.4.81)

ol g; etg, sont bornées indépendammentglet des de la fagcon suivante
to+1
/ gi(t)dt < f5(6), pouri = 1,2,
to

et grace a (IV.4.79), on a aussi

to+1
[ nwie < £:0)

to
De plus, I'hypothese sur les données implique qu’il ex@steel que
h(0) < C'5°.
Introduisons alors
f6(8) = (max(C'6%, f5(8)) + f5(8))e' 7).,

Il est immédiat de voir que
fe(d) — 0, quandd — 0.

Choisissons aloré, assez petit pour qué fs(5)* < 1 pour touts < . Dans ces conditions, on a
Ch(0)* < 1.
Si on appellel” le temps maximal tel que
Ch(t)> <1, Vt€[0,T],
on obtient de (1V.4.81), pour toute [0, T,

Lh < g1(8) + (14 g2 ),

de sorte que par le lemme de Gronwall uniforme, on a pouriteuf0, 7'

h(t) < f6(9).

Mais, par choix d&y, on aCfs(5)% < 1, ce qui implique que le temps d’existerifede la solution forte estcc. De
plus, on déduit les estimations suivantes sur la solutigm)

o — m(@)|| Lo m+:0q) + ||V — UZJHLm(RJr;v) < f2(9),
dv

H (IV.4.82)
+
L2(tg,to+71;P1) ot

¢
ot

F ol 2o to+rive) < fr(0) (1 + 7).
L2(tg,to+7;H)

On a donc montré I'existence globale et uniforme en tempsealaolution forte pour le probléme (IV.1.1)-(1V.1.4).

e Etape 5: Dans I'étape précédente, on a obtenu la stabilité de laisplstationnaire que I'on étudie. Pour montrer
en plus la stabilité asymptotique de cette solution, onétaitlier la convergence de la solution quanehd vers l'infini.
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Etudions tout d’abord la convergence du paramétre d’opdi®i on prend le produit scalaire de (IV.1.1) avee w
dansL?, on obtient avec (1V.1.4) et les conditions au bord satisfapar,

—lp—wla+ [ =V | =) . V=0,
i £ Jor \p

ce que 'on peut écrire, en utilisant le fait que= —a?Ag + F/ (p) (ou F'(¢), on a vu que c'était strictement

équivalent),
d 1 A 1 F!
— | —wl|3 — a? / -V <—(’0> N =— / -V <M> V.
dt Jo P p Ja P p

d > / Lo 2/ p'(#) 2 / Lo 2 /FL(w)p’(sO) 2
—wl|; + S| Ap|”" =« Ap|Vp|” — SF, Vol + Vl?,
it 'szl ol | 70 eVl |7 (@) IVel | e [Vl

et donc, commé,, est convexe (par construction),ebornée dan£.>°, on déduit

Ona

d 1
i wl3 + p—g\Aw\E < CelAyl3 + CelFL ()] [Vl
2

< Cefa(8)|Agl3 + Cefa(8)| Vi3,
caron a

[F (@) = |F(p) — F(w)] < sup ] ) | —wl,
[w—€&,w+E]

ou encore avec (1V.4.80)
|5 (9)]oo < Cfa(0).

Si d est assez petit pour q2€'( f4(4) < 2’? on en déduit que I'on a

Lo —wli +Clagl; <0,
ce qui implique par (111.2.7) que
%\w —wlz +Clp —wl; <0,
et finalement
o —wl3 < oo —wlze™ ",

ce qui donne la convergence désirée dépsLa convergence danB; pour touts < 2 provient directement de la
convergence précédente et du fait qge- w) est bornée uniformément en temps déns

e Etape 6: Il reste a prouver la convergence du champ de vitesse. Plzuécevons I'équation satisfaite par v,
de la maniére suivante (rappelons qie”, = 0 et queg = VG)

v — oY
p(w) (% + (v — 7)&).V(7) — 7)&)) —2div (n(p)D(v — UZJ)) + Vp
= 2div ((n(y) — n(w))D(vY))
— p(W) WLV —0L) + (v —0L).Vol)

— (o) - plw)) (% ; v)

+n—m() Ve +e (155 - 152 ) v (4)

+ (p(p) — p(w))g,
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d’ol on déduit immédiatement

o) o = o+ V(o - o) <2 [ (o) ~ 1@ IDIDG - %)

+p(w>/9|vé£|\v—vé£\|vw—vé£>|+p(w)/9|v—v;é\2\wé£|

lv — ol |

+ [ 1ote) - o) ‘5— 0T

# [ mlVello - +e [ [EE v (4)

/<p<¢>fp< Dgw —v2)] .
JQ

lv — vl

Cette derniére inégalité implique

p(w) d
TE‘ Vel +m V(v —v3)l3
<21 [loo | = wloo| D(v) 2| V(v = v3) |2 + Clog oo V(v — 00 3
ov
# OV o = v + Celo = ol (| 57|+ [Foblaols ) o= o (vagd
712
+ Ol Tl = o+ Celg? = w2l |V ()] o= ol
2
+ Celp — wlolgl2v — v |2,
En utilisant (111.2.4), (1V.4.80), (1V.4.82) et le fait que
0 o = VO | =U <6,
on obtient , poup assez petit, I'estimation
d
Slo ol B+ o ol < (1) + Ce (),

ol g; (t) — 0 quandt tend vers I'infini, etg, est donné par

2

2
ov

n
m(®) = 5] a4 v+ |5 (%)

2

de sorte que grace a (1V.4.79) et & (1V.4.82) il vienne

/tgg(s)ds < C(1+1).

On peut bien sOr suppos€l < 1, alors on sait que toute fonctigrit) vérifiant
y' (1) +y(t) < gi(t) + Ce Mgy (1),

tend nécessairement vers zéro quatehd vers l'infini. En effet, on a

t t
y(t) < e y(0) + e*t/ e’g1(s)ds + Ce*t/ (1= g, (s)ds.
0 0
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Dans cette inégalité, il est clair que le premier terme cayweers zéro, mais aussi le second terme par le théoréme de
Cesaro et le fait qug,(t) — 0. Pour le troisiéme terme on a

t t
e*t/ 170300 (s)ds = e’te(]’o‘)t/ g2(s)ds < Ce” (1 +¢).
0 0
La conclusion est immédiate : le champ de vitessenverge vers la solution stationnaire ddh®t donc dan¥’; pour

touts < 1 caron avu quév — vY) est borné uniformément en temps dans I'esgace V;.
[ |
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Chapitre 5

Persistance des perturbations de solutions
1D a grand cisaillement

Dans ce qui suit le parameétreest différent de celui utilisé dans le chapitre 4. Les réssilsuivants concernent en
effet le modéle homogéne étudié dans le chapitre 3.

1 Introduction

On s'intéresse a I'étude du probléme précédent dans un derbaimensionnel donné par

1
0. =1{0,=| x]—1,1[,
3

correspondant au cas d'une cellule de Couette (voir par phela figure 11.4.5) ou la différence entre les rayons des
deux cylindres (ordre- 1) est petite devant le rayon moyen de la cellule (ordrd /<). Si on place un mélange a
I'intérieur de cette cellule et que I'on met en rotation I'des deux cylindres avec une vitesse angulaire de I'ordie de
on est dans la situation ou le taux de cisaillement est d&drgk. Ainsi, dans tout ce qui suit, est un parametre destiné
a étre petit et qui est tout le temps supposé inférielur a

On souhaite comprendre I'influence du grand cisaillementlaistabilité de solutions monodimensionnelles du
probléme. Ces solutions correspondent aux solutions emdés que I'on obtient numériquement et expérimentalement
(voir [2] et le chapitre 2).

Afin de respecter les notations des chapitres précédentsingigre coordonnée sera notéet la seconde.

Dans la suite on va faire les hypothéses simplificatricesasties :
— Le potentiel de Cahn-Hilliard est un potentiel polynonjigal9]

4 2
Fm:%—%- (V.1.1)

— Les termes d'inertie sont négligés dans I'équation de &feSiokes. Cette hypothése correspond au cas d'un
écoulement laminaire.
— La mobilité B et la viscosité) sont constantes (égales @our simplifier).
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On note les inconnues dans le domaine physfaparg. , fi. etV.. Le systéme de cisaillement s'écrit alors
0P o o -

5 + V..V¢ — Afi. = 0dans().,

/]E = _QQAQZE + F’(@E) danmm

86‘:5 — AV. + Vji. = —a’Ag. V. dansid.,
div (V.) =0,
@-, fi- et V. périodiques em;,
8955 8/15
= o = +1},
B B 0, sur{z I3

1
V. = +—e,, pourz = £1.
3

N . . . . .z N .
On reléve les conditions aux limites par le champ de vitesg@®anaire—e, oue, est le vecteur unitaire selon la
g

directionz. On écrit alors le champ de vitesse sous la foffhe= Ze, + U.. Avec ce changement de fonction, les
équations dans le domaifie deviennent

a;f + gazgas +U..Vp. — Aji. = 0 dansq).,, (V.1.2)
fie = —?Ap. + F'(¢.) dansfy,, (V.1.3)

66% — AU. 4+ Vp. = —a’Ap. V. dans(),, (V.1.4)
div (U.) =0, (V.1.5)

+ périodicité et conditions aux limites homogénes@wirji. etU..
Remarquons qu'il est préférable, pour simplifier les cacdliécrire le terme de forces capillaires sous la forme
—a?Ap. V. plutdt queii- V.. Ceci est tout a fait licite car le ternte (¢. ) V@. peut étre ajouté au terme de pression.
On a déja utilisé cette transformation lors de I'étude dibfinme homogéne dans le cas dégénéré (chapitre 3 définition

111.3.3).
Dans la suite, on note

2 Solutions 1D du systéme

On s’intéresse a I'étude des solutions 1D du probleme (J4M4.5), c’est-a-dire a des solutions qui ne dépendent
que dez. Soit (@o(t, z), Up(t, z)) une telle solution, avec

o= (3)

alors la condition (V.1.5) sui, et le fait qued, i, = 0, montre que nécessairement
0,79 = 0.
Ainsi, commel/, = 0 sur les bordg z = +1}, il vient

’UO:O.
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Commel/, est dirigé suivant I'axe des et qued, ¢, = 0, les termes de transport disparaissent dans (V.1.2) edté re

0 Po 9~
32‘, zNO )

fio = —a*02¢0 + F' (o).
L'équation (V.1.4) devient dans ces conditions

o _ _
8—t0 — ATI,[) + (3mp0 = 0,

0:p0 = —a?92$0 0 po.

La pression et le champ de vitesse donnés par

a?
Po = —7|5z900| ; (v.2.1)

et 5
(7 .
8—t0 - ATI,[) = O,

sont a I'évidence I'unique solution de ce probléeme.

Ainsi, les solutions monodimensionnelles du systeme 2} (@V.1.5) sont obtenues comme solutions de deux équa-
tions découplées : une équation de Cahn-Hilliard 1D classmpurg, et une équation de la chaleur paky. Remar-
guons, en outre, que ces solutions ne dépendent pasQteva ainsi s'intéresser au comportement du systeme (V.1.2
(V.1.5) pour des données initiales bidimensionnelles Ipesade données monodimensionnelles a grand cisaillement,
c’est-a-dire pout petit.

Dans toute la suite, on considérez) — g (t, z) solution dans$ — 1, 1[ de I'équation de Cahn-Hilliard 1D

a@o 2~
—— — 0. fip = V.2.2
ot a;uo 07 ( )

fiog = —a*82 @0 + F'(¢o), (V.2.3)
avec la donnée initiale
@0(0) = g € H'(] - 1,1]),

et les conditions au bord
D.¢o = 82¢y = 0, pourz = +1.

L'existence et I'unicité d'une telle solution est tres ciapie [1, 9], et celle-ci vérifie

vt >0, m(o(t)) = m(yp),

1

¥t >0, 0.2+ [ F(@a(®) < Co (V.2.4)
J—1
T
VI 20, [ 0% < G147, (V.2.5)
0
sup |$o(t, 2)| < Co, (V.2.6)

pour une certaine constanty ne dépendant que ds.
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On associe a cette solution le champ de presgiatéfini par (V.2.1) ainsi que la solution de I'équation de lalelr

monodimensionnelle suivante
0o _ g2g0 — (V.2.7)
— 0 up = 2.
ot =700

avec la donnée initiale
i0(0) = uf € L*(] — 1,1]),

et les conditions aux limites de Dirichlet homogene
ug(z = £1) = 0.

L'existence et I'unicité de solutions pour ce probleme deiPs sont classiques et on rappelle les estimations
suivantes

o]l Lo @+ L2 -1.1) + ol L2 +.m1 (1 -1.11)) < Clug2- (V.2.8)

Par I'injection de Sobole¥i® c L* en dimensior, il vient alors
ol L2+, L~ (-1.11) < Clugla- (V.2.9)

Dans ce qui suit, on va montrer, paupetit, la persistance sur des temps significatifs de pgigesirbations de la
solution 1D du probléme (V.1.2)-(V.1.5) donnée garet par

To = < 77‘0(8’2) ) . (V.2.10)

3 Changement de variables et d’'inconnues

Afin de tenir compte du caractéere allongé du domaine que lasiclere, on est naturellement amené a effectuer le
changement de variables suivant pour tautz) € Qy =0, 1[x] — 1, 1],

- x
we(t T, 2) = @e(t, sz)
ac(t, 2, 2)
UE(t,.’IJ,Z) = 1 8’1’3
_'ﬁs(t: _72)
€ 13

- xr
l’tf(t7m72) = HE(t7 gvz)

- xr
pE(t7 T, Z) = pE(t7 gv Z)
Le choix du coefficient;— dans la définition de la seconde composanté&/dest fait pour assurer que la condition de
divergence nulle dar@, pour le champ de vitesdé. s’écrive encore sous la forme

O _
(%) =0

Remarque V.3.1
Comme d’aprés ce qui précéde, les solutions monodimensiiestp,, Uy) du systéme vérifient, = 0, il est facile de
voir qu’elles sont invariantes par le changement de vagibt d’inconnues précédent.

Ainsi dans toute la suite ces solutions seront indifféremimetées o, UO) ou (o, Uo).
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On vérifie que, dans les nouvelles variables, le systeme2MV.1.5) devient

0 e

o + 20200 + €Uz Vige - 202 . — 8%p. = 0, dansl, (V.3.1)
pe = —a?e?0%p. — a?0%p. + F'(p.) dansQ, (V.3.2)
8UE 2 a2 9 Eazps —0426(6282@5 + 63@8)6$@
202 -0+ | 1 - a2, dansq, (V.3.3)
6t gazps T(E 8w<pg + 6z (pg)az(pg
div (U.) = 0, (V.3.4)

associé aux conditions de périodicitéxent aux conditions aux limites
D0 = 03p. = 0sur{z = +1},

U. =0sur{z = +1}.

En effet, commé,p. = 0 la condition de Neumann pout sur les bordgz = +1}, s’écrit bien

0=0.(—a’c*0%p. — a?P2¢:) + F"(p:)0: 0o = —a’Dlpe.

4 Rappels sur les inégalités de Sobolev anisotropes

Le domaine initial dépend dg et il est donc judicieux de ramener les inconnues et lesitasdcun domaine fix€,
comme on vient de le faire. Ainsi, les constantes qui appseait dans les inégalités de Sobolev et de Poincaré wilisée
dans la suite su2y ne dépendent pas de Cependant, si on utilise les inégalités de Sobolev classigpn perd le fait
gue le domaine initial est anisotrope.

C’est la raison pour laquelle on va, dans la suite, utilises thégalités de Sobolev anisotropes (voir [10]) que I'on
rappelle ci-dessous.

« Notation : Dans toute la suitg|,, désigne la norme sur? ().

Lemme V.4.1 (Inégalités de Sobolev anisotropes)
— Pourtout < p < +oo, il existe une constantg, > 0 telle que pour toute fonctiofide H' (), on a

Flo < ColF13 (1Fl + 180 f12) 3 F (1] + 102 f12) 5. (Vi4.1)

— Pourtout < p < oc, il existe une constanté, > 0 telle que pour toute fonctiofi de H*(), on a

%+% . 1_1 : 1L
[flo < Colfls 7 (Iflo + [0 fl2 + 107 fl2) T2 (| flo +0: flo + |02 fl2) 2. (V.4.2)

Remarque V.4.1

Dans ce qui suit, I'inégalit€V.4.2) est appliquée a des fonctiofisvérifiant les conditions de périodicité anet des
conditions aux limites homogénes (Dirichlet ou Neumanm)esibords{z = +1} de(). Ainsi, on peut montrer par
intégration par parties que I'on a

10afl2 < 1fIF 10215 < 5 (I fl2 + 102 fl2),

10.£12 < |FI12102F1 < =(|fls + 02 1:),

N = N =

de sorte quéV.4.2) sera utilisée sous la forme

1 1
3ty

Flp < ColF1277 (1 fl2 + 102 F12) T2 (| f]2 + |02 f]2) T (V.4.3)
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Preuve :
On se contente ici de donner I'esquisse de la preuve de laigmemégalité. La démonstration compléte se trouve
par exemple dans [10].
e Etape 1 - Cas dé&k2
On prouve tout d’abord le résultat pour une fonctioa C*(IR? ) a support compact, par un argument d’homogénéité.
On sait que pour toyi € [2, +o0], 0n a
Hj(R?) C LP(R?).

Il existe donoC), > 0 telle que
lglle w2y < Cplllgllr2rz) + 102922 + 1029 12(R2))-
Pour tout couplé\, i) de réels positifs on pose
h(z, z) = g(Az, pz),

de sorte qué: € D(R?). De plus, on obtient aisément

1
HhHLP(R?) = —ng”LP(RQ):

(An)

A 2
10, Al gy = (;) 10,92

1
nN 2
10:hllzzy = (£) 7 1092w,

et donc d'aprés 'inégalité précédente appliquée a la fonéton a

L ol <0< L gl +(A)
T I9llLP(R2) & 1 191L2(r?) -
(Au)? "\ ) p

1
2 u 3
1029111222 + (§) ||azg||Lz<Rz)> ,

ce qui donne

11 1 A2 1N
loll oy < G ((Aw lolloges + 003 (3) l0sgilesy + O () ||azg||nz<w>>. (V4.4

Comme on souhaite obtenir dans le membre de droite un prddugrmes, il faut s’arranger pour que tous les termes
qui y apparaissent soient égaux. Ceci donne les relations

11 1A\ 2
)5 gl o) = () (;) 10ugll 2,

1
11 1\ 2
A F Hlglian) = ¥ (£) 7 10:9]122)-

Ces équations admettent pour solution
y = Ngllzaee 7
10291l 2 (m2)
__lgllzee2)
||8zg||112(R2)
En reportant dans (V.4.4), il vient

lgll sy < Collgll g 10rgl17n ooy 19:011 72 oy (V.4.5)
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ce qui prouve le résultat pour les fonctionsTAER? ).
Pour prouver le résultat sy, il faut utiliser une technique de prolongement puis dedetare.
e Etape 2 - Prolongement

Pourf € C'(£y), on construit un prolongemerfitde classe! surQ, ou; =] — 1/2,3/2[x] — 2, 2[, qui vérifie
1fll22(01) < CllflL2(e0): (V.4.6)

102 fll L2,y < CllOx fllL2(00) (V.4.7)

102 fll2(0) < CllO: fllz2(00) (V.4.8)

ol C est une constante universelle. Ce qui est important ict degpouvoir controler la dérivée par rapportale f
uniguement par la dérivée par rappott @e f, c'est-a-dire sans mélanger les directions. Cette cocttrus’effectue
par réflexion successivement dans la directiqruis dans la direction grace aux opérateurs de Babitch (voir [10]). Par
exemple, et sans rentrer dans les détails, on posewpelir- 1/2,3/2[ etz €] — 1,1]

flz,2) siz € [0,1]
fla,2) =< Yo, aif(—iz,z) siz € [~1/2,0]
S aif(l—i(z —1),2) siz€]l,3/2]

ou lesw; sont solutions de
2

> (~i)fa; =1, pourk = 0 etk = 1.
i=1
Cette derniére condition assure le caractétedu prolongemenf et il est facile de voir que I'on a bien des estimations
du type (V.4.6)-(V.4.8). On procéde de la méme maniére dadsgéctionz.
e Etape 3 - Troncature
Dans cette derniére étape on doit tronquer la foncfiggour qu’elle coincide encore avecsur (g, tout en étant
a support compact dari®’ . Pour cela, il faut localisef séparément dans chaque direction afin de ne pas coupler les
dérivées en: et celles er:. On souhaite en effet dans le résultat final obtenir un ptatlitermes dans lesquels les
directionsz etz sont séparées. La méthode consiste a introduire

g(z,2) = &1 (2)62(2) f(z, 2),
avect; et régulieres, a support compact respectivement flans/2, 3/2[ et] — 2, 2] et qui valentl respectivement
sur[0, 1] et[—1, 1]. Il est facile de vérifier que I'on a

I fller o) < l9llneme),

1029l 22 < CUIflI200) + 102 fll22(01)).
10:9lLr(r2) < CUfllL2Qr) + 110:fllz2(01)),
ce qui, en utilisant (V.4.5) et (V.4.6)-(V.4.8), fournitiésultat attendu

1_1
2 p

2 1_1
£z 20) < CollflI72(00) (IfllL2(20) + 10 FllL2(20)) 2 7 (1f1lL2(20) + 10:fllL2(20))

5 Solution bidimensionnelle de I'équation linéarisée

Poure > 0 fixé, considérong; (qui dépend de de facon implicite) solution de I'équation de Cahn-Hild4W.3.1)-
(V.3.2) aved. = Uy linéarisée autour de la solution (non forcément statiaea. = ¢q. Celle-ci s’écrit
3 > e A
—af] + 20001 + eug(t, 2) 01 — €203 — 0 =0, (V.5.1)
= —a’e?02p1 — a?02p1 + F" (po(t, 2)) 1. (V.5.2)
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On prouve sans difficulté, par les mémes techniques que dafspitre 3, I'existence et I'unicité d’'une solution fabl
globale pour ce probléme, pour une donnée initiale dahg,). On notej, etji; les fonctions définies sit. obtenues
par le changement de variables inverse de celui effectuglda®ction 3. On s’attend a ce guerégisse I'évolution de
la partie principale de la perturbation au cours du temps.

Dans la suite”, désigne une constante qui ne dépend que.dE est-a-dire des)) et deu, (c’est-a-dire deu)), et
C une constante universelle. Ces constantes qui peuvertu@iement changer d’une ligne sur 'autre.

Lemme V.5.1 (Estimations surp;)
— La solution 1D(yg,ug) du probleme étant fixée, I'unique solution(d5.1)-(V.5.2) vérifie les estimations sui-
vantes pour todf’ > 0,

VO <t <T, |pif3(t) < |7 e, (V.5.3)
VO<t<T, |0,0105(t) < 0,056, (V.5.4)
W0 SEST, (0 < Co (1005 + 2t e, (v55)
T
[ (543 13 + 210,023 + |5Z<P1z> < Col 02T, (V.5.6)
J0O
T
[ (e‘*a 13 + 1020, 0112 + 10, azm) < Colds 2T, (V5.7)
J0O
T ‘ ‘ ) . . ‘ S 1 .
[ (02001 + 220,020+ 02011) < o (068 + 21l 7. (v59)
0

— Enoutre, si on suppose qug est une solution stationnaire, constante et métastabléqgietion de Cahn-Hilliard,
c’est-a-direp (t, z) = w pour tout(t, z) avecF" (w) > 0, alors les estimations s deviennent

vt >0, [pil3(t) < ¢l
Vi >0, ‘8m¢1| (t) < ‘37901 25

V>0, 001 f5(1) < [0:0113 + gw

z<P1 27

T
[ (ﬂaﬂolﬁa oil3 + 02012 + 20,0011 + 1021 ) Col UL,
JO
T
/ ( Dorl2 + 102013+ Pn [} + 21020 0n 2 + 0.7 01 )
0

1
T 1
[ (10.0.08 + 02611 + 102000 + 220,028 + 10511 < Co (106208 + LIt )
0

Preuve :

e Etape 1:

Multiplions I'équation (V.5.1) paf—1)*92*y, (pourk = 0 ou 1), il vient, commep, etu, ne dépendent que de
et aprés intégrations par parties

th‘aﬂplb + 0?05 01342077 |05 0.1 5+ 0205 02115 < [F" (00)loc |08 p112(7 |05 2 0112 + 050201 2),

Ce qui fournit par le lemme de Gronwall

V0 S t S T: ‘87@] ‘2 < |8T¢1|5600T
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ouCy = sup, ) |F"(po(t, 2))| (quiest fini carpy € L*(RT x ©)). On a de plus

T
/ e 05201 [3 + 2|08 10,013 + (05021 |3 < 050 3(1 + e0T) < Colak 30T
J0

e Etape 2:
Si maintenant on multiplie I'équation (V.5.1) pai©Zy, il vient aprés intégrations par parties

|8z901 ‘z +a 54‘82 2¥1 |z + 2 52|8 8z901 |z +o ‘az% ‘z

/ 010,001 / Uowlazafgm
Qo Qo

+ [F"(0)loo|0:01|2(° 02020112 + |02 ¢12)

2 dt

< +e

+ [F" (00)0= 00l o1 12(€°1820: 01 |2 + |82 1),
ce qui fournit aprés absorption par les termes coercifs
3 dt |6zs01\2 +a’et|070. 013 + 0?20, 02013 + 0® (021 |3
< L(lp1 +10,0.013) + Cluo Zlen§ + Colo-or 3.
En intégrant sufo, ¢], il vient avec (V.2.8) et les estimations précédentesssur

t
vt € (0,71, \3z¢1|§(t)+6«2/(64\35@%01@+62|5m53¢1|§+|53¢1\§)
J0

C T ) ) T ) T ) . t )
<|az¢12+—(/ o2+ e / azazsm;)w / B.uol2lr |2 + Co / Do ]2
J0O J0O J0 JO

< 104005 + —\w 3T + CleY 3 lugl3e ™ + Co /Ot 8215
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
vt e0.7) 0.l < (1068 + DIt )
< Co <8z901 >t “P ) et
puis

T
. . . . . . 1
[ 100011+ 210,021 + 10311 < G <|3z¢?2 I 3e C”) o
J0

1
< Co (10:0 + 21e3) €7
e Etape 3:

Dans le cas particulier ag, est une constantetelle queF"' (w) > 0, alors le terme e’ (pq)¢1 qui apparait dans
11 est un terme coercif. En conséquence, les estimationsrdexi¢ uniformes en temps. Ainsi, on a

V>0, [05p1l3(t) < 1076805,
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T

T
VT 20, [0 4108 + <0k 2} + 0K 0. 4104026 < Cololie .
0
De plus, on peut récrire les estimations sur la dérivée papod az dey; de la fagon suivante

1d

5 77|0-0113 + F"(@)e*]0:0:115 + F"' ()| 021 [ + a*e*|070- 015 + 0°€*(0:021 |5 + 0”021 5

< +e

Drp10: 01 / 010,021
J Qo J Qo
Ceci devient aprées absorption par les termes coercifs

1d
2dt

10.0113 + F"(w)e? |0, 0.1 3 + F" (w)|021 5 + a’e*|020.¢1]3 + 207>

0020115 + |01 [5
1
< 5(52@@] 3+ 10:0113) + Cluo|% 1[5,
pour obtenir aprés intégration en temps, en utilisant 8Y.2t les bornes obtenues sur les dérivées en

A . Co. .
V>0, [0:1[5(t) < 0:0115 + — [0

Enfin, il vient

T
VT >0, / €210:0: 0113 + 102 1[5 + 10;0: 0113 + €°10: 0201 |3 + 021 |3 < 10:07 13 + 1A 3.
J0

6 Reésultats principaux

Les théoremes ci-dessous sont énoncés par rapport au pbiéial posé danf.. Pour mieux apprécier le sens
physique des résultats, on introduit une notbignvariante par rapport au domaine, c’est-a-dire par rajpgpor

Définition V.6.1 (Norme invariante)
Pour toute fonctiorf- € L*().), on définit la norme suivante

‘fs|2,s = \/EH.szL?(QE)-

Remarque V.6.1
Sion applique &. le changement de variables que I'on a opéré sur les incorthupsobléme, on obtient une fonction
f- définie par
~ T
V(flf, Z) € o, fs(ma Z) = fs(gv Z)

Il estimmédiat de constater quie appartient d.%(,) et qu'elle vérifie

‘f6|2 = ‘fs‘ls-
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e Cas général :

On obtient, sans hypothese particuliére sur la solution(@R U,) considérée, la persistance de perturbations de
taille ¢ de cette solution sur des temPs$1). Les difficultés proviennent essentiellement des termedinéaires : celui
de Cahn-HilliardF'(y) mais aussi celui de forces capillaires, qui sont la causejpéle de la croissance des petites
perturbations des solutions monodimensionnelles. Ldtedsarécis est le suivant.

Théoréme V.6.1
Soit py une solution 1D de I'équation de Cahn-Hilliafd.2.2)-(V.2.3), pour la donnée initialey. On se donne une
famille de données initiales de la forme
955(0) = 908 + 595(]]7
[75(0) = “8(2)696 + WEO

pour les équationgV.1.2)-(V.1.5) dans le domain®.. On suppose que.(3)) = 0 et qu'il existe une constante, ne
dépendant que dg) telle que

169]a,- + 22| V@ s, < Ko, (V.6.1)

W05, < Koe. (V.6.2)

Alors, pour toutl’ > 0, il existeso(T) > 0 et My(T) > 0 tels que pour tout < &o, I'unique solutions., U. du
probléeme(V.1.2)-(V.1.5) dans}. vérifie

sup (955 — 9o — eP1la.e + |Ue — U0|2,s> < My(T)e,
te[0,T]

~ ~ 1
sup (V(sog — o — 5901)|2,5) < Mo(T)ez.
te[0,T]

e Casyg = w, avecF”(w) < 0:

Dans ce cadre, le résultat précédent est amélioré car, silelia persistance des perturbations de tajlin prouve
la validité en temp$)(1) du développement asymptotique

Pe = o +eP1 + o(e).

Ainsi, I'évolution de la perturbation initiale est bien dite a I'ordree par¢; .

On va voir dans les estimations qui vont suivre que la difiéegpar rapport au cas général réside dans I'absence de
forces capillaires importantes dans ce cadre sur des térfips En effet une solution constante de I'équation de Cahn-
Hilliard ne présente pas d'interface et donc pas de forgedl@iaes. Ceci subsiste sous I'effet une petite pertudraiant
gue l'interface ne s’est pas créée. Ainsi le temps de vaélidit développement précédent est régi par la déstabilisatio
de I'état non-métastablg, = w pour I'équation de Cahn-Hilliard.

Théoréme V.6.2
On considére une solution constapte= oY = w de I'équation de Cahn-Hilliard 1[V.2.2)-(V.2.3), avecF" (w) < 0
(i.e.w n’est pas métastable). Soit alors une famille de donnégalés de la forme

$:(0) = ) + el =w+ e,

U.(0) = ud(2)e, + W2,

pour les équationV.1.2)-(V.1.5) dans le domain@.. On suppose que.(3?) = 0 et qu'il existe une constant€, ne
dépendant que def = w telle que

1802.e + 22 |V@ 2. < Ko, (V.6.3)

WOy < Koet. (V.6.4)
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Alors, pour toutT' > 0, il existeeo(T) > 0 et Mo(T) > 0 tels que pour tout < &g, la solutiong., U. a
(V.1.2}(V.1.5) dans(), vérifie

sup <|<ﬁs — o — @iz + U — U02,s> < My(T)ex,
tel0,7]

up (v«ag . s¢1>|2,5) < My(T)eR,
te[0, 1]

e Casyg = w,avecF”(w) > 0:
Ici encore, on améliore les résultats précédents en mdrgtendans ce cas, on a persistance des perturbations de
taille e sur tout temps et qu’on peut, justifier le développement gégtigue
Pe = o +ep1 +o(g),

surR* tout entier.

Dans ce cadre, I'état initiaby = w est métastable pour I'équation de Cahn-Hilliard et doncpatée perturbation
de cet état ne va pas engendrer I'apparition progressiveedhterface et donc de forces capillaires qui déstabdiset
le systeme.

Théoréeme V.6.3
On considére une solution constapte= ¢S = w de I'équation de Cahn-Hilliard 1QV.2.2)-(V.2.3), avecF" (w) > 0,
c'est-a-dire ques est un état métastable du potentielSoit alors une famille de données initiales de la forme

@ (0) = ¢ +e@) = w + ey,

UE(O) = ug(z)ez + WEO,

pour les équationéV.1.2)-(V.1.5) dans le domain@.. On suppose que.(4}) = 0 et qu'il existe une constante, ne
dépendant que dg) = w telle que

@%0.e + 2 |V@ 2. < Ko, (V.6.5)
[W0s,. < Kot (V.6.6)
Il existee, > 0 et M, > 0 tels que pour tout < &g, la solutiong., U. a (V.1.2)-(V.1.5) dans{). vérifie

- o ~ 5
sup (905 — o — P12+ |Us — U0|2,s> < Mye=,
teR+

_ - 3
sup <|V(<p5 — o — 54,01)%) < Mye1.
teR+

La suite de ce chapitre est consacré a la preuve de ces tésBlbarr cela on cherche les équations vérifiées par les
restes du développement asymptotique. Ensuite, on efféesuestimations d’énergie sur ces restes qui permettent de
conclure dans les deux premiers cas. La preuve du troisiémdtat nécessite d’adapter certaines estimations, lle e
donc effectuée dans une section séparée, a la fin de ce ehapitr

7 Estimations d’énergie

7.1 Equations sur les restes

On s’attend a ce que la solutign, U, au probléme (V.3.1)-(V.3.4) se comporte quarebt petit comme, corrigé
al'ordrec par la solutionp; de I'équation linéarisée. On écrit donc la solution du péoté sous la forme

e = po +ep1 +eR., (V.7.1)
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He = o + Epr +eM,, (V.7.2)
p= =po + P, (V.7.3)
U. = Uy + W-, (V.7.4)

et on cherche les équations satisfaites par les ré&ted/., W.. Pour cela on introduit les développements précédents
(V.7.1)-(V.7.4) dans les équations (V.3.1)-(V.3.4).

Remarque V.7.1 o y
Par analogie avec les notations employées dans ce chapitreteR., M., etW. les restes pour ce probleme dans les
variables initiales.

e Equation en R,
L'équation enp. (V.3.1) s’écrit

0
E(@O + Ep1 + ERE) + Zaz(QOO + €Y1 + ERE) + EUO-V(LPO + Ep1 + 5R5) + EWE-V(QOO + €Y1 + ERE)

— 202 (o + ey +eM.) — 0% (o + ey +eM.) =0

Si on utilise I'équation erpq (V.2.2), I'équation erp; (V.5.1), le fait qued, o = 0 et la forme dd/, (V.2.10), I'équation
satisfaite pa?. s'écrit

0

—R. 0. R- 100z Re + WV W..V W.. VR,

B + z0p L. + €ug + po +¢€ p1+e€ (V.7.5)
—e?0?M. — 0*°M. = 0.

En outre, d’apres le choix des conditions initiales dangrtes théorémes (section 6), la donnée initiale pour leerest
R. estnulle
R.(0) =0,

et il est facile de voir qué. vérifie les mémes conditions aux limites gue c’est-a-dire la périodicité dans la direction
z et dans la direction les conditions de Neumann

0.R. =0 sur{z = +£1}.

Remarquons enfin que commg R, (0)) = 0, la moyenne de. reste nulle au cours du temps.

e Equation en M,
L'équation enu. (V.3.2) s’écrit

(o + e + M) = —a?e®02 (o + ep1 + eR:) — a°02 (o + 1 + eR:) + F'(po + ep1 + €92 ),

ce qui en vertu des équations (V.2.3) et (V.5.2) peut seregcri

F'(po +epr +eR:) = F'(po) — eF" (o)

M. = —a?e3°R. — o*9’R. +
€
Or, la formule de Taylor fournit

1

F'(¢o +ep1 +€R.) = F'(go) + eF"(¢o) (1 + Re) + €7 / (1 8)F"(po +es(p1 + R.)) (1 + Re)’ds,
JO

ce qui permet d’obtenir, avec (V.1.1), I'équation vérifica p/. :

M. = —a?c®9?R. — a’9R. + eF" (po)R. + (1 + R.)*(3p0 + (1 + R.)). (V.7.6)
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En outre, d'aprés les conditions aux limites gur le resteM, est périodique dans la directiaret vérifie
0. M. =0, sur{z ==+1},
ce qui est équivalent, d’apres I'équation précédente aethaition de Neumann suk., a la condition

O?R. =0, sur{z==+1}.

e Equation en W,
Tout d’abord, il est clair que d’apres (V.3.4) et la formeldg(V.2.10), on a

div(W.) = 9, W. + 9., W, = 0. (V.7.7)
Ensuite, écrivons I'équation vérifiée pEr et p. de la fagcon suivante

0 202 2 €0, (po + P.) .

57 (Vo + We) — €70, (Uo + We) = 9:(Uo + We) + 1. (o +P.) )=
e2(—a?e?02(po + ep1 + eR:) — a?0?(po + ep1 + eR:))0x (o1 + Re)

1(—a?c20%(po + ep1 + €R.) — a?02(po + ep1 + €R.))0.(po +ep1 +eR:) )’

etgrace a (V.2.7) et (V.2.1), il reste

) g A
—W. — 202W. — O°W. + (

€0, P. _
ot h

%82136

52(70525363,(‘:01 + R.) — 05265(‘:00 +ep1 +eR.))0: (01 + R:) (V.7.8)
1(—a?e®02(¢1 + R-)0- (0 + ep1 + €R.)

—a?ed?(p1 + R:)0. (o + ep1 + eR.) — a?e0%po (1 + R.))

On déduit de la forme adoptée pour les conditions initiales’s dans les énoncés des théorémes de la section 6, que
'ona
We (0) = W507

ouW?O(z, z) = Wo(z/e, z). De plus, les conditions aux limites sid. sont les mémes que celles $ir, c’est-a-dire la
périodicité en: et les conditions de Dirichlet homogéne gur= +1}.
Dorénavant les deux composantediesont notées

7.2 Estimation L? sur R,
Elle s’obtient tout naturellement en multipliant par I'équation (V.7.5), dans laquelle on remplakk par la valeur
donnée par (V.7.6), et en intégrant $ky

1d L. A o S A
§E|RE|§ + &2 / 92 (—a’e®92R. — 02 R- + F" (o) Re + (1 + R:)*(3p0 + e(p1 + R.))) Re
4 JQq

— / 97 (—a’e®92R. — 02 R- + F" (o) Re + (1 + R:)*(3p0 + e(p1 + R-))) Re
JQq

+ W. VR +€/ W. V1R
JQq 7€

=0.
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On peut récrire cette estimation sous la forme suivante

1d
SR + 0?02 B + 20%2%0,0. Ra[3 + 0?12} =
—g? 8I(F"(@0)RE)8IRE — 8Z(F”(<,00)R5)82R5
Qo Qo
e /Q (o1 + R.)’ (30 + <(r + R)’R. V.7.9)
0

+E/ (o1 + R.)*(3p0 + (1 + R.))O?R.
Qo
—/ v:0,p0R: — € W. Vo1 R..

o Qo

7.3 Estimation L2 sur W,

Afin d'utiliser le fait quelV. est a divergence nulle et donc de faire disparaitre la pnedai des estimations, on
doit multiplier I'équation (V.7.8) par
Ue
2 .
Ve
Dans ces conditions on a
Eamps % 1 1
/ 1 . g2 = - Oy Poute + 0. Pov. = — VP. W, =0.
JQo gazps Ve € Jq, € Ja,

De plus, on s’attend & ce que le reste sur le champ de vitessdetavariables initiales/. soit d’ordres dans le
résultat final (pour la normeg|, .), c’est donc ce choix des puissancesdgii vient naturellement & I'esprit d’aprés le
choix du changement de variables et d’inconnues effedtuirit donc

d (|ue
dt €
Ug

= a2 [ 82000, (p1 + R.) (—) —a? | 8200d. (g1 + Re)v.
JQo € JQ,

2 - . -
+ &2|0,v:|5 + 0. v:]3
2

u
Op—
€

u
0. —
€

2 ) ) 2
+’U5|2> +e +
2 2

—a?e? | 02(p1 + R.)0:(p1 + R.) (“?E) —a?et

021 + R0 (pr + B) () (V7.10)
J Qo g

Ja,

— a%e? 83(901 + R.)0.povs — a? 62((,01 + R.)0.pove
J Qo JQq

—a’e 83(@1 + R.)0.(p1 + R.)v. — a’&® 83(@1 + R.)0.(¢1 + Re)ve
Q(] Q(]

Cette estimation ne peut étre raisonnablement exploitéesigon a, en plus, avec une estimatigh sur le resteR.. A
cause de I'anisotropie du probléme et de la forme particeities termes de transport dans (V.3.1), on estime séparémen
0. R- etd.R..

7.4 Estimation L? sur 0, R,

Elle s’obtient en multipliant I'équation (V.7.5) pard? R. et en intégrant par parties. Comme on I'a vu lors de I'esti-
mation surpq, on ne voit pas les termes issus de I'opérateur antisynuétide transportz + cug)d,. Ainsi 'estimation
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s'écrit :
1 d 2 2 4193 2 2 2 2 2 2 2 2
EE\BwREb + a’e*|0,R: |5 + a’e”| 050, Re|5 + |0, 0 R |5 =
—&” | O}F"(¢o)R:)OIR. — | O2(F"(y0)R.)0:R.
Q() Q(]
+e [ W.V(p + R.)0;R. +/ 002 000: Re (V.7.11)
Q(] Q(]

. / 9. (01 + R.)*(3p0 + (g1 + R.))) R.
Qo

e / 9 (91 + R.)* (30 + £(¢n + R.))) 8.0°F...
Qo

7.5 Estimation L2 sur 9, R.

On multiplie maintenant I'équation (V.7.5) paid? R. et on 'intégre par parties. A la différence du cas précédent
on voit apparaitre les termes issus de I'opérateur de toahdpns la directiorn:. En effet, I'estimation obtenue s’écrit

1d
5%‘81}%5‘3 + ()4284\323:135\3 + a262|5m3335\3 + 042\33}35\3 =
/ R.0,0.R. — ¢ 0,upR. 0,0, R,
Qo Qo
- 35(F"(¢0)R5)55RE - azz(F”(‘PO)Rs)afRs
{0 4o (V.7.12)
+e | W..V(R:+¢1)0R. + / 0:0.000° R,
JQo 7 Qo

_— / 9z ((p1 + R=)*(3p0 + (1 + R.))) 0,02 R.
Jao

—€ / 0. ((‘Pl + RE)2(3<,00 +e(pr + Rs))) 52R5-
Jg

L'idée est maintenant de contrdler le premier terme du seécoembre de cette estimation par les termes coercifs
apparaissant dans I'estimatidi¥ sur R. (V.7.9). Pour cela il faut multiplier 'estimation précéute pare et donc
I'estimation (V.7.11) pae?, afin de conserver I'anisotropie du probléme et retrouvesdas variables initiales le carré
de la norme du gradient du reste.

Cette facon de faire est plus favorable que d’écrire ce tesmois la forme

0. R-0. R, s
Qo

et de le contrbler uniguement par le biais des estimations1¥) et (V.7.12), ce qui nécessiterait de multiplierties
mation précédente paf et I'estimation (V.7.11) pag*. Ces trop grandes puissancesdeicessaires pour contréler les
termesd, R. etd. R. nuiraient a I'obtention d’estimations indépendantes gar la suite.

7.6 Estimation finale

On va donc maintenant évaluer la quantité suivante

U |2

1., 1 1. L1 A
Yo (t) = §\RE\§ Tzt §|u6\§ + &30, R|3 + Es\azm@, (V.7.13)
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qui correspond dans les inconnues et les variables irstéale

2

g

ye(t) = |Re|5 . + +¢e|VR.|5 .. (V.7.14)

2,

Les termes coercifs associés a I'estimationydeont rassemblés dans

ze(t) = a254|8iR5\3 + 2a262\8w82R5\3 + a2\83R5\3
+ a257|8§R5|§ + a’e®|020. R.|5 + a’e®|0,0°R. |5 + a’c|02R.|5

o ()

Ainsi, I'estimation finale s’obtient en sommant (V.7.9),7M.0),e x(V.7.12) et x(V.7.11),

+ &2

U\ 2 . ‘ .
0. ()|, +210.0-13 + l0-v. 3

d
—1/5+25211+...+16

dt’
+Ji4 ..+ g
+ K+ ..+ Kg
+ Ly + ...+ Lg,

ou I, ..., Is désignent les six intégrales du second membre de (V.7:9),., Js les huit intégrales de I'estimation

(V.7.9), K., ..., K¢ les six intégrales de I'estimation (V.7.11) multipliées pa et enfinL,, ..., Lg les huit termes du
second membre de (V.7.12) multipliés par

On va maintenant estimer ces vingt-huit termes en fonctéon et dez..

Remarquons tout d’abord qu& étant a moyenne nulle, la régularité de I'opérateur de Lapéavec conditions aux
limites de Neumann donne

|Re|> < C(102Re|> + |02 R. |2). (V.7.15)
L'inégalité de Poincaré pour les fonctions a moyenne nudlestlly fournit quant a elle

IR|s < C(|10yRe2 + |9:R-2). (V.7.16)

e Etape 1 - Contréle des termes de I'estimatid? sur R,
On intégre par parties les deux premiers termes pour obtenir

2
«
|| < 62‘F,/(@0)‘00‘R5|2‘82R5|2 < 1_054|83R6‘3 + C|F”(S@0) iolﬁ’slg

1 (V.7.17)
< %25 + C|F”(@0) goysz
et
2
«
|| < ‘F”(WO)‘OO‘RE|2‘83RE|2 < 1—0|8§R5\3 +C|FII(@O)‘EO|RE|§
1 (V.7.18)
< 0% + CIF" (o) 20 e
Utilisons maintenant I'inégalité de Sobolev anisotropel(¥) aveq = 4, pour obtenir
1 3 « . « 1 5 1
e¥|Rels < C|Re|5 (7| B2 + €%|07 Rel2) % (| Rel2 + |02 Relo)®
< Oyl (y2 +22)3 (V.7.19)

3 1 1
< Cyd(y& + 28),
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puis aveq = 6, il vient

1

e¥|R.lg < C|R.|3 (2| R-] + €2102R. |x)F (|R.| + |92R.»)?
< CyF(y? +22)3 (V.7.20)

< Oyl (yf +28).
Ainsi, grace a (V.7.19) et (V.7.20) on a
13| < €[ 0]ool 1 [F102Re]2 + €% g0 ] oo | Re 302 Rela + &* |01 302 Re2 + &* | R:|3|02 Re |2
< eloloc |13 (€202 Re) + € 0o]oo (67 | Rela)? (€202 Rz )
+ 2|1 [5(£° 07 Re2) + (e%| Rel)® (2|03 R 2) (V.7.21)

1 3 1 1 1 1 1 1
< elpoloo| 1222 + Ce |o|ooyl (yd + 228)22 + 2|1 |322 + Ceye (y2 + 2222

1
< 5t Ce|po 2|1 li + Ce*lon|§ + Celpoly? + Ce*(1 + |pola. )yl + Ceyez..

Le terme suivant se traite de fagon identique en remplaga@itrz. pard?R., il vient la méme estimation

1
|14] < =% T Ce?|po % |p1li + Cetlpild + Celpol2y? + C* (1 + |pol2)y? + Ceyez.. (V.7.22)

Le cinquiéme terme se majore aisément par
15| < 102000 |ve |2| Re |2 < 000 00ye- (V.7.23)

En utilisant les inégalités
1 1
|62RE|2 < ‘R6‘22 |63RE|22=

L5 1
|6mRE|2 < \R5|§ |6zRE‘57
10,0.R.|> < |92R.|3102R. |3,
obtenues en intégrant par parties, et I'inégalité de Setmiesotrope (V.4.1) avee = 4, on obtient I'estimation suivante
102 Rz < C10y Rel3 (100 Rel2 + |02 Re|2)3 (|00 Relo + 050 Re|2) ¥
1 1 . 1 % . % . % . % 1
< C|RE|3 |8;R5\§ (‘RE‘Z + |85R5|2)4 (‘RE‘Z |8£R5|2 + \85R5|2 |8§R5\2 )4
1 3 1 1
< C|RE|3 |63RE‘28 (‘Rsb + |63RE|2)Z(‘R6‘2 + \83R5|2)§,

qui fournit, en utilisant I'inégalité (V.7.15) et en répiagant les puissances den fonction des définitions dg et z.

e310, Rels < C|R.|3 (e202R-12)} (22| R.|> + €202 Re]o) ¥ (|R.|a + |02 Re]o) ¥
1 5

< Cy3 23 (y35 + 23°) (V.7.24)

3 5 1
1

5 103
< Cyl®zl% + CylzE.

De maniére similaire on montre que

e3|0. Rely < Oyl 225 + CyP 25 (V.7.25)
De la méme facon on obtient par I'inégalité de Sobolev (V.pdurp = 4,
5%% §C‘E§(5% —+—z—:8mE )Z(% —}-‘82E )Z
€ la € l2 e l2 € l2 e la € l2 (V.7.26)

1 1
< Cyd2d,
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et

1 1 1 1
e7fvelq < C‘”f‘%(d”fb + €|0,ve]2) T (|ve |2 + |02vc2) 7 (V.7.27)
< Cyd 2.

Remarquons au passage, qu’on a utilisé le faitquet v. sont nulles sur les bords: = +1}, et qu'on a donc par
l'inégalité de Poincaré (dans la directieh

luela < C|Orucla, €t |ve]a < Cl0:ve]a.
Ainsi, grace a (V.7.24)-(V.7.27), le sixieme et dernienterse majore de la fagon suivante

Ig| < &%[pnlo

Ug
€

s |0z Re |4 + €|1]2]|ve|4|0. Rea

< €%|<,01\2 (8%

) (6% |02 R |4) + €%|<P1\2(5% \7)5\4)(5% 0= Rea)
4 (V.7.28)

7 9 3

9 3 5
< Ce? iy |o(yd® 235 + y522)

1 8 18 4 5
< %25 + CE7|@]‘2 Ye + 063|@1‘2 Ye-

e Etape 2 - Contrdle des termes de I'estimatidrt sur W,
Les deux premiers termes s’estiment sans difficulté de larfagivante

u
—= , + a?¢|0200 00|02 Re |2

‘J]‘ < a26|8§@0‘00|8z901|2 c

Ue
9

Ue

1 1 1
< a%e] @20/ 0| 0upr 292 + 0%|02 0] oo | Re|3 (€7]07 Rel2)®

(V.7.29)

1 4 1
< ot + C|020|%ye + Cel02 o oc|0ur 292 ,

et

| Jo] < @®102 00|00z 01]2]ve]2 + %0200 00|02 Re |2 v |2
N 1 I 1 1
< a?1020] 0] 0: 01292 + a2|65‘P0|00|RE‘22 \35R5|22 |ve |2 (V.7.30)

1 1 4
< 252 + ClO%goloc|0-p1]2y2 + C102 ol e

On a alors besoin d'une nouvelle estimation 8WR.|, qui requiert une plus grande puissancesdeais au final

comprend une plus petite puissancezdece qui est absolument nécessaire en vue de I'absorptioestenes par les
termes coercifs de I'estimation. Ainsi, par I'inégalité 8ebolev (V.4.1) il vient

310, Re|s < C2(0,Re|Z (100 Rel + |02 Re|2)% (|00 Re)s + 8,0 Rel2) ¥

P

< O(e410, Relo)} (210, Rala + £2|02Ra o) (RA% (102R.|)} + 2R, |} <e2a§RE2>%) e
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Le troisiéme terme s’estime lors en utilisant (V.7.26) e7(91) de la fagon suivante
)+ ettt Rl (4 |2 )
4

)+ ated 02 R 0, Relo) (=

Ug

3

Ue
Jal < %0201 alDspr e (F | =

Uge

7 1| Ue
+ a?c1|0%R.|2|0, 014 (54 — c

)

7 1 1

< Cct10201 |2 01 4y 22 +Cs4|62s01| (y°2d° +yd ?)y (V.7.32)

+ CEZ\azQDl \41/3&3 4 Cet (yg zE + yg zE )yg zg

1
< 5% o+ 010201 3 0o |§ yd + Ce 10201 |31 ye + Ot 10201 3y

+ Ce™|0, 11y + C’E%ysT + Cs%ygzs.
Le quatrieme terme se majore de fagon identique en rempléganellementd?y; pare?d2¢; et 0>R. pare?92R
Ainsi, on obtient

36

1 16
] < 50% +Ce* |5m\z |5MI4 v 110201 [T ye + Ce? 0201 2.

) (V.7.33)
4 = 1 =
+ Ce™|0p1|3y- + C’sﬁyg3 + Ceiylz..
Pour les cinquiéme et sixieme termes, on procede de la nessudrante
| J5| < @®e?[0: 0000|0701 |2 Ve |2 + @%E%[0: 0] 00|05 Re |2 v

1

< a’e \azwn\m\ambug + a®10.p0|00y2 22 (V.7.34)

1 1
< %Zs + Ce® |8z900‘oo|8I901 ‘Zysz + O‘azwo‘goym

et
| J6] < ®10:00/00 1021 |2 |ve |2 + &7 |0:00] 00 |02 Rz 2 v 2

1 1 1
< @?[0:00|00 021292 + @2[0-00 |00y 22 (V.7.35)

1 1 .
< %Zs + 0‘82@0‘00|82901 ‘2:‘/52 + O‘azwo‘ioym
Enfin, les deux derniers termes s’estiment de fagon siraikair troisieme et au quatrieme. Tout d’abord on doit établir

une nouvelle estimation s, R. |4, grace a (V.4.1)

1 1 1 1 . 1
6§|82RE‘4 S 055\8235\22 (|82R6|2 + |8zast|2)z(‘ast‘2 + ‘85R6|2)Z

1 1 1
< C(e}10:Re|)? (e|Re|F 102R13 + (2102 R.12)F102R.13 ) (|R|2 + |02 R.|2)

(V.7.36)
1 3 3
< Cyd ; (yd® + 24°)
71 11
< Cyé“zs” + Cyd z2.
Ainsi, via (V.7.27) et (V.7.36), on obtient
| Jz] < ?e|0201]2]0- 01140 |4 + ?e[02¢1]2]0: Re|4|ve|4
+a%e|02R. 2|01 [a|ve |4 + @ 5|83R6‘2‘82R5‘4‘U5|4
. . 11 . 1 1 1 1 1
< Cet(021 310201 lay? 28 + Ce™ |01 | (y2° 227 + 32 i u
(V.7.37)

3 1 3 1 L
+ Cet|0.p1|ayd 228 + Cetzl (1/5 22% + yg 2 )1/5 23

1
< 507 +05|8z901|z ‘az@1|4 1/6 +Cetr |8z901 2 316 +052|8z@]‘2y5

+ Ce*0.¢1 1y. + Cz—:%y? + Cz—:%yfzs
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et de la méme fagon en change@htkz. ete?d2? R. etd?¢; pars?92y, il vient

1 11 4 4 1 36 16 9
5| < g2+ Ce™ 020113100115 42 + Ce1|03¢1137 y- + Ce?|03¢1[3ye V.7.38)

11 1
+ Ce®10.01ye + C’E%yE3 + Csiyg Ze
On a vu a l'occasion de la majoration de ces derniers ternmtesn(@articulier pour I'obtention de (V.7.31) et de
(V.7.36)), la nécessité absolue d’avoir des estimationsd@, R. |, ete|0. R.|».

e Etape 3 - Controle des termes de 'estimation stit| 8., R. |2
Les deux premiers termes ne posent aucun probleme
(V.7.39)

| K| < %] F"(0) |0 07 Rel3 < e F"(00) oo 2

et
K| < 63|F”(4p0)|00|83R5\2|83R5\2 +53‘azF”(<P0)|<>O‘azRE‘2|83R5‘2 +Eg‘azF”(@O)‘OO‘R6|2‘82R6|2
(V.7.40)

1 11 . 11
< CelF"(o)|ocze + Ce2|0:F" (o)|ocye 22 + |02 F" (00) |ooy? 22
1
< =z + Ce[F" (o) so2e + Cel0:F" (p0) 3= + C?|07F" (90) 3y

Le troisieme terme ne demande pas de travail supplémewtaiten tel terme a déja été traité (avec une puissanee de

inférieure) lors des estimations (V.7.33) et (V.7.38). gijron obtient ici

K3| =& W. Vi 0°R.| +¢* W..VR.0’R.
L 2o 78 (V.7.41)
1 5 L
< %zs + C’E%yg3 + Cz—:zyg2 Ze + Cell\amgo] \31/5 + 057\('32(,01 |3y5.
Le quatrieme terme s’estime par
(V.7.42)

11 1
‘K4| S 53|8z@0‘oo|v6‘2‘agR6‘2 S 6‘824;)0‘003152 2’52 S %Zs + CE2|82@0‘;ZJE'

Avant d’estimer les deux termes suivants, on doit d’aborde&ane majoration dgR. |4 et|R.|s & I'aide de 'inégalité
de Sobolev anisotrope (V.4.3) poue= 8, et en se servant des termes coercifs issus des estimation$a, 1. |2 et sur

el0. R.|%, il vient
R (|R:|2 + |02 R.]2) % (|R. |2 + |92 R.|2) T8

‘u

eT|R.|s < Ces)|

1

ol

< Ol (¥ Rula + (HouR. ) (F 2R 1)

|:.o

1

o)

« <512R52 + (512|6ZRE|2)5(55|6§RE|2)5> (V.7.43)

3
8

5 1 11
< Cydt (yS +ye zé‘)

1 13 3
< Oyl + Oy P
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On peut alors majorer le cinquiéme termesde (V.7.11) de la facon suivante
[K5| < Ce®[ @000 1402011405 Re|o + Cc® 0o o0 | Rela|Dnp1 4103 Re 2
+ Ce® 0| o1 14102 Re 4]0 Re|o + Cc®|@ooc | Re|4]0x R4 |03 Rl 2
+ Ce"[ 015102114103 Rz |2 + C7 |01 5100 Re 4] 93 R
+ 067\R5|§|5m4p1\4\32R5\2 + CE7|RE‘§|636RE‘4|6;RE‘2

< Ce®|0]oolp114]0a 014 (%02 Rel2) + Ce¥ oo (£ 7| Rel)|0atpr 4(e% |92 R )
+ Clipoloclipr4(e 102 Rel4) (2|02 Re|2) + O ¥ 0] oo (7| Re|) (27|00 Rel4) (303 Rz )
+Ce? 13100014 (3 [02R:]) + CE|01]3 (%100 Rela) (€303 R )
+ =¥ (75 |Re|s)?(0r01]4 (2303 Re|2) + Ce¥ (27 | Rels)? (230 Re|4) (23|93 R-12),
ce qui donne en utilisant (V.7.19) et (V.7.43), la majomatinivante

5 1 9 1 3 11

|K5| < Ce?|@o|oclpr|a]|Ospr]azd + Ce?|wo|oc|Ozr|a(yd + y& 28 )22
A 1 1 1 1 3 1 71 1 1 1
+ Celoloo|p1]a(yd® 22° + yZ 22)22 + Ce|poloo (yS + yo 28 ) (ya® 236 + yl 22522

1 71 1 1 1

+ Ot |1 [2]0ap1 422 + O3 [2(y2° 22° + yZ 22)22

71 11 1

19 1 13 3 2 1 7 1 13 3 2 11 1
+ Ce™ |0ppr]a| Y2 +y2222% | 22 + Cev (Y2 + 922222 | (yXf22° +ylz2)22

(V.7.44)
1 512 2 2 2 2 2 6 8 g
< gt Ce’polso w1 1]0x o111 + Ce2|pol 50020114y + Ce” |00l 3] 0zp113 Ye

16 16 16 12 16 15

+ CeT |gol |o1]47 e + Ce*|olacle1iys + CeT |pol%ys + Ce®lipo |5yl
. 32 32

+ Ce™|or1[310:01 17 + Ce T |orlg ye + Ce®lor |§ye

c : 16 13 23
+Cet 10201132 + Ce® Op01]7 y® + Cey” + Cettyl.

Le sixieme terme est tout a fait similaire au précédent ackgtion du fait qué. o n'est pas nul en général contraire-
ment a0,, g, ainsi dans un premier temps on écrit

K| < 054‘82‘P0|00“P1|421|6282R6|2 + 054‘82‘P0|00|RE‘3|6263RE‘2
+ CE4‘<P0|00‘<P1 |410:0114|0,07 R |2 + 054|‘P0|00|R5‘4|8z901 41097 R-|»
+ Ce'@oloo|14|0: Re14]0-07 Re| > + Ce*@oloc| Re |4]0: Re|4]0- 03 Re |5
+ 055‘9‘71 |22;|8z<.01 ‘4‘8283]?'5‘2 + 055|‘P1 \3\82R5\4\8283R5\2
+ Ce”|R:|3]0-41]4]0-0; Rc|> + Ce”|R.|3|0. R:|4|0-0; R-|>

< C2%10. 00| ool 1 3 (63 10:02 R |2) + CelD:p0]o0 (¥ |Rela)* (30202 Re |2)
+ C2? @0l solip1 (410201 [4(£2 |0:02Re|5) + C% 0] oo (6% | Rela) 001 4 (£ |0:02 Re |5)
+ O goloo| 114 (2710 Re|4) (e310:02 Re|2) + Ce ¥ | po)oo (67| Rela) (27 |0-Rela) (€3 10:02R-1o)
+ Ce®)01[210:0114(e3|0:02 Re|2) + Ce2[p1 [3(e310: =) (3002 R- |2)

+ Ce® (15| R.|3)?|0.01|4(310.02R. |2) + Ce¥ (75| R.|s)(¢%(0. R |4) (€% |0.02R. |»)
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puis on utilise (V.7.19) et (V.7.43) pour obtenir

1 1

1 3 1 1
1Ks| < Ce318, 0| |01 |222 + CelB00]o0 (92 + yo 25 )22

3 1 5 1 3 11
+062|soo|oo|901|4\82<p1\425 +064|wo\oo|5z<m (y2 +y£‘zs“) 28

71 101

+Cs\<po|oo\<p1|4(ue 235 4ydni )25 +Cs4|<po\oo(ug 4yl ze)(vs‘ P
11
+Ce¥ |y |2 |6z<p1\425 +C€2\<P1| (y° 5235 4 yd 2322

2 7 1

2 2 1 2 11
+Ce % |0.014 (1/5 +y5 PE ) 25 + Ce+ (1/5 +1/E 28 ) (yd°2d° 4+ yd 28)22
(V.7.45)
1 8 8
< %2’6 + 083‘8Z¢0|20‘()01|3 + 052‘81900 goyE + Ce3 0205 Y-

D D . 5 . . 10 8 8
+ C%|po |20 11 1310: 0113 + Ce? o |2 |01 13y + Ce ™ |0l & |0:0115 ye
16 2 2 4, |4 1 L, 7 12 6,18 .5
+ Ce ol [p1ly” ye + Ce®lpoloolprlaye + Ce™ |wol Ly + Ce”|wolooye
. 32
+ O |1 [410: 0113 + C 7 | | - +0z-:8|w|§ys
+ Ces 4 |62(101‘41/E + Ces 5 |6z(;01‘4 ,UE + 05 1/ +€14 17.

Ceci clot I'étude des termes issus de I'estimationsSld, R. |3.

e Etape 4 - Controle des termes de I'estimation st|0. R |2

Les deux premiers termes sont nouveaux par rapport a ce écgge. En effet, on rappelle que lors de I'estimation
des dérivées em de R., les termes de cisaillement n’interviennent pas. On majesedeux intégrales en utilisant les
termes coercifs issus de I'estimati@f sur R. de la fagon suivante

|L]| S 6‘R6|2‘a$82R6‘2 S |R5‘2(5‘azazR6|2)

11 1 (V.7.46)
<ylzd < %Zs + Cye,

et en intégrant par parties il vient

Lo < &% oo (3]0, Re2)|02Re 5 < &% fug) o2 22
1 A (V.7.47)
S %Zs + CE‘U0|ioye-
Tous les termes suivants de cette estimation se traitemtote tout a fait identique a I'estimation précédente. On se
contente donc dans la suite de donner le résultat sanserédaialcul complet.
La majoration des quatre termes suivants s’obtient en r@papk formellement®92 R. par 8> R. respectivement
dans (V.7.39), (V.7.40), (V.7.41) et (V.7.42). On obtiennhd les mémes résultats, a savoir :

|L3| < el F" (¢o)]ooze, (V.7.48)
1 . o .

Lol < g2 + elF" (¢0)|ooze + Cel0.F" (o) |2 ye + C*|02F" (p0) |2 ye, (V.7.49)
1 % 5 3 11 4 7 4

|Ls| < —2. + Ce 3y + CetyZz + Ce'0ppr[iye + C10201 1y, (V.7.50)

50
et enfin

1 . .
‘L6| < %Zs + 052|8z@0‘ioy5- (V751)
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L'estimation pour le septieme terme s’effectue encore wiede facon identique a (V.7.44) en substituat@> R, par
0,02 R., ce qui donne le méme résultat final

1 9 8 8
L7l < =52 + Ce®| ol 113100117 + Ce? ol 0upr [y + Ce°lolSo10up1 5 ye

1 P 7 4y |4 4 2, 7 E 6|, (8 5
+ Ce |wol o1l ye + Ce®lwola w1 laye + Ce |poltye” + Ce’|pala v (V.7.52)
32 32
+ Ce"| 1 [31001 15 + Ce T |n g ve + Ce®|on |§ye

+Cs¥|8znp1|iy5+055 |8Ig01|4 yg + Ce? yg +Cz—:]4 ]7.

Et de méme, le dernier terme fournit comme dans (V.7.45)

\Lg| <

]. 8 8
OZE + Cée® ‘82900|2 “Pl|4 + Ce? ‘82900 2 4o + CeF|0.00| % ye

5 10 8 8
+ C&® ol 111100117 + Ce? o2 10:0113y- + Ce™ |pa|3]0:0115 ye

16 16 16 12 16 15
+ Ce ol 115 Ye + Ce*|olacleriy: + CeT |pol%ys + Ce®lpo Syl (V.7.53)

. 32 32
+Ce®|p1[3]0: 0113 + Ce ™ |l v + Ce¥lpy \gys

+Ce 0.1 [3y2 + Ce ™ |6z<p1\4 1/5 + Ce2 1/ +514 17,

e Etape 5 - Obtention de I'estimation finale
On rassemble maintenant les résultats obtenus jusqu’anirés

aye +

Iy, ..

Ji, .

Ky, ...
etLg, ceey

1
2

o 1g

s

K
Lg

ze <

\

Ceyez + Ce2| o2 o1 |5 + Ce* | g
+OIF" (00)2u0e + 100000t + C¥ 1|7 ye + Ot lon| Ty
+CelpolZy? + C® (1 + |pols)y2
+Cehytz. + 0|azgoo\mus + Cl0-p0|2y- + CeT (1021 |> + £2|0201]2) Ty
+Ce? (10212 + €2(021]2) Y- +063( Y0201 l1 + 10-0111)y-
+Clazwo\oo( \8z<p1|z+\82901| )y2 + C10:-0l0 (e 2|67@1\z+\am )yg +053y5 L
+C(E5 1020115100115 + 102011310001 [§ + 10201 131020115 + 7 (020113 100115 )y
+05\F"(@0)\mz5+0§|azwo m
+C|po % li(e 200,12 + |0-1 2 ) + Ce’|pr (e \8T¢1I4+\8zs01|4)
+C(el0-F" (po)|%, + €*|02F" (¢0)|% +62|52<po\2 +63\8z<poloo)us
+Ce3 \wolzg( 200113 + |0-01[3)ye + Ce 7 |900|oo|2901 ¥ Y-+ Cetlol Lo e
+Ce |00l (€]0atpr |4 + |01 |4)3ys + CeT|p1lg ye + Ceglw 80
+0e% (2(05 017 +10:01[3)y2 + O™ ()orprla +10:01[4) T "
+Ce? |<,00|001/E + Ceblipg 8, y? + Ce? yg + Celttyl?

L1 etLQ { +Cy5 + CE‘UO‘iOyE.

Mettons cette estimation sous la forme suivante

[RINTE

1 1 1 1
+ 2. < Ce|F"(¢o)|ooze + Cleye +€%y2 )z + g1 (t) + g2(t)yd + g3(t)y

¥t (V.7.54)

5 3

1 23
+9a(t) (Y2 + +ys +y + oy +ys + 2 + k") + g5 (t)ye.
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91(t) = Ce%|ol 2l li + Ce|0.00|% 111 + Ce*ln |
+ Ce |0l 2 @11 (7 0np1 13 + 10201 17) + Ce°|1[3(e|0ap1 |5 + 10-113),
4
ga(t) = E*If?zsm\zlazsmh +Ce* |5z<m|z|5zsml4 +Cs\azw1lz\azwl4 +Cet |am|2\am|:7
93(t) = C|02p0| 0 (€|0nip1]2 + |01 ]2) + Cl0: 00|00 (€|02p1 |2 + |02 01 2),

. . 16
g4(t) = Celpo|% + Ce|ols + Ced + O ol + Ol
11 16
+Ce1 (e 2|6T‘:01|4 + |6Z‘P1‘ )+ Ces g (l0zp1]a +10:p114) 5,
" 2 8 2 2 §
g5(t) = C|F" (00)|% + 8-¢0loc + Celny + Ce|pn3
+ Cl0200| % + Cl0-0l2 + Ce it (10%p1]s + 62021 ]5) 1
+Ce3(10%01]a + £202¢1]0)? + Ce®(eY0nr |4 + 10201 1)
. 9 . . 8
+ C(e|0: F" (o) |2, + €2|02F" (00)|% + €7 |0 0|%)
5
+ Ce3 o2 (€210npr1 |3 + 10201 13) + Ce ™ |<P0|oo |<P1\4 + Ce*lold |1l

10 = 2 32 2
+ Ce® 0ol & (el8on |4 + 8.1 [0)F + CeF il + M8
+ C + C€|’Il,(]|io.

8 Preuves dans le cas général et dans le cas homogene non-rsigtiale

Il s’agit maintenant d’obtenir des bornes surdeslanslL! (0, T') en utilisant les estimations sy, ¢ etu, obtenues
plus haut.

e Etape 1 - Estimations supy
Grace a l'inégalité de Sobolev (V.4.3) et aux estimationg.@J, (V.5.3) et (V.5.6), on obtient

T T
. 1 1
[ ekt < Co [ lalEent + 10201 D (ol + 0.011a)
0

< Colgf 3T,

puis avec (V.2.5),

T T
. 1 1
5/ 10=00 2% |1 |3 S/ B-0013 1830015 o132l o]2 + £2(0201 1) (o + [Bo01[2)
0

< Co(L+T)[]4eT.

De la méme facon avec I'inégalité de Sobolev (V.4.3), on a

/WGSO/ o1 211 |2 + €220 ]2) (on ]2 + 1021 ]2)

T
< |@Y3e2%T / (€]prl2 + 210201 |2) (J1 ]2 + 021 12)
J0

< |57
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En utilisant cette fois les deux inégalités (V.4.1) et (¥)4il vient

T . . . T 3 . . . 1 P 1
& / ool 1 218a 01 2 < Co / o112 (Elorla +€21020112)F (1o l2 + (020 )2)
JO JO

1 1 1
X |0112 (€2]02¢1]2) % (%1 ]2 + €°|Dap1]2)

W=

1 1 1 1
x (w;(éaim)z " |3f¢1§(62|53¢12)2>
< Coel)3e™ T,
et de la méme facon

T
e / (ol [210: 012 < Colif] e
0

Enfin, toujours en utilisant judicieusement les deux inégmde Sobolev anisotrope on montre que
5 g 4 2 g 3/ 2 2192 3 2 3

@ [ leliioneni < [ el el + 200l (rla + 02r]a)

J0 J0

x (£2|8pp1[2) 3 (

7 7 1 3 3 1
£2[0p12 + 7 |030112) T (€7 |Oupr |2 + €20, 0201 ]2) 3
3 .
<1013 |006]2)2e* 0T,

puis que
T
. 1 <
53/ o11810= 0115 < 1015221000 |2 + [ |2) 7>
J0
e Etape 2 - Estimations sup,

Tous les termes dg se traitent de la méme maniére, en écrivant

. T 4 4 T . 4 3 2 . . . 1 1
e? / 1020113 1000115 < / 1020113 (£2]0ap112) 3 (£%|0np1 ]2 + €210201|2) 7 (€] Oaipr]2 + €]02B:p1]2) 3
JO J0

9, 8 2 4
< |pll3(e2 10,0 ]2) 3 5T,
ce qui donne au final

T

1 3 1 2
/ g2 < Coc? |V 5(% |00tz + €212 07 |2 + [ £]]2) T T
Jo

e Etape 3 - Estimations sups;

En utilisant les estimations (V.2.4) et (V.2.5) swy et I'injection deH! dansL® (en dimension 1), il vient

< Col@¥2V1 + Te“T

T T i . 1 T
/ g(t) < C / 10 0lalor} ((21020112)F + [02n/3) + C / B0l (2102012 + 0201 2)
J0 J0 J0
< Colg?]2e“°T.

e Etape 4 - Estimations sup,

Les cing premiers termes se majorent de maniére immédiatld#0, T') parCyeT.
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Par I'inégalité (V.4.1) et le lemme V.5.1,0n a

5

T
1 1 1
gz / |0ap1]3 < |<P1\2( 21020112)2 (€200 0112 + €%102¢112) 2 (€l0ap1 |2 + |0, 02401 ]2)
J0
< Cle3eT,

et de méme

1

T
[ ol < Ol
J0
Enfin de facon similaire, il vient

T
T/ |5T<P1|4 <0/ (€21000112) (6210aip1 ]2 + €2(020112) % (6]0r 01 |2 + €]00dzp1]2)

< C(Ei‘az%‘ ) |<P1 : COT

et

.
>

T

§ 16

/ 02017 < C(e10.0%]5 + |@0]5) 31015 eCoT.
0

e Etape 5 - estimations sugs
La majorité des termes s’estime aisément de la méme facsrsdids qui n’'ont pas déja été traités sont les suivants.

Tout d’abord avec (V.4.1) il vient

T T
/ B[ < © / (£10-1[2) (£10:01 2 + €10.0:01 1) (91 s + 10201 )
O(el0=913 + ol )| BeT,
et de la méme facon ,
< [ oull < CE DA AT

Enfin, grace a I'injection de Sobolev anisotrope (V.4.3)c@ve- 8, on obtient

.o

9 9 3 3
/ m|8<csz/ o1 Bl + 1020112 (gl + 10201 12)
J0 0

[N
wlwo

<o / w;(wma%azsom>%<s%|azw|z>%) (|¢1|2+<s%azmz)%(e%mzm)%)
J0

3 3, 1 3
< 00‘90(1)@(52 |6m‘10(1]|2)2 (52 |6z(p(1)‘2 + ‘¢?|2)2QCOT_

e Etape 6 - Bilan - fin des démonstrations
On peut maintenant prouver les deux premiers théoremes<énalans la section 6.

Le terme enF"'(ypq) provient de I'opérateur de Cahn-Hilliard et caractériséleque I'on n'a pas nécessairement
choisi une solutionpg de Cahn-Hilliard 1D qui soit un état constant et métastablg@atentiel 7. Enfin, les termes
contenant des dérivées erte o, montrent que la non-uniformité de la solution 1D considénéervient comme un
terme source dans I'’équation sur les restes.

Preuve (du théoréme V.6.1):
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Lhypothese (V.6.1) su@!, peut se récrire dans les nouvelles variables (définieQguide la fagon suivante
Qe + 710602 + 2102 > < Ko

Ainsi les estimations précédentes gur..., g5 montrent que
T
/ N S EK(I]eOOT',
0
T 1
J0
T
/ g3 S K(’]eCOT7
J0
T
/ g1 < eKje®",
J0

T
/ gs S C()T + K(I]GCOT,
0

ou K, est une constante ne dépendant quedet de K.

A ce stade on peut constater que deux types de termes empéohemi’obtenir un résultat significatif sur des temps

longs.

— D'une part le terme eps, issu du fait que la solutiogg considérée n’est pas constantezeapparait comme un
terme source dans I'équation sur le reBte di aux forces capillaires. En d’autres termes les forceslamps
créées par I'inhomogénéité de la solution de référepcgont la source principale de croissance du régteLe
théoréme suivant va confirmer ce fait.

— En plus de la non-homogénéitédg, le fait queF" (o) ne soit pas nécessairement positif apparait aussi comme
un terme source dans les équations (voir le tegp)e

Soit donc N
ME(T) = 2(1/5(0) + C[)eooT)eCUT+Coe 0 )

CommeR, (0) = 0 etW,.(0) = W2, 'hypothése (V.6.2) montre que
Ve >0, y-(0) < K.
Il existe doncM(T') ne dépendant que @&, ug, de K, et deT telle que
Ve > 0,YT >0, M.(T) < My(T).
FixonsT > 0, commeM_.(T) est bornée uniformément par rappo#,al est clair qu’il existesy(7") tel que pour tout

€ < go On ait
1

%7

Supposons de plus qug est suffisamment petit pour que

=

C(M.(T) + (M.(T))"®) < —, et (eM.(T) + &7 M.(T)?) <

e~ =

Ceol F" (¢0)]oe <

|

Soit alors[0, T*] l'intervalle de temps maximal dari@, T'] sur lequel on a

ye(t) < M(T).
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Sur cet intervalle, en utilisant I'inégalité de Young et pespriétés précédentes dé. (T') qui permettent d’absorber les
termes er. qui subsistaient au membre de droite de I'inégalité (V.Y .b4este

Gt < 10) +20) + 20) + (Szan(0) + 2(0) + 20) + () ) 0.

Ainsi on a pour tout € [0,T7*] C [0,T],
T t 1
y=(t) <y:(0) +/ (91 + 92 + g3) +/ (gg +95+ —=g +g5> Ye.
0 0 \/g
et donc par le lemme de Gronwall, en utilisant les bornes da®, 7') sur les fonctiong; ci-dessus, il vient
> 1
e(0) < (:(0) + Coe™T)e™" < SM(T),

ce qui implique par un argument de continuité glfe= T'. Ainsi, on a finalement

sup y.(t) < Mo(T)
te[0,T

3

pour toute < o (7).
Ceci fournit le résultat annoncé en utilisant (V.7.14)st*a-dire I'expression dg. en fonction des inconnues ini-
tiales. [ |

Preuve (du théoréme V.6.2):

On suppose donc maintenant que la solution 1D de Cahn-tdiljai nous intéresse egy = w une constante
indépendante dg z et dez, autrement dit physiquement, on s’intéresse a un étaalniti systéme qui soit homogéne.
On suppose de plus que le mélange homogene considéré n&Eshnpatat métastable du potentiel c’est-a-dire que
F"(w) < 0.

Dans ce cas, un certain nombre de termes deviennent nul$edagstimations qui ont précédé. On a vu en effet que
le fait queyy dépende de crée un terme source dans les équations.

Plus précisément, le termg(¢) dans I'estimation (V.7.54) est identiquement nul, ainsuqwcertain nombre de
termes dangs. Il reste en utilisant les hypothéeses sjrdonnées par (V.6.3)

T
/ g1 < eCoee,
Jo

T
/ g2 < £5Cpe T,
Jo

g3 = 07

T
/ gs < eCoe™T,
0

T
/ g5 < CoT + Coe°T.
0

Le terme issu de la non-convexité deau voisinage dev, est encore présent dans I'estimation guet nous interdit
donc tout résultat raisonnable sur des temps grands (Giestabilité du mélange pour Cahn-Hilliard 1D qui dirige la
croissance des restes). Cependant la nullité du tggm€est-a-dire de certains termes sources dans les éqaaion
les restes permet d’améliorer le résultat du théoréme V.6.1

On pose cette fois

M.(T) = 2(y.(0) + £* Cpe o )2 T+Coc™ ™.
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CommeR. (0) = 0 et queWW.(0) vérifie (V.6.4), on a pour tout > 0
y-(0) < e2 K2,
ce qui implique qu'il existéM(T') ne dépendant que d€,, v, uo et telle que
Ve >0, VT >0, M.(T) < e* My(T).

AinsisiT > 0 est fixé, il existesq (T') tel que pour tout < e, on ait

=

P

C(M.(T) + (M.(T))'%) < 1, et (eM(T) + e M.(T)?) <

et supposons de plus qeg est suffisamment petit pour que

|

Ceol F" (¢0)]oe <

Soit[0, 7*] I'intervalle maximal dan$0, 7' sur lequel on a
ye(t) < M.(T).
En utilisant une inégalité de Young
eiyd < Oe2 +y.),
et aprés absorption des termeszemans I'estimation (V.7.54), on obtient

d <gi(t)+
dtyg—g] €

[V

(Zr0) + (90 + Zre) 4 9500 )0

Ainsi on a, apres intégration, pour taug [0,7*] C [0,77],

T A tr1
e (t) < y-(0) + Gt+er | —g2) )+ —9g>+ g1+ 95 ) ye,
0 g3 0 g3

et donc en utilisant le lemme de Gronwall, il vient

> 1
(1) < (9(0) + 3 Coe® M) ™" < S (7)
Finalemenfl™* = T, et
1
sup y-(t) <e2Mo(T),
te[0,T)]
pour toute < (7).
Ceci constitue bien le résultat annoncé en revenant auablas initiales. [ ]

9 Preuve dans le cas homogene métastable

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme V.6.3.

On suppose a nouveau gug = w est une solution constante de I'équation de Cahn-Hilliaothoadimensionnelle,
mais on fait I'hypothése supplémentaire qié(w) > 0. Comme on I'a vu dans les chapitres précédents ce sont ces
états qui sont les états homogenes stables du systéme. Censparticulier des minimiseurs locaux de I'énergie de
Cahn-Hilliard sous la contrainte de masse constante.
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Rappelons que dans ce cas les estimationgssont différentes (lemme V.5.1), elles sont en particuli@farmes
en temps. En outre, les termBs I, K, K-, L3 et L, deviennent coercifs, on n’a donc plus a les estimer et de lalus
fonctionnellez. se renforce en

2:(t) = a254|8§R5\§ +2a%¢%0,0.R. |5 + a*|02R. |3
Q2P RR + 02N |020. R, 2 + 027 0,02 R, 2 + |0 R, 2
U\ |2 U
o (7)1, 1o ()
e/l €

+ &2 F"(w)|0, R. |3 + F" (w)|0-R.|3.

2

+ ¢? , + 52|6m1)g|§ + |327)E\§

En effet, seuls les termds et I, apportent des éléments nouveaux.

Il faut maintenant reprendre I'estimation de certains degtvhuit termesly, ..., Lg, en tenant compte a présent
des termes?|0, R.|3 et |0, R.|2 dans la fonctionnelle.. Ceci implique en particulier, grace a l'inégalité de Pairéc
(V.7.16), que l'on a

e?|Rc|3 < C(e%|0,R.|5 +&°|0.R.|35) < Cx., (V.9.1)

ce qui permet d’améliorer les estimations sur les norfifed.® et L® de R. en fonction de. et z., grace aux inégalités
de Sobolev (V.4.1) et (V.4.3), de la fagon suivante

£2|R.|y < C|R.|3 (| Re|s + €0 Re|2) 7 (| Re|o + €]0.R.|2)%

11 (v.9.2)
< Cylzd,
e*|R.|s < ORI} (2|Re|s + %02 R.|2)% (€| Re |2 + €]0?R. )" ve.3)
< Cyé =8,
%
9 1 1 1 1 1 2
eXR.ls < ORI (e R ]s) s (a?<a|RE|2>2RE|; n <eﬁamRE|2>z<e5|azRE|z>z)
%
1 1
x ((eREbﬁRg; + (e%azRgzﬁ(e%a?Rgz)%) (V.9.4)
9 1 1 1 3 1 1 3
< COy2? 22 (yd 28 )6 (yd 28 )76
< Cus%zs%
On peut aussi améliorer les estimations sur la nofrhdes dérivées d&, de la fagon suivante :
£3(0, R|4 < C(e|0,Re]2)? (20y Rels + €202 Re|2) % (€105 Re |2 + £]0,0- Re|2)
L (V.9.5)
< Cz2,
ou bien
€3]0, Re|s < C(e2|0,Re|2)? (2|05 Re|s + €202 Re|2) % (e|0, Re|2 + £]050. Re|2)®
11 (V.9.6)
< Cydz2,
et de la méme facon on obtient
3|0, R.|4 < C22, (V.9.7)
et 1 1 1
e2|0,R. |4 < Cydz2. (V.9.8)

Munis de ces nouvelles estimations, regardons ce que dwn¢les différents termes de I'estimation d’énergie sur
les restes.
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Tout d’abord les terme$; et I, on I'a déja vu, sont devenus des termes coercifs et ne néggssonc pas d'esti-
mation. Le termds, aprés une intégration par parties, peut s’estimer grave9z2) et (V.9.3) de la fagon suivante

113] < &°|oloo|1]4102011410: Rel2 + %[ oloo| Re 5102 Rel2 + * 01102 R2 |2 + €* | R 3102 Re |

< £2(00] 00|01 |410201 14 ([0 Re |2) + |00 (€2 | Re4)? (62|02 Re )
+ 2222022 2) + £} (e} [R.|s)? (2102 Ra ) (V:9.9)

1 . . . 1
S5t e lpolZ o1 31000113 + |00looys 2o + ' |n [ + ey 2,
et on procéde a l'identique polir, il vient alors
1 1 1
1] < =52 + €%lolz @1 11001 3 + [polooy? 22 + M ipn]g + £ 7y 2. (V.9.10)
Le termel; est nul & cause du fait q@gy, = 0, et grace aux estimations (V.7.26)-(V.7.27), (V.9.5) e9(¥), on montre
(V.9.11)

1

|Iﬁ| < Ce>= |(p1‘225.

D’autre part, les terme$,, Jo, J5 et.Js sont nuls a cause de l'uniformité gg. L'estimation sur le termég; devient
)

dans ce cadre, avec I'aide de (V.9.6)

7 5 1
sl < 2710201510001 o (<

Ue

1
1

Ue 1 3
=] ) +etozerl(c 0. Relo) (e

) + 402 Rela(e¥0, Rel) (<
4

Ue

€ 4) ) (V.9.12)

Ue

7o 1

+ 7 |02R. |29 1 |4 (54
92 i1 12 3.3 z 1.4 14

< Ce|07¢1]2|0zp1|ayd 28 + Ce® |07 1|2y 28 + Ce®|0pp1|ayd 28 + Cetrylz

T Ac 4 4 1 1, . 1 1
-+ Ces (020113 10:0113 92 + 271020113y + €7 0ntp1[1ys + €72 2.

1
< —z
— 50
Les termes/y, J7 et Js donnent de maniére similaire
1 . 4 4 1 . . 1
il < g5z + Ce¥ 1020113 0o [y + 710201 [30- + 7|00 [y + 2y 2, (V.9.13)
1 2,13 3,05 1 5192, 12 3 4 1%
|J7| < 2. + CelO0p1]5[0:11f ye +€2[02115ye + €701 [3y: +E7Y2 2, (V.9.14)

50
L 0V 20 1E 10,0113y + 310201 2y + 10, 0n|tye + et yd
|Js| < gg%e T €3 10,0113 100115 y2 +e2|0, 015y +€7[0: 0114y +e7Y2 2. (V.9.15)

Les termesk,, K», L3 et L4 sont devenus coercifs, on n’a donc plus besoin de les estien@rmeK; se traite de la
méme fagon qud, et.Jg (les puissances desont méme supérieures) et les termigset Lg sont nuls cab, ¢y = 0.

L'estimation dek; se simplifie et devient
|K5| < C2%|g0]nolpr 4020114 (3103 Rel2) + C22[ip0 oo (22| Re|4) |Oapr |1 (23 |93 Re )
+ Celo ol ]a(%10: Re|4) (€303 R.]2) + Ce [ goloo (6% |Re|4) (2 |0, Rela) (2|05 Re |2)
+ Ce? |01 310a01 |4 (302 B |s) + C2[ipn 3 (23100 B |a) (2|02 Re)
+ Ce¥ (7| Re|8)?|0: 1|4 (22|03R. |5) + Cet (7 |Rels)? (27 0a Rela) (3|03 Re])

< C€g|(p0‘00|(p1‘4‘8m901|425% + 052‘<P0|oo\az<p1|4y§2§
+CE|<P0‘00|<P1\4:U§Z§ +C|900\005%y5%z5 (V.9.16)
+ 05%|‘P1‘§\8z901|425% + Csﬂgpﬂ%yéz;
+ 05%|5m¢1\4y525 + ngygzg

1 . . . 11
< 5% + O lwolc e 10201 3 + Ol 2ol0s01[3y: + Ce* ol Sl [1ye + Clpoloce?y2 22
3
+ Ce™[1 310017 + Ce¥|n [§y: + C” |00 |3y2 + CeTy. 2.
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Le termeK s’estime de la méme facon

1 . . . 11
Kol < 552 + C=* ol [110-01 17 + Ce|o|10: 01 [3y- + Ce*lpollen [iy: + Clpolsoe?y2 2 (v9.17)

3
+ Ce°|1]30:0117 + Ce¥lpr |3y + C°|0.1 3yl + Cetyeze,

et on a déja vu que les termés et Lg vérifient exactement les mémes estimations Hyest K. De mémel.; vérifie
la méme estimation quE.

Il reste a traiter les deux termés et L». Pour le premier, on proceéde fagon vraiment différente aute@gcede en
se servant de maniere fondamentale des nouveaux termeifsdent on dispose dans I'estimation d’énergie. On écrit
donc, en intégrant par parties

|L1| < (e[ Rel)(|0: R 5) < Oz

Il faut alors remarquer que I'on peut s’arranger pour quéecebnstante’’ soit aussi petite que I'on veut (inférieure
a 1/50) par exemple en multipliant I'estimation de départ (V.7s8) | R.|» par une constant@ suffisamment grande
qui ne dépend que dé"' (po)| = |F" (w)|. En effet, le terme.; provient de I'estimation sup, R.|3, et la majoration
précédente ne fait intervenir que des termes coercifs sligstimation sufR. |3.

Toutes les autres estimations effectuées jusqu’a présasttangent pas (a part que les constantes qui y apparaissent
sont modifiées a cause de la constahtmais elles ne dépendent toujours quesget ug).

Donc, apres cette Iégére modification des fonctionnglles 2., I'estimation surl,; s’écrit

1
L] < —z.. V.9.1
| 1\, 502 (v.9.18)

Enfin, de facon similaire, le second terme est majoré par

|La| < €|ug|oo(€]02Re|2)|02Re|2 < Celug|ooze- (V.9.19)

En résumé, I'estimation d’énergie s’écrit a nouveau sotisriae

d 1 1 1 1 11 11 3
gl T 5% < (lpolooyZ +e2ye +22|pl|a + e7yZ + Clpo|ooe?ye + Cedy.)z. (V.9.20)

1
+g1(t) + g2(H)yZ + ga(t)y® + g5 (t)y-,

avec
91(t) = °|pol2 @113 (%10 0113 + 10-0117) + Ce*l1 1§ + Ce® |1 [3(°|0np1]3 + 10:0113),

0a(t) = C=7 10201 5 0o 01|} + CF (0201151000117 + Cel015 10011 + Ce ¥ [020115 0:01]
94(t) = Ce°|8,p1 |1 + C°| 0201 1,
g5(t) = Ce? (e2|02¢112 + 10201 12)? + Ce®(e]@npr |a + |0:0114)* + Ce*pol&lnls + Ce®lion .
On peut maintenant obtenir grace aux estimations unifoengsmps sup; (lemme V.5.1) des estimations sur les

g; dansL! (RT).
Notons que comme; est a moyenne nulle, on a une inégalité de Poincaré du type

lp1l2 < C(|0xp1]2 + 10:01]2),

qui permet d’obtenir avec les résultats de la deuxiemegdttiemme V.5.1, la borne
+oo ) ) .
/ e ” < Clef s,
0

qui va étre utilisée dans tout ce qui va suivre de facon s)atiéuore.
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e Estimations sur ¢,
Ecrivons tout d’abord grace aux inégalités de Sobolev amipes (V.4.1) et (V.4.3),

13

w [ 2 2 2 oo 3. 9 2192 1 2 1
€1 / lolsoler]a]0epr]s < 00/ [1]5 (€7 |p1la + €7°|0,01]2) T (elp1 |2 + €[]0 p1]2)
0 0
5/.2192 1, 9 2102 1 1
x |15 (€7]0;p1l2)2 (7]0xprl2 + €70, p12) 2 (€| Oz p1]2 + €]0:0:¢011]2) 2
o0 1 1
< Colell3 / (€[ prlo + %1021 12) 7 (elepr |2 + |01 ]2) 3
J0
3,.2192 1. 9 2192 1 1
x 15 (€7]05p1l2) 2 (7]0xprl2 + €705 012) 2 (€| Oz p1]2 + €]0:0:¢011]2) 2
< Colell3,
et de la méme fagon il vient
5 oo 2 2 2 04
2 [T ol B0l < Colgdls
0
De méme on a
+oo +oo
D[ el < [ el o+ ke el + 202012 < Colell
0 0

Enfin, en reprenant ce qu’'on a obtenu sur le méme type de teame ltétude du cas général (section 8), il vient
immédiatement

+oo
15 ‘ 3 .
g4 / o1 131020117 < Cole?3(e210:4912),
JO

et

NS

400
1
e / orl210:012 < Cole?l2(e210: 002 + [0]2)%
JO

e Estimations sur g,

On les effectue exactement de la méme facon que dans le cadabémn tenant compte de 'uniformité des bornes
suryq) et il vient

+oo
1 3 1 2
/ g2 < Coe# |9V 13(e2 0.0 |2 + €210:0% |2 + |l]2) 5.
JO

e Estimations sur g,
En utilisant I'inégalité de Sobolev (V.4.1) avpc= 4, il vient

+oo +
et / Do |1 < / 00 (e |01 ) (10001 2 + 2210201 |2)(€lBon |2 + 10001 |2) < Cole® Bl )22

0 0

et
+oo
& / 1Bap1]d < Coleldsd)2 + 10) 622,
JO

e Estimations sur g5

Le premier terme se majore de facon immédiate grace au lemg, ¢t le second vient d’étre traité pour I'étude
deg,. Le troisieme se majore par

B +OO B +OO B
& / oot < Co / 1B (elr 2 + ldugr |2)(Elon 2 + £l0a1]2) < Coldld,
0 0
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et le dernier par

5 oo 8 5 e 5 2 3 2 3
e / o8 < Ce / o3 lerla + 10%0112)F (g la + 1021 o)
JO JO

ol

+oo 9 1 . 1 1 3 1 7 1
< C/ (o113 (lpr]2)? <€2<P1|22(€|<P12)2 + (€2|5M12)2(523§¢1|2)2>
J0

1 1 1 1, 1 .3 1 :
X |13 (elpr]2)? + (2[02112)% (2|01 ]2) 2
3 1
< Col @ 516013 + (£210:4712)° + (£2]0:4712)?).

On a maintenant tous les ingrédients nécessaires a la déat@mrmsproprement dite du théoréeme V.6.3.

Preuve (du théoréme V.6.3):
Comme pour les théorémes précédents, on constate que tHageo(V.6.5), se récrit dans les nouvelles variables

sous la forme . ,
0012 + €2[0.47]2 + €2[0:¢7 ]2 < Ko,

uniformément erz. Ainsi les résultats obtenus sur lgsprécédemment s’écrivent

+o0 3

/ g1 SEZK("H
0
+o0 )

/ 92 SE§K67
0

+oo
/ g1 < K,
J0

+o0 )
/ 95 SEEK("H
0

ou K, est une constante dépendant uniquemeritgle
Appliguons le méme type de raisonnement que dans les dérataiss des résultats précédents. Posons

et

M. = 2(y.(0) + E%K[’) + E%K{))eEgKHE%KHKS.
D’apres I'hypothése (V.6.6), et le fait qu&. (0) = 0,0on a
y=(0) < £ Ko,
ce qui montre I'existence d'une constartg ne dépendant que dg , uq et K, telle que pour tout > 0, on a
M. < 2 M.
Ainsi, il existeey > 0 tel que pour tout < gg, On a

M. <1

)

et

P

1 1 1
(lpoloo M + e* M. + a%|4p?|2 +ei M2 + C’|<,00|005%M52 + C’a%ME) <
Soit alorsT™* €]0, +oc] le temps maximal pour lequel on a, pour tow [0, 7],

ye(t) < M..
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D’aprés les propriétés précédenteside poure < ey, et grace a l'inégalité de Young
11 1
esyd <e? +y.,
I'estimation d’énergie peut s’écrire maintenant

4 <o) +e
dtys_gl

=

<6%92(t)> + <Ei%g2(t) +94(t) + g5(t)> Ye-

Aprés intégration, il vient pour tout< 7'*, en utilisant les bornes obtenues surdgprécédemment,

T* T t
L 1 1
ye(1) <y-(0) + | g1 +e3 92 | + 92+ 91+ g5 | ye
Jo Jo €3 Jo \e3

t
: 1
< ye(0) +eTK) + P Ky + / <—1 g2+ ga +95>y5
Jo E3

et via le lemme de Gronwall, on obtient
7 1 1 7 1
ye(t) < (y=(0) + e Kj) + e7 K)eKot="Kot=2 Ko < 5 M-
Ceci prouve que l'intervalle maximéd, 7*] sur lequely. (t) < M. estR™ tout entier. Ainsi on a prouvé

sup y-(t) < &2 Mo,
teRT

ce qui constitue le résultat annoncé si on revient a la diéfindey. dans les variables initiales.
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Dans ce travail, nous avons développé un nouveau modelel’ptude des écoulements diphasiques incompres-
sibles. Il s’agit d’'un modele “a interface diffuse”, c’esteire dans lequel I'interface entre les deux phases egiosée
avoir une épaisseur petite mais non nulle.

La thermodynamique d’'une telle interface est décrite pathleix d’'une énergie libre pour le mélange. Une telle
énergie a été introduite par Cahn et Hilliard dans les anh868, et fait intervenir le gradient d’'un parametre d’ordre
(grandeur thermodynamique qui caractérise la compositiomélange en tout point et a tout instant), choisi dans notre
cas comme étant la fraction volumique d’une phase dans lengél

Dans la premiére partie, nous avons détaillé I'obtentianétpiations a partir des lois fondamentales de la mécanique
des fluides. Puis nous avons validé qualitativement le neodalla mise en place d’un schéma numérique.

Nous avons vu qu'il fallait apporter un soin particulier &diacrétisation du terme de transport dans I'équation sur
le paramétre d’ordre afin d’éviter, autant que faire se pgug la diffusion numérique ne vienne perturber le calcul
de la position de I'interface. Le schéma choisi pour disse¢tce terme (d0 a P. Rasetarinera) ainsi que le caractére
naturellement antidiffusif de I'équation de Cahn-Hildapermettent de capturer proprement l'interface de finenmé
sur des temps longs.

Pour terminer cette partie, nous avons montré assez rapitaromment étendre, sans trop de difficultés, la méthode
numérique mise en place précédemment, pour le calcul diécmnts dans un domaine avec obstacle. Il s’agit d’une
méthode de domaine fictif pour laquelle on résout en fait ¢ggéons sur un domaine de géométrie simple.

La partie Cahn-Hilliard du systéme est traitée par la misglane d’une condition aux limites originale qui as-
sure la conservation de la composition du mélange au coutsrdps, alors que la partie Navier-Stokes est traitée par
pénalisation.? de I'obstacle considéré.

Dans la seconde partie, nous avons étudié les propriétéematiques du modéle. Nous avons montré I'existence
(et parfois I'unicité) de solutions pour le probléme comsé&dans des situations variées chacune d’entre ellesss/app
sur des situations physiques particulieres :

— Cas homogeéne, avec une mobilité non dégénérée et un pbtCahn-Hilliard polynomial.

— Cas homogeéne, avec mobilité dégénérée et potentiel é@lkment singulier.

— Cas homogeéne, avec mobilité non-dégénérée et un poteeti&hhn-Hilliard singulier (de type logarithmique par

exemple).

— Cas non-homogeéne, et plus particulierement le cas fadsiémon-homogene.

Nous avons de surcroit obtenu deux théorémes qui prouvstahdité asymptotique des états métastables du poten-
tiel de Cahn-Hilliard sous faible cisaillement, dans tasdas qui précédent.
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons prouvé, soupdithgse d’un écoulement laminaire mais a grand cisaille-
ment, la persistance de petites perturbations de solutibngransverses a I'écoulement) du systéme dans un domaine
2D trés étiré sur des temps O(1) dans le cas général et suenhgs tinfinis dans le cas d’'une solution de référence
constante et métastable pour le potenfielonsidéré.

Ces derniers résultats constituent le point de départ pétudie future d’'un probléme plus général dont I'intérét est
fondamental. Il s’agit de comprendre I'évolution du systéem fonction du cisaillement.

Nous avons vu que numériquement et expérimentalemeniéubiése de G. Cristobal indiquée dans la bibliographie
du chapitre 2) de nombreux phénomeénes peuvent se produisajtgpar exemple qu’il existe un cisaillement critique au-
dela duquel le systéme va tendre systématiquement vers lamgeéhomogéne. Les mesures expérimentales suivantes
montrent qu’a faible cisaillement le facteur d’anisot®piest fort, ce qui montre la structure lamellaire du mélange,
alors qu’au franchissement d’un taux de cisaillementaquiii, I'anisotropie du mélange devient faible et caradifris
d’une mixture mélangée.
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On observe aussi des différences importantes dans le ceenpamt du systéme lorsqu’au lieu d'imposer la vitesse
de cisaillement, on impose la contrainte dans la cellulealette considérée. On peut alors observer des phénoménes
d’hystérésis lors de mesures de viscosité, ou encore ltifpede cycles qui présentent une alternance entre unngéla
quasi homogéne (grand cisaillement), et un mélange astaulemellaire (cisaillement plus faible). La figure ci-dess
montre les mesures prises dans la thése de G. Cristobaludwdéacisaillement, a contrainte imposée, en fonction du
temps.
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Ceci nous ameéne naturellement a mettre en oeuvre, dansumpfothe, I'étude numérique du modele considéré a
contrainte imposeée.

L'extension du modéle a des situations plus généraleslesaessi envisageable. On peut par exemple penser a des

modeéles “triphasiques” que I'on peut traiter sous deux etspdifférents.

— Sil'une des phases est solide, la méthode numérique pFepdsa fin du chapitre 2 permet d’ores et déja d’obtenir
des résultats. L'étude d’écoulements diphasiques enunibeeux, ol la phase solide est traitée comme un obstacle
dans un écoulement diphasique, devrait aboutir a partiedéravaux préliminaires.

— Un deuxieme aspect est I'extension de I'énergie de Caliratdiau cas triphasique. De trés rares travaux existent
sur ce théme. Une modélisation semblable a celle proposeeldgremier chapitre étendue au cas triphasique
semble non triviale et pourrait aboutir a de nombreusesegijuns.

Enfin, dans tout ce qui précede, on n'a pas tenu compte duteezamn-Newtonien des phases polymeres dont les

molécules trés longues peuvent s’entreméler. La rhéoldgiees mélanges peut étre trés complexe et I'extension du
modéle précédent au cadre non-Newtonien est d'un granetriin point de vue des applications.






Résumé

Dans la premiére partie de la thése, on établit un nouveagimpdur I'étude des écoulements diphasiques basé sur
la théorie de Cahn et Hilliard pour la description d’une ifgee diffuse et sur les principes fondamentaux de la méca-
nigue des fluides. Ce modéle est ensuite validé par la miskaea g¢'une méthode numérique qui permet de vérifier que
le modéle proposé est pertinent dans des cas physiques.ani@eut par exemple retrouver des résultats expérimentau
concernant la décomposition spinodale sous cisaillemgimegdent compte du couplage entre la thermodynamique et
I'hydrodynamique.

Dans une seconde partie, on mene I'étude théorique du mdetefearticulier on s'intéresse aux problémes d’exis-
tence et d'unicité de solutions, ainsi qu’aux propriétéstidilité et de stabilité asymptotique de certaines smhsti
particulieres. Certains résultats prennent en compteractere éventuellement dégénéré du terme de diffusion dans
I'équation de Cahn-Hilliard ou encore la singularité latianique du potentiel de Cahn-Hilliard. Toute I'étude est-m
née dans le cadre d’'un écoulement de cisaillement dans ah &adernier chapitre étant consacré au comportement du
systéme a grand cisaillement.

Mots-Clés

Ecoulement diphasique, Interface diffuse, Equation deétestokes, Equation de Cahn-Hilliard, Forces capilkgire
Cisaillement, Décomposition Spinodale

Abstract

In the first part of this thesis, we derive a new model for thiegtof diphasic flows based on the Cahn-Hilliard theory
for the description of a diffuse interface and on the basingiples of fluid mechanics. Then, this model is validated
by the implementation of a numerical method which confirne the equations proposed here are pertinent in various
physical cases. For instance, we are able to obtain nunheptistions which match experimental results concerning
spinodal decomposition under shear, accounting for thelamyibetween thermodynamics and hydrodynamics.

In a second part, we deal with the theoretical study of theehdlle are interested, in particular, in the problems of
existence and uniqueness, but also in the properties dfistaimd asymptotic stability of some specific solutioneng
results take into account the fact that the diffusion terrthasnCahn-Hilliard equation may degenerate but also that the
Cahn-Hilliard potential may present a logarithmic singitya The whole study is performed in the case of a shear flow
in a channel, the last chapter being particularly concewittdthe behavior of the system at high shear.
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Diphasic flow, Diffuse interface, Navier-Stokes equati@ahn-Hilliard equation, Capillary forces, Shear flow, Spi-
nodal Decompaosition



