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EQUATION DE TRANSPORT - REACTION DANS R? :

dip + div (pv) + cp =0 dans R?,
p(0) = po,

avec
v:RxR?— R? Lipschitzien borné et c¢: R x R? — R continue.

COURBES CARACTERISTIQUES :

d%X(s,t, z) = v(s, X(s,t,x)),
X(t,t,x) = .

Si po est réguliére, 'unique solution réguliére de (E) est

p(t,x) = po(X(0,t,x))exp (/Ot —(c+divo)(s, X (s,t,x)) ds) .
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EQUATION DE TRANSPORT DANS {2 OUVERT BORNE REGULIER :

(E)

Otp +div (pv) + ¢p =0 dans €,
p(0) = po,

avec un champ de vecteurs tangent
v:RxQ— R Lip., borné, et v-v = 0 sur 9.

Les courbes caractéristiques sont bien définies et restent dans €2

X(s,t,z) €Q, Vt,s, Yz € Q.

Si po est réguliére, l'unique solution régquliére de (E) est

p(t,z) = po(X(0,t,z)) exp (/Ot —(c+divo)(s, X(s,t,z)) ds) .
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DONNEES MOINS REGULIERES

ECOULEMENT D’UN FLUIDE NON-HOMOGENE INCOMPRESSIBLE
Orp + div (pv) =0,
di(pv) + div (pv ® v) — 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,
v =0, sur 0f).

o Mélange de deux fluides non miscibles :

po(x) € {pauidel ;s Priuide2}-

— Nécessité de prendre en compte les données initiales peu régulieres.

@ On peut espérer au mieux :
v e L*(J0, T, (Ho ()",

et certainement pas Lipschitzien.
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Soit po € L>(Q), on dit que p € L*=(]0,T[xQ) est solution faible si

7
/ /p(8t<p+v~ch—ccp) dtdw+/pocp(0,.)dx=0,
o Ja Q

pour tout ¢ € CA([0,T[x).
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Soit po € L>(Q), on dit que p € L*=(]0,T[xQ) est solution faible si

7
/ /p(8t<p+v~V<p—c<p) dtd:c+/pocp(0,.)dx=0,
o Ja Q

pour tout ¢ € CA([0,T[x).

Soient po € L°°(Q), v Lipschitzien avec v-v =0 et ¢ continue.
La fonction

p(t,x) = po(X(0,t,x)) exp (/Ot —(c+divo)(s, X (s, t,x)) ds) ,

est une solution faible du probléme.

Rq : La quantité (¢ + divv)™ contrédle la borne L™ de p.



Soit po € L>(Q), on dit que p € L*=(]0,T[xQ) est solution faible si

7
/ /p(8t<p+v~V<p—c<p) dtd:c+/pocp(0,.)dx=0,
o Ja Q

pour tout ¢ € CA([0,T[x).

Soient po € L=(Q), v € L'(]0,T[xQ)?, ¢ € L* (0, T[xR).

Si (c+dive)™ € L'(]0,T[, L>(R)), il existe au moins une solution faible
bornée de l’équation de transport.

Quid de "unicité ? de la régularité ? des propriétés qualitatives ?
Rq : On a immédiatement que p € C°([0, T, L (Q)ws)-



NOTION DE SOLUTIONS RENORMALISEES :

@ (DiPerna-Lions, 1989)
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UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

NOTION DE SOLUTIONS RENORMALISEES :
@ (DiPerna-Lions, 1989)

THEOREME (RENORMALISATION)

Soient po € L(Q), v € L*(j0, T[, (W ()% et v-v = 0 sur 8,
c € L'(]0,T[xQ). Pour toute fonction 3 € C'(R) et toute solution faible
p € L>(]0, T[xQ) pour la donnée po, on a :

AeB(p) + div (B(p)v) + B’ (p)p + (divv)(8'(p)p — B(p)) = 0,

au sens faible ainsi que 3(p)|.—0 = B(po).

Il s’agit de justifier le calcul formel suivant

d:B(p) +v-VB(p) =B (p)(Dep+v-Vp).

Rq : @ continue et C' par morceaux suffit !
Pour cela, on montre d’abord que pour tout a # 0, on a

c+dive =0, p.p.dans {p=a}.
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UNICI

NOTION DE SOLUTIONS RENORMALISEES :

@ (DiPerna-Lions, 1989)

Soient po € L*°(Q), v € L*(0, T[, (W' (Q)%) et v-v =0 sur 89Q,
c € L'(]0,T[xRQ). Pour toute fonction 3 € C*(R) et toute solution faible
p € L=(]0,T[x) pour la donnée po, on a :

8:B(p) + div (B(p)v) + cB'(p)p + (divv)(5'(p)p — B(p)) = 0,

au sens faible ainsi que 3(p)t=0 = B(po)-

Sous Uhypothése supplémentaire (divo)™ € L*(]0, T[, L (£2)).
Si une solution faible bornée p pour la donnée po existe, elle est unique et

de pl
© P p € C([0,T], LU(R)), V ¢ < +oo.
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UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

NOTION DE SOLUTIONS RENORMALISEES :
@ (DiPerna-Lions, 1989)

Article fondateur de la théorie des solutions renormalisées.
@ (Desjardins, 1996)
Hypotheses plus générales, notamment sur la divergence de v.

@ (N. Depauw, 2003)

Contre-exemple & 1'unicité pour un champ Lj,.(]0, 7], BV(R)) mais pas
dans L'(]0, T[, BV(Q)).

@ (L. Ambrosio, 2004)
Cas v € L*(]0, T[, (BV(R*)?) et divw € L'(]0, T[xR%).

~~ Tous ces travaux permettent de définir un unique flot Lagrangien régulier
( caractéristiques X) pour le champ de vecteurs v, & partir de PEDP.
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PETIT RESUME

Orp + div (pv) + cp = 0.

e Pour la définition des solutions faibles, v € L' et ¢ € L' suffit.

@ Pour l'existence d’une solution faible bornée associée & une donnée
po € L*=(), on a besoin de

(c+dive)” € L*(J0, T[, L™= ()).
Dans le cas de ’advection simple ¢ = —div v, cette hypothese est

triviale.

o Pour la propriété de renormalisation, on a besoin de régularité sur v :
v e LYo, T[,WhH(Q)) ...
... ou éventuellement L'(BV) mais avec dive € L'!

@ Pour 'unicité on a besoin de la renormalisation et aussi de
(dive)* e L' (0, T[, L=(2)),

ou un peu moins (Cf. Desjardins).

o Tout ceci est valable pour un champ tangent au bord du domaine.
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On étudie la méme équation que précédemment
Op +div (pv) + ¢cp =0 dans Q (1)
avec un champ de vecteurs non-nécessairement tangent, par exemple
ve Lo, T[, (W (Q)%), et v- v # 0 sur Q.

PROBLEMES A RESOUDRE :

o Peut-on donner un sens aux traces sur I' = 99 des solutions faibles
bornées de (1) ?

@ Quel est le bon espace de traces?

o Peut-on résoudre le probleme de Cauchy-Dirichlet avec donnée au bord
1a ol le champ v est entrant ?

dpy = (v-v)dtdo, |du,|=|v-v|dtdo,
dpw = dpd —dpy,  |dpo| = dpd + dps,
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ELEMENTS DE BIBLIOGRAPHIE

@ (Bardos, 1970)
— Cas d’un champ v(z) Lipschitzien par la méthode des
caractéristiques. Approche semi-groupes.

@ (Cessenat, 1984)
— Théoreme et espace de traces pour

Oip+&-Vap=0, (tx€)€]0,T[xQ xR

@ (Mischler, 2000)
— Equation de Vlasov :

Otp+&-Vap+ E(t7 l‘) “Vep =0, (t7x7§) G]O’T[XQ x R%.

@ (Lods et al., 2007-2010)
— Cas d’un champ v(z) Lipschitzien dont le flot posséde une mesure
invariante. Méthode des caractéristiques. Etude fine de 'opérateur de
transport associé.
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(B., 2005)
e ce L'(]0,T[xR)
e v e L0, T[, (Wh1(Q)4) avec v - v € L¥(]0, T[xT), o > 1.
e On suppose (divv)™ et (c+ dive)™ dans L*(]0, T[, L™ (Q2)).
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(B., 2005)
e ce L'(]0,T[xR)
e v e L0, T[, (Wh1(Q)4) avec v - v € L¥(]0, T[xT), o > 1.
e On suppose (divv)™ et (c+ dive)™ dans L*(]0, T[, L™ (Q2)).

Soit p € L (]0, T[x) une solution faible de d;p + div (pv) + cp = 0.
@ p est dans CO([0,T], LI(R)), pour tout 1 < g < +oo.
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THEOREME DE TRACES

(B., 2005)
e ce L'(]0,T[xR)
e ve L0, T, Wh1(2))?) avec v - v € L*(J0, T[xT),a > 1.
e On suppose (dive)T et (¢4 dive)™ dans L'(]0, T[, L*°(Q)).

THEOREME (DE TRACES)
Soit p € L*(]0, T[x) une solution faible de dyp + div (pv) + cp = 0.
@ p est dans CO([0,T], LY(R)), pour tout 1 < q < +oo.
@ Il existe yp € L°°(|0, T[XT, |duv|), unique |dp,| — p.p., telle que
t1

/ p(Otp +v -V —cp)dtdx
to Q

+ /Q plto)e(to) d — /Q pt1)p(tr) d

-/ [epeto-v)dsd=o

Vo € CL([0,T] x Q), Vto,t1 € [0,T]

Rq : Résultat intéressant méme si v - v = 0 sur le bord.
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RENORMALISATION DES TRACES

Toute solution faible bornée p vérifie le

THEOREME
VB3 € CL(R), Yo € C1([0,T] x Q), Vto,t1 € [0,T]

ty
/ / B(p) (Bt + v - Vo) dadt
to Q

- /ttl /Q [epB' (p) + (pB' (p) — B(p))(divv)]p dz dt

t1
+ [ Blettoetto)de— [ Blottr)e(tr) do / [ 0ot v) dodt =o.

Nombreuses conséquences :

Monotonie / Unicité :

p(0) >0 }:{ p>0

Y p>0 YFp>0

Des estimations de sup p, inf p de la mesure des ensembles de niveau de p, ...

Franck BOYER Equation de transport
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

of 1 —x — 2¢ev
pelt,y) = prune(t,y) < E—d/np(t, z)n (yf(y» dz.
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

of 1 —x — 2¢ev
pety) = pru ne(t,y) < E—d/np(t, z)n (yf(y» dz.

Si p € L*(]0,T[x) est solution faible de 1'équation alors on a

atps + div (pEU) + CPe = RE)
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

of 1 —x — 2¢ev
pelt,y) = prune(t,y) < E—d/gp(t, z)n (yf(y» dz.

Si p € L*(]0, T[x) est solution faible de 1’équation alors on a

atps + div (pE'U) + CPe = RE)

o Lemme de Friedrichs (°58) : R. € L'(]0, T[x%) et ||Rc|[,1 — O.
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PRINCIPE DE LA PREUVE
LEMME DE FRIEDRICHS

REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

det 1 —x — 2ev
pe(t,y) = pru ne(t,y) = ;d/ p(t,z)n (yf(y)) dz.
Q

Si p € L°°(]0, T[x2) est solution faible de ’équation alors on a

O¢pe + div (p=v) + cp: = Re,

o Lemme de Friedrichs (°58) : R. € L'(]0, T[xQ) et ||R|[,1 — 0.

e p. € L=(]0,T[,C*(2)) et
e p: — p dans LP(]0, T[x) pour tout p < +oo.
e Pour tout t € [0,T], ps(¢t) — p(t) dans LP(Q).

15/ 39
Franck BOYER Equation de transport



PRINCIPE DE LA PREUVE
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x — 2ev
pe(t,y) = pru ne(t,y) = ;d/ p(t,z)n <yf(y)> dz.
Q

Si p € L°°(]0, T[x2) est solution faible de ’équation alors on a

Otpe + div (pev) + cpe = Re,

o Lemme de Friedrichs (°58) : R. € L'(]0, T[xQ) et ||R|[,1 — 0.

° pe € L7(]0,T[,C*(Q)) et
e p: — p dans LP(]0, T[x) pour tout p < +oo.
e Pour tout t € [0,T], ps(¢t) — p(t) dans LP(Q).

@ Oipe est dans L' et donc p. € C°([0,T], L*(Q)).
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PRINCIPE DE LA PREUVE

LEMME DE FRIEDRICHS

REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier

n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x — 2ev
pe(t,y) = pru ne(t,y) = ;d/ p(t,z)n <yf(y)> dz.
Q

Si p € L°°(]0, T[x2) est solution faible de ’équation alors on a

Otpe + div (pev) + cpe = Re,

o Lemme de Friedrichs (°58) : R. € L'(]0, T[xQ) et ||R|[,1 — 0.

° pe € L7(]0,T[,C*(Q)) et
e p: — p dans LP(]0, T[x) pour tout p < +oo.
e Pour tout t € [0,T], ps(¢t) — p(t) dans LP(Q).

@ Oipe est dans L' et donc p. € C°([0,T], L*(Q)).

@ On montre que (p:) est de Cauchy dans C°([0, T], L* (2)).
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PRINCIPE DE LA PREUVE
LEMME DE FRIEDRICHS

REGULARISATION PAR CONVOLUTION Q régulier
n: R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x — 2ev
pe(t,y) = pru ne(t,y) = ;d/ p(t,z)n <yf(y)> dz.
Q

Si p € L°°(]0, T[x2) est solution faible de ’équation alors on a

Otpe + div (pev) + cpe = Re,

o Lemme de Friedrichs (°58) : R. € L'(]0, T[xQ) et ||R|[,1 — 0.

° pe € L7(]0,T[,C*(Q)) et
e p: — p dans LP(]0, T[x) pour tout p < +oo.
e Pour tout t € [0,T], ps(¢t) — p(t) dans LP(Q).

@ Oipe est dans L' et donc p. € C°([0,T], L*(Q)).

@ On montre que (p:) est de Cauchy dans C°([0, T], L* (2)).
© On montre que les traces de p. sont de Cauchy dans L*(]0, T[xI', duS).
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c € L'(J0, T[x),v € L' (j0, T[, (WHH(Q)%), v- v € L*(0, T[xT), & > 1.
On suppose :

(e+dive)™ € LYo, T[, L=(Q)) et (dive)T € L]0, T[, L ().
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PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET DANS L

ENONCE
ce L'(0,T[xQ),v € L*(0,T[, (WH1(Q)?), v - v € L*(0, T[xT), a > 1.
On suppose :
(c+dive)™ € L1(J0,T[, L>°(Q)) et (divw)T € L1(J0, T[, L°°()).
THEOREME
e Pour tout po € L°°(Q) et tout p'™ € L>=(]0, T[xT,duy ), il existe
p € L=(]0,T[xQ) et p°** € L™ (]0, T[T, du;}) uniques tels que pour tout
¢ € C([0, T[xD)
i
/ / p(Orp +v -V —cp)dtdr + / pop(0) dx
o Ja Q
i i }
- / / p*o(v-v)tdodt + / / p"o(v-v) dodt =0.
o Jr o Jr
e Continuité : p est dans C°([0,T], L%(Q)) pour tout ¢ < +oo.
e + Renormalisation.
16/ 39
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UNICITE : Renormalisation + (dive)™ € L'(]0, T[, L*°(Q)).
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UNICITE : Renormalisation + (dive)™ € L'(]0, T[, L*°(Q)).
EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Oipe + div (pev) + cpe —eApe. =0, dans Q2

ﬁs(t = 0) = po,
8ﬁ6 ~ in - _
S + (p: —p")(v-v)” =0, sur IN.
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PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE PREUVE

UNICITE : Renormalisation + (divv)™ € L'(J0,T[, L°(Q)).
EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Ope + div (pev) + cpe — eAp. =0, dans Q

ﬁf(t = 0) = p07
5%’?}6 4+ (pe — p"™)(v-v)” =0, sur OQ.
ESTIMATIONS : Ici on utilise (¢ + divw)™ € L*(J0, T[, L= ().

1l qo,r(x0) < C
||55||Loo(]0,T[XF’dH3') < C } = convergences faibles-x.
\@HVﬁEHLQ(]O,T[xQ) <C

PASSAGE A LA LIMITE IMMEDIAT :
On vérifie que la trace limite yp s’écrit bien sous la forme

out( —+

v v) = o7 (0 ) — o (v v)

17/ 39
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PRINCIPE DE COMPARAISON
1 2
Po < po; P-p- p1 < p2, P.p-
P < P dus -p.p. pi"* < ps™, dug-p.p.
PRINCIPE DU PRODUIT

dp1+v-Vpr=fi . Oi(p1p2) +v-V(p1p2) = p1fa + p2fi
Orp2 +v-Vp2 = fa v(p1p2) = (vp1)(vp2)
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Ope + div (pev) + cpe — eApe =0, dans Q

ﬁe(t = 0) = po,
8p€ ~ in - _
o0 + (pe —p"")(v-v) =0, sur IN.

Pour tout p < 400

ﬁE —6 Ps dans CO([07 T]7 LP(Q)),

YPe P dans LP(]0, T[T, |duy]).-
£—>

IDEE : Comparer pe & pea = p*y Nea, @ < 1/2 qui vérifie

6tpaa + div (p,__-a 1)) —+ CpPeax = RE(X .
On utilise que, par définition, on a |Vpea|/p2 < C/e%.
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TH. DE TRACES ET PB DE CAUCHY-DIRICHLET DANS LP

L’espace de traces naturel n’est pas L?(]0, T[xT, |dp.]).

STABILITE FORTE PAR RAPPORT AUX DONNEES

Applications aux équations de Navier-Stokes.

REGULARITE EN ESPACE DES SOLUTIONS DU TRANSPORT
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PRESENTATION

Le schéma upwind (ou décentré amont) est le schéma le plus simple
qui assure stabilité, monotonie et convergence.
e En 1D, le schéma implicite pour O:p + v(t, z)0zp = 0, s’écrit
+1 +1 +1 +1
o (U,_l)fp?ﬂ —r
dx ! dx '

n+1 n
Pi — Pi

S5 + (vi)

e La version explicite fonctionne aussi mais sous condition CFL.

C’est le pendant linéaire du schéma de Godunov pour les lois de
conservation scalaire.

22/ 39
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PRESENTATION

Le schéma upwind (ou décentré amont) est le schéma le plus simple
qui assure stabilité, monotonie et convergence.

En 1D, le schéma implicite pour 0:p + v(t, z)0-p = 0, s’écrit
n n 1 1 1 1

P =t )t pitt =i (v,_l)fp?fl -

ot ‘ dx ! dx '

La version explicite fonctionne aussi mais sous condition CFL.

C’est le pendant linéaire du schéma de Godunov pour les lois de
conservation scalaire.

BUTS DE CE TRAVAIL (B., 2012)

Ecrire le schéma upwind multi-D sur un maillage général pour des
champs v peu réguliers avec prise en compte des conditions au bord.

Montrer qu’il est bien posé, monotone, stable, etc ...

Montrer la convergence forte uniforme en temps de la solution
approchée, c’est-a-dire dans C°([0, T], LP(2)) pour tout p < 400 sans
hypothese de régularité sur les données.

Etudier la stabilité par rapport aux données.

22/ 39
Franck BOYER Equation de transport



ELEMENTS DE BIBLIOGRAPHIE

@ (Kuznetsov, 1976) convergence a l’ordre 1/2 sur maillage cartésien,
champ v lipschitzien et donnée initiale BV'.

@ (Vila-Villedieu, 2003) Ordre 1/2 (optimal) pour les systémes &
coefficients constants.

@ (Merlet-Vovelle, 2007) (Merlet, 2007) Ordre 1/2 sur maillage
quelconque, champ lipschitzien et donnée initiale BV.

@ (Delarue-Lagoutiere, 2010) Nouvelle preuve du résultat de Vovelle et
Merlet par des techniques probabilistes.

@ (Despres, 2004) (Bouchut-Ghidaglia-Pascal, 2005) Etude fine du cas ou
le champ est constant.

@ (Walkington, 2005) Convergence dans LP(]0,T[x§2) de schémas
Discontinuous Galerkin sur maillages conformes et sans termes de bord.
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NotTATIONS VF

MAILLAGE
e 7 = Ens. de volumes de contréle £ polygonaux, compacts, K # (. On
note |k| sa mesure, dx son diameétre.
Arétes (faces) : 0 = K|z = kN £, ou les arétes du bord. On note |o| leur
mesure.
o Ensembles d’arétes Ex, &, Eba, Eint, ---
Normales : vy, Vir, Vio, -
Pas de temps constant 6t = T'/N.

24/ 39
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NotTATIONS VF

MAILLAGE

e 7 = Ens. de volumes de contréle x polygonaux, compacts, K # (. On
note |k| sa mesure, dx son diametre.

o Arétes (faces) : 0 = k|c = KN £, ou les arétes du bord. On note |o| leur
mesure.

e Ensembles d’arétes Ex, £, Ebd, Eint, ---

e Normales : vy, Vkr, Vo, -

e Pas de temps constant ¢ = T'/N.
DISCRETISATION DES DONNEES

i
VeeT,0 €&, Vn<N—1, v,’éazi/ /(v-u;w)dxdt,
dtlo| Jon Jo
. i
Ve eT,¥yn< N -1, cﬁ:—/ /cdmdt.
ot|x|

it
Vo € Epa,Vn < N —1, pirntt = / / " dz dt.
= Stlo|

1
K
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LE SCHEMA UPWIND IMPLICITE

NOTATION : v2F et vl sont les parties positives et négatives de vg,
n _ _n+t n— n _..n+ n—
Uko = Vko — VUko> |U)Ca'| = Uko + Uko

SCHEMA VF UPWIND IMPLICITE : On cherche (pi)nefo,n] t-9-
KeT

D D[ e

o€€xNEint
+ Z |O—|UICUpn+1
g€€xcNEpa
+ |klckpett =0, Vn,Vk €T, (VF)

n+1 —_ pi_n,n-!—l, V’I’L,VO' S gbd: tq ’U)TCLU S 07
7 ot Vn,Vo € Epa, t.q. v, >0,

1
pO,C:—/pOdI, Ve eT.
<l Jx
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LE SCHEMA UPWIND IMPLICITE

NOTATION : v2F et vl sont les parties positives et négatives de vg,

+ - + -
vInCD' = ’U)Téfr - vlnCU, |’U)7éf7'| = vgo’ + Uza

SCHEMA VF UPWIND IMPLICITE : On cherche (pi)nefo,n] t-9-
KeT

Ecriture équivalente si ¢ = divv = 0 (advection pure)

pn+1 _ pn 1 L
4 -
’CKT + Z lofois (o™ = p2*)
g€€cNEint
Y lolrs (o =l =0,
g€€xcNEha

Vn,Vk € T,

w1 JPEemT Wn,Vo € Ena, tq. vR, <0,
7 ptt, Vn,Vo € Epa, t.q. vg, >0,

1
po,c:—/podx, VeeT.
IS

Franck BOYER Equation de transport
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ANALYSE DU SCHEMA
EXISTENCE, UNICITE, MONOTONIE, BORNES L°°

THEOREME
On suppose (c +divv)~ € L'(]0,T[, L>=(R)).

@ Il existe dtmax > 0 tel que, si 0t < dtmax, le schéma (VF) admet une
unique solution pour toutes données bornées p° et p'™.
La solution approchée est notée

def n
pTot =33 P M Lyn mapere € L0, T[x9).
n KeT

© Dans ces conditions le schéma est monotone
p°>0,p">0 = p >0,Vk € T,Vn.

@ FEnfin, on a la borne a priori suivante

. T
lor sellzoe < max(p]lzoe, 19"l exp (2 [ e dive e dt) .
0

v
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On suppose que
o infqp® >0et infio, 7[xr P > 0.
o (c+dive)t € L*(J0,T[, L°(Q))
On peut alors montrer une borne inférieure uniforme
T
inf g 2 il (6, exp (= [ e+ aivo) oo at).
MEME ESTIMATION QUE SUR LE PROBLEME CONTINU

~» Utile dans les applications.
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Rappel pour 'app. parabolique <€||VpE||L2(]0 TIx9) <C. (%)

On suppose toujours (c + dive)~™ € L1(]0,T[, L°°(Q)) et 6t < Stmax-
La solution approchée pr s vérifie l’estimation suivante

N-1
D0t > lollRel(oEt — ot < M,

n=0 oc€&yt
o=K|L

ot M ne dépend que des données.

Cette estimation ressemble & (%) avec & ~ |v|hr.

p n+1 pn+1
Z(St Z d)CL|U|d)CL|'U)C£|< £ K ) SM,
N—— dic

n=0 o€Eint £
o=K|c ~hi

49

o La “viscosité” ici vaut & ~ dicc|vg,|.

@ L’estimation est inutile 1a ou v = 0.

2Si 39



PREUVE

On multiplie le schéma par pt™* et on somme sur n et i«

N-1

1 n 7
_”pT”L2 +5 2 8t = prllze
n=0
+Z§t2 el (< + plawolt) 15 P
= KeT

1« n n
P10 Y okl - Ay
n=0

— Pk
o=K|LEEint

+5 2575 > lollonl(es ™ = o) + 5 2515 > lolon(ps™)?
n=0 JEde

n=0 oc€ELq
vy <0 vl >0

N-1
1 1 n in,n
= S+ 5 D2 at D7 lollz o)

n=0 0€ELq
v <0
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ANALYSE DU SCHEMA

CONVERGENCE L FAIBLE-* 1/3

@ Sous des hypotheses raisonnables de régularité des maillages
1,1 c
Ve e TVf e W (), [IfllLion) < a”f”wlfl(ﬁ)‘

@ Sous une hypothese du type 6t < Chr.

THEOREME

On suppose (c+ dive)™, (dive)™ € L*(J0,T[, L°°(£2)).
Alors quand 5t et ht tendent vers 0, on a

e La solution approchée pr s: converge vers la solution p du probléme
continu dans L (]0,T[xQ) faible-*.

o La trace de la solution approchée
def 1
V15t 2 Y D P Lgn ntiixon
n oc€€pq

converge vers yp dans L™ (]0, T[XT, |dus|) faible-x.

Franck BOYER Equation de transport
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ANALYSE DU SCHEMA
CONVERGENCE L FAIBLE-* 2/3

PRINCIPE DE LA PREUVE

o Par la borne a priori L* on extrait une sous-suite telle que
pPT.5t = P, €t YPT 5t — G-

e On prend une fonction test ¢ € C2°([0, T[x2) ; on multiplie I’équation
du schéma par o = ¢(t", xx) oll zx est un point quelconque dans «;
on somme tout sur n et sur k.

@ On essaie de passer a la limite dans tous les termes pour obtenir :

e Le couple (p, g) vérifie la formulation faible du probléeme pour la bonne
donnée initiale. ,
e La trace vaut bien g = p"* laou v - v < 0.

@ Par unicité de la solution du probléme continu on aura bien la

convergence de toute la suite.

31/ 39
Franck BOYER Equation de transport



EXEMPLES DE TERMES On suppose ¢ € C°([0,T[x))

N—-1
=3 N Ikl — pe(t” ax).

n=0 KeT

N—-1 ¢ntl
==Y St [ Iloeltod) dt— 3 Ielpte(0.a)
t'fb

n=0 KeT KeT

T
=—/ /pT,statcpdwdt—/pofcp(O,-)dw+0<p(hT)
0 Q Q

T
—>—/ /patcpdxdt—/pogo(o,.)dz’.
fffr—’o o Ja Q

—0
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EXEMPLES DE TERMES On suppose ¢ € C([0,T[xQ))

Ta(v) = Z‘St Z |U| vier ( IC+ _PZ+1)¢(tnny)+U)CL(Pn+1 n+1)‘P(t xﬁ))

o€Eint
o=K|L

@ Pour tout wi,ws € L*(J0, T[, (W (2))%) on a
|T2(w1) — T2(w2)| < Cllwr — wallp1 w11y
© Pour tout w € C*°([0,T] x Q)% on a

T
To(w) + Th(w) —— — / / b () s,
(6t,h7)—0 o Ja

ot T3 (w) vérifie | T3(w)| < Cllv — w1 w11y

T
Bilan : v € LY((WPH)?) = Th(v) ——— —/ / pdiv (ov) dt dz.
(8t,h7)—0 0o Ja
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Sous les mémes hypothéses que précédemment on a

lloz st — pllos qo,7[, L (2)) — 0, Vp < oo,
5t—0

lver .5t = vellLe qo,7(xT, dpo) F— 0, Vp < +oo.
510

IDEES Méme principe que pour ’approximation parabolique.
o Friedrichs : Soit p* € W' (]0, T[xQ) — p telle que

Aip® + div (p°v) + ¢p° = R. — 0 dans L' fort.
e On projette p° sur le maillage ~ p% 5, et on écrit

o750 = pllpee 2y < o750 — P7 5¢ll oo (22
+ 11676t = 0l Loo L2y + 107 = pllLoe(L2)-

Scét-i—shq- ind. de 6t, hp o

e—0
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ESTIMATION DE p7 5t — pemt

On note L} Vopérateur qui définit le schéma. On a donc
ﬁr,é(pT,M) = 07 VKJ,Vn

et on calcule 'action du schéma sur la projection de p®

LE(pT7.50) = IKI@E™ = 68™) + [K[BE™ + Y lol6zs + Y lohis,

o€ o€l
avec
€,n 1 £ (n £ 4n
o :m (° (", ) — p (t", @)) da,
= Sl [ o ) < )
o
ps nt+1l pe ,n+1
A —|oR | P R (pS T = pf (1" 25)), pour o € Eing
o
Ugo (Pfy i p® (tn+1,mo)) , pour o € Epq
gt
Ry = —— /Hedmdt+7 / (t,x) sxxc) — pS(t, x)) dx dt.
© 6t\ic\ n stix| Jin k) — p°(¢t,z))
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ESTIMATION DE p7 5t — peT,ét

On note L} Vopérateur qui définit le schéma. On a donc
ﬁr,é(pT,M) = 07 VKJ,Vn
et on calcule I'action du schéma sur la projection de p®

LE(pT o) = RIOR™ = 68™) + [KIRE" + Y |olofs + Y loliss

oE€ g€l
ESTIMATION ”USUELLE” DES TERMES SOURCES

N-1
SN Lk (pr st — 05 .s0)| < CIRE |11 + Oc(8t + hr).
n=0 Kxe7T

ESTIMATION D’ENERGIE

= [lpr.st — PT5tllLoe(ry < CR°|[ L1 + O (6t + h7).
QULELQUES INGREDIENTS
e On utilise aussi une estimation L?(H"') faible.
o Certains termes de bord sont pénibles mais on s’en sort grace a

N—-1 gntl
> 5 [ [wwtaa—o
tn o

T+—0
n=0 c€€hq §t—0
v;%(, <0
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A PROPOS DE L'ESTIMATION L?*(H') FAIBLE
La convergence forte de la solution approchée, donne en fait a posteriori que

N—-1
STt 3T ollura (ot — pith?

oc€€hq

N-1
+ Y0t > ollviel(or™ = prth)? vl
n=0 Ueiirgt hT_—>)0
s
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COMPLEMENTS

2/3
“RENORMALISATION” DISCRETE V3 el ¢! p.m.
Blp™) — Blpr)
||
ot
+ Z |U|(Unoﬁ(9n+1) —vio Blp n+1)) Z lovieB(p n+1)
o€EKNEing 0c€EKNEpa
+[xlee B8 (o) + [kl (divo)R (8" (o ek = Blpk™))
= |c|RT, Yne[0,N —1],Vk € T,
[
()f~>0
VY B convexe = Rz st <0,
[ concave = R s: > 0.
On utilise ici que
Yo #0, on a Z ot Z k|| + le’U)K|1{pn+1_a} m
n=0 KeT
IMPORTANT EN VUE DE L'ETUDE DE COUPLAGES
36/ 39
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COMPLEMENTS

3/3

DONNEES APPROCHEES - STABILITE : Tous les résultats demeurent si
Vg = —Vps, Yo =K|LEE&n, VYne€l[0,N].

dtsup (sup (ck + (divv)g)_) <1,
n \KeT

3 1 (g e+ vty ) <

N

Z Z celyn gnt1pe ———— ¢, dans L1(]0, T[xQ).
= (5t,hg)—0

N
Z (divv)R1n gnt1[xx ———— dive, dans L]0, T[x%Q).

n KeT (8t,h)—0
tn+1

Stlolvg, — / (v vio)dzdt
tm o

M= L

S

0KET o€

_
(8t,h7)—0

S
I

oLyn yn -v), dans L(]0, T[xT).
;g: Vg Lygn 4 *”X”m(” ) = ( [xT)
bd

an

Franck BOYER Equation de transport
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DONNEES APPROCHEES - STABILITE : Tous les résultats demeurent si

Y "

dtlolvg, — / (v vio)dzdt
n=0KeT c€& L e

()

—_—
(6t,h7)—0

La propriété (x) est une convergence L' !

EXEMPLE
On suppose que v, = V' - vk, avec V¥ € RY :

(%) =

N
Z Z Vo Ly gn+1(xp, ———— v, dans (L' (J0, T[x )%,
== (8t,h7)—0

ol D, est la cellule diamant associée a o.
Ceci nécessite la régularité v € L'(]0, T[, (W' (22))%) mais la convergence
n’est demandée que dans (L'(]0, T[xQ))%.
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Domaine 2 =]0,1 [27

Champ stationnaire v(z,y) = (f()(j)) ,

|z —0.5]'/2, pour z < 0.5
|z —0.5]"/*, pour z > 0.5.

avec f(x) = {

N.B. : v € (W"?(Q))? pour tout p < 4/3.
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UNE ILLUSTRATION NUMERIQUE
CAS DE L’ADVECTION PURE ¢ = divy = 0

Domaine Q2 =]0,1[°,

Champ stationnaire v(z,y) = (fO(xS)) 7

avee f(z) = |z — 0.5]*/2, pour z < 0.5
|z — 0.5[%, pour z > 0.5.
N.B. : v € (W"?(Q))? pour tout p < 4/3.
Donnée initiale : p(0,z) =0,

1, sur {z =0},

Donnée au bord : p™ =
p {2, sur {y = 0}.

pour z < 0.3t et y > 55 (F(z) — F(0)),
pour z < 0.3t et y < 55 (F(z) — F(0)),
pour z > 0.3t et y < 55 (F(z) — F(z — 0.3t)),

ailleurs,

Sol. exacte : p(t,z,y) =

O}\')M)—‘

ou F' est une primitive de f.
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UNE ILLUSTRATION NUMERIQUE
CAS DE L’ADVECTION PURE ¢ = divy = 0

FIGURE: Solutions exacte et approchée au temps final 7' =1
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CONCLUSION

THEORIE DE TRACES POUR LES SOLUTIONS FAIBLES
o Définition d’une trace pour des solutions faibles du transport/réaction
sous les hypothéses DiPerna-Lions.
o Existence et unicité d’une solution au probleme de Cauchy-Dirichlet.
@ Propriétés de renormalisation et de stabilité.
Ré-interpréter ces résultats en termes de flot Lagrangien du champ reste a

faire.
SCHEMA UPWIND

e Construction et analyse du schéma décentré amont sous les hypotheses
DiPerna-Lions.

@ Prise en compte des termes de bord.
@ Preuve de la convergence forte uniforme en temps.

e Stabilité par rapport aux approximations des données.

A ce jour il n’existe pas d’estimation de l’erreur (d’ordre % ?) dans ce cadre.
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