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PLAN GENERAL DU COURS

Introduction : modeles / problématiques.

Les bases des volumes finis en 1D.

Le schéma volumes finis a 2 points en 2D non structuré.
Les outils d’analyse pour ce schéma.

DDFV 2D dans le cadre linéaire.

DDFV 2D dans le cas non-linéaire.

Revues des autres types de schémas volumes finis en 2D
Benchmark 2D.

Approches DDFV en 3D.
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PLAN

© INTRODUCTION
o Ecoulements complexes en milieux poreux
o Autres modeles
o Cabhier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINIS 1D
o Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
o Extensions
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PLAN

© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
o Extensions de VF4

O MeETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
o Les limitations de VF4
@ Construction du schéma
@ Analyse du schéma

o Implémentation
o Le schéma m-DDFV

@ MeETHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
o Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFYV dans le cas non-linéaire
@ Construction et analyse s’un solveur
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PLAN

@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
o Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

@ Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
o Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
o Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
o Bilan
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© ScueMAs DDFV EN 3D
@ Reconstruction de gradient en 3D
@ L’approche de Coudiere-Pierre et Andreianov & al.
@ Le schéma de Hermeline
o L’approche Coudiere-Hubert
o Implémentation
@ Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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© INTRODUCTION
o Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINIS 1D
e Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,

v = —(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —p(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.

Lol DE DARCY

v=—K(x)Vp,

le tenseur K (z) est la perméabilité.
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 1/2

ECOULEMENT D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE EN MILIEU POREUX

dive =0, conservation de la masse,
v = —p(x,Vp), loi constitutive pour la vitesse de filtration.

REGIMES NON LINEAIRES
Dans certains cas, on doit considérer des effets non linéaires :

o Loi de Darcy-Forchheimer : En cas de forts gradients de pression
B —2kVp
1+ +/1+46k2Vp|

o Loi de puissance : Effets non-newtoniens

1
—Vp= %v—f—ﬂ\vh}, = v

lv[" "t = —kVp, <= v = —|kVp|%_1(k:Vp).

Dans tous les cas, la loi Vp — v = —p(z, Vp) est monotone
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EXEMPLES D’ECOULEMENTS DE DARCY ...

... OU PAS 2/2

HETEROGENEITES, DISCONTINUITES, ANISOTROPIE

= ==

Exemple de structure souterraine

Chaque couleur représente un milieu poreux différent :
—div (¢(z, Vp)) = f.

o(z, ) peut étre linéaire pour certains matériaux.
©(x,-) peut étre non linéaire pour d’autres.
o Certains matériaux sont tres perméables, d’autres tres
imperméables.
o Fortes anisotropies dues a des directions privilégiées dans la
structure des pores.
CONDITIONS DE TRANSMISSION
@ La pression est continue aux interfaces.
o Le flux de masse ¢(x, Vp) - v est continu aux interfaces.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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AUTRES MODELES EN MILIEU POREUX

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

o Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probléeme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probleéme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.

O (Ou) + div (f(u)v) = 0.

o La premiere étape releve du probleme étudié ici.
@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - v) dans la
seconde étape.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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AUTRES MODELES EN MILIEU POREUX

ECOULEMENTS MULTIPHASIQUES EN MILIEU POREUX

o Couplage non-linéaire d’une équation de Darcy avec un probléeme
hyperbolique.
o En pratique on résout successivement via un schéma en temps :
1) Un probleéme de Darcy dont la perméabilité est une fonction de la
saturation.
—div (K(u)Vp) = f,
2) Un probléme hyperbolique non linéaire qui fait intervenir la
vitesse de Darcy v = —K (u)Vp calculée précédemment.

O (Ou) + div (f(u)v) = 0.
o La premiere étape releve du probleme étudié ici.

@ On a besoin d’une bonne approximation des flux (v - v) dans la
seconde étape.

CONVECTION-DIFFUSION D’UN POLLUANT

0¢(fc) + div (cv) — div (D(c,v)Ve) =0,
ot D(c,v) est un tenseur de diffusion/dispersion et v la vitesse de
Darcy.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
o Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINIS 1D
e Notations. Construction
e Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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AUTRES MODELES

ELASTICITE

dive = f,
o = 2u(x)D(u) + A(z)(divu)ld

MODELE EN ELECTROCARDIOLOGIE
(Coudiére—Pierre—Turpault ’09)

U= Uj — Ue,
C(Ou+ f(u)) = —=div (GeVue), dans le coeur,
div ((G; + G¢)Vu,) = —div (G;Vu), dans le coeur,

div (GrVur) = dans le thorax,
(GiVu,) v = (G Vu)-v, & linterface coeur/thorax,
(GeVu,) -v = —(GrVur) - v, alinterface coeur/thorax.

MAXWELL, STOKES, ...

12/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
o Cabhier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINIS 1D
e Notations. Construction
e Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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GEOMETRIE DU DOMAINE. MAILLAGES

PROPRIETES ATTENDUES DES SCHEMAS
o Conservation locale de la masse et consistance des flux.
@ Préservation des propriétés qualitatives des EDP (existence,
unicité, monotonie, etc ...).
@ Préservation des bornes physiques de la solution.
Bonne précision, méme sur des maillages grossiers et avec de
fortes anisotropies et hétérogénéités.
o Implémentation “facile” et colt de calcul “raisonnable”.
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GEOMETRIE DU DOMAINE. MAILLAGES

PROPRIETES ATTENDUES DES SCHEMAS
o Conservation locale de la masse et consistance des flux.
@ Préservation des propriétés qualitatives des EDP (existence,
unicité, monotonie, etc ...).
@ Préservation des bornes physiques de la solution.
o Bonne précision, méme sur des maillages grossiers et avec de
fortes anisotropies et hétérogénéités.
o Implémentation “facile” et colt de calcul “raisonnable”.
CONTRAINTES FAIBLES SUR LES MAILLAGES
o Maillages non conformes : grilles adaptées (ou pas!) a la
géométrie du probleme.
Raffinement local.
Cellules tres déformées.
Résultats honorables sur des maillages grossiers.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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EXEMPLES ACADEMIQUES DE MAILLAGES
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINis 1D
o Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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LE PROBLEME CONTINU

=0y (k(2)0,u) = f(z), dans]0,1],
u(0) =u(1) =0.

o f est une fonction intégrable (disons continue ...).

@ k une fonction bornée, inf & > 0.
o Dans un premier temps, on considérera k réguliere.
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NOTATIONS

LE PROBLEME CONTINU

=0z (k(2)0,u) = f(x), dans]0,1],

u(0) = u(1) = 0.

o f est une fonction intégrable (disons continue ...).

@ k une fonction bornée, inf & > 0.

e Dans un premier temps, on considérera k réguliere.
MAILLAGE VOLUMES FINIS 7 DE |0, 1]

UN

Volumes de controéle : Des intervalles ouverts (k;)1<i<n qui

recouvrent |0, 1]

0=z1/2<x3/2<...<Tj_1/2<Tit1/2<...<TN_1/2<TN41/2=1.

Centres :
Bord : Par commodité on pose aussi g =0 et x4 = 1.

Ki :]5171‘—1/2,517i+1/2[7

Une famille de points x; € k;, 1 =1,..., N.

On note h; = |K;| = 24172 — 712 la mesure de K;.

On note hit1/2 = Tix1 — x; la distance entre les centres de deux

voisins.

F. Boyer

VF pour les milieux poreux
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Un schéma VF cells-centered :

@ met en jeu une seule inconnue u; par volume de controle, censée
approchée la valeur de la solution au centre x;.

@ consiste a écrire un bilan de flux sur chaque volume de controle.

CALCUL POUR UNE SOLUTION REGULIERE

/6m(—k8$u)d:c:/ f(z)dx, Vi=1,..,N.
Ki Ki
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Un schéma VF cells-centered :

@ met en jeu une seule inconnue u; par volume de controle, censée
approchée la valeur de la solution au centre x;.

@ consiste a écrire un bilan de flux sur chaque volume de controle.

CALCUL POUR UNE SOLUTION REGULIERE

—(kazu)(:v,»_,_l/g)}—[—(kau . 1/2] /f Ydw, Vi=1,.
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CONSTRUCTION DU SCHEMA VOLUMES FINIS

1/2
PHILOSOPHIE VF CELLS-CENTERED
Un schéma VF cells-centered :
@ met en jeu une seule inconnue u; par volume de controle, censée
approchée la valeur de la solution au centre x;.
@ consiste & écrire un bilan de flux sur chaque volume de controle.
CALCUL POUR UNE SOLUTION REGULIERE
_(kﬁmu)(xiﬂ/z)} — [—(Aa u)(Ti—1/2 } / f(z)dx, Vi=1,.
APPROXIMATION DU FLUX
59 Sk u(it1) — u(z;)
—( zu)($i+1/2) - ($i+1/2) n .
i+1/2
18/ 237
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CONSTRUCTION DU SCHEMA VOLUMES FINIS

1/2
PHILOSOPHIE VF CELLS-CENTERED
Un schéma VF cells-centered :
@ met en jeu une seule inconnue u; par volume de controle, censée
approchée la valeur de la solution au centre x;.
@ consiste & écrire un bilan de flux sur chaque volume de controle.
CALCUL POUR UNE SOLUTION REGULIERE
u(wi1) — u(w;) u(zi) — u(zi-1)
*k($i+1/2)h— - *k($¢—1/2)h—
i+1/2 i—1/2
Ki
ou f; est la moyenne de f sur «;.
18/ 237
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LE SCHEMA VF - VERSION 1
On cherche u” = (u;)1<i<n € R7 vérifiant

S i, Vie{L,.., N},
i+1/2 fizy2

avec ug = un+1 = 0 (CL de Dirichlet homogéne).
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CONSTRUCTION DU SCHEMA VOLUMES FINIS

2/2
LE SCHEMA VF - VERSION 1
On cherche v” = (u;)1<i<n € R7 vérifiant
Uj+1 — Us U — Uj—1 .
—k; —————+ ki1 po— =hif;, Vie{l,...,N},
/2 hit1/2 1/2 hi—1/2 { ;
avec ug = un+1 = 0 (CL de Dirichlet homogéne).
LE SCHEMA VF - VERSION 2
On cherche u” = (u;)1<i<n € R7 vérifiant
Fi+1/2(uT) - Fi*l/?(uT) = hifi) Vi € {17 EERE) N}a
avec
Uil — Uy .
Fi+1/2(UT) = _kiJ’,l/Q%’ 1= 17 e 7]V — 1,
i+1/2
U unN
F1/2(UT) = _kl/Zia FN+1/2(UT) = k?N+1/2 .
hy/2 hnii/2
19/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINis 1D
e Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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Le schéma se met sous la forme matricielle Au” = B avec
u” = (u;)1<i<n, B = (hifi)i<i<n,
et A tridiagonale donnée par
it1/2 n ki 1/2 kit1/2 kic1/2

Q3 =7 T 37— Qi1 = —7 5, Gji—1= —
hivi/2 hiciye h
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PREMIERS ELEMENTS D’ANALYSE

Le schéma se met sous la forme matricielle Au? = B avec
T
v’ = (w)1<i<n, B = (hifi)i<i<n,

et A tridiagonale donnée par

Qi - /e Qi i ] = — .
) i,0+1 ) i,i—1
hit1/2 hi—1/2

kivip | kicap kit1/2 ki1/2
i =+ ——

hizi2 hiciy2

e A est toujours symétrique définie positive :

N
(Au” ,07) = Z(Fi+1/2(u7) — F;_q12(w”))v;
i=1
N-1
= —Fio(u”)v1 + Fyy12(”)on + D Fiy1ya(u”)(vi — vig1)
i=1
N N A
==Y Fipije”)(vig1 — vi) :Zki+1/27:_ *(vig1 —vi)
i=0 i=0 it+1/2
_ ﬁ]:h 5 wit1 — U \ [ vip1 — v
= it1/2Kir1/2
o Ry hiti1y2 hiyi/2

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PREMIERS ELEMENTS D’ANALYSE

Le schéma se met sous la forme matricielle Au” = B avec
u” = (ui)1<i<n, B = (hifi)i<i<n,
et A tridiagonale donnée par
kivije  kiciy2 kit1/2 ki1/2
Gij=T—"—+——, Gjiy1=—7"—, Qji-1=—7——.
hivi2 hi—yye hit1/2 hi—1/2

FORMULATION “VARIATIONNELLE” DU SCHEMA VF
Trouver u” € R7 tel que

N N
w7 e RY, Zhi+1/2ki+1/2 (UH—I — u@> (vi+1 — vz') _ Zhifivi~
=1

=0 hiv1/2 hit1/2
———
somme sur les interfaces somme sur les volumes
zfol kO ud vdx zfol fudzx
o La mise en oeuvre des schémas VF se fait par
interfaces/arétes.
o La forme variationnelle est tres utile dans I’analyse.

21/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



Soit ©7 solution de
Au” = (hifi)1<i<n-

» Preuve du principe du maximum 1D
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Soit ©7 solution de

Au” = (hifi)1<i<n-

(fi > O,Vi) - (ui > O,W).

» Preuve du principe du maximum 1D

1l existe C > 0 ne dépendant que de k telle que

[ oo < Cl floo-

» Preuve de la stabilité L°° 1D
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Pour tout u” € R7, on a

Nl

'Ulz+1
hipige

-

norme H' discréte

N
lu™llz = (D hilwil* ) < llulloo < th+1/2
i=1

PREUVE : Somme télescopique + Cauchy-Schwarz
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Pour tout u” € R, on a

'Ufz+1
hipige

-

norme H' discréte

N
™ llz = (D hiluwal® ) < llulloo th+1/2
i=1

PREUVE : Somme télescopique + Cauchy-Schwarz

Siu” € RN est solution de Au” = (h;f;)1<i<n, on a Uestimation

||UT||2 < ||f||2

~ infk’

En réalité, on a beaucoup mieux : une borne H' discrete.
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COMPARAISON AVEC LES DIFFERENCES FINIES

PREMIER CAS : MAILLAGE UNIFORME

On se place dans le cas k = 1, i.e. —02u = f.
Ti—1/2FTit1/2

On consideére un maillage uniforme et on prend x; = 5

o A lintérieur du domaine :

—Ui1 +2u; —uy

-1
VF & DF & e = fi;

les schémas sont identiques (modulo le second membre).

24/ 237
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COMPARAISON AVEC LES DIFFERENCES FINIES

PREMIER CAS : MAILLAGE UNIFORME

On se place dans le cas k = 1, i.e. —02u = f.
Ti—1/2FTit1/2

On consideére un maillage uniforme et on prend x; = 5

o A lintérieur du domaine :

—Ui1 +2u; —uy

-1
VF & DF & e = fi;

les schémas sont identiques (modulo le second membre).
e Sur le bord :

U2 — U1 Uy — 0
- = Dhfi.
VE & — e 1f1
uz;ul _ u}iﬁo
1)17 <~ ““‘?5};72[““* = f&.

Les deux schémas ne sont pas identiques!

24/ 237
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Le schéma VF s’écrit (& l'intérieur du domaine)

Uil —Ui Ui —Ui—1
hit1/2 hi—1/2
= fi-
h;

LE SCHEMA EST-IL CONSISTANT AU SENS USUEL ?

25i 237



COMPARAISON AVEC LES DIFFERENCES FINIES

DEUXIEME CAS : MAILLAGE GENERAL 1/2

Le schéma VF s’écrit (& l'intérieur du domaine)

Ui41—Us Ui —Uj—1

- hit1/2 hi—1/2 :f'
h; !

LE SCHEMA EST-IL CONSISTANT AU SENS USUEL ? Soit u € C2

w(wipr)—u(zi) _ ul@s)—u(zi—1)

Rivi/2 hi—1/2
Pu(x;) — ax
T ( l) hi

_ (- hi—1/2 + hit1)2
o Qill

) O2u(z;) + O(h)

=r;

Exemple : ho; = h, hoip1 = h/2, x; = (24172 + Ti—1/2)/2, il vient

]r% = 1/4, roip1 = —1/2.\

Le schéma VF n’est pas consistant au sens des DF
... et pourtant le schéma est L°° stable ...

... et il converge!
25/ 237
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COMPARAISON AVEC LES DIFFERENCES FINIES

DEUXIEME CAS : MAILLAGE GENERAL 2/2

Le schéma VF s’écrit (& l'intérieur du domaine)

Wig1—Ui  Ui—Ui_1
Rivi/2 hi—1/2
S, - 1.

7

UNE NOUVELLE PROPRIETE DE CONSISTANCE
Soit u € C3. On pose

u; = u(w;) + %851&(331) = u(z;) + O(h?).

Uiy1—Us Ui —Ui—1

aiu(xl)_ hiyi/2 - hi_1/2 :O(h)”

= Ceci démontre (de fagon pas tres naturelle) la convergence a
l'ordre 1 du schéma en norme infinie.

sup [u(w;) — u;| < sup|u(z;) — %] +sup |[a; — u;| < Ch.
K3 K3 K3
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINis 1D
e Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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RESUME DES DIFFERENCES VF / DF

o La notion de flux est centrale en Volumes finis et elle a disparu
de 'analyse précédente.

e La notion de consistance au sens des DF n’est pas adaptée pour
les VF.

e La preuve de convergence précédente n’est pas naturelle (et ne se
généralise pas bien!).

~~ Nécessité de développer d’autres techniques de preuves.

28/ 237
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RAPPEL DU SCHEMA :
Fip10(u”) = Fi_ypo(u”) = hifi, Yie{l,...,N},

——
Fiyi2(u”) = —ki+1/2%, 0=1,...,N.
i+1/2
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RAPPEL DU SCHEMA :
Fip10(u”) = Fi_ypo(u”) = hifi, Yie{l,...,N},

——
Fi+1/2(u7):_ki+l/2La 0=1,...,N.

hiy1/2
LA SOLUTION EXACTE VERIFIE :

Fi+1/2(u) — Fi_1/2(u) = hlfl? Vi € {1, .o ,N},

avec le flux exact défini par

Fit17o(u) = —kiy1/2(0:u)(@iy1/2)-
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CONSISTANCE DES FLUX

RAPPEL DU SCHEMA :
Fi+1/2(u7) — Fifl/g(’UJT) = hifi; Vi € {1, ey N},

Ui4+1 — Uq
Fiyip(u”) = —ki+1/2L7 0=1,...,N.

hit1/2
LA SOLUTION EXACTE VERIFIE :

Fi+1/2(u) — Fi_l/g(u) = hlfl, Vi € {1, .. .,N},

avec le flux exact défini par

Fi+1/2(u) = *ki+1/2(3zu)($i+1/2)~
PROJECTION DE LA SOLUTION EXACTE SUR 7 :

PTy = (u(mi))1§¢§N S RT.

L’ERREUR DE CONSISTANCE SUR LES FLUX

e u\x; — ul\x;
Ri+1/2(u) = <_ki+1/2(—;—;)()> - (— ki+1/2(6wu)(xi+1/2)) .
i+1/2

=Fit1/2(PTu) =Fi11/2(u) 20/ 287
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On définit l'erreur e = u? — P7w.
RAPPEL

Fiy1j2(u”) = Fioypo(u”) = hifi, Yie{l,...,N}, (1)
F,L-_H/Q(u) — Fi_l/g(u) =hifi;, Vie {1, L. ,N}, (2)
RH_]_/Q(’LL) = Fi+1/2(IF’Tu) - Fi_‘_l/z(u), Vi € {0, ey N} (3)
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On définit l'erreur e = u? — P7w.
RAPPEL

Fi+1/2(uT) _‘Fi—l/Q(U’T) :hlfla Vi € {17"'5N}5 (1)
F,L»_H/Q(u) — Fi_l/g(u) =hifi;, Vie {1, L. ,N}, (2)
Ri+1/2(u) = F,H_l/Q(IPTU) - Fi_‘_l/Q(u), Vi € {0, ey N} (3)

LE caLcuL VF
@ On soustrait (1) et (2), en utilisant (3)

Fip10(u” =PTu) — Fi_1)9(u” —P7u) = =Rt 1/2(u) + Ri_1/2(u).
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ESTIMATION D’ERREUR VF

LE PRINCIPE

On définit l'erreur €7 = u? — P7u.
RAPPEL

Fi+1/2(uT) — Fi_l/g(uT) = hlfl7 Vi € {1, ey N}, (1)
Fip1yo(u) = Fi_1/2(u) = hif;, Vie{l,...,N}, (2)
Rip12(u) = Fiy1)o(P7u) — Fip0(u), Vie{0,....,N}.  (3)

LE caLcuL VF
e On soustrait (1) et (2), en utilisant (3)

Fipip(u” =PTu) = Fi_qj2(u” —P7u) = —Riyq/2(u) + Ri—y/2(u).
o On multiplie les équations par e; et on somme

N 2 N
€ir1 — € €ir1 — €4
> hisayekiviye <H> == hiz12Ris1y2(u) (H) :

part hit1/2 et hiv1s2
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ESTIMATION D’ERREUR VF

LE PRINCIPE

On définit l'erreur €7 = u? — P7u.
RAPPEL

Fit1o(u™) = Fi_yjo(u”) = hifi, Vie{l,...,N}, (1)
Fip1yo(u) = Fi_1/2(u) = hif;, Vie{l,...,N}, (2)

Riy12(u) = Fiy1ja(PTu) = Fiyyja(u), Vie{0,...,N}.  (3)
LE caLcuL VF
e On soustrait (1) et (2), en utilisant (3)

Fip12(u” —PTu) — Fi_y)o(u” —PTu) = —Riy1/0(u) + Ri_1/2(u).
o On multiplie les équations par e; et on somme
N €; e\’ N €; €;
i1 ok 1+1_1> =N hii1 R, u (“rl_l)
ZZ:; +1/2Kit1/2 ( hotrs ; +1/28i11/2(u) Mo

@ On utilise Cauchy-Schwarz

2\ 2
e; 1
le™[loo < (th+1/2 ( L ) ) <= <Z hiv1y2|Rip1y2(u)l )

hit1/2
30/7237

Nl=
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IL RESTE A ESTIMER LES R;1/2(u)
Si la solution u est C2, la formule de Taylor donne

€T, — u\xr;
|Rz+1/2 | = ( i+1/ 2%1/2()) — (— ki+1/2(3zu)(xi+1/2)) ‘
< | klloo (|07 ]| osize(T).
Il vient

sup [u; — w(@)| = [le” [loo < [kllool|OFulloch
K2
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ESTIMATION D’ERREUR VF

L’ESTIMATION FINALE

IL RESTE A ESTIMER LES R;1/2(u)
Si la solution u est C2, la formule de Taylor donne

( i+1 2W) - (— k¢+1/2(3zu)($i+1/2))‘ .
i+1/2
< |[kll oo |07l cosize(T).

|Riy2(u)] =

I1 vient

sup [u; — w(@)| = [le” [loo < [kllool|OFulloch
(2

REMARQUES :

@ Sionawiip=
bord!).
En général, cela n’est pas vrai, on a plutot

Ti+Tit1

, alors le schéma est d’ordre 2 (sauf au

Ti—1/2 + Tit1/2
— s

e Si d’aventure, il exite UNE interface telle que R;,+1(u) = O(1),
alors le schéma est seulement d’ordre 1/2.

Ty =

31/ 237
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINis 1D
e Notations. Construction
@ Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
e Extensions
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 1/7

Code en Scilab a vocation pédagogique (B. - Krell) :

http://wuw.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/publications/VF_scilab.tar.gz
On se place dans le sous-répertoire : 1D

e 3 librairies de fonctions :
o donnees1D.sci

Différents jeux de données
e maillagesiD.sci

Création de maillages, calculs de normes discretes
o schemasiD.sci

Fonctions d’assemblage des schémas
@ 2 programmes principaux :
e VF1D.sce

Calcul et tracé des solutions approchées/exactes
e courbes_erreurlD.sce

Tracé de courbes d’erreurs

33/ 237
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http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/publications/VF_scilab.tar.gz

IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 2/7

JEUX DE DONNEES

@ Un jeu de données donnees est une structure qui contient
e donnees.nom : le nom du cas test.
o donnees.source : le terme source (une fonction R — R).
o donnees.bordD : les données au bord (une fonction R — R).
o donnees.uexacte : la solution exacte (une fonction R — R).
o donnees.coeff_k : le coeff de diffusion (une fonction R — R).

@ Certains contiennent d’autres informations...
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 2/7

JEUX DE DONNEES

@ Un jeu de données donnees est une structure qui contient
e donnees.nom : le nom du cas test.
o donnees.source : le terme source (une fonction R — R).
o donnees.bordD : les données au bord (une fonction R — R).
o donnees.uexacte : la solution exacte (une fonction R — R).
o donnees.coeff_k : le coeff de diffusion (une fonction R — R).

@ Certains contiennent d’autres informations...

o Liste de jeux de données : cas_test=list(...,...,...)
Pour tout entier i convenable cas_test (i) est un jeu de
données.

e Pour rajouter un jeu de données :

cas_test($+1)=struct("nom",xxxx%, ...
"uexacte",xxxx,...
"bordD",xxxxX,...
"source" ,xXxXxX, ...
"coeff k", xxxx);
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MAILLAGES :
e Forme générique des fonctions de création
function [maillage] = maillage xxxx(N);
Avec : xxxx € {uniforme , alterne , aleatoire , stretch}
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 3/7

MAILLAGES :
e Forme générique des fonctions de création
function [maillage] = maillage xxxx(N);

Avec : xxxx € {uniforme , alterne , aleatoire , stretch}
e Chacune renvoie une structure maillage contenant

@ maillage.nom : le nom du maillage.

@ maillage.nb_vol : le nombre de volumes de controle.

@ maillage.centres : coordonnées des centres

maillage.centres(i) = z;, 1 <¢ <maillage.nb_vol
@ maillage.sommets : coordonnées des sommets
maillage.sommets(i) = x;_1/2, 1 <7< maillage.nb_vol+l
@ maillage.mes : mesures des volumes de controles
maillage.mes(i) = h;, 1 <i<maillage.nb_vol
e maillage.dist : distances entre centres voisins
maillage.dist(i) = h;_1/, 1 <7 <maillage.nb_vol+l
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EXEMPLES D’UTILISATION
On suppose donnees et maillage connus

e Evaluation du terme source au centre des mailles
source_centres=feval (maillage.centres,donnees.source);
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 4/7

EXEMPLES D’UTILISATION
On suppose donnees et maillage connus

e Evaluation du terme source au centre des mailles
source_centres=feval (maillage .centres,donnees.source) ;

o Evaluation du coefficient de diffusion aux interfaces
ck=feval(maillage.sommets,donnees.coeff k);
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 4/7

EXEMPLES D’UTILISATION
On suppose donnees et maillage connus

e Evaluation du terme source au centre des mailles
source_centres=feval (maillage .centres,donnees.source) ;

o Evaluation du coefficient de diffusion aux interfaces
ck=feval(maillage.sommets,donnees.coeff k);

o Evaluation de la solution exacte au centre des mailles, si elle est
fournie
if (isfield(donnees,’uexacte’)) then
solexacte=feval(maillage.centres,donnees.uexacte) ;
end;
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 5/7

FONCTIONS D’ASSEMBLAGE DES SCHEMAS

o Syntaxe générale : [A,b]=vf_xxxx(m,donnees)
e Entrée : m est un maillage et donnees un jeu de données.
e Sortie : A est la matrice du systeme et b le second membre.

@ Sont codées pour 'instant :
e xxxx=laplacien_dirh :

—u" = f, avec u(0) = u(1) = 0.

o xxxx=laplacien_dirnh :
—u" = f, avec u(0) = bordD(0)
o u(1) = bordD(1)
o xxxx=diffusion_dirnh :
_ u(0) = bordD(0)
0, (H(x)0su) = f, avec { e
o xxxx=diffusion_neunh :
B _ —k(0)u’(0) = bordN(0)
0o (k(2)D0s) = f, avec { HO ) = e
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 6/7

STRUCTURE DU PROGRAMME VF1D.sce

o Chargement des libraires de fonctions.

o Interrogation utilisateur :

Choix du cas test

Choix du probleme a résoudre et de variantes du schémas.
Choix du maillage

°
]
]
e Choix du nombre de volumes de controle

Assemblage du schéma
Résolution du systéme linéaire (par UMFPACK si Scilab>=5.2)

Tracé de la solution approchée (et exacte si disponible) et
évaluation de l'erreur.
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

DESCRIPTION DU CODE FOURNI 7/7

STRUCTURE DU PROGRAMME courbes_erreuriD.sce

o Chargement des libraires de fonctions.

o Interrogation utilisateur :

Choix du cas test

Choix du probléme a résoudre et de variantes du schémas.
Choix du maillage

Choix du nombre de volumes de contréle du maillage grossier.
Choix de I'incrément du nombre de volumes de controle d’un
maillage a lautre.

e Choix du nombre de volumes de contréle maximal souhaité.

e Pour chaque taille de maillage :

e Assemblage du schéma
o Résolution du systéme linéaire (par UMFPACK si Scilab>=5.2)
e Evaluation et stockage de I’erreur dans différentes normes.

o Tracé des courbes d’erreur en fonction du pas du maillage en
échelle logarithmique.
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

REGARDONS DE PLUS PRES

RESOLUTION DU LAPLACIEN DIRICHLET HOMOGENE
Extrait de la fonction [A,b]=vf_laplacien dirh(m,donnees)

Implémentation “différences finies”

for i=2:m.nb_vol-1

A(i,i) = 1/m.dist(i) + 1/m.dist(i+1);
A(i,i-1) = - 1/m.dist(i);
A(i,i+1) = - 1/m.dist(i+1);
end
A(1,1) = 1/m.dist(1) + 1/m.dist(2);
A(1,2) = - 1/m.dist(2);

A(m.nb_vol,m.nb_vol) = 1/m.dist(m.nb_vol+1)
+ 1/m.dist(m.nb_vol);
A(m.nb_vol,m.nb_vol-1)= - 1/m.dist(m.nb_vol);

b=feval (m.centres,donnees.source) .*m.mes;

= Assemblage direct de la matrice.
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

REGARDONS DE PLUS PRES

RESOLUTION DU LAPLACIEN DIRICHLET HOMOGENE
Extrait de la fonction [A,b]=vf_laplacien dirh(m,donnees)

Implémentation “volumes finis”

for i=2:m.nb_vol
tau = 1/m.dist(i);

A(i-1,i-1) = A(i-1,i-1) + tau;

A(i,1) = A(i,1) + tau;

A(i-1,i) = A(i-1,1i) - tau;

A(i,i-1) = A(i,i-1) - tau;
end

A(1,1) = A(1,1) + 1/m.dist(1);
A(m.nb_vol,m.nb_vol) = A(m.nb_vol,m.nb_vol)
+ 1/m.dist(1+m.nb_vol);

b=feval (m.centres,donnees.source) .*m.mes;

= Assemblage par parcours des interfaces/arétes.

Remarque : le second membre peut aussi étre construit par arétes! 41, 287
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IMPLEMENTATION EN SCILAB

REGARDONS DE PLUS PRES

RESOLUTION DU PB DE DIFFUSION AVEC DONNEE AU BORD
Extrait de la fonction [A,b]l=vf_diffusion_dirnh(m,donnees)

Implémentation “volumes finis”

ck=calcul_coeff_k_interf (m,donnees);

for i=2:m.nb_vol
tau = ck(i)/m.dist(i);

A(i-1,i-1) = A(i-1,i-1) + tau;

A(i,i) = A(i,i) + tau;

A(i-1,i) = A(i-1,i) - tau;

A(i,i-1) = A(i,i-1) - tau;
end

A(1,1) = A(1,1) + ck(1)/m.dist(1);
A(m.nb_vol,m.nb_vol) = A(m.nb_vol,m.nb_vol) + ck(1)/m.dist(1+m.nb_vol);

b=feval (m.centres,donnees.source) .*m.mes;
b(1) = b(1) + ck(1)/m.dist(1)*dir_g;
b(m.nb_vol) = b(m.nb_vol) + ck(m.nb_vol+1l)/m.dist(m.nb_vol+1)*dir_d;
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© INTRODUCTION
@ Ecoulements complexes en milieux poreux
e Autres modeles
@ Cahier des charges

© ScHEMA VOLUMES FINis 1D
e Notations. Construction
e Analyse du schéma. Approche DF
@ Analyse du schéma. Approche VF
o Implémentation en Scilab
o Extensions
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On ne suppose plus la fonction k réguliere.
Hypotheése : k constante sur chaque volume de controle.
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

DEFINITION GENERALE DU SCHEMA

On ne suppose plus la fonction k réguliere.
Hypothese : k constante sur chaque volume de controle.
LES PROBLEMES A RESOUDRE

o Le coefficient k;;1/o = k(z;41/2) n'est pas bien défini.
e La solution u ne peut pas étre C2! Si f est C°, on a seulement

k(0yu) € C*.

o C’est donc le flux total qui est bien défini en tout point

Flux total exact :  Fjjq/9(u) = — (k(aLu)> (Tig1/2)-
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

DEFINITION GENERALE DU SCHEMA

On ne suppose plus la fonction k réguliere.
Hypothese : k constante sur chaque volume de controle.
LES PROBLEMES A RESOUDRE

o Le coefficient k;;1/o = k(z;41/2) n'est pas bien défini.
e La solution u ne peut pas étre C2! Si f est C°, on a seulement
k(0yu) € C*.

o C’est donc le flux total qui est bien défini en tout point
Flux total exact :  Fjjq/9(u) = — (k(aLu)> (Tig1/2)-

DEFINITION DU FLUX NUMERIQUE

On va toujours ’écrire sous la forme suivante
3
U1 — Ui
T 1+1 )
E+1/2(U )= *ki+1/27h
i+1/2

mais comment choisir k; /97

kivij2 = ki? kiy1y2 = kiv1? kig1y2 = (ki + kig1)/27
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DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;
o k est constante = k; donc u € C? dans «;.

k~u(xi+1/2) — u(z)

Tit1/2 — T

Q

= (kOyu) (xi_+1/2)

DANS LE VOLUME DE CONTR@LE Ki+1
® [ est constante = k; ;1 donc u € C? dans Kit1-

u(wit1) — U($i+1/2)

= (kdyu)(xT ~ k;
(kOzu)( ) & kit T — i1

i+1/2
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

CONSTRUCTION DU FLUX NUMERIQUE

DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;
o k est constante = k; donc u € C? dans «;.

w(zit1/2) — u(zi)
) ~ ki .

= (kduu)( Tiris —

Tiv1/2

DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;1
® [ est constante = k; ;1 donc u € C? dans Kit1-

S B0y ) & oy N T 2]

i+1/2
+1/ Tit1 — Tit1/2

ON ECRIT LA CONTINUITE DU FLUX TOTAL
FZ-H/Q(u) = —(kawu)(x;:l/g) = —(k@wu)(aci_ﬂm).
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

CONSTRUCTION DU FLUX NUMERIQUE

DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;
o k est constante = k; donc u € C? dans «;.

)~ k‘u(mi+1/2) - u(i’?i)_

Tiv1/2 — i

= (krawu)(nci_irl/2
DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;1
® [ est constante = k; ;1 donc u € C? dans Kit1-

S B0y ) & oy N T 2]

i+1/2
+1/ Tit1 — Tit1/2

ON ECRIT LA CONTINUITE DU FLUX TOTAL
_ B N B B
Fitr12(u) = —(k@wu)(xiﬂ/g) = —(k@wu)(xi+1/2).
ON ESSAIE D’ELIMINER LA VALEUR A L'INTERFACE

M(k%u)(wlﬁrw) + M(k/‘aﬂ)(fﬂi}l/g)

ol o ki1 ki
Fi+1/2(u) - Tit1—Tiy1/2 + Tiy1/2—Ti
kit1 ki
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

CONSTRUCTION DU FLUX NUMERIQUE

DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;
o k est constante = k; donc u € C? dans «;.

)~ k‘u($i+1/2) - u(i’?i)_

Tiv1/2 — i

= (krawu)(nci_irl/2
DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;1
® [ est constante = k; ;1 donc u € C? dans Kit1-

S B0y ) & oy N T 2]

i+1/2
+1/ Tit1 — Tit1/2

ON ECRIT LA CONTINUITE DU FLUX TOTAL
_ B N B B
Fitr12(u) = —(k‘(‘?wu)(xiﬂ/g) = —(k@wu)(xi+1/2).
ON ESSAIE D’ELIMINER LA VALEUR A L'INTERFACE

_ B w(xier) — u(z;)
Fi+l/2(u) ~ Tit1—Tip1/2 + Tit1/2—Ti
kit1 ki
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

CONSTRUCTION DU FLUX NUMERIQUE

DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;
o k est constante = k; donc u € C? dans «;.

)~ k‘u(mi+1/2) - u(ifi)_

Tiv1/2 — i

= (krawu)(nci_irl/2
DANS LE VOLUME DE CONTROLE K;1
® [ est constante = k; ;1 donc u € C? dans Kit1-

S B0y ) & oy N T 2]

ir1/2
+1/ Tit1 — Tiq1/2

ON ECRIT LA CONTINUITE DU FLUX TOTAL
_ B N B B
Fitr12(u) = —(k‘&vu)(xiﬂ/g) = —(k@wu)(xi+1/2).
ON ESSAIE D’ELIMINER LA VALEUR A L'INTERFACE

— hit1/2 (i) — u(;)
Fi+1/2(u> ~ Tit1—Tiy1/2 Tiy1/2— T4
kit + ki

hit1/2

def .
= kiy1/2, moy. harmonique
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COEFFICIENTS DISCONTINUS

RESUME ET RESULTATS

Le schéma VF s’écrit donc : trouver u”? € R7 tel que

Fip10(u”) = Fi_qo(u”) = hif;;, V1<i<N,

avec
Uj — U4
Fz‘+1/2(U7) = _ki+1/2;17
i+1/2
hi+1/2ki/€i+1

Kip1ja = ,
2T @iy — Taipay2)ki + (@iraja — Tkt

RESULTATS THEORIQUES
o Existence et unicité de la solution du schéma.
e Stabilité L> et L2.
e Convergence H! & l'ordre 1 pour toute donnée f € L?().

@ On observe de 'ordre 2 en norme L

Tout autre choix de k;4 /o dégrade la convergence du schéma.
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=0y (k(x)0zu) = f(x) 4+ 04, dans]0,1],
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=0y (k(x)0zu) = f(x) 4+ 04, dans]0,1],

ECRITURE EQUIVALENTE :

= (ac), dans ]0, af,
(k(a:) )= f(z), dans]a,1],

[t -
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TERME SOURCE DIRAC : SAUT DE FLUX

=0y (k(x)0zu) = f(x) 4+ 04, dans]0,1],

ECRITURE EQUIVALENTE :

—0, (k(z)0zu)
—0p (k(z)0,u)

|- b0 (@) - | - ko @) =1,

f(z), dans]0,al,
f(z), dans]a,1],

SCHEMA : Méthode similaire & ce qui précede
Soit 7 tel que a € [x;, x;+1], on écrit

Tip1 —a
Fii1/2(u”) = Fiq2(u”) = hifs + hﬂi
it 1/2
T T a — xI;
Fiigo(u”) = Figryo(u”) = hiy1fiy1r + h :
it 1/2

La définition des flux et les autres équations sont inchangées.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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RETOUR AU CODE SCILAB

@ Prise en compte d'un terme de Dirac dans le probleme.

e La méthode proposée dans le transparent précédent est mise en

oeuvre si donnees.dirac est défini.
e On peut vérifier que, si on prend mal en compte le terme de
Dirac, la convergence se dégrade.

© Probleme de diffusion & coefficient discontinu :
e Programmation des différents choix du flux & I'interface :
@ Si donnee.methode=’exacte’ :
kiv1/2 = k(wi11/2)-
o Si donnee.methode=’arithmetique’ :

k(zi) +k($z‘+1).

kit1/2 = 2

o Si donnee.methode=’harmonique’ :

hit1/2k(zi)k(@it1)

kiy1/2 = (

e Comparaison des ordres de convergence observés.

F. Boyer VF pour les milieux poreux

Tiy1 — Tip1/2)k(@i) + (T2 — T)k(zTit1)
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)
e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

o o
e Sikx#c,onaxnNc=40.
o Q=Ugerk
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)

e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

o o

e Sik#c,onaknNcL=0.

o Q=Ugerk

o une famille de points (zx)cer tels que

e Pour tout K € 7, zx € /%

e Pour tout K,£ € T, K # £, si KN £ est de dimension d — 1, alors
c’est une face de K et de £, notée K|c et qui de plus, vérifie la
condition d’orthogonalité

[I)c,l‘g} L/C‘L. (4)
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LA NOTION DE MAILLAGE ORTHOGONAL ADMISSIBLE

(Eymard, Gallouét, Herbin, 00— ’09)
DEFINITION (pas la plus générale)
e Q un ouvert borné polygonal connexe de R,
o Un maillage orthogonal admissible 7 est constitué de :

e une famille finie de sous-domaines compacts, polyhédraux,
convexes, non vides de €2 notés x et appelés volumes de
controle vérifiant

° gin#c,onalgﬂZ:(ZJ.
o Q=Ugerk
o une famille de points (zx)cer tels que

e Pour tout K € 7, zx € /%

e Pour tout K,£ € T, K # £, si KN £ est de dimension d — 1, alors
c’est une face de K et de £, notée K|c et qui de plus, vérifie la
condition d’orthogonalité

[$)C,:L‘L} LK‘L. (4)
NOTATIONS
o Pas du maillage : size(7)
o Ensembles d’arétes : &, Ecut, Eint, Ex
o Normales : Vi, Vo, Vir
@ Volumes. Mesures : |k, |o]
o Distances : dxy, dro, dxr, do
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On considere le probleme suivant

—Au = f, dans Q
uw =0, sur JQ.

sur un maillage orthogonal admissible 7 (ici formé de triangles)

o

BILAN SUR UN VOLUME DE CONTROLE K

|’C|f:cd§/’cf=/’c—Au= Z — [ Vu v,

cEEK | g v

def—
=F}C,a
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|K4fﬁ:= jz: 75&@-

[ SN

i

\
\

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL

F,C,a = —Fﬁ,g, si o =K|c.
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|K4fﬁ:= jz: 75KJ'

[ SN

i

\

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL
Feo=-F.,, sio=cxlc.

INCONNUES AUX CENTRES On souhaite obtenir ue ~ u(zx)
Notation : v’ = (uc)xer € R7.
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

NOTATIONS. GENERALITES.

‘ijk = zi: 25K¢r

o€k

CONSERVATIVITE LOCALE POUR LE PROBLEME INITIAL
Fro=-F.,, sio=x|c.

INCONNUES AUX CENTRES On souhaite obtenir ue ~ u(zx)
Notation : u” = (uy)cer € RZ.

FLUX NUMERIQUES
BUT : définir u” — Fy ,(u”) qui approche le flux réel Fy ,
SCHEMA NUMERIQUE

Trouver u? € R7 tel que |c|fc = Z Fe o(u”) pour tout x € 7.
o€l

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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CAS D’UNE ARETE INTERIEURE o € &int, 0 =K|L.

Ty — X = i Ve

sizeo, (Vulx)) ve:.= ulwe) = ulwe) + O(size(T))

dlC[.
— Fro=—lo |—“(‘”“) i o) L O(size(T)?)
On pose donc
Frpu7) = —Jo| 12718
KL
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CAS D’UNE ARETE INTERIEURE o € &int, 0 =K|L.

Ty — X = i Ve

sizeo, (Vulx)) ve:.= W + O(size(T))

= Fy,= —|0|M + O(size(T)?)

d?C[,
On pose donc
Uy —u
Frpu7) = —Jo| 12715
KL
Remarque : On a la conservativité du schéma Fy ,(u”) = —F. ,(u”)

NOTATION :

def

Fe (u") = Feo(u) = —F, o (u”).
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CAS D’UNE ARETE EXTERIEURE 0 € Eept.
To — T = d/ca’/)co-

(Vu(z)) - vieo ~ u(xg)d— u(@e) = 0 —du(w,c) <« condition au bord
Ko Ko

- F}C,a = —|0|% + O(size(T)Q)

Ko

On pose donc

Ui
dro

Freo(u”) = —lo|
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LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VkeT, Z cm,a(uT) = |K[fx,

o€k
T Ye ZUe 4 VF4
F)C,a(u ) = _lal d , S1o = ’C|£ S gint; ( )
KL
T —Ux .
Feo(u?) =—|o] I sio € Eept.
Ko
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LE scaEmMA VF4 / TPFA

CONSTRUCTION DU SCHEMA.

LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VKEeT, > Feo”)=|xlf,

[ SN
T Ye — e g VF4
F}C,a’(u ):_|U|d7, SIO':IC|£€€int, ( )
KL
T —Ux .
FIQU(’U’ ):_|U|d ) sio € Eept-
Ko

REMARQUES
o Il s’agit d’un systeme linéaire de IV équations a N inconnues
(N=nb de volumes de controle dans 7).
e Pourquoi TPFA 7 Two Point Flux Approximation
e Pourquoi VF4 7 Stencil de 4 points en 2D sur maillages triangles.
e Sur maillage 2D cartésien uniforme : c’est le schéma a 5 points
standard.

55/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



LE scaEmMA VF4 / TPFA

CONSTRUCTION DU SCHEMA.

LE SCHEMA
On cherche u7 = (uy)cer € R7 tel que

VKEeT, > Feo”)=|xlf,

[ SN
T Ye — e g VF4
F}C,a’(u ):_|U|d7, SIO':IC|£€€int, ( )
KL
T —Ux .
FIQU(’U’ ):_|U|d ) sio € Eept-
Ko

NOTATIONS - APPROXIMATION CONSTANTE PAR MORCEAUX

e On notera f7 = (fc)cer € R7.
e On associe & toute famille v7 € RZ, une fonction

vT(z) = Z Vel ().
KeT
@ On a alors .
3
[07 2o = sup foc|, [lv7][L2 = (Z ’C””KQ) :
KeT

xeT

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
o Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

EXISTENCE. UNICITE. STABILITE.

NOTATIONS
e Pour tout couple (k, £) de volumes de controle voisins on note
Up — Uy
d)CL '
e Pour toute aréte intérieure o € ;¢ on note Dy (u”) = D (u7),
ou l'on a choisi une orientation K — £ une bonne fois pour toutes.

e Pour tout aréte extérieure o € &, on note Dy (u”) = ;Kﬂ.

Dy (u7) =

LEMME (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE)
Soit uT € RT une éventuelle solution de (VF4), alors pour tout
vT € RT

> do|o|Do(uT) Dy (v7) = Y |Kfvefic = (v, £7) 2

oce€ KeT

déf[’“/lr Tl T

~» La conservativité locale est essentielle ici
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

EXISTENCE. UNICITE. STABILITE.

LEMME (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE)

Soit uT € R une éventuelle solution de (VF4), alors pour tout
v € RT

> dolo|Do(u =" Ikfocfc = (7, f )2

ce€l KeT

d f
< [UT 7]1 T

~ La conservativité locale est essentielle ici

PROPOSITION

La forme bilinéaire
(u”,v7) € RT x RT s [u”,v7]1 1,

est un produit scalaire sur RT appelé produit scalaire H} discret.
La norme associée est appelée norme H} discréte et notée || - ||17.
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Pour toute donnée f € L*(Q), le schéma (VF4) admet une unique
solution u” et on a

lulF 7 < e llz2lf7llze < lullz2llfllze-

SSi 237



Pour toute donnée f € L*(Q), le schéma (VF4) admet une unique
solution u” et on a

lulF 7 < e llz2lf7llze < lullz2llfllze-

Pour obtenir une estimation H} discréte exploitable, on utilise le

Pour tout maillage orthogonal admissible T, on a

voT €RT, 7|22 < diam(Q)[v7 1,7

» Preuve de I'inégalité de Poincaré
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MATRICE DU SYSTEME
o Elle est symétrique définie positive (Cf. I'intégation par parties
discrete).
o C’est une M-matrice = principe du maximum discret vérifié
ff>0=u" >0.
En effet, la ligne © de la matrice s’écrit

Z 26,3(“/6 —ug) = |kl fi.

eV >0
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

PROPRIETES QUALITATIVES. PRINCIPE DU MAXIMUM DISCRET

MATRICE DU SYSTEME
o Elle est symétrique définie positive (Cf. I'intégation par parties
discrete).
o C’est une M-matrice = principe du maximum discret vérifié
fF>0=u" >0.

En effet, la ligne « de la matrice s’écrit

Z ch/(ulc —uz) = || fi.

eV >0

IMPLEMENTATION DU SCHEMA
o Parcours du maillage par arétes et non par volumes de controle.
o Informations géométriques utilisées : |o|, di., |K|.
o La seule méthode de quadrature utilisée (éventuellement) est
pour le terme source.
e Estimation de l'erreur de quadrature f7 +— u”, g7 +— v7

[u” = v7||z2 < Callu” = v7ll7 < CAIfT — g7 L2
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CELLULE DIAMANT

GRADIENT DISCRET  Pour tout v7 € R7, on définit (d = dimension)

duﬁd_ U Vi, =dDs(u)v, sio € Epy,
Vpe®, VIivT = 0 fﬁu
d——" Ve = dDy(uT v, si 0 € Eept,

KL
VT =Y 1,V € (LA(Q)%
DeD
LIEN AVEC LA NORME H} DISCRETE

1
™11 = IV 7e.
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (COMPACITE FAIBLE)

Soit (T,)n une suite de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,,) — 0 et (u”™),, une famille de fonctions discrétes définies sur
chacun des maillages telle que

Tn

sup [|u”"||1,7, < +o0.
n

Alors :

o Il existe une fonction u € L*(), et une sous-suite (u”*™), qui
converge fortement vers u dans L?().
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (COMPACITE FAIBLE)

Soit (T,)n une suite de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,,) — 0 et (u”™), une famille de fonctions discrétes définies sur
chacun des maillages telle que

sup [[u”™ 1,7, < +o0.
n

Alors :

o Il existe une fonction u € L*(2), et une sous-suite (u7#m), qui
converge fortement vers u dans L*(1).

De plus,
e La fonction u est dans H(Q).

o La suite des gradients discrets (VTemuT«m), converge
faiblement vers Vu dans (L%(Q))<.

y

» Preuve du Théoréme de compacité
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (CONVERGENCE DU SCHEMA VF4)

Soit f € L*(Q) et u € H}(Q), l'unique solution du probléme continu.

Soit (7,)n une famille de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,) — 0.

Pour tout n, on note u”™ € R™™ ["unique solution du schéma sur le
maillage T, pour la donnée f.
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

GRADIENT DISCRET. COMPACITE. CONVERGENCE

THEOREME (CONVERGENCE DU SCHEMA VF4)

Soit f € L*(Q) et u € H}(Q), l'unique solution du probléme continu.

Soit (7,)n une famille de maillages orthogonaux admissibles avec
size(7,) — 0.

Pour tout n, on note u”™ € R™™ ["unique solution du schéma sur le
maillage T, pour la donnée f.
On a:

e La suite (u”"), converge fortement vers u dans L?(12).
o La suite (V™mu”™), converge faiblement vers Vu dans
(L3 (@))%
De plus, si d > 2, la convergence forte des gradients n’a lieu que si
f=u=0.

v

» Preuve de la convergence de VF4
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PREALABLES

o Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur u.
e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H?(f2).
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

PREALABLES

o Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur wu.

e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H*(Q).
PRINCIPE DE L’ANALYSE

@ On souhaite comparer u” avec la projection P7u = (u(xx))x de

la solution exacte sur le maillage. On définit ’erreur

el =PTu—u”.
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

PREALABLES

o Convergence du schéma : pas d’hypothese de régularité sur wu.
e Pour les estimations d’erreur on va supposer que u € H*(Q).

PRINCIPE DE L’ANALYSE

@ On souhaite comparer u” avec la projection PTu = (u(z,))c de
la solution exacte sur le maillage. On définit ’erreur

el =PTu—u”.

@ On compare le flux numérique calculé sur P7u avec le flux exact
def T Rl
0| R0 (u) = Fro(PTu) = Fro.

11 vient (pour o € Eint)

ULy ) —ulx
R)C,O’(U): ( )d/c K |0|/Vu Vi dx.
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def

|U|Rfc,a(“) = FK,U(PTU) - ch,cr-
o On soustrait le bilan de flux exact
Klfe =Y Fro= Y Feol™u)— Y [0]|Recq(u),
[ SN o€l o€l
et le schéma numérique
elfe = 3 Fralu?).
c€EK
On obtient

VkeT, Z Feo(e") = Z |o| R0 (10). (%)

c€EK o€l
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def

|o|Ric.o(u) = Fr o (PTu) — F,C,a.
e On obtient

VEeT, Y Feole’) =Y [0|Req(u). (%)

o€k AT
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

0| R o (1) = Fr o (PTu) — Fr o

@ On obtient
VkeT, Z FK,J(BT) = Z ‘O-|RIC,U(U)~ (*)
o€k o€k
e On multiplie () par e, et on somme sur K.
o L’erreur de consistance est conservative Ry ,(u) = —R, »(u)

donc on trouve

[e”,e] 1T—Zd|a|D Zd|a|R D, (e™).

o€l oce&

e Par Cauchy-Schwarz on trouve

le™[h,7 < (Z daIUIIRa(U)I2> :

oe
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lle™lh,7 < (Z dUIJIIRa(u)F) -

oe&

Siu € C%(Q), il existe C ne dépendant que de () telle que

lle”llze < diam(Q)le” |17 < Csize(T) || D?ul|,

lu —uT| g2 < Csize(T)|| D*ul| oo

ESTIMATION DE L’ERREUR DE CONSISTANCE
Siu€C*(Q), |Ry(u)| < C|D%ulsosize(T).
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

ESTIMATION DE L'ERREUR

e llr < (ZdUIGIIRa(u)F) :

oe&

THEOREME (ESTIMATION D’ERREUR - Version 2)

Siu € H*(Q), il existe C ne dépendant que de Q) et reg(T) telle que
7]z < diam(Q)|e” ||, < Csize(T)||D?ul| 2,

lu —u”|| 2 < Csize(T)| D?ul| 2.

ESTIMATION DE L’ERREUR DE CONSISTANCE
Siue H*(Q), |Ry(u)| < Csize(T ( / | D?u? dm) ,

ou C ne dépend que la constante de régularité du maillage

lo| | ol >
reg(T)=sup| — + — | .
g( ) UEF‘E) <dlco dz:o’

F. Boyer VF pour les milieux poreux

65/ 237



@ Bien qu’on ait (pour des familles régulieres de maillages)

P u—u” |7 ————0,
size(7)—0

on a jamais (sauf si u = f = 0)

VTiu” Vu.

size(7)—0
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ANALYSE DU SCHEMA VF4

REMARQUES ET PROBLEMES OUVERTS

@ Bien qu’on ait (pour des familles régulieres de maillages)

IP"u — w17 ————0,
size(7)—0

on a jamais (sauf si u = f =0)

\VARTS Vu.

size(7)—0

o En pratique on observe un phénomene de super-convergence
7 [z ~ Csize(T)2,

comme pour les schémas éléments finis (Aubin—Nitschze).
~» C’est encore un probleme ouvert dans le cas général.
(Omnes, ’10)
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 1/8

http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/publications/VF_scilab.tar.gz
On se place dans le sous-répertoire : 2D

@ 3 librairies de fonctions :
e donnees2D.sci

Différents jeux de données
e maillages2D.sci

Définition des maillages disponibles, chargement et manipulation.
Calculs de normes discrétes. Routines de tracé des fonctions
discretes.
o schemas2D.sci
Fonctions d’assemblage des schémas
@ 2 programmes principaux :
o VF2D.sce

Calcul et tracé des solutions approchées/exactes
@ courbes_erreur2D.sce

Tracé de courbes d’erreurs

68/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux


http://www.cmi.univ-mrs.fr/~fboyer/publications/VF_scilab.tar.gz

MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 2/8

LES MAILLAGES 2D :
@ Stockés dans 3 fichiers (s) :

o XxxX_sommets
@ XXXX_centres
@ xXXxx_aretes

o Sont chargés dans Scilab par la commande
[maillage]=lecture_maillage (xxxx) ;

o La variable maillage ainsi obtenue est une structure qui contient
maillage.nom : un nom qui décrit le maillage

maillage.nb_vol : nombre de volumes de controle
maillage.nb_som : nombre de sommets

maillage.nb_are : nombre d’arétes

maillage.sommets : une matrice de taille nb_som x 2
maillage.centres : une matrice de taille nb_vol x 2
maillage.aretes : une matrice de taille nb_are x 17

69/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 3/8

e Sommets : coordonnées du sommet numéro i
maillage.sommets(i,_X), maillage.sommets(i,_Y)

o Centres : coordonnées du centre du volume j
maillage.centres(j,_X), maillage.centres(j,_Y)

@ Arétes : Pour 'aréte numéro k
e Numéros des deux sommets

maillage.aretes(k,_DEB), maillage.aretes(k,_FIN)
e Numéros des deux volumes x et .
maillage.aretes(k,_K), maillage.aretes(k,_L)
o Mesure de laréte |o| et distance di .
maillage.aretes(k,_MES), maillage.aretes(k,_DKL)
e Mesures des quarts de diamant
maillage.aretes(k,_MES_K_DEB),...
e Label (>=0 & linterieur, =-1 bord Dirichlet, <-1 bord Neumann)

maillage.aretes(k, _LABEL).

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 4/8

LES JEUX DE DONNEES :
Structure générale similaire au cas 1D

o Liste de jeux de données : cas_test=list(...,...,...)

@ Chaque variable de cette liste est une structure donnees

donnees.nom

donnees.source

donnees.bordD

donnees.bordN

donnees.coeff_k

donnees.uexacte

donnees.maillages : donne (éventuellement) une liste de noms
de maillages spécifiquement utilisables pour ce cas test.

+ d’autres parametres éventuellement utiles pour le calcul.

71/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 5/8

FONCTIONS D’ASSEMBLAGE DES SCHEMAS

@ Syntaxe générale : [A,b]l=const_schema_xxxx(m,donnees)
o Entrée : m est un maillage et donnees un jeu de données.
e Sortie : A est la matrice du systéme et b le second membre.
e Trois schémas codés :

o xxxx=VF4
o xxxx=DDFV
o xxxx=DDFV_mat
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MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 6/8

STRUCTURE DU PROGRAMME VF2D.sce

o Chargement des libraires de fonctions.
o Interrogation utilisateur :

e Choix du cas test

o Choix du maillage (la liste des maillages proposée peut dépendre
du cas test)

e S’il s’agit d’une famille de maillages : choix du niveau de
raffinement.

o Choix du schéma & utiliser (VF4 ou DDFV).

Lecture du maillage
Assemblage du schéma
Résolution du systeéme linéaire (par UMFPACK)

Tracé de la solution approchée (et exacte si disponible) et
évaluation de l’erreur.

o Eventuellement : tracé de la fonction de courant.
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MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 7/8

STRUCTURE DU PROGRAMME courbes_erreur2D.sce

o Chargement des libraires de fonctions.
o Interrogation utilisateur :

Choix du cas test

Choix d’une famille de maillages

Choix des niveaux de raffinement min et max souhaités
Choix du schéma & utiliser (VF4 ou DDFV).

@ Pour chaque maillage choisi :

e Lecture du maillage

e Assemblage du schéma

e Résolution du systéme linéaire (par UMFPACK)

o Evaluation et stockage de I'erreur.

o Tracé des courbes d’erreur en fonction du pas du maillage en
échelle logarithmique.
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MISE EN OEUVRE SCILAB

DESCRIPTION DU CODE 8/8

Implémentation avec des boucles
extrait de [A,b]l=const_schema_VF4_boucles(m,donnees)

for i=1:m.nb_are
centre(_X) = ( m.sommets(m.aretes(i,_DEB),_X)
+ m.sommets(m.aretes(i,_FIN),_X))/2;
centre(_Y) = (m.sommets(m.aretes(i,_DEB),_Y)
+ m.sommets(m.aretes(i,_FIN),_Y))/2;
coeff_diff = donnees.coeff_k(centre(_X),centre(_Y));

tauKL = coeff_diff*m.aretes(i,_MES)/m.aretes(i,_DKL);

A(m.aretes(i,_K),m.aretes(i,_K)) = A(m.aretes(i,_K),m.aretes(i,_K))

+ tauKL;
if (m.aretes(i,_L)>0) then
A(m.aretes(i,_K),m.aretes(i,_L)) = - tauKL;
A(m.aretes(i,_L),m.aretes(i,_L)) = A(m.aretes(i,_L),m.aretes(i,_L)
+ tauKL;
A(m.aretes(i,_L),m.aretes(i,_K)) = - tauKL;

end;
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PROBLEME ISOTROPE HETEROGENE
On veut résoudre

—div (k(x)Vu) = f, dans Q,
uw =0, sur €.

avec k € L (Q,R) et infq k > 0.

77i 237



VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

PROBLEME ISOTROPE HETEROGENE
On veut résoudre

{ —div (k(z)Vu) = f, dans Q,

u =0, sur (.

avec k € L>®(Q,R) et infq k > 0.
ScHEMA VF4

e Structure générale inchangée

Ve eT, |klfe= > Feolu”),
o€k

il faut bien sar changer la définition des flux :

Uy — Uk

d}CL

Fe o(u”) = |olks
o QUESTION : Que prendre pour k, 7

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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Si on construit les k, de telle sorte que

> koly ———k, dans L*(Q),
et size(7)—0

alors le schéma converge.
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

CONVERGENCE

THEOREME

Si on construit les ko, de telle sorte que

> kelp ——— k, dans L*(Q),
ice size(7)—0

alors le schéma converge.

e OK (sans autre hypothese) si on prend

1
ka:—/k(x)dx.
ol /o

o Si le maillage est tel que k est Lip. sur chaque diamant
1
k, = W/ k(x)dz, ou ks, =k(zp),zp € D.
o ag

o Si le maillage est tel que k est Lip. sur chaque volume de contréle
_ dxoke +deoke

ko
d)CL

1
,avec ke = m/ k(x)dz, ou ke = k(zx).
K
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LE CAS REGULIER

Si k est Lipschitzienne sur Q et que u est H> sur chaque diamant,
alors on a convergence a ['ordre 1 comme pour le probleme de Laplace.

» Estimation coeff reg VF4
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

LE CAS REGULIER PAR MORCEAUX

@ Si k est seulement Lipschitzienne sur chaque volume de controle,
on perd la convergence a l'ordre 1.
@ On peut retrouver cette convergence optimale en choisissant

ke =

16 mailles, avec lambda=1si x<0.5 et 10 sinon

exact
—#— moyenne arithmétique
—+— moyenne harmonique

ExEMPLE 1D osssr
@ k, = moy. arithmétique
ordre % sorl

@ k, = moy. harmonique oorsy

ordre 1
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D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(z)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).
o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(z)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de « et de ¢
Fro = ok "e™ , Fry = |olke—

dro

o — Ug

deo
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(z)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de k et de £
F)c,a:|0'|k)cuad U;c7 Fz:,a:‘0'|kauad Uc.
Ko Lo

@ On demande la conservativité locale

F)C,oszLcr-

)
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VF4 DANS LE CADRE ISOTROPE HETEROGENE

ESTIMATION DE L'ERREUR

D’0U VIENT CETTE FORMULE DE MOYENNE HARMONIQUE ?
e La solution u est continue (au sens des traces sur les arétes).

o Le gradient de u n’est pas continu.
e Mais, le flux total k(z)Vu - v est continu (faiblement) aux arétes.
@ On introduit une inconnue artificielle sur I'aréte u,.
o On définit les flux venant de k et de £
Uy — Uk Ug — Ug
= | ,ZC — F = |0 k —
o = lolb T Fep = lolke

e On demande la conservativité locale
F)C,o = 7FL,0"

@ On en déduit la valeur de u, puis le flux numérique
ki
do Uk T dﬁ Ug

ki ke ’
dio dro

:>u’0'_

d Uy — U
Kc £ S » Estimation consistance

— F)CL = ‘O’| d}Ca i dz:a d,CL
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o Sauts de flux imposés :
Si f = p(z)ér o T est une courbe polygonale et si le maillage
suit cette courbe (sinon il faut adapter).

def d
Kl 3 ol

)
o€k i

g
oCT’
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SAUTS DE FLUX OU D’INCONNUE

o Sauts de flux imposés

Si f = p(z)ér o T est une courbe polygonale et si le maillage
suit cette courbe (sinon il faut adapter).

def dLO'

Kl 23 Jol— " p(a).
UEE;C Ko Lo
oCIl

o Sauts d’inconnue imposés

On définit
def U,o — Uk
F)C,U = |U| 7d 5
Ko
def Up,o — Ug
FC;U = ‘0-| 7d
Lo
On impose

Us,o — Ux,o = S5 < donnée du saut de u

F. o+ Fc o =0 « continuité du flux.
De ces deux égalités, on tire les formules donnant ux , et v, , en
fonction de u,,u, et de S,, on en déduit les flux numériques.

F. Boyer

VF pour les milieux poreux
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UN EXEMPLE CONCRET :

ECOULEMENT DARCEEN EN MILIEU POREUX FRACTURE

CONTEXTE :

e Une matrice poreuse (2D) avec une perméabilité isotrope et
constante (= 1 pour simplifier).
o Des fractures de petite épaisseur b dans le domaine dans laquelle
la perméabilité k est inférieure a celle de la matrice.
MODELE :

o On “remplace” les fractures par des lignes de discontinuité en
négligeant leur épaisseur.
@ On rend compte de ’écoulement interne a la fracture par un
modele asymptotique :
e Hyp 1 : L’écoulement est seulement transverse a la fracture :
= en tout point le flux entrant transversalement dans la fracture est égal au flt
e Hyp 2 : La pression est essentiellement linéaire dans la direction
tranverse de la fracture.
e Sur les fractures, on écrit donc

[Vu-n]

0,

k
*g[[u]]-

Vu-n
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[Vu-n] =0,
Vu-n= —k@.
RAPPEL

Feq ™ Jo| 25—

)
’ deo
def Ug,o — Ug
F., = |o|—/——=.
deo
Les conditions (S) se traduisent par
def Urp,o — Uk,o
FIC,L = FKZ,O’ = _FL,G' = —|O'|k—.

b

On peut alors éliminer ux » et u. » et obtenir

F _ _|0_| lgdrcz: Ue — Uk
e 14+ Bde,  dxe '

avec 3 = %.
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UN EXEMPLE CONCRET

ECOULEMENT DARCEEN EN MILIEU POREUX FRACTURE

RESULTATS NUMERIQUES
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o Les maillages cartésiens : les volumes de controle sont des
parallelipipedes rectangles et x, est le centre de gravité.
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LiMITATIONS DE VF4

COMMENT TROUVER DES MAILLAGES ORTHOGONAUX ADMISSIBLES

o Les maillages cartésiens :
o Les maillages triangles conformes :
On prend z, =centre du cercle circonscrit ; MAIS :
e zx € kK n’est pas garanti (méme zx € Q n’est pas certain).
e On peut avoir zx = x, pour K # £ = dxs = 0!
o Généralisation possible au cas ou

(xz —xx) - vke >0 < Condition de Delaunay

e Pour presque toute famille de points dans le plan, il existe une

unique triangulation de Delaunay correspondant.
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LiMITATIONS DE VF4

COMMENT TROUVER DES MAILLAGES ORTHOGONAUX ADMISSIBLES

o Construction duale :
Diagramme de Voronoi d’un ensemble de points.

o Il existe des algorithmes assez efficaces de triangulation de
Delaunay et de construction du diagramme de Voronoi.
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@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible & remplir.
@ Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem
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LiMITATIONS DE VF4

DANS BEAUCOUP DE NOMBREUX CAS ...

@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible a remplir.

e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div(AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~> Le choix du maillage dépend du probleme a résoudre.
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LiMITATIONS DE VF4

DANS BEAUCOUP DE NOMBREUX CAS ...

@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible a remplir.

e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div(AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~ Le choix du maillage dépend du probléme a résoudre.
@ Dans le cas anisotrope hétérogene :

—div(A(z)Vu) = f,

la condition va dépendre de x ...
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LiMITATIONS DE VF4

DANS BEAUCOUP DE NOMBREUX CAS ...

@ Sur un maillage triangle non conforme : la condition
d’orthogonalité est impossible a remplir.

e Sur un maillage quadrangle non cartésien : Idem

@ Dans le cas anisotrope homogene :

—div(AVu) = f,
la condition devient la A-orthogonalité
Ty — T | Avy, = A2, —2) Lo

~ Le choix du maillage dépend du probléme a résoudre.
@ Dans le cas anisotrope hétérogene :

—div(A(z)Vu) = f,

la condition va dépendre de x ...
@ Pour des problemes non linéaires :

—div(p(Vu)) = f,

il est impossible d’approcher le flux par un schéma & deux points.
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LE GRADIENT DISCRET VF4 N’EST PAS BON
o Il n’approche correctement le gradient que dans une direction.

e La convergence du gradient est toujours en un sens faible.
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LiMITATIONS DE VF4

LA RECONSTRUCTION DE GRADIENT

LE GRADIENT DISCRET VF4 N’EST PAS BON
o Il n’approche correctement le gradient que dans une direction.

e La convergence du gradient est toujours en un sens faible.

BILAN :
Il faut utiliser plus de 2 inconnues pour approcher les flux
=~ approcher le gradient de la solution dans toutes les directions

@ Schémas cell-centered : On utilise les inconnues sur les mailles
voisines.

@ Schémas primal/dual : On utilise de nouvelles inconnues aux
sommets (maillage dual) = DDFV

o Schémas mimétiques/hybrides/mixtes : On utilise des inconnues
aux arétes.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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e Probleme elliptique scalaire de la forme
—div(A(z)Vu) = f, dans Q,

avec conditions de Dirichlet homogene sur le bord et
x +— A(x) € M2(R) vérifiant une condition de coercivité usuelle.
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CONTEXTE

o Probleme elliptique scalaire de la forme
—div(A(z)Vu) = f, dans Q,

avec conditions de Dirichlet homogene sur le bord et
x +— A(z) € M3(R) vérifiant une condition de coercivité usuelle.
o Maillages généraux :
e Possible non conformité des volumes de controle.
o Condition d’orthogonalité non satisfaite (et pas nécessairement
pertinente!)
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CONTEXTE

Probleme elliptique scalaire de la forme
—div(A(z)Vu) = f, dans Q,

avec conditions de Dirichlet homogene sur le bord et

x +— A(z) € M3(R) vérifiant une condition de coercivité usuelle.

Maillages généraux :
e Possible non conformité des volumes de controle.
o Condition d’orthogonalité non satisfaite (et pas nécessairement
pertinente!)

Idées de base :
e Mettre des inconnues aux centres et aux sommets.
o Rajouter aussi des équations aux sommets.

C’est donc plus cher que VF4 (= 2 fois plus d’inconnues) mais
bien plus robuste et efficace.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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ScHEMAS DDFV

CONSTRUCTION

(Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes ’05) (Andreianov-Boyer-Hubert ’07)
MAILLAGES

‘\ :mesh om* L:’ mesh ©
Maillage primal Maillage dual Maillage diamant
~ (U ) cem ~ (Ues ) e e ~ gradient discret
SOLUTION APPROCHEE : u” = ((U;c);c, (W*)m)
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ScHEMAS DDFV

NOTATIONS ET HYPOTHESES SUR LES MAILLAGES

QUELQUES NOTATIONS

o]

|oon

REGULARITE DES MAILLAGES

. def . .
Sl vz = 1IN | S &p
mig | B

reg(7) = max s ax max de max de-
aT DE@ Q€N D 4/ |Q ’D’Ceefjijm d g"eigm* dD .
K C*
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ScHEMA DDFV pour —div(A(z)Vu) = f

GRADIENT DISCRET

v+ V*) , Vdiamant p.

REMARQUE

|U| = dirrx,

lo*| = dyr-

1
Définition équivalente Viu? = o] <|a|(uﬂ—u,c)l/—|—|a*|(u5* —u,c*)u*),

VIu" (T, — k) = up — U,

Autre définition équivalente e
VIu®  (pr — Tper) = Upr — Uper .
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ScHEMA DDFV pour —div(A(z)Vu) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ V*> , Vdiamant p.
sin ap
METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

ac(u”) = = > ol (ApViuT,ve) = [kl fe, VK €M,

[ SN
aee () — 37 (0" (ApVEuT ver) = || fie, VT € O,

o*EE

ou

1
A, = m / A(z) dz, perméabilité approchée sur le diamant
D

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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ScHEMA DDFV pour —div(A(z)Vu) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :
u) = = > o (ApViu”, i) = [k|fe, VK€M,
[ SN

a-(uT) = = Y 0" [ (ApVEuT,vie) = K7 fiee, VKT € I,

o*EEK*

PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R”, on a

Z ae(u?)ve + Z e (UT )Upex = 2 Z [p| (ApViuT, VIvT).

KEM K*eEM™* DED

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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ScHEMA DDFV pour —div(A(z)Vu) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap lo*| lo|

MftTHODE DDFV
PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R”, on a

Z ae(u?)ve + Z e (U YU = 2 Z |p| (ApViuT, VIvT).

KeEM K eMm* DED

Formulation équivalente (Dualité Discrete) :
On cherche u” € R7 tel que Yo7 € R7,

2) Il (AoVLu", Vi) = D Iklfcve + D K" frerves

DED KeEM K*eMm*

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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Pour tous u,vT € RT, on a
) J

Z ax(u” v + Z e (U7 )V = 2 Z |p| (ApViu”,VIvT).

reEM *eM* DED

L’application
a:u” —a(u”) &t <(a,c(u7)),c, (ax~ (uT)),C*> e R7,

est donc linéaire et coercive (si toutes les matrices A, le sont) car

1
2
= ( > IDIIVéuTIQ)

DED

[u”

est une norme sur R? .

97i 237



o La formule d’intégration par parties discrete avec v7 = u” donne
2> [p[(ApVEuT, ViuT) = Y |kl fruc + D |k foruer
DED reEM c*eMm*

e D’ou
.
allu™ I 7 < fllz2 (™2 + ™ || z2).

Il eziste une constante C' dépendant de Q2 et de reg(T) telle que

vuT € RT, [u™||zz + [[u™" |22 < Cllu” |7

CONCLUSION : La solution vérifie ||u” 1,7 < C||f| 2.

QSi 237



Soit T, une suite de maillages DDFV, telle que size(7,) — 0 et
reg(7,) est bornée.

Alors, la solution u”™ du schéma converge vers la solution exacte de
la fagon suivante

u™ —— u dans L*(Q),
n—oo

u™n — u dans L*(Q),
n—oo

V7ny™ —— Vu dans (L*(Q))2.

REMARQUE : On a convergence forte des gradients.

» Preuve convergence

99i 237



ON SUPPOSE QUE A EST REGULIERE PAR RAPPORT A T

o Equation de Laplace (Domelevo - Omnes, 05)
= Convergence a l'ordre 1 de la solution et du gradient 4+ des
résultats récents de super-convergence dans L? (Omnes, 10)

o Cas général : (Andreianov - B. - Hubert, 07)

On suppose que u € H?(Q) et z +— A(x) est Lipschitzienne alors il
existe C(reg(7T)) telle que on a

lu —u™|z + |lu — u™ ||z + |[Vu — V7uT |12 < C'size(T).
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IMPLEMENTATION

o La matrice est construite en parcourant les arétes (i.e. les
diamants). Pour chacune de ces arétes, on assemble 4 x 4 termes.
e Stencil :

e Indépendant du tenseur de diffusion.
e La ligne correspondant & une inconnue ux a au plus 2N + 1
coefficients non nuls ou N est le nombre d’arétes de k.

o La matrice est symétrique définie positive.

@ Dans le cas d’un maillage orthogonal admissible, le systeme se
découple en deux schémas VF4.

o Possibilité de résoudre le schéma par décomposition de domaine
sans recouvrement. (B.-Hubert-Krell, ’10)
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

e Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probleme sans perdre la précision.
@ Possibilité de faire fonctionner la méthode sur des problemes
non-linéaires.
o Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers
o Les arétes primales.
e Les arétes duales.
e Les deux ...

@ On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

@ Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probleme sans perdre la précision.
@ Possibilité de faire fonctionner la méthode sur des problemes
non-linéaires.
o Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers
o Les arétes primales.
o Les arétes duales.
o Les deux ...

@ On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
PRINCIPE GENERAL

@ On s’inspire du travail effectué pour VF4 :

e On introduit des inconnues artificielles bien choisies sur les arétes.

o On demande une forme de conservativité locale des flux.

e On élimine les inconnues intermédiaires et on obtient des flux
numériques qui ne dépendent que des inconnues principales du
probleme.

o Il faut bien tenir compte de la géométrie particuliere du schéma.
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 1/3

> V¥u7 est constant sur chaque quart de diamant

,\f uw? Z 1Qv\’

Q€END
. T
= u
5 (ukc +ugcx) .k 1
407 T S Uorn — 5 (U + U}c*)y
o Qr e sin ap lok|
. ) ; 1
T po* ;,’/7;”7’9*‘ TD ‘ + LLO'K - i(ufc +u}c*) *
A o]
U o
v VNuT = VIu” + Bod”, Ve C D.
e 67 =Y02,6%,62.,67.) € R est a déterminer.
@ B, est une matrice 2 X 4 qui ne dépend que de la géométrie.
2 v* v 1
p— — *
BQ}C,)C* o 707 70 = (|0_;c|V 707|0K* V70)
sinap \ |0 lox| lor, |
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ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note
Ay = |/Aa:)dac

On cherche a déterminer 67 € ]R4 tel que
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
A déf—/ Ax)dx
S

On cherche & déterminer 6” € R* tel que

(Aog o (VuT + Boy . (5”) v*) = (Ao, .. (VouT + Bo, .. 07),v%)

(A (VIu” + B ) =(As, . (VIu" +B,, ,.6"),v")
(AQ,C o (Vou” + Bg, .0 ,1/) =(4 (VIu" + B (5D), v)
(Aoy .. (Vou" + Bo, ,.0"),v) = (Ao, .. (Vou" + Bo, .. 67),v)

= Y |e|Bo. AQ(vTuT + Bo6”) = 0.
Q€N
DANS LE CAS LINEAIRE
( Z |Q|tBQAQBQ> §” = second membre linéaire en VIu7.
2€ND
matrice SDP 106/ 237
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
A déf—/ Ax)dx
S

On cherche & déterminer 6” € R* tel que

(Aog o (VuT + Boy . (5”) v*) = (Ao, .. (VouT + Bo, .. 07),v%)
(A (VIu" + B ) =(As, . (VIu" +B,, ,.6"),v")
(AQ,C o (Vou” + Bg, .0 ,1/) =(4 (VIu" + B (5D), v)
(AQK . (VIuT 4+ Bo, ,.07),v) = (As, .. (VLou" + B, ..07),v)
= Y |e|Bo. AQ(vTuT + Bo6”) = 0.
2€0p
PRrRoPOSITION
Pour tout u” € R, et tout diamant D, il existe un unique 6” € R*
assurant la conservativité des fluz.
Pour tout D, Uapplication VIu™ — §P(VIuT) est linéaire.
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LE SCHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, la perméabilité approchée

Ap Viu® = i/A(ac)dx ViuT,
12| Jo

par
1
AyVuT = — Y |o|Ao(Viu” + Bod”(ViuT)),

|D| 2€0p

=V2{u7
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, la perméabilité approchée

Ap Viu® = (1/ A(x) d;v) Viu7,
12| Jo
par

i 1
Aﬁ;.v;uf=m > lelAo(ViuT + Bod®(Viu™)),
Q€N D

:VguT
FORMULATION EN DUALITE,) DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 Z ID| (AN VIu” ,VIvT) = [ fo™%dx —|—/ fo™ de, WYoT e RY.
oo Q Q
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, la perméabilité approchée

Ap Viu® = (1/ A(x) d;v) Viu7,
12| Jo

par
i 1

Aﬁ;.v;uf=m > lelAo(ViuT + Bod®(Viu™)),

Q€N D

:VguT

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 Z [D| (A . VIu" ,VIvT) = fvmdx—F/ fo¥dz, Vo7 € RT.
e Q Q

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES QUARTS DE DIAMANT

2 Z lo| (Ao . VYu”,VNvT) = / fo™dx —|—/ fo™ de, Yo7 e RT.
€N Q Q
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EXEMPLE DANS UN CAS “SIMPLE”

Si A est constante par mailles primales, on retrouve les schémas
de Hermeline (03). Le tenseur de diffusion équivalent obtenu est :

Ny U) = (|0')c| + ‘(74|)(A,CI/,I/)(A£V7V)
(dov.v) los|(Acv,v) + |ok|(Acv, v)

)

_ loel(Acv®, v7) + o |[(Acv™, v7)

ANv* V") =
( ) ol + loc]
~oclloe]  ((Axv,v*) — (Av,v*))?
o] + ozl loc|(Acv,v) + o |(Av,v)’
(ANv,v*) = |oc|(Acv, v7)(Acv, v) + |GK|(AKVaV*)(AcV7V).

‘ULKAKVvV) + ‘O—Kl(A£V7V)

108/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



COMMENTAIRES

ASPECTS PRATIQUES

o Les applications & — 67 (&) sont linéaires et leurs matrices sont
calculées au tout début de la résolution (elles ne dépendent que
du maillage et des Ag).

@ On peut, par exemple, appliquer une méthode de pivot de Gauss
pour résoudre simultanément tous les petits systéemes
indépendants 4 X 4.

o La matrice globale du schéma m-DDFV est donc symétrique,
définie positive, et a exactement le méme stencil que celle du
schéma DDFV classique. Cette variante est donc totalement
indolore du point de vue des cofits de calcul.
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Le schéma m-DDFV posséde une unique solution u” € R” qui
dépend continiment des données.

On suppose que x +— A(z) est réguliére par morceaux et que le
maillage est compatible avec les discontinuités de A.
St u est réguliére sur chaque quart de diamant Q, on a

lw—u™|z2 + |lu—uw™ ||z2 + ||Vu — VYT |2 < Ch.

» Eléments de preuve
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DDFV vs M-DDFV

Q = Q; UQy avec Q1 =]0,0.5[x]0, 1] et Q9 =]0.5,1[x]0, 1|

UN EXEMPLE LINEAIRE :

10 2
2 1

—div(A(z)Vu) = f, avec A(z) = Id dans Q4, A(x) = ( ) dans Qs.

e schéma DDFV : ordre %
@ schéma m-DDFYV : ordre 1

LOO
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
@ Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
@ Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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PROBLEMATIQUE ET NOTATIONS

» Schéma DDFV pour

—div (¢(x, Vu(z))) = f(x), dansQ,
u =0, sur 012,

e Q est un ouvert polygonal de R?.
o u+— —div(p(-, Vu)) est monotone coercif (de type Leray—Lions).
EXEMPLES

o Contient la loi de Darcy
—div(A(z)Vu) = f, avec A SDP,

o Loi de Darcy-Forchheimer

div( aVu ) _

L+ /14 8]Va]

e Ecoulements non Newtoniens
—div(|Vu[P~2Vu) = f.
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{ —div (p(x, Vu(z))) = f(z), dans Q,

u =0, sur 0F, ()

e Soit p €]1,00][, p’ = z% et f € LP(Q). » p > 2 pour simplifier.
e v : 0 xR? — R? est une fonction de Caratheodory telle que :

1

(0(0.9.9) > ColeP = - ()

e, &) < C, (1671 +1). (2)

(.6 = stam.6 =) 2 gl o)

6(0,6) — o) < Cp (1+ 1P+ P2 I~ (M)

Sous ces hypotheéses, le probléme (x) admet une unique solution dans
WoP ().
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ScHEMAS DDFV pPour —div(¢(z, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

v+ V*) , Vdiamant p.

REMARQUE

|U| = dirrx,

lo*| = dyr-

1
Définition équivalente Viu? = o] <|a|(uﬂ—u,c)l/—|—|a*|(u5* —u,c*)u*),

VIu" (T, — k) = up — U,

Autre définition équivalente e
VIu®  (pr — Tper) = Upr — Uper .
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ScHEMAS DDFV pPour —div(¢(z, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

ac(u”) = = > ol (po(VEuT),ve) = |kl fe, VK €M,

o€l
ae (W) = 3 (0" (oo (VEuT ) v ) = [K¥| e, VAT € M,
o*EEKH
ou
1
wp(§) = H / o(z,€) de, flux de masse approché sur le diamant
D
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ScHEMAS DDFV pPour —div(¢(z, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

ac(u”) = = > ol (po(VEuT),ve) = |kl fe, VK €M,

o€l

ac- (W) E = Y 0" (po(VEuT),ver) = [K*| fer, V" € M,

o*EEKH

PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R”, on a

D ac@Nve+ Y aee@ve =2 Y D] (0p(VauT), VEuT).

KEM K*EM™ DED
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ScHEMAS DDFV pPour —div(¢(z, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

T T _
Viu' =

1 — _
. Ge —Tey, + Yer = U , Vdiamant p.
sin ap lo*| lo|

METHODE DDFV
PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)
Pour tous u”,v” € R”, on a

Z o + Z e (U e = 2 Z D] (0 (ViuT), VIvT).

KEM K eMm™* DPED

Formulation équivalente (Dualité Discrete) :
On cherche u” € R7 tel que Yo7 € R7,

2) [Pl (pn(Vou"), Vo ) = Y Iklfcoe + D |K7 | ferves

DED reM K eM*
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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ANALYSE DE DDFV

EXISTENCE. UNICITE.

PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R, on a

> ac@Nve+ D ae (v =23 o] (o (VEUT), VEUT).

KeEM K*eM* DED

On veut montrer la bijectivité de 'application

@ e a(uT) X (<a,<<uf>>,<, <a,<*<uf>>,<*) BT,

@ Monotonie : ¢ monotone = a est monotone.
e Surjectivité : ¢ coercive = a est coercive car

1
p
T = ( > |D||V5u7|p>

DED

[[w”|

est une norme sur RT.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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o La formule d’intégration par parties discrete avec v7 = u” donne

2 2l (po(VEuT), ViuT) = D [kl fewe + D K| fruce.

DED reM crem*

e Mais, par hypothese sur ¢
Vo €D, (pp(Viu”),Viu") > C1|VLuT|P — Cy,
e D’ou

2G|l 5 7 < 2C1Q0 + 1 f 1| (™ 2o + 1™ |1 ).

Il existe une constante C' dépendant de 2, de p et de reg(7T) telle que

vu” € R7, u™||ze + |[u™ Lo < Ollu” |l p,7-

1
CONCLUSION : La solution vérifie |[u” |1, 7 < C (1 + ||f||£;,1> .
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ANALYSE DE DDFV

CONVERGENCE.

THEOREME

Soit T, une suite de maillages DDFV, telle que size(7,) — 0 et
reg(7,) est bornée.

Alors, la solution u™™ du schéma converge vers la solution exacte de
la fagon suivante

u™" —— u dans LP(Q),

n—oo

u™n —— u dans LP(1)

)
n—oo

V7ny™ —— Vu dans (LP(Q))?,

n—oo

> 1opn(V7r ™) —— (-, Vu) dans (L7 ()%
De® el

Outils similaires au cas linéaire + monotonie (astuce de Minty).
REMARQUE : On a convergence forte des gradients et des flux.
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ON SUPPOSE QUE ¢ EST REGULIERE PAR RAPPORT A x
(Andreianov - B. - Hubert, 07)

On suppose que u € W2P(Q) et

p est Lip. sur ), avec

Hwo|sc. i), veer (o)

alors il existe C(reg(7)) telle que on a

= w™|| e + [l — w™ || Lo + |Vt — V7T || 1o < C'size(T)7 1.

Résultat analogue pour 1 < p < 2.
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
@ Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFYV dans le cas non-linéaire
e Construction et analyse s’un solveur
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

e Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probléeme sans perdre la précision.
@ Possibilité de coupler deux probléemes avec des non-linéarités
différentes (Darcy / Darcy—Forcheimer).
o Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers
o Les arétes primales.
o Les arétes duales.
o Les deux ...
o On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

@ Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probléeme sans perdre la précision.

@ Possibilité de coupler deux probléemes avec des non-linéarités
différentes (Darcy / Darcy—Forcheimer).

o Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers

o Les arétes primales.

o Les arétes duales.

o Les deux ...

o On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
PRINCIPE GENERAL
e On s’inspire du travail effectué pour VF4 :

e On introduit des inconnues artificielles bien choisies sur les arétes.

e On demande une forme de conservativité locale des flux.

e On élimine les inconnues intermédiaires et on obtient des flux
numériques qui ne dépendent que des inconnues principales du
probleme.

o Il faut adapter a la diffusion non-linéaire.
o Il faut bien tenir compte de la géométrie particuliere du schéma.
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—0x(p_(0pu)) = f, sur]—1,0],
—0z(¢(x,0,u)) = f, dans Q <= ;fmo(;";(iw_“z))) fy sur ]0, 1],
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0 -1l ()= { SO0

Soit v, =—1< ... <2y =0<...<Zy,n = 1 une subdivision de
[-1,1]. Le schéma VF en 1D s’écrit pour ¢ € {0, N + M — 1} :

~Far b= [ @ (5)

avec

U
Fi = ¢(z;, Vi), V' = 71—z 1 Vi # N, (6)

i—

o
F
Nl [Nl

85
F
[N Ve

QUESTION : Comment définir le flux Fy ?
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On cherche u tel que pour

’U,N_,_% — U

4T
Viu® =

on ait
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On cherche en fait @ sous la forme

h;,uAH_% + h}u,\,_%
hy + hi

u=7u-+0, avecu=

soit 5 5
W et Vyu' =Vyu” + e

Viu" =Vyu” —
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o Pour tout u” € RY, il existe un unique & tel que
e 5 5
FNd=f(P— vNUT‘i‘__ = P+ VNUT_T 5
hy hx
celui-ci est noté o, (Vyu”).
o L’application V yu” — d5(Vyu®) est monotone.
o Le nouveau schéma VF admet une unique solution u” € R,
o Le flux Fy est consistant a l’ordre =

PREUVE DES TROIS PREMIERS POINTS : Monotonite, coercivité, ...
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Pour deux flux de type p-laplacien

p () =k e+ G P2+ G,
‘P+(§) = k+|§ + G+|p_2(§ + G+)7

ot k_,k, € RT et G_,G, € R?. Tous calculs faits on trouve

1 1 p—1

kP TRT T (hy + . -

po= (B R)) vwr ap T (v 1 6).
hik? T + hyk? "

ot G est la moyenne arithmétique pondérée de G_ et G, définie par

hyG_ +hiG,

C=

Attention : les calculs ne sont en général pas explicites.
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 1/3

> V¥u7 est constant sur chaque quart de diamant

,\f uw? Z 1Qv\’

Q€END
. T
= u
5 (ukc +ugcx) .k 1
407 B oV . 2 Uopr — 5 (U + uxx)
3 U = — v
o Qr e sin ap lok|
. ) ; 1
T po* ;,’/7;”7’9*‘ TD ‘ + LLO'K - i(ufc +u}c*) *
A o]
U o
v VNuT = VIu” + Bod”, Ve C D.
e 67 =Y02,6%,62.,67.) € R est a déterminer.
@ B, est une matrice 2 X 4 qui ne dépend que de la géométrie.
2 v* v 1
p— — *
BQ}C,)C* o 707 70 = (|0_;c|V 707|0K* V70)
sinap \ |0 lox| lor, |
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ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES
On note

1
06 = g / o, €) .

On cherche & déterminer 6 € R* tel que

@ px

(SDQJC,;C* (VgU’T + BQ)C,IC* 5D)’ V*) = ((pQIC,L* (V'LT)U'T + BQ)C,L* 6D)7 V*)
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
po(§) = |Q/Q<p(ﬂc,€) dx

On cherche & déterminer 6” € R* tel que

(@Q;c))c* (V;UT + BQ;@JQ* 6D)) V*) = (@O;c L* (VTUT + BQ;C L* 6D)7 V*)
((,0 (VIu" + B ), *) (gpO o (Viu™ + B, .07, 1/*)
(Porrer (Vau + Boy . 07),v) = (¢ (VZu” + B 5'D), v)
(Por o (Vou" + Boy .07),v) = (po, .. (Vou” + Bo, ..07),v)

— Z |o BQ-W@(VgUT + BQ(5D> =0.
€D
DANS LE CAS LINEAIRE

( Z |Q|tBQAQBQ> §” = second membre linéaire en VIu7.
2€p

matrice SDP
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
po(§) = 7/ o(x,&) da
lof Jo
On cherche & déterminer 6” € R* tel que
(@Q;c))c* (V;UT + BQ;Q}Q* 6D)7 V*) (@OK L* (V;UT + BQ;C_L* (YD 7V*)
(¢ (VIu" + B ), v*) = (po, .. (Vou" + B, ,
((,OQ,C e (VZu™ + Boy o 07), ) ( (VIu" + B o7
(SDQK, L* VTUT + BQ& L* ) ) ( (VguT + BQ’L' c 5D

= Z o] BQ.apQ(V,ﬁuT + BQO‘D) =0.
2€0p

PROPOSITION (CAS GENERAL)

Pour tout u” € R”, et tout diamant D, il existe un unique 6” € R*
assurant la conservativité des flux.

Pour tout o, Uapplication VZu” — 0P (VEu”) est monotone.
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LE SCHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

»(Viu") = |/ x,ViuT)dz,

par
o (Vpu') = Z lelpo(VZu™ + Bod”(Viu™)),
2€0p

—VNuT
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

eo(VEuT) = o [ ol Viur) do
D
par

. 1
PN(VauT) = = > lelpa(ViuT + Bod®(Viu")),

|D| 2€ND

:VguT
FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 Z D] (0X(VZIuT),VIvT) = [ fo™dz+ | fo™ dz, Vo7 e R7.
oo Q Q
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

eo(VEuT) = o [ (o, VEur) do.

. 1
5 (VouT) = o 2 lelee(¥auT + Bod”(VEuT)),
2€0p

par

:VguT

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 Z || (X (VIuT),ViuT) = [ foPdz+ [ fo™ dz, Yo e R7.
oD Q Q

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES QUARTS DE DIAMANT

QZ| | (po(VEu"), ViuT) :/fvfmdx—f—/fvim dx, Yo7 e RT.
€N Q Q
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Le schéma obtenu s’écrit

f((vguf + BQ(SD(VguT))

= termes sources,
o€

avec sur chaque diamant

7€) = ggl(O) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.
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COMMENTAIRES

ASPECTS PRATIQUES

Le schéma obtenu s’écrit

]—'((V;uT + Bgév(vgu7)>

= termes sources,
€N

avec sur chaque diamant

07 (&) = ggl(o) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.

CAS LINEAIRE

@ Les applications & — 67 (&) sont linéaires et leurs matrices sont
calculées au tout début de la résolution (elles ne dépendent que
du maillage et de ). On peut, par exemple, appliquer une
méthode de pivot de Gauss pour résoudre simultanément tous les
petits systemes 4 x 4.

o La matrice globale du schéma m-DDFV est donc : linéaire,
symétrique, défini positive, et a exactement le méme stencil que
celle du schéma DDFV classique. Cette variante est donc
totalement indolore du point de vue des cotts de calcul.
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COMMENTAIRES

ASPECTS PRATIQUES

Le schéma obtenu s’écrit

]—'((V;uT + Bgév(vgu7)>

= termes sources,
€N

avec sur chaque diamant

07 (&) = ggl(o) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.

CAS NON-LINEAIRE
@ Le calcul exact des applications non-linéaires & — 67 (&) est
impossible en général.
o La résolution du systeme global par une méthode de Newton est
possible mais pas nécessairement aisée (le calcul de la Jacobienne
du systéme n’est pas trivial ...).
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Le schéma m-DDFV posséde une unique solution u” € R” qui
dépend continument des données.

On suppose que @ est réguliere par morceaux et que le maillage est
compatible avec les discontinuités de .
Si u est réguliére sur chaque quart de diamant Q, on a

lu — w™|| e + [t — ™ || 1o + |V — VU7 || p» < Chit,

Dans le cas linéaire (p = 2) on retrouve la convergence a 'ordre 1
attendue.
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Pour z € Qy, ¢(z,8) = |§|p_2§7

Pour z € Oy, ¢(2,€) = (A&,6)"F A€, avee A = ( g g ) ’

ON CHOISIT p = 3.0

m- / o
—of
10

’W‘ & m-DDFV

46— DDFV 4— DDFV

0 mlz ml' 10 0 10‘4 101' 10
L*> - ordres 1.71 et 0.97 WP - ordres 1.0 et 0.3
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DDFV vs M-DDFV

UN COUPLAGE LINEAIRE / NON-LINEAIRE

u(z) = {

o(x,

x (()\Zi)i:i - 1) (2z1 — 1)+ 1) pour z1 < 0.5
(1—z)((14+MN)(2z1 — 1) +1) pour z; > 0.5

€) = |e[P—2¢ dans

~ Sauts de gradient importants a I'interface

On prend p; =2, po =4

h DDFV m-DDFV DDFV m-DDFV

L*(Q) L (Q) WhP(Q) WP (Q)
7.25E-02 4.70E-01 3.61E-02 2.5E+401 1.41
3.63E-02 2.36E-01 9.14E-02 2.03E+01 6.62E-01
1.81E-02 1.19E-01 2.24E-03 1.65E+01 3.11E-01
9.07E-03 6.01E-02 4.46E-04 1.34E+01 1.47E-01
ordres 0.98 2.11 0.30 1.08
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© ScHEMA VF DE BASE POUR LAPLACE 2D
@ Notations. Construction
@ Analyse du schéma VF4
o Implémentation
e Extensions de VF4

@ MiETHODE DDFV EN 2D - CAS LINEAIRE
@ Les limitations de VF4
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
@ Le schéma m-DDFV

© METHODE DDFV EN 2D - CAS NON LINEAIRE
e Construction du schéma
@ Analyse du schéma
e m-DDFV dans le cas non-linéaire
o Construction et analyse s’un solveur
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REMARQUES SUR LE CAS POTENTIEL

Si ¢ provient d’un potentiel ®

o(z,8) = Ve®(x,8), pour tout £ € R? p.p. z€Q,
®(x,0) = 0, p.p.z€
PRroPOSITION

La solution u” du schéma m-DDFV est l'unique minimum de

T =2 Y |e|®o(VE0T)

DPED Q€D

=Y Iklfeve = Y K| ferves, V0T € RT
K K*

avec Py (+) = %| /Q O(xz,-)dz.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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REMARQUES SUR LE CAS POTENTIEL

Notation : A = (R*)®

PROPOSITION

Le couple (u”, (0P (VZu™))p) est lunique minimum de la fonctionnelle

JTAWT,0) =2 Y [e|®e(Vav” + Bod?)
DED 0€Np

Ikl feve = 3 Ik ferves, V0T €RT, W3 € A.
K K*

PRINCIPE
Pour un diamant D fixé, §%(VZu”) minimise la contribution
élémentaire

07 €R = > [o]®@o(VEu" + Bod?).
Q€N D
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ALGO. DE TYPE DECOMPOSITION-COORDINATION

FORMULATION LAGRANGIENNE AUGMENTEE

FONCTIONNELLE NON QUADRATIQUE (voir (Glowinsky & al.))
On se donne une famille A = (Ag)gcn de matrices 2 x 2 SDP

Li,A(’UTagag7 = =2 Z | ‘(I) gQ Z |K:|f)C’U)C - Z |lC |fl<*’U)C*

oeN
+2 > ol(Ae,go — VavT — Bod®)
o€
+ 3 Iel (4alga = V307 ~ Ba®). (g2 = V50" = Bad®),
oeN
voT € RT,V6 € A, Vg, X € (R?)=2.
THEOREME

La solution u” du schéma m-DDFV s’obtient a partir de ['unique
) ] T,A
point-selle du Lagrangien L ;" .

e Terme d’augmentation standard : A5 = rld.

137/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



e Btape 1 : Trouver (u™",6%) € RT x A solution de

) Z |Q|< V’T Tn+Bg5n 1)’ngT>

e

—Zl’clf;cv,c+2|lc feves +2 3 lo| (A1, VE0T), VoT € RT.

o€

Y lelBoAo(Bodp + Viu™" —ga™t) = Y o BoAL ™ =0, V0 € D.
€D €0 D
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LE SOLVEUR ITERATIF

ALGORITHME
e Btape 1 : Trouver (u”", %) € RT x A solution de
) Z |Q|( VT n + By — 1),v773‘117)
€N
= Z|’C|ficvic +Z K| fiorvies + 2 Z lo|(A27E, VZ0T), YoT € RT.

oeN

D ol BoAo(Bodp + Viu" — g™ty = > o' BoAnTt =0, VD € D.
o€Qp o€0p

e Etape 2 : Sur chaque g, trouver gf € R? solution de

Polgl) + A2+ Ag(gl — VEuT" — Bobt) =0
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LE SOLVEUR ITERATIF

ALGORITHME
e Btape 1 : Trouver (u”", %) € RT x A solution de
) Z |Q|( VT n + By — 1),v773‘117)
€N
= Z|’C|ficvic +Z K| fiorvies + 2 Z lo|(A27E, VZ0T), YoT € RT.

oeN

D ol BoAo(Bodp + Viu" — g™ty = > o' BoAnTt =0, VD € D.
o€Qp o€0p

e Etape 2 : Sur chaque g, trouver gf € R? solution de
0o(95) + X3+ Ao(9h — Vou™" = Bodp) =0
e Etape 3 : Sur chaque ¢ calculer Ay € R? par
AL = N2+ Ag (g2 — VIu™™ — Booh).
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Pour toute famille de matrices d’augmentation A, l’algorithme
précédent converge vers l'unique solution du schéma m-DDFV.

Bien qu’issu de 'optimisation, le solveur itératif et le théoreme sont
valables aussi dans le cas non-potentiel.
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Pour toute famille de matrices d’augmentation A, l’algorithme
précédent converge vers l'unique solution du schéma m-DDFV.

D@ residual

T
10 20 40 60 80 100 120 140 160 180

augmentation isotrope augmentation anisotrope
Ag =rld. A, adaptée au probleme
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
o Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene

®© 6 6 6 6 ¢

@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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PROBLEMES LINEATRES —div(A(z)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
(Edwards et al. ’06,’08)
o Schémas diamant (Coudiére-Vila-Villedieu ’99, ’00)

(Manzini et al ... 04 — ’07)
e SUSHI (version barycentrique) = SUCCES
(Eymard-Gallouet-Herbin ’08)
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PROBLEMES LINEATRES —div(A(z)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
(Edwards et al. ’06,’08)
o Schémas diamant (Coudiére-Vila-Villedieu ’99, ’00)

(Manzini et al ... 04 — ’07)

e SUSHI (version barycentrique) = SUCCES
(Eymard-Gallouet-Herbin ’08)

e ScHEMAS VF MONOTONES NON-LINEAIRES
e Schémas diamant non-linéaire (Bertolazzo-Manzini ’07)
o NMFV (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
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Z.00LOGIE

PROBLEMES LINEAIRES —div(A(z)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
(Edwards et al. ’06,’08)
o Schémas diamant (Coudiére-Vila-Villedieu 99, ’00)

(Mangzini et al ... 04 — ’07)

e SUSHI (version barycentrique) = SUCCES
(Eymard-Gallouet-Herbin ’08)

e SCHEMAS VF MONOTONES NON-LINEAIRES

e Schémas diamant non-linéaire (Bertolazzo-Manzini ’07)
o NMFV (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o SCHEMAS SUR MAILLAGES PRIMAL ET DUAL
e DDFV (Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes 05)
(Pierre ’06) (Andreianov-B.-Hubert ’07)
e m-DDFV (Hermeline ’03) (B.-Hubert ’08)
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Z.00LOGIE

PROBLEMES LINEAIRES —div(A(z)Vu) = f
@ SCHEMAS PUREMENT CELL-CENTERED
o MPFA (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
(Edwards et al. ’06,’08)
o Schémas diamant (Coudiére-Vila-Villedieu 99, ’00)

(Mangzini et al ... 04 — ’07)

e SUSHI (version barycentrique) = SUCCES
(Eymard-Gallouet-Herbin ’08)

e SCHEMAS VF MONOTONES NON-LINEAIRES

e Schémas diamant non-linéaire (Bertolazzo-Manzini ’07)
o NMFV (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)

o SCHEMAS SUR MAILLAGES PRIMAL ET DUAL
e DDFV (Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes 05)
(Pierre ’06) (Andreianov-B.-Hubert ’07)
e m-DDFV (Hermeline ’03) (B.-Hubert ’08)

@ SCHEMAS MIXTES OU HYBRIDES
e Schémas mimétiques (Brezzi, Lipnikov et al 05 — ’08)
(Manzini et al ’07-’08)
e VF mixtes (Droniou-Eymard ’06)
e SUSHI (version hybride) (Eymard-Gallouet-Herbin ’08)
141/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA O (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)

@ Inconnues intermédiaires : ;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

Y 1 — Ug
\vs T _ 1,14
T

Uim1i — Wi, .
2|Tz| (xz,z—&-l xz)

(Zio1i — )T

_|_
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA O (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)

@ Inconnues intermédiaires : ;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

i ie1 — Ui
5 Viu™ :%(xi—l,i — i)t
Uim1i — Wi, .
+ 2|Tz| (xz,z—&-l xz)

@ On écrit la continuité des flux

def

Fiix1=

(AiviuT) V4l = (Ai+1vi+1uT) V41 ‘

o Etant donnés les u;, on calcule les @; ;41 puis les flux Fj ;41.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fiy (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

iZAJ 1— Ui, .
Viu” = %(%71,2‘—%‘%
it — Ui
+M(xi,i+1*$iy—

2|T3|

~» Cela définit une fonction
affine U;(x) sur chaque cellule.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fj, (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

iZAJ 1 — U;
Vil = %(IFM—%)L
Uizt — Ui 1
+ 2|E| (xl,l+1 xl)

~» Cela définit une fonction
affine U;(x) sur chaque cellule.

@ On écrit la continuité des flux pour Fio, Foz et Fg

(AZVZ’UJT) . Vi,i—i—l = (Ai+1Vi+1uT) . Vi,i—&-l ‘, 7 c {1, 2, 6}

def
Fiip1 =

o Il manque deux équations.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

ScHEMA U : On veut calculer Fi, (Aavatsmark et al. ’98 — ’08)
e Inconnues intermédiaires : @;;

e Calcul d’un gradient sur
chaque triangle rouge 7;

ﬁA,, 1_u B
Vil = %(%qﬁ—xiﬁ
Uit —Uioo 1
+ 2|E| (xl,l+1 xl)

~» Cela définit une fonction
affine U;(x) sur chaque cellule.

@ On écrit la continuité des flux pour Fio, Foz et Fg

(Alvl’UJT) . Vi,i—i—l = (Ai+1Vi+1uT) . Vi,i—&-l ‘, 7 c {1, 2, 6}

def
Fiip1 =

o Il manque deux équations. On écrit :

Us(ze) = Us(xe), et Ui(ze) = Us(ze).

o Etant donnés les u;, on calcule les @; ;41 puis le flux Fis.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PROPRIETES
o En général :
o le systéme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, *05).
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
o En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.

@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle x dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
o En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
@ Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle x dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.

o Pas de gradient discret complet naturellement a disposition.
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ScHEMAS MPFA

MULTI-POINT FLUX APPROXIMATION

PROPRIETES
o En général :
o le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique.
e coercivité/stabilité en défaut pour de fortes anisotropies et/ou
hétérogénéités et/ou distorsions du maillage.
Version symétrique/stabilisée sur des quad. dans (Le Potier, ’05).

@ Stencil :
e La méthode O engendre un stencil trop grand.
e Pour la méthode U sur des triangles conformes : un flux dépend
de 6 inconnues.
e En général, ’équation sur un volume de controle x dépend des
voisins de x et des voisins des voisins de «.

Pas de gradient discret complet naturellement a disposition.

Pas de principe du maximum pour les méthodes de base.
Variantes pour assurer la monotonie dans certains cas.
Convergence dans le cas général sous une hypothese géométrique
de coercivité (Agelas-Masson, ’08),(Agelas-DiPietro-Droniou, ’10)
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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(Coudiere-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets U, U,

147i 237



(Coudiere-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets U, U,
o Gradient discret sur la cellule diamant D :

U — Uk Upr — U

Vit

T T _
Viu

= . Vicxpx.
di . sinap

dicr o+ Sin ap

N ViuT - (zp — k) = up — ug,
Vg’U,T . (xﬁ* - l‘;c*) = ﬂc* - ﬂ,c*.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... CONSTRUCTION

(Coudieére-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets Ugx, Uz« .
o Gradient discret sur la cellule diamant D :
Uy — U Upx — U
T, T __ L < L K
Vou

= ; Vit : Vjcrps.
dir Sinoap dic» £+ SN ap

UM
[ )

- VIuT - (T — k) = Up — Uy,
VZuT - (ko — Tyer ) = Upr — Uy -

U+ €t Uy sont calculés par

U = E Trmcx Upgy,  Upx = § TYm,c* Up,s
—— ——
M M
>0 >0

avec E Y, cx = 1, E Yrm, T = Tick -
M M
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... CONSTRUCTION

(Coudieére-Vila-Villedieu, ’99, ’00)
o Inconnues intermédiaires aux sommets Ugx, Uz« .
o Gradient discret sur la cellule diamant D :
Up — Uk Upx — Uy

T, 7T
Vou' = ; Vit : Vicxpx.
dir Sinoap dic» £+ SN ap

UM
[ )

- VIuT - (T — k) = Up — Uy,
VZuT - (ko — Tyer ) = Upr — Uy -

@ Ucx et U+ sont calculés par

U = E Trmcx Upgy,  Upx = § TYm,c* Up,s
—— ——
M
M >0 >0

avec E T =1, E YmcxTpq = Tcx -

. "

o Le flux s’écrit alors M
T, T

Frp=—|o|VIuT - vi,.
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PROPRIETES

@ Les poids 7+ sont calculés par moindres carrés.

o La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... PROPRIETES

PROPRIETES

@ Les poids vy~ sont calculés par moindres carrés.

e La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.

o La coercivité/stabilité n’est pas assurée sauf pour des maillages
“proches” de maillages rectangles.

@ Si on a coercivité, alors on a les estimations d’erreur en O(h)
pour u et Vu en norme L2
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION DE BASE ... PROPRIETES

PROPRIETES

@ Les poids vy~ sont calculés par moindres carrés.

e La consistance du schéma au sens des volumes finis est assurée.

o La coercivité/stabilité n’est pas assurée sauf pour des maillages
“proches” de maillages rectangles.

@ Si on a coercivité, alors on a les estimations d’erreur en O(h)
pour u et Vu en norme L2

o Le schéma peut s’écrire sur des maillages généraux mais n’est
analysé que pour des simplexes (2D/3D) et des quadrangles en
2D.

o En général, le schéma n’est pas symétrique.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

o On suppose que les centres se projettent orthogonalement sur les
arétes.

OK pas OK

o Les auteurs donnent un algorithme qui donnent des poids v xc,
tels que
Yrxr > Co >0, Vo contenant .
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(Manzini et al ... 04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

T T
Voeu', Vp.u'.

149/ 237




SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

T T
Vo', Vp,u

e On regarde alors les deux flux correspondant

_|‘7|VD;<UT'VKL: ag (ue —ug) + E Oéx (U — Un),
~—~ ~—
>

>0 MFL

(=)

—|o|Vp u” Vi = af (ue —up) + Z ' (Up — ug).
>0 MR 3G

On pose o = min(af, a%) > 0.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

Voeu”, Vpul.

DK

e On regarde alors les deux flux correspondant

—|o|Vpeu” Vi = a(ue — u, +Z e — @) (U — Upi),
_,_/

>0

Forc (u)
—|o|Vp, 0T v, = alue —ug) + Z (o, — @) (Up — ug).
—_————

M >0

g ()
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

T T
Voet”, Vp u'.

—|o| Vet Vi = a(ue —uz) + ge(u”),
—|o| Vo, u” v = alue —ug) + ge(u”).
_ |92 (u”)]

B gxc (uT)| + (g (uT)]

e On pose wp(u”) et on va prendre comme
gradient
Vou” =wp(u”)Vpeu? + (1 —wp(u?))Vp, u”.

e (u” 7 +g£(“'7)|gxi(“7)|
LR g T _ B g (u”)|ge(u”)]
e lo|Vou” Vi, = a(ue—u,)+ ()T 92 (@]

=T
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

v

T T
o, Vo u'.

g (uT)|ge (wT)| + ge(uT)lgx (w7
|9 (uT)] + |9 (uT)| '

=T

Fep = —|o|Vou” ve, = alue—u)+

- Sige(um)g (u”) <0:
T =0.
- Sige(um)g:.(u?) >0
29 (uT)ge(uT) T est un multiple positif de g, (u”)
 ge(uT) + go(u?) T est un multiple positif de g, (u”)
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)

Définition d’un gradient sur chaque
demi-diamant D, et D, a partir de
trois valeurs :

\%

T T
o, Vo u'.

g (uT)|ge (u)] + ge(u”)|ge (u”)|
Fe. = —0|Vpu” Vi, = alux—u, )+ .
e lo|VouT v, = aluc—u,) e ()| T [92(a7)]
—T
F)c,c = Oé(u)c _UL + Cx ; (U)c _UM)v
>0
F}c,L:a(Uzc_Ug + C, (’LLM—’LLL).
M
>0
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)
PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien
que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(size(T)?).

e Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)
PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien
que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(size(T)?).

e Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).

o Cette solution vérifie le principe du maximum discret.
@ On a pas le principe du max a chaque itération du solveur.
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SCHEMAS DIAMANTS POUR LE LAPLACIEN

VERSION NON-LINEAIRE ... CONSTRUCTION

(Manzini et al ... '04 — ’07)
PROPRIETES

o Consistance OK.

e Existence d’au moins une solution du schéma non-linéaire (bien
que non régulier!).

o Quasi-unicité : toutes les solutions sont dans des boules de rayon
O(size(T)?).

o Résolution par un solveur itératif qui nécessite I'inversion d’une
unique matrice (non SDP).

o Cette solution vérifie le principe du maximum discret.
@ On a pas le principe du max a chaque itération du solveur.

o Pas d’analyse de convergence a priori.
o Numériquement on obtient de 'ordre 2 en norme L2.

o Possibilité de rajouter un terme d’advection avec une technique
de type “limiteur de pente”.
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

o Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

.

Vick p*

Ugr = § Ymic* Ung-
M "
0<-<1
o Propriétés géométriques de base :
Vi gr T Ve xr +Vir ox = 0,
Viccx T Ve px — Vir o = 0,
Vir T Vi cr + Vi, = 0,

Vegs t Ve — Vo= 0,
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)

o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

o Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

.

U = § Yamcx Upg-
Vick p* v N——~
i . . 0<-<1
@ On définit deux gradients discrets ==
T 1 ~
VDK*U = C ( — UV cr — UV o + Uk (VK,,IC* + VL i ))7
-
T 1 ~
Vo u' = c ( — UV pr — UWp pv + Upr (Wi o + ut,ﬁ*)).
ox
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

o Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Vicx, c*

U = § Y U
M v

e On définit deux gradients discrets 0=l

1
T =
VDK*U = 70&* ( — UpVi,k* — UV k> +‘U)c* (V)c,)c* + VL,)C*) )a
1
T =
Vo u' = (—UCU,C,L* — UV o= —1—’71,4*(1/,@5* +ve ) )
"

o Soit Fi , = —p|o|(AVpu”) v — (1 — p)|o|(AVp . uT) - Vi .
On cherche la forme d’un flux a deux points :
(L — p)tie-
— = A
C«

F. Boyer VF pour les milieux poreux

Pl
Ci~

A(Vu,n* + Va,)(*) Vi, o+ (VK,L* + VL.L*) Vi, = 0.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

o Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Vicx, c*

U = § Y U
M v

@ On définit deux gradients discrets 0=l

1
T ~
VDK*U = 70&* ( — UV e — UgVp i + ‘ U (V)c,)c* + VL,)C*) )a
1
T ~
Vopu' = ( — UpVi,px — UVper + ’ Upx (VIC,L* + VL,L*) )
*

o Soit Fi , = —p|o|(AVpu”) v — (1 — p)|o|(AVp . uT) - Vi .
On cherche la forme d’un flux a deux points :
Cie~ Crx '

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

POUR SIMPLIFIER : A(z) = A (Le Potier ’05) (Lipnikov et al *07)
o Maillage de triangles.

@ Les centres z, et x, seront
déterminés par la suite.

o Les valeurs aux sommets i« et U «
sont donnés par

Vicx, c*

U = § Y U
M v

@ On définit deux gradients discrets 0=l

1
T ~
VDK*U = 70&* ( — UV e — UgVp i + ‘ U (V)c,)c* + VL,)C*) )a
1
T ~
Vopu' = ( — UpVi,px — UVper + ’ Upx (VIC,L* + VL,L*) )
*

o Soit F , & —p 0|(AVp.u”) v . — (1 = p)|o|(AVp, . u”) v .
On cherche la forme d’un flux a deux points :
fLL* /CL*
Uy [Crex + g [Cps”

F. Boyer VF pour les milieux poreux

pulu) =
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)

o Le flux numérique s’écrit comme un flux & deux points
non-linéaire

Fer=TcoW)|olue — 12 0(u?)|o|u,,

avec
u”? 1 — p(u®
Te,o(u”) = il )(AVLJC*) Ve + ﬁ(AVL,L*) “Vi,c
Cr- C,-
u”? 1— p(u®
Teo(u”) = _Mé )(AVK,)C*) Vi, — %(AVL,L*) “Vi,c»
K* L*
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BILAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

Free = Teo(uh)lof e = 72,0 (w70 ue,

i

avec
(ag* (AVL‘.,)C*) Vi, + U » (AVL,L*) : VKZ,L‘.)
T;C’U(uT) = ﬂ%*cﬁ* T ﬁﬁ*o)c* .
(ﬂf/:* (AUIC,)C*) Vit U (AV)C,L*) : U)C,L)
TE,U(UT) = - .

’EL}C*CL* + ’ELL*C)C*
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

Fec= TK,J(UT)|U| Uk — TL,U(UT)|U| Up,

)

avec
(ﬂa* (Av, ) - Vi o+ U (AVE;C’) ’ V’C‘ﬁ)
Ty _
Tic,a(u ) = U Crx + Upr Chex
(ftc* (AI/K:,)C*) Vit U (AV’C-K) ’ V’('ﬂ)
TL,U(UT) = - .

Uy Cpr + Upr Crer
o Il faut maintenant montrer que sous de bonnes hypotheses on a

uw > 0= 7co(u’) >0, et 7, ,(u")>0.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

BIiLAN : (Le Potier ’05) (Lipnikov et al ’07)
o Le flux numérique s’écrit comme un flux a deux points
non-linéaire

Fer=TcoW)|olue — 12 0(u?)|o|u,,

avec
(fw (Av o) Vi o+ U (AU o+ ) - vu)
Tro(u?) = G- Cro + lipeCrs
( (AVic) Vi, + T (A, o) - u)
Teo(u”) =— .

Uy Cov + tipe Cher

o Il faut maintenant montrer que sous de bonnes hypotheses on a

(AVL,)C*) Vi, 2> 0, (AVL,L*) “Vi,r > 0,

(AV)C,IC*) “Vk,c <0, (AV)C,L*) *Vk,c <0.

Pour cela, on montre qu’il existe un bon choix des centres .
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Vick o*

(AVL,)C*) Vk,c >0, (AVC,L*) Vix,c >0,

On veut { (Al/;c,lc*) Vi, < 0, (AV)c,z:*) Vi < 0.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

Vicx o*
(AUL,}C*) Vi, c >0, (AVL,L*) *Vk,c >0,
On veut { (AVIC,K*) Vk,c <0, (AV)C,L*) *Vk,c <0.
x
Un choix convenable :
Y3 vz _ lvallaz + [[valla ze + |[vs]la zs
o =
[villa + valla + (vl a
avec
T2

z3

v lElla = VAE- €, VEER?

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PROPRIETES

o L’existence d’une solution au probléme non-linéaire n’est pas
prouvée.

o Pas de résultat de convergence.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

PROPRIETES
o L’existence d’une solution au probleme non-linéaire n’est pas
prouvée.

o Pas de résultat de convergence.

e En pratique, on résout le probleme par une méthode itérative qui
préserve la positivité au cours des itérations.

o Le systéme linéaire a résoudre change a chaque itération et n’est
pas symétrique.
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SCHEMAS MONOTONES NON-LINEAIRES

PROPRIETES

L’existence d’une solution au probleme non-linéaire n’est pas
prouvée.

Pas de résultat de convergence.

En pratique, on résout le probleme par une méthode itérative qui
préserve la positivité au cours des itérations.

Le systeme linéaire a résoudre change a chaque itération et n’est
pas symétrique.

Le principe du schéma se généralise (difficilement) & des
maillages polygonaux seulement dans le cas ou

o A(x) est isotrope.

e Le maillage est régulier et les volumes de controle sont étoilés.
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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ScHEMAS DDFV

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

(Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes ’05) (Andreianov-Boyer-Hubert ’07)
MAILLAGES

A mesh M ‘\ :mesh o * L,\,/' mesh D
Maillage primal Maillage dual Maillage diamant
~ (U ) cem ~ (Ues ) e e ~ gradient discret

SOLUTION APPROCHEE : u” = ((U;c);c, (W*)m)
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(GRADIENT DISCRET

1 Ug — Uk Ugr — Us .
Viu' = — Vi + Viwex |, Vdiamant p.
sin ap |o*| lo|

T, T
S e Vou” - (T — k) = up — ug,
Définition équivalente T
VIuT  (Tpr — Tiew) = Upr — Uex.

158i 237



ScHEMAS DDFV pPour —div(e(z, Vu)) = f

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

GRADIENT DISCRET

1 Up — Uk Upx — Ui .
VIu” = — Vip + Viser |, Vdiamant .
sin ap |o*| o]

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

= > 1ol (ApViuT ve) = [kl fe, Vi €M,
g€l
— Y o[ (ApVEu" v ) = [K*| fiee, VKT € I,

o*eEcx

ou, par exemple, on prend un tenseur de diffusion approché sur le
diamant par

et 1
ADd:f|D|/DA(:c)dx.
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ScHEMAS DDFV pPour —div(e(z, Vu)) = f

DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME

GRADIENT DISCRET

T T _
Viu' =

1 - — U
- e UKV;C£+ Yer = Ue Viier |, Vdiamant p.
sin ap, lo*| lo]

METHODE DDFV
Formulation équivalente (Dualité Discrete) :

2 Z |p| (ApViuT, VIvT) = / fo™tdx +/ fo™ de, YoT e RT.
DED Q Q

PROPRIETES
o Nombre d’inconnues = nombre de cellules + nombre de sommets.
o La monotonie et la coercivité de I'opérateur sont préservées.
o Existence et unicitié de la solution approchée.
o Convergence dans le cas général et estimation d’erreur dans le cas

régulier en O(size(7)) pour u et Vu.

o Prise en compte des coeffs discontinus = m-DDFV.
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

(Lipnikov et al 05 — ’08) (Manzini ’08)

@ Une inconnue scalaire u,
sur chaque volume de
controle x € 7.

@ Deux inconnues scalaires
de flux Fi , et F, , sur
chaque aréte o € &.

o Elles sont liées par la
relation de conservativité

F)C,U+FL,0 =0.

e On note R7 (resp. R?) I’ensemble des inconnues aux centres
(resp. aux arétes).
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

PRINCIPE : Se baser sur la formule de Green
/ AN (A Vu) - Edr + / u(divé) de = / u(€ - v)ds.
K K oK

e Si F € RE, on définit la div. discrete

1
diveF = T > 0| Fr o
o€k —

chgt de notation

e On se donne un “produit scalaire” (-,-) -1
sur ’ens. des B qui approche
[ A - Gdx.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

PRINCIPE : Se baser sur la formule de Green
/ AN (A Vu) - Edr + / u(divé) de = / u(€ - v)ds.
K K oK

e Si F € RE, on définit la div. discrete

1
diveF = T > 0| Fr o
o€k —

chgt de notation

e On se donne un “produit scalaire” (-,-) -1
sur ’ens. des B qui approche

HYPOTHESES [ A - Gdx.
Coercivité : C|x]| Z ‘F)C’O|2 < (F, F)A*l,;c < 6|]C| Z ‘F}C7J|27 Vi,

AT AT

Consistance : ((A;CVQO),G)A71 . —I—/ o divG dzx
’ K

= Z G0 (/ go) Vi, VG € RE, Vo affine.

aEEx
F. Boyer VF pour les milieux poreux
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(z)V-)

PRODUITS SCALAIRES GLOBAUX

(Fa G)A*1 = Z(Fa G)Afl,)ca

K
(u,v) = Z |K|ucvk,

K

OPERATEUR FLUX APPROCHE : ® : u € R s ®u € R® =~ (AVu) -v
(G, ®u) 41 = —(u,divcG), VuecRI, VG e RE.
Le schéma s’écrit alors :
—div® (Pu) = fr, Vk.
Tout se raméne a construire un p.s. (-,-)4-1 , convenable

vérifiant les hypothéses de consistance et coercivité
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

ON CHERCHE

(F, G)Afl,;c déf k (Fic,o> A’Lc <G)<,a> 5

avec M, SDP de taille m x m.

DEFINITIONS
|01|t(‘r01 _'T’C) tuo’l

Ry = , Ne=1 A, de taille m x 2,
lom| (2o, —2x) o,

PrOPOSITION

La condition de consistance est équivalente a
M Ny = R <= M, = %RKA;”R,C + CUx'Cy,

ot Cy. de taille m x (m — 2) est telle que 'Cyc N = 0 et U, est une
matrice SDP quelconque de taille m — 2.

V.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

o Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

o Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.

@ On peut voir ces schémas comme une généralisation des éléments
finis mixtes associés a des formules de quadrature bien choisies.
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SCHEMAS MIMETIQUES POUR —div(A(x)V-)

PROPRIETES

o Les mailles doivent étre étoilées par rapport a leur barycentre.

@ Le nombre total d’inconnues est égal au nombre d’éléments + le
nombre d’arétes.

o Le systeme linéaire a résoudre est de type point-selle.

@ On peut voir ces schémas comme une généralisation des éléments
finis mixtes associés a des formules de quadrature bien choisies.

@ Sous de bonnes hypotheses de régularité, on peut montrer la
convergence & lordre 2 en norme L? et & l’ordre 1 en norme H'.

e Pas encore d’estimations d’erreurs dans le cas de coefficients
discontinus.
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes
e Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque x € 7.
@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fx o keT.

s

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F. , sur chaque aréte o € £.
,

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

FIC,U+FL,0:0~
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque x € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
F.o keT.

s

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F. , sur chaque aréte o € £.
,

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

FK,U+FL,0:0~

o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue + Vi (To — k) — Ve |K|Fre o = Uup + Ve (20 —22) — Ve| 2| Fr e
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue +Vie (To — k) — V| K| Fx o = Up + Ve (o — ) — V|| Fr o

o Formule de “géométrie”
k| = / div((x — ) ® g) de = / (¢-v)(z—xx)dr, VEER?
K oK

=¢
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité
Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue +Vie (To — k) — V| K| Fx o = Up + Ve (o — ) — V|| Fr o

o Formule de “géométrie”

KlE =" 10| (€ veo) (@g — 7i), VEER

o€l
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité
Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue +Vie (To — k) — V| K| Fx o = Up + Ve (o — ) — V|| Fr o

o Formule de “géométrie”

K| Axvie = = > Fe oo — k).

[T
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
@ Une inconnue scalaire u, sur chaque £ € 7.

@ Une inconnue vectorielle v sur chaque
Fr.o kxeT.

@ Deux inconnues scalaires de flux Fi , et
F, » sur chaque aréte o € £.

o Elles sont liées par la relation de
conservativité

Feo+F.,=0.
o Continuité de 'approximation au barycentre z, de o :

Ue +Vie (To — k) — V| K| Fx o = Up + Ve (o — ) — V|| Fr o

o Formule de “géométrie”
K| Axvie = = > Fe oo — k).
[T
o Bilan des flux Y Fi, = [k|fy.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES
@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

e Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé sans le terme
de pénalisation.
o Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div(p(z, Vu)) = f.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES
@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

e Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé sans le terme
de pénalisation.
o Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div(e(x, Vu)) = f.

@ Résultat de convergence de la solution u” = (u,),c et du gradient
v7 = (v¢)«, pour un maillage quelconque et des données peu
régulieres.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES
@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

e Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé sans le terme
de pénalisation.
o Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div(p(z, Vu)) = f.

o Résultat de convergence de la solution u” = (ux ). et du gradient
v? = (V¢)«, pour un maillage quelconque et des données peu

régulieres.
o Inégalité de Poincaré.
o Estimation a priori.
e Compacité.
e Convergence.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
PROPRIETES
@ On a 3 inconnues scalaires par volume de controle et deux
inconnues scalaires (en réalité une seule) par aréte.

e Sur maillage simplicial, le probleme est bien posé sans le terme
de pénalisation.
o Le schéma s’adapte sans grandes différences au cas non linéaire

—div(p(z, Vu)) = f.

@ Résultat de convergence de la solution u” = (u,),c et du gradient
v7 = (v¢)«, pour un maillage quelconque et des données peu
régulieres.

@ Sous des hypothéses de régularité de la solution et des coefficients
du probleme :
e Maillages généraux : Estimation d’erreur théorique en
O(+/size(T)) pour la solution et son gradient.
o Maillages simpliciaux : Estimation en O(size(7)).
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(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION

o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Uy = U+ Ve (e —20)—Vi|K|Feo = UtV (2. —20)—ve|2|Fr o

@ On utilise
Z Fy UA — Zy)-
o€l

e D’ou (ua - UIC)UES;C = B}C(F)C,U)JGE)ca
ou By est S.D.P. et ne dépend que de la géométrie de K et de vy.

- IKI
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)

IMPLEMENTATION

o Initialement, le nombre d’inconnues est important.

o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.

@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

def

Up = U+ Vi (T —25) —Vk|K|Fieo = Ur+Ve (T —20)—ve || Fr o

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

|K| o€l

e D’ou (F}C,O')G'Gc‘:)c = BEI(UU - UK)UGE)C'
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Ug def U +Vic: (x;c—(Ea)_V)c"C‘F)c,a = UL+VL'(xL_xU)_VL|£‘FL’U'

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

|K|UEEK

e D’ou (F}C,O')G'Gc‘:)c = BEI(UU - UK)UGE)C'

o Elimination de ux
E Fy o = || fc
c€EK
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Ug def U +Vic: (x;c—(Ea)_V)c"C‘F)c,a = UL+VL'(xL_xU)_VL|£‘FL’U'

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

|K|UEEK

e Dol (Fr.o)ocer = Bt (Uo — Ux)oesy -
o Elimination de ux

Z C)c,o(ua - U)c) = |’C|f)c

o€k
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Ug def U +Vic: (x;c—(Ea)_V)c"C‘F)c,a = UL+VL'(xL_xU)_VL|£‘FL’U'

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

IKI

o€l
. -1
e D’ou (FJC,J)UGS;C = B)c (ua' - UK)U€5)C‘
o Elimination de ux = u,e = b + E Cx,o U -

o€k
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Ug def U +Vic: (x;c—(Ea)_V)c"C‘F)c,a = UL+VL'(xL_xU)_VL|£‘FL’U'

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

IKI

o€l
. -1
e D’ou (FJC,U)UGS;C = B)c (ua' - UK)U€5)C‘
o Elimination de ux = u,e = b + E Cx,o U -

o€k

= (F}C,U)UEE;C - C}C(uo - ua’)o’,a'eg;c + (GIC,U)O'GE;C-
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ScHEMAS VF MIXTES

(Droniou-Eymard ’06) (Droniou ’07)
IMPLEMENTATION
o Initialement, le nombre d’inconnues est important.
o Le systeme linéaire n’a pas de structure simple.
HYBRIDATION (CAS LINEAIRE)
But : Ramener le probléeme a un systeme SDP plus petit.
@ On définit une inconnue scalaire par aréte par

Uy = U+ Ve (e —20)—Vi|K|Feo = UtV (2. —20)—ve|2|Fr o

@ On utilise

Z Fy UA Ty — Tyc)-

K
| |U€£K
. -1
e D’ou (F}C,U)UGS;C = B)c (ua' - UK)UGS)C'
o Elimination de ux = u,e = b + E Cx,o U -

o€k
= (F}C,U)UEE)C - C}C(uo' - ua’)o’,a'eg;c + (GIC,U)O'EE;C-

® Fi »+ F. o = 0= Une équation par aréte liant les (v, ),
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

@ Schémas SUCCES / SUSHI

@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

e Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
o Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

Ik|€ = / ( x—x,c)>dx Z/( m—x@)u,c,gdx

o€l
5 lol(& Gar — 200 Jcr
oc€EK
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

e Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
o Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

|K|Vu ~ Z lo|(u(zs) — u(ze) Wi o

o€l
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

e Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
@ Les inconnues u, correspondant & o € £x sont libres.
o Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

e 1
Veu? = m Z o] (e — U )V o
o€k
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux
E=EgUEH.
e Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
Les inconnues u,, correspondant a o € £ sont libres.

°
o Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :
-1
def
Veul = m Z o] (e — U )V o
o€k
. o
e Err. de consistance R ,(u”) = T (u(, —ue — Ve (x4 — a:,c)>
K,0
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

(Eymard-Gallouét-Herbin ’08)

e Inconnues aux centres ux et aux arétes u,.

o L’ensemble des arétes est divisé en deux

E=EgUEH.

e Les inconnues u, correspondant a o € g sont éliminées par une
formule barycentrique u, = g YU -

K
Les inconnues u,, correspondant a o € £ sont libres.
Formule “géométrique” = définition d’un gradient discret :

e 1
Veu? = m Z o] (e — U )V o
o€k

@

Err. de consistance R ,(u”) = T (u(, —ue — Ve (x4 — a:,c)>
K,0

Sur chaque triangle D , on définit un gradient stabilisé

Viotu” =Vieu” + Re o (U )i 5.

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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o Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”

/SZ(A(JP)VTUT) Vv dz = Z IKlve fie, Yo = ((ve)x, (Vo)o)-
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o Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”

/Q(A(x)VTuT) Vo dr = |klvefe, V0T = ((0c)k, (V0)o)-

@ On peut ’écrire sous forme VF

Z Z Freo(u”)(ve —v5) = Z Il fe, Vo' = ()i (Vo)o),

K o€€x

’ ’
avec Fi ,(u”) = E a2 (ux — ugr), a’® dépend des données.
o'€€x
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

@ Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”

/Q<A<x>v7u7> VT de = 3 ko fe, Y07 = (U0, (v0)o)-

K

@ On peut I’écrire sous forme VF

Z Z F/c 0 U}C - UU) = Z |’C|U/C.f7C7 Yol = ((UIC)Kv (UU)U)7

K o€€k K

Ty __ (7,(7/ o’,o/ 7 2
avec Fy ,(u”) = al? (ux — Uy ), ag’ dépend des données.
o'€€x
@ Pour les arétes o € £, I'inconnue v, est un degré de liberté, donc

Feo(u)+ Frp(u) =0.

@ Pour les arétes o € £, ceci est faux.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

@ Le schéma s’écrit sous forme “variationnelle”

/Q<A<x>v7u7> VT de = 3 ko fe, Y07 = (U0, (v0)o)-

@ On peut I’écrire sous forme VF

Z Z F/c O’ U}C - UU) = Z |’C|U/C.f7C7 Yol = ((UIC)Kv (UU)U)7

K o€€k K

’ ’
avec Fi ,(u”) = Z al? (ux — uyr), ax’® dépend des données.
o'€€x
@ Pour les arétes o € £, I'inconnue v, est un degré de liberté, donc
Feo(u)+ Frp(u) =0.
@ Pour les arétes o € £, ceci est faux.
CHOIX DES ARETES BARYCENTRIQUES/HYBRIDES
e On décide que o € Ep si le tenseur A est régulier pres de o.

e On décide que o € &g si A est discontinu a travers o pour

assurer une bonne précision et la conservativité locale.
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PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)
@ Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)
e Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.

o La conservativité locale n’est assurée que sur les arétes
“hybrides”.

e Schéma totalement barycentrique :

peu d’inconnues / profil large / pas de conservativité locale
e Schéma totalement hybride :

beaucoup d’inconnues / profil réduit / conservativité locale

e Dans le cas barycentrique, la notion de “flux local” n’est pas tres
claire.
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ScHEMA SUSHI

SCHEME USING STABILIZATION AND HYBRID INTERFACES

PROPRIETES (Eymard-Gallouét-Herbin ’08)
e Schéma barycentrique/hybride adapté & la géométrie & mi-chemin
entre VF et EF mixtes, proche des schémas mimétiques.

o La conservativité locale n’est assurée que sur les arétes
“hybrides”.
e Schéma totalement barycentrique :
peu d’inconnues / profil large / pas de conservativité locale
e Schéma totalement hybride :
beaucoup d’inconnues / profil réduit / conservativité locale

e Dans le cas barycentrique, la notion de “flux local” n’est pas tres
claire.

Le systéme linéaire a résoudre est symétrique.

Existence et unicité de la solution.

Théoreme de convergence dans le cas général.

Estimation d’erreur en O(size(7)) pour u et Vu dans le cas
isotrope régulier.
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(Droniou—Eymard—Gallouét—Herbin ’09)

Les trois méthodes suivantes
o Mimétique
o VF mixtes

e SUCCES

sont algébriquement équivalentes (en choisissant convenablement
les paramétres).
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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PRESENTATION RAPIDE DU BENCHMARK

(Herbin-Hubert, ’08)

http://www.latp.univ-mrs.fr/fvcab
Actes de la conférence édités chez Wiley
Ed. : Robert Eymard et Jean-Marc Hérard

@ 19 contributions.

9 cas tests.

@ Une dizaine de familles de maillages.

Quelques éléments de comparaison :

e Nombre d’inconnues / d’éléments non nuls de la matrice.
e Respect de la conservativité locale.

o Erreurs L>°/L? sur u et Vu.

e Erreur sur I'approximation des flux aux interfaces.

o Respect de la positivité / Principe du maximum discret.
e Bilan énergétique discret.
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http://www.latp.univ-mrs.fr/fvca5

® QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan

176i 237

®© 6 6 6 6 ¢



—div(AVu) = f dans Q

1.5 0.5
avec A = ( 05 15 ) et u(z,y) = 162(1 — z)y(l —y).

Meshi1
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

ERREUR L? SUR LA SOLUTION (ORDRE 2)

Test 1.1, Meshl. : sqrt(nunkw)->erl2 Test 1.1, Mesh1. : sqrt(nnmat)->erl2

Test 1.1, Meshl. : h->erl2

10 10° 10
—A~ CMPFA
~v- CVFE . o
—e— DDFV o 10
~ ¢ ~FEP1 -«
—+— FVHYB . =
—+ Fvemmp|  '° o
10 107
10 N
——SUSHI 10
10° 10°
10°L - ) 10°
10f 10 10 107 10f
Test 1.1, Mesh1. : sqrt(nunkw)->ergrad .
10
~v- CVFE *
—=— DDFV
~ - FEP1
—+—FVHYB 107 107"
—+ FVPMMD
107 107
107 107
107l — . 107 — v ) 107"
10 10' 10 10° 10' 10° 10° 10° 107 107 o

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

INENEN

T
IS S SN RERE)

VAV

= 22
SSSSsSSSsSSS

I I A Y I N

\\
= .
N \ H
1] \ £t
T sk Wi
RN L] N ANFNANENES
o T T T T
Mesh4_1 Mesh4 2
MINIMUM ET MAXIMUM DE LA SOLUTION APPROCHEE
mesh 4.1 mesh 4.2
umin umax umin umax
CMPFA 9.95E-03 1.00E+00 2.73E-03 9.99E-01
CVFE 0.00E+00 8.43E-01 0.00E+00 9.14E-01
DDFV 1.33E-02 9.96E-01 3.63E-03 9.99E-01
FEQ1 0.00E+00 8.61E-01 0.00E+00 9.37E-01
FVHYB 2.14E-03 9.84E-01 7.16E-04 9.93E-01
FVSYM 7.34E-03 9.59E-01 2.33E-03 9.89E-01
MFD 6.64E-03 9.71E-01 1.50E-03 9.93E-01
MFV 1.08E-02 9.42E-01 3.34E-03 9.82E-01
NMFV 1.30E-02 1.11E400 3.61E-03 1.04E400
SUSHI 7.64E-03 8.88E-01 2.33E-03 9.61E-01
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—div(AVu) = f dans Q

1.5 0.5
avec A = ( 05 15 ) et

u(z,y) = sin ((1 —z)(1 - y)) + (1 - 2)*(1 —y)*.

Mesh3
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TEST 1 : ANISOTROPIE MODEREE

ERREUR L? SUR LA SOLUTION (ORDRE 2)

Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nunkw)->erl2 . Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nnmat)—>erl2 _‘ Test 1.2, Mesh3. : h->erl2
0

10"

~i- CMPFA
~v- CVFE
—e— DDFV A
-+ - FEQ1 107
—4—FVHYB
~e- MFD
—=— MFV
—+— SUSHI o

ET SUR LE GRADIENT (ORDRES 0.5 OU 1)

Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nunkw)->ergrad Test 1.2, Mesh3. : sqrt(nnmat)->ergrad

. 10" 10
~v- CVFE b
—e— DDFV
-+ FEQ1
—4— FVHYB
~e- MFD - - |
——MFV o o 10
—+— SUSHI

107 10%) 109

. e 4
10’ 0 o 2 £ 10 " e ) ‘D-A
10 10 10 10° 10’ 10 10° 107% 107" 10"
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® QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
@ Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

—div(AVu) = 0 dans ©

1 0
0 1073

avecA:R9< )Rgl,0=40°

La donnée au bord @ est continue et linéaire par mor-
ceaux sur Of) :

1 sur (0,.2) x {0.}U{0.} x (0,.2)
u(z,y) = 0 sur (.8, )X{l}U{l}X(&l)
'Y 1 sur ((.3,1.) x {0} U{0} x (.3,1.)
3 sur (0,.7) x {1} U{1.} x (0.,0.7)
183/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

MINIMUM ET MAXIMUM DES SOLUTIONS APPROCHEES

umin_i umax_i

CMPFA 6.90E-02 9.31E-01
9.83E-04 9.99E-01

CVFE 0.00E+00 1.00E+400
0.00E4-00 1.00E4-00

DDFV -4.72E-03 1.00E4-00
-5.31E-04 1.00E4-00

FEQ1 0.00E+4-00 1.00E400

0.00E4-00 1.00E4-00
FVHYB -1.75E-01 1.17E+00
-1.00E-03 1.00E+4-00

ENTE BN I BN I Ko B e I oI Mo BN I IS B IEN I RN R

FVSYM 6.85E-02 9.32E-01
4.92E-04 9.99E-01
MFD 7.56E-02 9.24E-01
8.01E-04 9.99E-01
MFE 3.12E-02 9.69E-01
5.08E-04 9.99E-01
MFV 1.22E-02 8.78E-01
7.92E-04 9.99E-01
NMFV 1.11e-01 8.88e-01
1.28E-03 9.99E-01
SUSHI 6.03E-02 9.40E-01
8.52E-04 9.99E-01
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TEST 3 : ECOULEMENT OBLIQUE

LES ENERGIES

enerl eren i
CMPFA N/A N/A
N/A N/A Energie de volume
CVFE 2.24E-01 8.42E-02 1
2.42E-01 3.33E-03 7
DDFV 2.14E-01 9.60E-02 1 enerl =~ / AVu - Vudez,
2.42E-01 7.11E-06 7 Q
FEQ1 2.21E-01 3.67E-01 1
2.44E-01 3.17E-02 | 7 Energie de bord
FVHYB 2.13E-01 2.55E-01 1
2.42E-01 8.19E-03 6 ener2 & AV - vd.
FVSYM 2.20E-01 0.00E+4-00 1 a0
2.42E-01 0.00E4-00 | 8
MFD 1.91E-01 1.87E-14 1 Sur le probléme continu :
2.42E-01 3.70E-14 8
MFE 1.25E-01 2.46E-02 1 erenl = eren?2.
2.41E-01 2.91E-03 8
MFV 4.85E-01 8.23E-07 1 E . )2 .
2 49E-01 9.74E-06 7 rreur sur le bilan d’énergie
NMFV 2.33e-01 1.45e-01 1
2.45E-01 1.94E-02 7 eren = enerl — ener2.
SUSHI 2.25E-01 3.01E-01 1
2.43E-01 1.28E-02 7

F. Boyer

VF pour les milieux poreux
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
o Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

—div(AVu) = 0 dans ©

:>QQ u = u sur 0f)

meshb
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

PRINCIPE DU MAXIMUM

o Vérifié par toutes les méthodes présentées ici.

VALEURS DES ENERGIES

enerl eren enerl eren

meshb meshb meshb_ref meshb5_ref
CVFE 45.9 1.04E-02 43.3 6.25E-04
DDFV 42.1 3.65E-02 43.2 1.27E-03
FVHYB 41.4 6.12E-02 / /
MFD-BLS 33.9 7.93E-14 43.2 2.84E-12
MFD 31.4 1.16E-12 43.2 4.71E-14
MFV 49.9 4.21E-05 43.2 1.88E-05
NMFV / 43.2 5.92E-04
SUSHI 39.1 6.67E-02 43.1 8.88E-04

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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TEST 4 : FAILLE VERTICALE

APPROXIMATION DES FLUX SORTANT

fluxenxz=0: AVu - v,

oQN{z=0}

flux0 flux0 flux1 flux1 fluy0 fluy0 fluyl

meshb meshb5_ref meshb mesh5_ref meshb mesh5_ref meshb
CMPFA -45.2 -42.1 46.1 44.4 -0.95 -2.33 4.84E-04
CVFE -46.6 -42.2 48.5 44.5 0.87 -2.25 8.02E-04
DDFV -40.0 -42.1 41.8 44.4 -1.81 -2.33 9.08E-04
FEQ1 / -42.2 / 44.5 / -2.16 /
FVHYB -44.3 / 46.3 / 0.49 / 1.55E-04
MFD -29.7 -42.1 34.1 44.4 -4.37 -2.33 1.01E-03
MFV -44.0 -42.1 50.3 44.4 -8.03 -2.33 1.72E+400
NMFV -43.2 -42.1 44.5 44.4 -1.23 -2.33 2.32E-04
SUSHI -40.9 -42.1 43.1 44.4 -2.21 -2.33 6.94E-04
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® QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan

®© 6 6 6 6 ¢
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—div(AVu) = f dans Q

avec
1 107322 + 92 (1073 — 1)zy
T (@2 492) \ (107 =Dy 2? + 10732

et u(z,y) = sinmzsinry.

mesh?2
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TEST 5 : ANISOTROPIE TOURNANTE HETEROGENE

—4- CMPFA|
~v- CVFE
—e— DDFV
-+ - FEQ1
—+—FVHYB
—=- FVSYM|

- %~ MFE
—=— MFV
—+— SUSHI

ERREUR EN NORME L? SUR LA SOLUTION (ORDRE 2)

Test 5, Mesh2. : sqrt(nunkw)->erl2

Test 5, Mesh2.

: sqrt(nnmat)->erl2 Test 5, Mesh2. : h->erl2

2

Test 5, Mesh2. : sqrt(nunkw)->ergrad

ET SUR SON GRADIENT (ORDRES COMPRIS ENTRE

o

Test 5, Mesh2. : sqrt(nnmat)->ergrad

1 ET 2)

Test 5, Mesh2. : h->ergrad

F. Boyer
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CERTAINS SCHEMAS NE VERIFIENT PAS LE PRINCIPE DU MAXIMUM

umin umax
CMPFA -1.06E-01 1.09E+00
FEQL 0.00E+00 1.05E4-00
FVHYB -1.92E401 5.38E+00
FVSYM -8.67E-01 2.57E+400
MFE -1.62E+400 1.90E+401
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® QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA

Schémas diamants

Schémas VF monotones non-linéaires

Schémas DDFV

Schémas mimétiques

Schémas VF mixtes

Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
e Bilan
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TEST 8 : SOURCE PONCTUELLE

SUR DES PARALLELOGRAMMES DEFORMES

—Awu = f dans Q

Conditions de Dirichlet homogenes

Terme source “mesure” : f = 0 sauf dans la cellule C*

o C* = cell(6,6) o C* =z
° Jeene /() de =1. o f =0,

Le maillage quadrangle utilis¢ ~Solution de référence sur une grille
mesh9 fine réguliere
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TEST 8 : SOURCE PONCTUELLE

SUR DES PARALLELOGRAMMES DEFORMES

VALEURS EXTREMES DES SOLUTIONS APPROCHEES

umin umax umin umax

Fine grid 1.07E-24 4.10E-01 FVSYM -7.21E-02 1.52E-01

FVPMMD 1.22E-09 3.99E-01
CMPFA -2.31E-02 1.03E-01 MFD -1.03E-01 1.85E-01
CVFE -1.23E-03 4.24E-02 MFV -8.08E-03 5.81E-02
DDFV -1.25E-03 8.22E-02 NMFV 3.05E-15 9.42E-02
FEQL -4.17E-03 4.90E-02 SUSHI -1.19E-03 5.65E-02
FVHYB -3.38E-02 1.12E-01 SUSHI-P 3.26E-06 6.77E-03

F. Boyer

VF pour les milieux poreux
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TEST 8 : SOURCE PONCTUELLE

SUR DES PARALLELOGRAMMES DEFORMES

FLUX DE MASSE SUR LES QUATRE COTES DU DOMAINE

flux0 flux1 fluy0 fluyl
Fine grid 5.46E-21 5.46E-21 5.00E-01 5.00E-01
CVFE -1.17E-05 2.63E-05 2.87E-01 5.54E-01
DDFV -5.814E-10 -3.35E-10 4.97E-01 5.02E-01
FEQ1 5.51E-06 7.15E-05 5.46E-01 4.89E-01
FVSYM 1.37E-04 -1.15E-04 4.96E-01 5.04E-01
FVPMMD 1.76E-06 3.5E-06 4.55E-01 5.44E-01
MFD -5.14E-04 -3.13E-03 5.01E-01 5.03E-01
MFV -2.30E-02 4.95E-02 2.74E-01 6.99E-01
NMFV 0.00E+00 0.00E-+00 4.99E-01 5.01E-01
SUSHI 7.35E-04 1.29E-04 4.99E-01 5.00E-01
SUSHI-P -4.21E-02 -3.29E-02 5.38E-01 5.37E-01
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@ QUELQUES GRANDES CLASSES DE METHODES
e Présentation générale
@ Schémas MPFA
@ Schémas diamants
@ Schémas VF monotones non-linéaires
@ Schémas DDFV
@ Schémas mimétiques
@ Schémas VF mixtes

e Schémas SUCCES / SUSHI

©@ COMPARAISONS : BENCHMARK FVCA 5
@ Présentation
@ Test 1 : Anisotropie modérée
o Test 3 : Ecoulement oblique
@ Test 4 : Faille verticale
@ Test 5 : Anisotropie tournante hétérogene
@ Test 8 : Source ponctuelle
o Bilan
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7
o Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?
@ Ai-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?
@ Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

@ Ai-je besoin d’'une approximation précise des énergies ?
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7

o Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?

Aji-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?

Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

Ai-je besoin d’une approximation précise des énergies ?

Avec quelles autres équations dois-je envisager un couplage ?
Avec un code déja existant ?

Si oui, quelle est la structure de données dont je dispose dans
mon code ?
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Y-A-T’IL UNE CONCLUSION ?

COMMENT CHOISIR UN SCHEMA 7

Ai-je besoin d’utiliser un maillage vraiment général (non
conforme, déformé, ...)?

Aji-je besoin d’assurer la positivité/monotonie ?
Ai-je besoin d’une approximation précise du gradient/des flux ?

Ai-je besoin d’une approximation précise des énergies ?

Avec quelles autres équations dois-je envisager un couplage ?
Avec un code déja existant ?

Si oui, quelle est la structure de données dont je dispose dans
mon code ?

Ai-je besoin d’étre rassuré par des théoremes ?

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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© ScuEMmas DDFV EN 3D
@ Reconstruction de gradient en 3D
e L’approche de Coudiere-Pierre et Andreianov & al.
@ Le schéma de Hermeline
e L’approche Coudiere-Hubert
@ Implémentation
e Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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RECONSTRUCTION D’UN GRADIENT EN 3D

EN 3D, on considére 6 points de R? qui définissent 3 directions
indépendantes.

On définit V7u” € R3 par les formules

Viu” - (z, —xk) = u, —ug
ViuT - (xy — ) = us—ug
Vi - (zp —xp) = up — ug

On appelle cellule diamant le polyhedre dont les faces sont les
triangles (IK7 Ta, xF)? (ILa Ta, xF)v (IKv Ty, IF)7 (xLa Ty, xF)v (xKa Tay IE),
(xL; T, xE)a (xxa Tp, xE)a (Z'Lv Ig, xE)
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Le vecteur VZu? de R3 satisfaisant

AVARTEES (zo —2x) = wn—ux
AVARTEER (Ta —x) = Usr—Us
V" (xp —xp) = up—ug

est donné par

1
v = g (1, = ) N, + (= ) Ny + (0 = 05) N
avec
Ny = %(mA —xp) A (Te — Tw),
Ny = %(CDF - fl?E) A ($L - wK),
1
Ngr = §($L - fEK) A (-’I»'A - -’DB)
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RECONSTRUCTION DE GRADIENT EN 3D

L A
Le vecteur V7u” de R? satisfaisant
AVARTEES (zr —zx) = wL —ug
T T B
Viu '(Z'A*xB) = Ur — Up €
V" (xp —xp) = up—ug 1,
est donné par
L
T,,T 1 T AT T
Viu' = m (Ul. - U’K)]\‘Kl. + (UH - UA)A‘AI; + (Ulf - Ulc)]\"mv
CHOIX DES POINTS
@ On prend naturellement
e xk,x; centres de deux cellules primales voisines
e z,,xs deux sommets communs a K et L
@ On a par contre plusieurs possibilités pour les points xy et xy.
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LES DIFFERENTES APPROCHES

@ Inconnues aux centres et aux sommets des cellules
(Coudiére-Pierre 077)
(Andreianov and al 08°)
= Ty, Ty sont aussi des sommets des cellules primales
~ Ne fonctionne que pour les maillages conformes

@ Inconnues aux centres des cellules, aux sommets et aux centres

des faces

(Hermeline 07’)
= 1z est le centre de la face entre K et L, xy est le centre de
I'aréte x oy C Oxp.
~ Le systeme linéaire obtenu n’est pas symétrique en général.

o Inconnues aux centres, aux sommets, aux centres des faces et aux
centres des arétes. (Coudiére-H. 09°)
= xy est le centre de la face entre K et L, x est le centre de
laréte x o5 C Oxp.
~» Aucune restriction sur le maillage, prise en compte de
discontinuité dans la perméabilité.

203/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



© ScuEMmas DDFV EN 3D

Reconstruction de gradient en 3D

L’approche de Coudiére-Pierre et Andreianov & al.
Le schéma de Hermeline

L’approche Coudiere-Hubert

Implémentation

Résultats théoriques

Résultats numériques

®© ©6 6 6 66 o o
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LES MAILLES DIAMANT

Coudieére-Pierre, Andreianov & al.

SI TOUTES LES FACES SONT DES TRIANGLES
@ On prend pour zp et zp un autre couple de
sommets de la face. Ainsi si F = (z,, 25C),
on prend par exemple zp = x, et zy = C.
o Les diamants sont la réunion de deux
pyramides de base F et de sommets zk et x;.

@ Le gradient discret d’écrit

3|D|VTUT = (uL - UK)NKL + (UB - UA)NAB + (UA - UC)NCA
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CAS GENERAL

e On numérote les sommets de la face F :
@ Si on suppose une condition d’orthogonalité
(z, — k) L F, le gradient s’écrit

VT’U,T — Up, — Uk
|21, — 2]
Ui41 — Ug
+ Z Qi1 Ixtl — xl| (i1 — i)™
3

pour un bon choix des coefficients a; ;1.
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LE SCHEMA PROPREMENT DIT

Coudiere, Pierre, Andreianov & al.

@ On a des inconnues aux centres et aux sommets su maillage
primal.

@ A chaque sommet x,, on associe un volume de controle A, appelé
cellule duale ou cellule nodale.

@ On écrit un bilan de flux discret a la fois sur les cellules primales
et sur les cellules duales :

—divg (pD (VTUT) = fK
—div, pP(VTuT) = fu
+BC

IL FAUT PRECISER LA DEFINITION DE LA MAILLE DUALE A € NV.
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DEFINITION DES MAILLES DUALES

Coudieére, Pierre, Andreianov & al.

DEUX POSSIBILITES :

Coudiere-Pierre

o Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

($K7 LKL, xi—1)7 (xKa LKL, xi—&-l)’

(zL7 LKL, ,131‘_1)7 (xLa TKL, xi-‘rl)

Andreianov & al.

@ Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

(SUK, TxL, xi—l,i)a (xKa Tkr, xi,i+1)a

(va TKL, xi,i—1)7 (xLa TKL, xi,i—‘rl)
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DEUX POSSIBILITES :

Coudiére-Pierre

o Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

(mKa TgL, xi—l); (xK; TKL, xi—‘,—l)a

(xLa LKL, xi—l); (xLy LKL, "Ei-‘rl)

Andreianov & al.

@ Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

(IKa Tkr, mi—l,i), (va TKL, mi,i+1),

(xLa TKL, xi,i—l), (xLa TKL, xi,i-i—l)
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DEFINITION DES MAILLES DUALES

Coudieére, Pierre, Andreianov & al.

DEUX POSSIBILITES :

Coudiere-Pierre

o Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

($K7 LKL, xi—1)7 (xKa LKL, xi—&-l)’

(zL7 LKL, ,131‘_1)7 (xLa TKL, xi-‘rl)

Andreianov & al.

@ Les faces de la maille duale P; qui se
trouvent dans le diamant D sont :

($K, Ty, xifl,i)a ($K, LKL, fi,z‘ﬂ),

(mL7 LKL, 'xi,i—l)a (zL7 LKL, mi,i-{—l)
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Exemples de mailles duales pour un maillage primal cubique

Coudiére, Pierre

Andreianov & al.
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Le propriété de dualité discréte s’écrit
—[div7 &P w7 = (€7, VTuT)) = D IpleP VT
D

avec ATTENTION

Coudiére-Pierre

1
[u”,v7] = 3 (Z |K|ugvg + Z |A|uAvA)
KEM AEN
Andreianov & al.
1
IIUT’UT]] = g (Z |K|’LLK’UK + 2 Z |A|UA'UA)
KEM AEN

= Bilan : Le domaine est recouvert 3 fois!
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AVANTAGES

e Monotonie et coercivité sont préservées.

o Existence et unicité de la solution prouvées.

o Consistence des opérateurs discrets.

@ Preuve de convergence, y compris dans le cadre non linéaire.
INCONVENIENTS

o Restreint aux maillages conformes
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© ScuEMmas DDFV EN 3D

Reconstruction de gradient en 3D

L’approche de Coudiére-Pierre et Andreianov & al.
Le schéma de Hermeline

L’approche Coudiere-Hubert

Implémentation

Résultats théoriques

Résultats numériques

®© ©6 6 6 & ¢ o
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@ Pour chaque face F = 0K N JL, et chaque aréte E C dxy, qui
connecte les sommets x,, xy € Je.

T A

7

Tk T
[ ]
Xy,
5

On a trois directions non coplainaire naturelles :
e La direction xxx
e La direction x,xy

e La direction xpxy
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CONSTRUCTION DES MAILLES DIAMANTS

Hermeline

e Pour chaque face F = 0K N JL, et chaque aréte E C dxy, qui
connecte les sommets x,, xy € Je.

= D’ou la cellule diamant :

N T A N
$L ’
E E 5
Tk
L
Ty,
Ty L Ty

et le gradient discret
1

vT T _
T

((UL - uK)NKL + (UA - uB)NAB + (UF - UE)NFE)
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LE SCHEMA

Hermeline

@ Les inconnues au centre des arétes sont déterminées par

1
Uy = f(UA + 71}3)
2
@ Les inconnues au centre des faces up sont aussi éliminées par
interpolation barycentrique a partir des valeurs aux sommets de

la face :
Up = E iy,
Ay

e On a donc, in fine, seulement des inconnues principales du
schéma aux centres des volumes primal et aux sommets.

o Il faut préciser la définition de la maille duale associée.

o Ensuite, il suffit d’écrire le bilan de flux sur les mailles primales
et les mailles duales :

— divg P (VIuT) = fx
—div, <pD(VTUT) = fA
+BC
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Meéme définition que celle de Andreianov & al.

o Les faces de la cellule duale associée a x,
qui sont dans D sont :

(-’I;Dy xK; xF); (xD: xK7 xE)7

(xnaxL,xF)7 (xDavaxE)

o Exemple de maille duale
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PROPRIETES

Hermeline

AVANTAGES
o Adapté a des maillages généraux, y compris non conformes.
@ Prise en compte naturelle des sauts de perméabilité
INCONVENIENTS

o Le systeme linéaire obtenu est en général non symétrique, y
compris pour le Laplacien !

@ Pas de formulation en dualité discrete.

= Peu de résultats théoriques.
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© ScuEMmas DDFV EN 3D
@ Reconstruction de gradient en 3D
e L’approche de Coudiere-Pierre et Andreianov & al.
@ Le schéma de Hermeline
o L’approche Coudiere-Hubert
@ Implémentation
e Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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e Pour chaque face F = 0k N JL, chaque aréte E C dxy, qui
connecte les sommets x,, xy € de

Tk TE
[ ]
Xy,
T

On a trois directions indépendantes
e La direction xxx
e La direction x,xy

e La direction xpxy
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CONSTRUCTION DES CELLULES DIAMANT

Coudiére-Hubert

e Pour chaque face F = 0K N JL, chaque aréte E C dxy, qui
connecte les sommets x,, zy € de

= On lui associe la cellule diamant :

T A T A T A
Zy, r
E E b
Tk
L
Ty,
Ty Tp Ty

et le gradient discret
1

vT T _
T

((UL - uK)NKL + (UA - uB)NAB + (UF - UE)NFE)
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MAILLAGE CUBIQUE LOCALEMENT RAFFINE
On peut ainsi traiter des maillages non conformes.

219i 237



LE SCHEMA

Coudiére-Hubert

@ On associe a chaque inconnue uy, Uy, Uy, Uy, Up, Uy, un volume de
controle.
= On a donc trois familles de maillages
o Le maillage initiale (maillage primal)
o Le maillage associé aux sommets (maillage nodal)
o Le maillage associé aux couples faces/arétes (maillage
faces/arétes)
o Ecrire le bilan discret sur chaque volume de controle en utilisant
la divergence discrete et le gradient discret.

—divg @P(VTuT) = f«

—div, pP(VTu?) = f,

—divp (vTuT) = fr, —divg @D(VTUT) = fe
+BC
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LE MAILLAGE PRIMAL M
@ Les faces de K contenues dans D :

(e () G2)

LE MAILLAGE NODAL N
o Les faces de A contenues dans D :

o (2)-(2)

LE MAILLAGE FACES ARETES F¢&

o Les faces de F ou E contenues dans D :
T Tx
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LE MAILLAGE PRIMAL M
@ Les faces de K contenues dans D :

(e () G2)

LE MAILLAGE NODAL N
o Les faces de A contenues dans D :

o (2)-(2)

LE MAILLAGE FACES ARETES F¢&

o Les faces de F ou E contenues dans D :
T Tx
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LES TROIS MAILLAGES

Coudiére-Hubert

LE MAILLAGE PRIMAL M
@ Les faces de K contenues dans D :

(e () G2)

LE MAILLAGE NODAL N

o Les faces de A contenues dans D :

o (2)-(2)

LE MAILLAGE FACES ARETES F¢&

o Les faces de F ou E contenues dans D :
Ta Tk

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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LE MAILLAGE PRIMAL M
@ Les faces de K contenues dans D :

(e () G2)

LE MAILLAGE NODAL N
o Les faces de A contenues dans D :

o (2)-(2)

LE MAILLAGE FACES ARETES F¢&

o Les faces de F ou E contenues dans D :
T Tx
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LES TROIS MAILLAGES
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LE MAILLAGE PRIMAL ET LE VOLUME DE CONTROLE F

LES TROIS MAILLAGES
ﬂ
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LES TROIS MAILLAGES
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LE MAILLAGE PRIMAL ET LE VOLUME DE CONTROLE E




LES TROIS MAILLAGES

222/ 237



223i 237



LE SCHEMA
—div (pP(V7uT) = /T
LE GRADIENT DISCRET
1
VD eD, Viu = ﬁ ((ur, — ug) N, + (ug — ua ) Nag + (up — tg) Ngg) -
LA DIVERGENCE
piscrizre  div? = ((divK)KeM, (diva)sen, (dive, divF)E,Feﬁ)

|K| divg §D = Z Ep Nk, |A| div, £D = Z EpNas,

DEDg DED,
: D : D
[E|divg & = § &p N, |F| dive £ = — E & Ner
DEDg DEDp
1
Ny, = ;(IB — za) X (zp — zg)
1
Nap = ;(EF —xp) X (2, — k)
1
Negp = ;(IL — zx) X (zp — x4)

224i 237



Avec des conditions de Dirichlet homogene, on a

—[div? €2 uT] =) plePVTuT
peD

avec

1
[u”,v7] = 3 (Z |K|ugvk + Z [Alusvs + Z |F|upvy + Z |E|uEvE)

KEM AEN rr€F rp€E

LE DOMAINE EST RECOUVERT 3 FOIS PAR LES MAILLAGES
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© ScuEMmas DDFV EN 3D
@ Reconstruction de gradient en 3D
e L’approche de Coudiere-Pierre et Andreianov & al.
@ Le schéma de Hermeline
e L’approche Coudiere-Hubert
o Implémentation
e Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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QUELQUES REMARQUES SUR L'IMPLEMENTATION

o Aucun des maillages A ni FE€ ne sont réellement contruits en
pratique.
@ On a juste besoin du maillage primal et d’une structure diamant
qui contient
e une référence aux points x,, T, Tx, Tr, Te, Tr.
o Les vecteurs Ny, Nag, Ngp.
o Les mesures des 8 tétraedres : (zp, Tk, Ta, Tr),(Tn, Tk, Ta, Tu), .-
@ Dans le cas linéaire p(z,§) = A(x)¢, la matrice du systéme est
constituée de termes de la forme A° Ny - Ny, AP Nyag - Ny, -+

o Les termes sources sont évalués dans chaque maille diamant que
I'on découpe en tétraedres.
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© ScuEMmas DDFV EN 3D

Reconstruction de gradient en 3D

L’approche de Coudiére-Pierre et Andreianov & al.
Le schéma de Hermeline

L’approche Coudiere-Hubert

Implémentation

Résultats théoriques

@ Résultats numériques

® ©6 6 6 6 ¢
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PROPRIETES DU SCHEMA

Coudiére-Hubert

LE SCHEMA

—divT (P (V7uT)) = fT

Nombre d’inconnues = # volumes de controle primaux +#

sommets intérieurs + # faces intérieures + # arétes intérieures.

Monotonie et coercivité du probleme continu sont préservées.

Existence et unicité de la solution approchée.

Structure variationnelle préservée si ¢ = V¢®.
e Estimations d’erreur en /7~ ! si p > 2, des que uy € W2P(Q).
~~ Un benchmark diffusion anisotrope 3D est en cours
http://www.latp.univ-mrs.fr/latp_numerique/
~~ Workshop & Carry-le-Rouet : du 8 au 10 Septembre 2010

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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http://www.latp.univ-mrs.fr/latp_numerique/

PROPRIETES DU SCHEMA
Coudiére-Hubert

LES AVANTAGES
o Implémentation aisée malgré les apparences !
@ Bases théoriques solides.
o Possibilité de prendre naturellement en compte des sauts de
perméabilité.

o Grande généralité de maillages.

INCONVENIENTS

@ Beaucoup d’inconnues par rapport a d’autres approches, mais il
faudrait comparer les stencils.
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© ScuEMmas DDFV EN 3D
@ Reconstruction de gradient en 3D
e L’approche de Coudiere-Pierre et Andreianov & al.
@ Le schéma de Hermeline
e L’approche Coudiere-Hubert
@ Implémentation
e Résultats théoriques
@ Résultats numériques
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RESULTATS NUMERIQUES

—div(A(z,y,2)Vu) = f + Dirichlet BC

. . Maillage Maillage de Maillage en

Maillage cubique o & -6 « g »

tétraédrique prismes damier
(mesh 1)
(mesh 2) (mesh 3) (mesh 4)
Mesh 1 Mesh 2 Mesh 3 Mesh 4

# Nb vol. Nb un. Nb vol. Nb un. Nb vol. Nb un. Nb vol. Nb un.
1 8 27 215 737 36 239 1210 12179
2 64 343 2003 7777 288 2543 8820 96759
3 512 3375 3898 15495 2304 23135 28830 325739
4 4096 29791 7711 31139 18432 196799 — =
5 32768 250047 15266 62419 — — —

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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RESULTATS NUMERIQUES

TEsT 1
—div(A(z,y, 2)Vu) = f + DirichletBC

1 05 0
A(z,y,2)=105 1 0
0 0 1

u(z,y,z) = 16(x(1 —2) + y(1 —y) + 2(1 - 2))

I 1 Mesh 1 1 Mesh 4
7z TTa Ordre Lo T T, Ordre 7y 1 Ordre L T Ty Ordre T
1 0.18e4-00 — 0.12e4-01 — 0.78e4-00 — 0.28e+4-01 —
2 0.37e-01 2.02 0.49e4-00 1.10 0.22e4-00 1.62 0.15e4-01 0.80
3 0.24e-01 1.91 0.39e4-00 0.96 0.57e-01 1.82 0.77e4-00 0.90
4 0.15e-01 2.10 0.30e400 1.09 0.14e-01 1.91 0.39e4-00 0.95
5 0.95e-02 1.87 0.25e4-00 0.93 — — — —
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RESULTATS NUMERIQUES

TEsT 1
—div(A(x,y,2)Vu) = f + DirichletBC

1 05 0
A(z,y,2)=105 1 0
0 0 1

u(@,y,2) = 16(z(1 — z) + y(1 —y) + 2(1 - 2))

|- Miosh T i Niosh 4 i
7 Umin Umax Umin Umax
1 0.000 11.938 0.000 12.023
2 0.000 12.022 0.000 11.999
3 0.000 11.992 0.000 12.000
4 0.000 12.006 0.000 12.000
5 0.000 12.004 — —

233/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



RESULTATS NUMERIQUES

TEST 2

—div(A(x,y,z)Vu) = f + DirichletBC

Y 4+22+1 —xy —xz
A(z,y,2) = —zy 224+ 22+1 —yz
—xz —yz z? + y2 +1

u(z,y, 2) = 2y’ 2+ sin(2rzz) sin(2rxy) sin(272)

I I Mesh 1 I Mesh 3 I
# [P Rate I ey Rate I ll2 Rate [ Rate
1 0.25e4-00 — 0.85e4-00 — 0.12e-01 — 0.18e4-00 —
2 0.54e-01 1.79 0.39e+400 0.92 0.33e-02 1.85 0.89e-01 1.03
3 0.17e-01 1.56 0.20e4-00 0.87 0.15e-02 1.92 0.58e-01 1.05
4 0.44e-02 1.82 0.97e-01 1.01 — — — —
5 0.11e-02 1.92 0.47e-01 1.02 - — — —
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RESULTATS NUMERIQUES

TEST 3
—div(A(z,y,z)Vu) = f + DirichletBC

K122+ Kay? K1 —Kazy 0
2492 @2 +y?
A(x’y’ Z) = (K1 —Ko)zry Koz? 4 Kqy? 0
z2+y2 z2+y?
0 1.0+ K3z

u(x,y, z) = sin(27x) sin(27y) sin(27z)

Ki=1K,=01 Ks =1

I 1 Mesh 1 1 Mesh 2

# -2 Ordre Lo - HH] Ordre Hj -2 Ordre Lo - “H-] Ordre H

1 0.34e4-00 — 0.25e4-00 — 0.20e4-01 — 0.12e4-01 —

2 0.56e-01 2.14 0.62e4-00 0.95 0.39e-01 2.06 0.51e4-00 1.11

3 0.16e-01 1.67 0.36e+-00 0.72 0.25e-01 2.00 0.40e4-00 1.11

4 0.41e-02 1.86 0.18e+4-00 0.91 0.16e-01 1.97 0.31e+4-00 1.09

5 0.10e-02 1.96 0.93e-01 0.97 0.98e-02 2.00 0.24e4-00 1.04
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RESULTATS NUMERIQUES

TEST 3
—div(A(x,y,2)Vu) = f + DirichletBC

Kiz24+Koyy? K1 —Kozy 0
z2+y? @24y?
Alx z) = (K1 —Ka)zy Koz“+ Ky
(z,y,2) LA I 0
0 0 1.0 + K3z

u(z,y, z) = sin(27z) sin(27y) sin(27z)
Ki=1, K =01, K3 = 1

i i Mosh 1 i Mosh 2 i
# Umin Umax Umin Umax
1 -0.663 0.682 -1.072 1.178
2 -0.977 0.985 -1.016 1.086
3 -0.999 1.001 -1.012 1.028
4 -1.000 1.000 -1.003 1.021
5 -1.000 1.000 -1.015 1.015
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RESULTATS NUMERIQUES

TEST 4
—div(A(x,y,2z)Vu) = f + DirichletBC

Kia?+ Koy? K1 —Kozy 0
z2+y? @24y?
Alx z) = (K1—Ko)ay Koz“+ Ky
(z,y,2) LA R 0
0 0 1.0 + K3z

u(z,y, z) = sin(27z) sin(27y) sin(27z)
K1 =1, K2 = 0.001, K3 = 10

(I 1 Mesh 1 1 Mesh 2
# [ Ordre Lo [N Ordre Hy -T2 Ordre Ly [N Ordre H
T 0.426400 - 0.196+01 - 0.256100 - 0.176401 -
2 0.25¢400 0.61 0.29¢+01 -0.49 0.49¢-01 0.83 0.796400 1.01
3 0.666-01 1.74 0.166+01 0.82 0.326-01 1.90 0.616400 1.09
4 0.176-01 1.88 0.806+00 0.93 0.20e-01 1.94 0.49¢400 0.94
5 0.436-02 1.94 0.406+00 0.97 0.136-01 2.05 0.386+00 1.06
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FIN
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Soit u” solution de Au” = (h;f;).
e Omn suppose (f;); > 0, on veut montrer (u;); > 0.
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Soit u” solution de Au” = (h;f;).
e Omn suppose (f;); > 0, on veut montrer (u;); > 0.
e Supposons U = (u;); # 0, on pose alors

io =min{l <i <N, tel que u; =minU}.
Par hypothese, on a u;, < 0 = ug et donc

Uiy < Ujg—1, €6 Ujg < Ujgy1.
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PREUVE DU PRINCIPE DU MAXIMUM 1D

Soit u” solution de Au” = (h;f;);:.
e Omn suppose (f;); > 0, on veut montrer (u;); > 0.

e Supposons U = (u;); # 0, on pose alors
ip =min{l <i < N, tel que w; =minU}.
Par hypothese, on a u;, < 0 = ug et donc

Uiy < Ujg—1, €b Uz < Ujpt1-

@ On regarde la ip-ieme équation du systeme

Ujo+1 — Uig Uiy — Ujg—1

—kiot+1/2 +kig—1/2 = hi, fio -
o+l/ hig41/2 ot/ hig—1/2 ——
>0
<0 <0
= Contradiction.
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Soit u” tel que Au” = (h;fi);.
@ On construit “explicitemen

AV = (hy)i.

” un vecteur V solution de
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Soit u” tel que Au” = (h;fi);.
@ On construit “explicitement” un vecteur V solution de

AV = (hi)s.

o Celui-ci vérifie ||[V||oo < C et v; = v(x;) ou v est la solution de
=0, (k(2)0zv) =1, v(0)=wv(l)=0.
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PREUVE DE LA STABILITE L*® EN 1D

Soit u” tel que Au” = (h;f;)i.
@ On construit “explicitement” un vecteur V solution de

AV = (h;);.

o Celui-ci vérifie ||[V||oo < C et v; = v(x;) ou v est la solution de
—0y(k(z)0zv) =1, v(0)=v(1)=0.

@ On a la propriété suivante

A(lfloeV = U) = (hi(llf oo = £2)), 2 0.
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PREUVE DE LA STABILITE L*® EN 1D

Soit u” tel que Au” = (h;f;)i.
@ On construit “explicitement” un vecteur V solution de

AV = (h;);.

o Celui-ci vérifie ||[V||oo < C et v; = v(x;) ou v est la solution de
—0y(k(z)0zv) =1, v(0)=v(1)=0.

@ On a la propriété suivante

A(lfloeV = U) = (hi(llf oo = £2)), 2 0.

o Par le principe du maximum discret on en déduit
U< |fllsV
d’ont
U< Cllflloo-

@ On fait le méme raisonnement avec —U pour conclure.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

e On suppose 2 convexe (pour simplifier).

e On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = € £ on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.
e Pour toute aréte o € £, on note

1 si|z,yNo
xg(wyy)={ .[ ]ﬂo'

0
0 siz,y] 0.
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

On suppose 2 convexe (pour simplifier).

On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = €  on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.

e Pour toute aréte o € £, on note

(2,y) = 1 si[z,y)No#0
X9 =0 si [z,y]No=10.

e On note

Q= {z €Q, [z,y(x)] ne rencontre aucun sommet

et ne contient aucune aréte}.

On vérifie que Q¢ est de mesure nulle dans €.
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

@ On suppose 2 convexe (pour simplifier).

e On fixe une vecteur unitaire £ € R? et pour tout = € £ on note
y(x) la projection de z sur 09 dans la direction &.

e Pour toute aréte o € £, on note

(2,y) = 1 si[z,y)No#0
X9 =0 si [z,y]No=10.

e On note

Q= {z €Q, [z,y(x)] ne rencontre aucun sommet

et ne contient aucune aréte}.

On vérifie que Q¢ est de mesure nulle dans €.

e Soit maintenant Kk € T et z € £ N Q.
En parcourant le segment [z, y(z)], on rencontre un nombre fini
de volumes de controle noté (ic;)1<i<m avec K1 = K et Ky, est un

volume de controle du bord.
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@ On a donc une somme télescopique

m—1
U = Ug, = Z('chl — U,y ) Uiy,
i=1
m—1
|U”C| < Z |U”Ci - qui+1| + |0 - ’U,,Cm|,
=1

o Il vient

el < 3 dol Do (u) o (. ().

c€e€
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@ On a donc une somme télescopique

m—1
U = Ug, = Z('chl — U,y ) Uiy,
i=1
m—1
|U”C| < Z |U”Ci - qui+1| + |0 - ’U,,Cm|,
=1

o Il vient

1
|u)<| S da\/a_lDa(uT” o‘(xa (.’L‘))
;; NG Xo (T, y

avec ¢, = |V, - €| (qui est non nul car z € Q).
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

@ On a donc une somme télescopique
m—1
U = Uiy = E (Ui, = Ukipy) + Ui,y
i=1
m—1
|ulC| < E |uK~i _qui+1| + |0_u)Cm|a
i=1
o Il vient

luc] <Y do/co—=|Do (uT)Ixo (2, y(x)).

1
el V Co

avec ¢, = |Vo - €| (qui est non nul car x € Q).
o Par Cauchy-Schwarz (rappel : z € k)

fucl? < (Z dacaxo<x7y<x>>> (Z ”cl“|Do<uT>|2xa<x,y<x>>> .

o€ oeg 7
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z f”Dg<uT>|2xg<x,y<m>>> .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z f”Dg<uT>|2xg<x,y<m>>> .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z f”Dg<uT>|2xg<x,y<m>>> .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

u? < (Z dgchc,(x,y(x») (Z (Ci”DU(uT)an(fE,y(fﬂ))) .

o€E ocg 7

ESTIMATION DU PREMIER TERME Soit & € &, telle que y(z) € 6.
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- dy
Vk € T,Vx € kN, |u’<|2 < dlam(Q) (Z c—|D0(u7)|2XG(x,y(:L’))> .

oecg 7
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oecg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7

5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )

KET ceg ¢
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PREUVE DE L'INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oeg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7

5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )

KET ceg ¢

EVALUATION DE L'INTEGRALE

/ Xo (z,y(2)) dz < diam(Q)|o|c,.
Q

242/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

. dy
Vic € T,Vx € kN9, |ucl? < diam(Q) (Z C|Dg(u7)|2xg(x’y(x))> .

oecg 7

On integre sur k£ N Q par rapport a z, puis on somme sur K € 7
. d
5 ihunf? < diaun(s) 3= 2210, ( [ xolopt)as )
Co 0
KeT oe€

EVALUATION DE L'INTEGRALE

/ Xo (z,y(2)) dz < diam(Q)|o|c,.
Q

CONCLUSION
[u (172 = Y Iklfucl® < diam(2)* Y |o]de| Do (u™)]* = diam(Q)*||u” |} 7
xeT o€l
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e Soit u" € L%(R?) le prolongement par 0 de u”~ € L?(Q).
@ On va utiliser le théoréme de Kolmogorov, pour cela il suffit
d’obtenir une estimation sur les translatées

u™ (- +m) —u"|| L p—— 0, unif. par rapport a n.
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

e Soit u™ € L%(R?) le prolongement par 0 de u”" € L%(Q).
@ On va utiliser le théoréme de Kolmogorov, pour cela il suffit
d’obtenir une estimation sur les translatées

lu™ (- + 1) — u"| L2 p— 0, unif. par rapport a n.

e On fixe n € R? non nul. Par sommes télescopiques on a
(@ +n) —u"(@)] <Y do| Do (u™)|xo (x, 2 +1),
o€l
et par Cauchy-Schwarz

lu™(x +1n) —u"(2))? < (Z Xo(x, 2 + n)d(,c(,>

o€t

(Zxa i+ ) 2ID, 0 >2),

o€l

avec ¢, = Vo - 4|
[l
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

[u"(z 4 1) — u™(z)|* < <Z Xo (T, 2 + n)daca>

oe€

d
) (Z Xo (2,2 + 77)0|Da(u7’n)2> ’
Co
o€eE
avec ¢, = |v - %|
ESTIMATION DU PREMIER TERME

e On peut se ramener au cas ol [z, z + 1] C Q.

@ Soient alors K, £ € T tels que x € K et £ + 1 € £, on a alors

Z Xo(mvx + n)daca -

o€l

(1‘1: _l'ic) : |Z|’ < ‘xa _-'L'K|

< Jze — (@ + )| + (@ +n) 2l + o — 2
< [n] + 2size(T,).

e On intégre en z € R?
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) @) < Cllsize(T) Y (ol + ) 221D, (07 ) )
oeé 7

e On integre en z € R?

o 4= 3 < Clltsize(T)) 3 221050 ( [ ol n)as )

oecg 7
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) @) < Cllsize(T) Y (ol + ) 221D, (07 ) )
oeé 7

e On integre en z € R?

o 4= 3 < Clltsize(T)) 3 221050 ( [ ol n)as )

oecg 7

@ Calcul de l'intégrale

[ ot m)do = ol
R
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 1 : COMPACITE FORTE L2

o (o) -0 (@) < Cllbtsize(T) X (ol + ) 2D, 7).

o€e€
e On integre en z € R?
n ni|2 : dU T,n\|2
o )= 3 < Clatsize(T) 3 2210, ( [ ol n)as )
ocg 7

e Calcul de l'intégrale

/ Xo (@, + 1) dz = |nl|o]co
]R2

CONCLUSION
[u" (- + 1) = u™||72 < Clnl(|n] + size(T,)) W™ (17 7, -
N—— A,_/
<diam(2) borné

3 une sous-suite u?(" — u € L2(R?) avec u = 0 en dehors de .
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e Par hypothese, on a

sup |[V7mu” |2 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

V7iemyTen) — @,
n—oo

On veut montrer que u € H(Q) et Vu = G.
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

o Par hypothese, on a

sup [|[VTmu” |12 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(£2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

V7iemyTen) — @,
n—00

On veut montrer que u € H}(Q) et Vu = G.
e Soit ® € (C*(R?))? (on ne suppose pas ® = 0 sur 99)

I, = / u'(div®)der —— [ u(div®)dx.
Q

n—oo Q
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

o Par hypothese, on a

sup [|[VTmu” |12 < +oo,
n

e Il existe donc G € (L?(£2))? tel que (modulo une autre sous-suite)

Ve yTe) — 1 (.
n—oo

On veut montrer que u € H} () et Vu = G.
e Soit ® € (C*(R?))? (on ne suppose pas ® = 0 sur 99)

L, = [ wn(div®)de —— [ wu(div®)dz.

Q n—oo Q

e Mais on a aussi
L= u (/div(bda:) Y w Yy </<I>~umdz>.
Ke€T, K k€T, o€&c N
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e Sommons par aréte

L=y (ug—ug)(/a@-um)Jr 3 uﬁ(/oé-um).

0E€Eint 0€Eeut
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e Sommons par aréte

L=Y (uﬁ—uﬁ)v,cc-(/a(l))—i- 3 uﬁum-(/cr@).

0€Eint 0€Eeut
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e Sommons par aréte

loldee [ ulk —u? 1 /
I, = d A= 1o
> g dee <) ol J,

g€€int
|o|dico ul 1/
—— ld—L v |- | — | ®].
2 =) il ),

0€Eext
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e Sommons par aréte
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e Sommons par aréte
1
BT /q) |
S vz (L |

o€E
o Comme ® est C*

(= [2) - (5 [ 2)| = COvlcsive).

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

e Sommons par aréte

e Tn T”7~. -
Li==> |p|Viru (Iol/f)'

e

e Comme ® est C

(19)- G ) crvoms

e Comme (V7nu7"), est bornée dans L?, on a

_ Tn,Tn . i/ ;
Io==Y_|p|Viru (|D| Dcp + Og (size(T,,)).

e

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

e Sommons par aréte

e Tn T”7~. -
Li==> |p|Viru (Iol/f)'

e

e Comme ® est C

(19)- G ) crvoms

e Comme (V7nu7"), est bornée dans L?, on a

I,=- Z VIny™n . / D + Og(size(7,)).

o€l b

Vo € &,
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

e Sommons par aréte

In=—=>|p|Viu- (M/Uq>> :

oce&

e Comme ® est C*®

(9)- (& o) cromames

e Comme (V7nu7"), est bornée dans L?, on a

Vo € &,

I, = _/ V7T . ® dx + Og(size(Ty,)).
Q
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PREUVE DU THEOREME DE COMPACITE

ETAPE 2 : u € H} () ET CONVERGENCE DES GRADIENTS

e Sommons par aréte

In=—=>|p|Viu- (M/Uq>> :

oce&

Comme & est C°

(9)- (& o) cromames

Comme (V7nu7"),, est bornée dans L?, on a

Vo € &,

I, = _/ V7T . ® dx + Og(size(Ty,)).
Q

e Bilan, pour tout ® € (C*(R?))?
I, —— — | G-®dx, et I, —— [ udivddzx.
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ESTIMATION D’ENERGIE

Vn >0, [[u'" |z, <diam(Q)|f] 2.
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ESTIMATION D’ENERGIE
n =0, [u™ 1z, <dam(Q)]f] L2
THEOREME DE COMPACITE = Il existe u € HZ () tq

uTem —— y dans L*(Q),
n—oo

V7ot 7ot — Yy dans (L2(€2))2.
n—oo
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

ESTIMATION D’ENERGIE
Vn >0, [z, <diam(Q)]f[|z:-
THEOREME DE COMPACITE = Il existe u € Hi(Q) tq

uTe( —— o dans L*(Q),
n—oo
Ve yTen — Ty dans (L2(Q))%
n—oo
CE QU’IL RESTE A FAIRE

e On va montrer que u vérifie la formulation faible du probleme
—Au = f.

o Par unicité on en déduit que les convergences ci-dessus ont lieu
pour toute la suite (u7"),.
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ef
Vo € C2(Q), PTo = (p(zc))cer € RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7yp

> dololDec(wr) AL S ),

0€Eint KeT,
Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

Vo € CX(Q), PTo = (p(xx))cer €RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7p
T — X
S doloiDec(um) PEL P _ S g ().
0€Eint L K€L,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET

ds|o Tp, T L) K
Z C|l |anu ", (WVM:) = Z || frep(@ic)-

TEEint N~ K€ET,

=|D|

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

def
Vo e C(R), PTo = (p(2x))cer €R.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7¢p

> dololDec(urm) LA 5 ),

o€Eint KeT,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.

PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET

I R O

0€Eint

> [ s

k€T,

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

Vo € CX(Q), PTo = (p(xx))cer €RT.
INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETE AVEC v7 = P7p
T — X
S doloiDec(um) PEL P _ S g ().
o€Eint re KeT,

Remarque : Pour n assez grand, les termes de bord sont nuls.
PAR DEFINITION DU GRADIENT DISCRET

= Z/Kf(fﬂ) o() + (p(zc) — (2)) | dz.

=R (@)
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BiraN
/ ViryTn  Vp(x)de — / f(z) o(z) dx
Q Q
= —/ V7rum - RY () dx +/ f(z)Ry (z) du.
Q Q
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BiraN
/ ViryTn  Vp(x)de — / f(z) o(z) dx
Q Q
= —/ V7rum - RY () dx +/ f(z)Ry (z) du.
Q Q

< C|| D¢l sosize(Ts).

Ry ()] = \Mu (Vela) veevee

dKZE
[R5 (2)] = lp(xx) — ()] < | Depllocsize(Tn).
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

BiLAN
/ ViruTn  Vp(z) de —/ f(z) () dz
Q Q
= —/ V7ruT - RT(2) dm+/ f(z)Ry (z) dz.
Q Q

< C||D?@||sosize(Ty,).

|R711(x)| = ’MVKL - (VQD(m) : V}cc)”}ca

d)CL
[R5 (2)] = lp(xx) — ()] < | Depllocsize(Tn).

ON PEUT DONC PASSER A LA LIMITE

Yo € C°(9), Vu-Veodr= | fed. (%)
Q Q

Par densité, (x) est encore vraie pour tout p € Hg(Q), d’ot le résultat.
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

> dolollDo (™) = Y [ilfet = [ flapu™ da.
oce& K€T, Q
Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit
1 d0|0" T, Tnl|2 __ Tn
pi Z J |[VIny®n|* = /Qf(x)u dz.

TEE N~
=|D|

F. Boyer VF pour les milieux poreux
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

S dolol|Do(w™)P = 3 Ikl fiuf = / J(@)u™ da.

oe€ KeT,

Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit

1
LIV e = [ fa da.
Q
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PREUVE DE CONVERGENCE VF4

NON CONVERGENCE FORTE DES GRADIENTS
D’apres la formule d’intégration par parties discrete, on a

S dy ol Do ()2 = 3 [kl frai? /f yu™ da.

oe€ KeT,

Comme VIru™ = dDg(u”™)v,, on en déduit

1
H P z/f(x)uT" da.
Q

On passe a la limite dans le terme de droite et on trouve

hm [VTruT |2, = d/ f@)u(z) de = d||Vul|2..
~ Siu#0etd>2, onn’adonc pas convergence forte des gradients.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

Rg(u) _ u($c) —u .’E}C |0_| /Vu Ve, dr.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et x € o)

u(z,) = u(x)—i—Vu(x)(xL—m)—i-/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)+Vu(x)~(m,c—:v)+/0 (1715)Dzu(ert(a:,C—a:)).(x,cfx)2 dt.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

R,(u) = W - ﬁ Vu(z) - v, dx.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et x € o)

u(z,) = u(x)—i—Vu(x)(a:L—m)—&—/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)+Vu(x)~(:v,c—m)+/0 (lft)D2u(x+t(x,c—x)).(x,cfx)2 dt.

@ On soustrait et on utilise v, — Tx = dx Vi,
1
u(zy)—u(ze) = diu(x).um—i-/ (1—t)D*u(z+t(z,.—x)).(x,—x)* dt
0

_ /0 (1= 6)D2u(x + Hzr — 2)).(2r — 2)2 dt.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

R,(u) = W - ﬁ Vu(z) - v, dx.

e Formules de Taylor avec reste intégral (pour u € C? et z € o)

u(z,) = u(a:)—i—Vu(m)(a:L—m)—&—/o (1—t)D*u(z+t(x.—)).(v,—x)* dt,

u(xe) = u(x)JrVu(x)'(:z:,c—z)Jr/o (17t)D2u(x+t(x,C—x)).(x,cfx)2 dt.

o Bilan :
1 1 ) .
RU(U) = d;cc|0'| L/O (1 — t)D U(J?‘i‘t(ZEL — x))(xL _ 37) dtdx
=Ty
_ d)cj|0‘ /0/01(1 —t)D%*u(x + t(zx — z)).(zc — )2 dt da .

=T

251/ 237
F. Boyer VF pour les milieux poreux



1
dicc|o|

/ / 1 ODu(e 4 t{ae — 2)) (e — 2)? did.
o JO

T =
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/ / 1 ODu(e 4 t{ae — 2)) (e — 2)? did.
o JO

INEGALITE DE JENSEN

T, =
YT des|o]

T < g |// 1=t D2u( + ta — @) Pl — o dtda.
KLC
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

1 1

T = 7/ / (1 —t)D*u(z + t(z, — z)).(x, — x)* dtdz.
dicclol Jo Jo
INEGALITE DE JENSEN

1 1
17 < g [ [ = tPID e ¢ ta - ) Ple ol dida.
d}cz|0| o JO

CHANGEMENT DE VARIABLE
(t,x) €[0,1] xo—y=x+t(z, — ) € D,.
Le Jacobien vaut (1 —¢)(x, — x) - vx, = (1 — t)d 0.

d2 size(7)?
1 < P [ D% dy < Clees(T) ™0 [ 102ty dy
d;cadﬂ,0|0| Dr |D| D
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u(wg) —u(w)
Ro () = b, L) |a|/k 2)Vu(e) - ve da.

NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

AL

u(ze) —ufze)

R,(u)| < |k
Ry () et

+ O(size(T)).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE REGULIER

dir
NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

AL

o Pour n’importe lequel des choix de k, on a

kg—i/k‘(x)daﬁ
ol Jo

Ra(u):kgw |0|/k 2)Vu(z) - v, de.

) — u(zx)

R,(u
|Ro(u) i

+ O(size(7)).

< C||VE||sosize(T).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE REGULIER

Ro(u):kow |0|/k 2)Vu(z) - v, de.

NOUVEAU TERME DANS L’ESTIMATION

AL

o Pour n’importe lequel des choix de k, on a

1
ke — — / k(x)dx
lol Jo
@ Avec des formules de Taylor on trouve aussi
1
— 1 2
re) —ulre) | o (/ Vuf? + [ D?uf? dm)
1p| Jp

d)CL

253/ 237

) — u(zx)

R,(u
|Ro(u) i

+ O(size(7)).

< C||VE||sosize(T).
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dr u(z,) — u(xe
dro L dio
RS dice

Ry(u) =

1

)_ L / k(x)Vu(z) - v, do.
lof Jo

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT

/ k(z)Vu(z) vy, dx o / Vue(2) Ve de = ke, / Vu (x) Vi, dr.
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dy u(x,) — u(x
Ro(u) = %:Ld)u ( L)dm (@c) \U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢
ATTENTION : u n’est pas réguliere mais u)c et u|. le sont.

u(ze) = u(z) + Vupe(z) - (zc — x) + O(size(T)?),
u(z.) = u(z) + Vu(z) - (. — ) + O(size(T)?).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dr u(zy) — u(x)

R, (u) =
U( ) %f?;‘% %fg dKL

/k Wu(x) - v, da.
ol

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

w(zy) = u(@) + Ve () - (—deoVir + 20 — ) + O(size(T)?),
w(z,) = u(@) + Vu(2) - (deoVir + 2o — 1) 4 O(size(T)?).
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PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
T i ‘U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

() —u(ze) = deo VU () Ve + deo Ve (z) - v + O(size(7)?).

254/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
T i ‘U|/k 2)Vu(z) - v, de.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

) ulee) = %2 (zg,:m(x).um) +op (k,cwa ) um)+o<size<7>2>

254/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

Ry (u) =

dr u(zy) — u(x)
Fr—r i M/k 2)Vu(z) - Vi, dx.

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT
/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

w(z,)—u(ze) = % <k£Vu|£(ﬂc)'Vm> +% (k,cvu,c(w)-vm) +O0(size(T)?)

ON INTEGRE SUR o

deo n dm>

Ial(u(:cﬁ)—u(:cn))=(l% e / k(z)Vu(z) v, de+O(size(T)?).

g

254/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



PREUVE DE L’ESTIMATION DE CONSISTANCE VF4

CAS HETEROGENE DISCONTINU

dicr U(J?L) — u(x,c) 1 / k;(;z;)Vu(x) Vi dx.

% + dkﬁca dec B m

Ry (u) =

“CONTINUITE” DU FLUX EXACT

/ k(z)Vu(z)ve, de = k,c/ Ve (z) Vi, de = kc/ Vu () Vi, do.
ag ag ag

FORMULES DE TAYLOR pour z € ¢

dro deo .
we)ule) = 2 (ke Puelowe ) + 5 (BeVue(e)wee ) +0(size(TY)
L K<
ON INTEGRE SUR o

dee  u(ze) —ulze) %' / k(z)Vu(z) - vie, dz + O(size(T)).

deo + dxo d
kr kr KL
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(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
VDeD:|p| = §(sinaD)|a|dm = |oldc, < C(reg(T))|p|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x € Q sur le bord selon £.
e Somme télescopique :

m—1

Juc|* = |u, |* = Z (Ju, |* = |u,€i+1|2) + |ue,, |,
i=1
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :
m—1

|u)C|2 <C <Z ‘uKi - U"Ci+1|(|u)€i

i=1

+ |u)Ci+1|)> + ‘,U/K'm.|2'
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :
1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

S ikl < 3 o — el (] + fue) (/ﬂ mx,y(m))dx) |

reEM e
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

Z "C||U)c|2 < Z |o|dy.

U — Ug
d
reM o€

(lux| + fucl)-
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

lu™[12> < (Z |oldce

o€

U — Ug

KL

) <Z|odm<|u,<|2+|uc|2>> .

oce&
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinOzD)|cr|d,CC = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.

o Somme télescopique :
1 1
2\ 2 3
||Um||2L2 < (Z |oldxc > (Z || e (Juxc | + |Uc|2)> .
o€l

U — Ug

o€

o On obtient le résultat si on montre maintenant que

2
U — Ug

Z |U|d,<£(|u,c|2 + Juel?) < C||UMH%2 + Cz |oldie Td
KL

oce€ oce&
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ON VEUT MONTRER

2
U — Ug

Z |U|dxc(|“n|2 + |“L|2) < C”“m”%? + CZ |oldice d
KL

e e
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ON VEUT MONTRER

2
U — Ug

Z |‘7|dlcz:(|“1c|2 + |u5|2) < C”“m”%ﬁ + CZ |oldice d
KL

e e

e On a tout d’abord

Z |0|dicc(|uic|2 + |u5|2) = Z lo|(deo + dca)(|ui€|2 + |u5|2)

oce& oce&

<C Y [kluc* + 7 [ol(deolux? + dicouc ).
reEM o€l
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

ON VEUT MONTRER

2
U — Ug

dKL

Z |a|dm(|u,<|2 + |u5|2) < CHUm”Qm + CZ |oldice

e e

e On a tout d’abord

Z |oldec (Juc]? +ucl?) = Z |o](deo + deo)(Jucl® + |ucl?)

oel oce&

<O elluc? + > [ol(deouc | + dico|ue|?).
KEM o€l

e On remarque maintenant que

szr|U)<|2 < 2§dﬂa|u£|27 512|U)c|.§ 2|u£|
2%d o lu, — uc|?, si|uc| > 2|u,]
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GRANDES ETAPES
o Estimation d’énergie :

sup [[u”™ |17, < C(L, f).
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

GRANDES ETAPES
o Estimation d’énergie :

sup [u™”
n

1,7, S C(Qa f)

e Théoréme de compacité faible L? (similaire & celui de VF4) :

Il existe u € HJ(2) tel que (modulo sous-suite!)

u™n ——— u dans L*(9),

n—oo
u™n — u dans L*(9),
n—oo

V7ru™ —— Vu dans (L*(Q))%.

n—oo
@ On obtient immédiatement que la limite u est bien I'unique
solution faible du probléme initial.
e Pour la convergence forte on a

2/{2(A(x)VT"uT",VT"uT")d:17:/Qf(x)um" da?+/Q f(x)u™n

et on passe a la limite dans le second membre.

F. Boyer VF pour les milieux poreux

dx,
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ViuT =Viu” + Bgé®(Viu"), VO C p,
VEuT = Z 1oViuT,
QeNp

|D|VIu” = Z lo|VEu”.
QeNp

> [[V7uT e < |V | Lo
> [V || S C(1+ |[V7u”||Lr).

_1
> [V < C (1 + ||f||;;,1) .

Toutes les constantes dépendent de reg(7).
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LLA CONSISTANCE DU NOUVEAU GRADIENT

/D |Vu(z) — VMPTu(z)|? de

< Csize(7T)? Z / (1+ |Vul* +|V?ulP) dz, VD € D.
Qenp’Q
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

Démonstration : On introduit P2« une projection affine de u sur
les quarts de diamants Q = Qx x~ :

P, . ulte) = ulEee),
EK,K* WZoen) = u(Topn),
pa T + T u(w) + u(@er)
Q.- 2 B 2 '

260/ 237
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o Le gradient de Pg _  w est donné par

vrg u
KK sin ap

2 u(za;c* ) — u(m)c>+2u(z =) vt u(waK:> - L(E’C)-'—zu(w - o*
lox| o1
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

o Le gradient de IP’*Q’K . U est donné par

o) —
+u(m,C

R 1CoS RS CI D) wlae) Fuleges)
( TC* 2 v fu*)

vEg L u
K,k sin ap loxcl ||

o L’erreur de consistance de cette projection
T5(z) = Vu(z) — VP3u, Vze€ Q, VQe€ Q.

est classiquement controlée par

/ |T5(2)|? do < C’size(T)Q/ |V2u(z)]*dz, VQ € N.
Q Q
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

o Le gradient de IP’*Q’K . U est donné par

u(zpe)tu(zpex) u(ze)tu(zpes)

P u(x ) - KT _owlr)rulTe® )

V]P’g u = K 2 v+ u(zg)c) 2 v*
K,K* sin ap loxcl ||

o L’erreur de consistance de cette projection
T5(z) = Vu(z) — VP3u, Vze€ Q, VQe€ Q.

est classiquement controlée par

/ |T5(2)|? do < C’size(T)Q/ |V2u(z)]*dz, VQ € N.
Q Q

@ On a alors -
Vu(z) — VNP u(z) = Tg(z) + Bad
avec par exemple :

1
O = U(Topn )—5 <u(:c,c) +

alors que Bg = O(size(T)™1).

|loclu(zi) + |ox|u(z,)
o] + o]

) = O(size(T)),
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V} et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

1 1 ]
7/ A(x)Vu(x) — / Alx)Vy PTu ], v
|9k Qi |Qx x| Ok i o
1 1 o .
- 7/ A(z)Vu(z) — 7/ Ax)Vy Plu |, v
|QIC~,£* JQx * ‘Q’Cvﬁ* Qxc, o =

:RSO _BW

Qe k* 0K Qic,cx,0K"

ZKc

T g * Tp
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V} et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

1 1 ]
7/ A(x)Vu(x) — / Alx)Vy PTu ], v
|9k Qi |Qx x| Ok i o
1 1 o .
- 7/ A(z)Vu(z) — 7/ Ax)Vy Plu |, v
|QIC~,£* JQx * ‘Q’Cvﬁ* Qxc, o =

:RSO _BW

Qe k* 0K Qic,cx,0K"

ZKc

x| 0|6k

T g * Tp
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V} et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

> / — VX¥P”u), Bgd) dx
Q€N
< Y lellBod| YIRS,

QeNp o€Eg
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V} et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

> / — V¥PTw), Vu(z) — VAP u + T5(z)) da
QGDD
< Y lellBod| YIRS,
QeNp oEEg
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V} et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

> / — VNPT w), Vu(z) — VAPTu) da

Q€N
EXQ:D < /Q \Vu(z) — VEPTu(z)| do + /Q Tg(z)|dx)
x > (RS, + RS,

UGEQ
+ ) / — VYPTw), Ts(x)) de,
Q€N
262/ 237

F. Boyer VF pour les milieux poreux



o Etape 1 :
Consistance : ((AcVe),G) 4, . / pdiv* G dx

o€l

ZG,W( ) Vi, VG € RE Vo affine.
),

On applique cela & @(x) =b- (z — x,), b € R?, il vient
M.N. = R,. (%)
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CONSTRUCTION DE LA MATRICE M,

o Etape 1 :
Consistance : ((AcVe),G) , 1 . —|—/ pdiv®Gdx
’ K

= Z G0 (/ go) Vi, VG € R, Vo affine.

o€l
On applique cela & p(z) = b (z — ), b € R?, il vient
M.N, = R,. (%)

o Etape 2 : La matrice M, = ﬁRKA;”R,C vérifie (x).
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CONSTRUCTION DE LA MATRICE M,

o Etape 1 :
Consistance : ((AcVe),G) , 1 . —|—/ pdiv®Gdx
’ K

= Z G0 (/ go) Vi, VG € R, Vo affine.

o€l
On applique cela & p(z) = b (z — ), b € R?, il vient
M.N, = R,. (%)

o Etape 2 : La matrice M, = ﬁRKA;”R,C vérifie (x).
o Etape 3 : Si M N, =0, alors on a

ker!Ce C ker M, = 3P, M. = P.C,.

Comme M, est symétrique

-1
PICy =Cc'P. = P.=C'P.Cy (tC,CC’,C) .

def
Uk

On vérifie aisément que Uy est SDP. m@/ 237
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Soient v = (vx), des parametres positifs. On note
L,(T)= {(u"r,v"r, F7) vérifiant, pour toute aréte o = k|c

Ue + Vi (Zg —2x) = Vi|K|Fo = U+ Ve - (2o —22) — 1/£|L|F£’g}.

Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de reg(T) telle que
V(u”,vT, F) € L(T), lullr2@) < CUVT 2 + N(v, F)),

avec

N = (3 3 widrt)

Ke€T o€k
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Ue + Vi (To — k) = Vk|K|Fxo = Up + Ve (B0 —22) — V|| Fro (%)
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Ue + Vi (To — k) = Vk|K|Fxo = Up + Ve (B0 —22) — V|| Fro (%)

ON EXPRIME u”? A L’AIDE DE FLUX
Soit w € H?(B(0, R)) telle que —Aw = u7 dans . On a alors

[Klue = Z (—/Vw-u,w) - Z G0

o€l o€l
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VOLUMES FINIS MIXTES

INEGALITE DE POINCARE 2/3

Ue + Vi (o — ) = VK| Feo = U+ Ve (o —22) — V|| Fro (%)

ON EXPRIME %7 A L’AIDE DE FLUX
Soit w € H?(B(0, R)) telle que —Aw = u” dans . On a alors

= 3 (= [ Vv ) = ¥ G
o€EK g o€€x
ON MULTIPLIE (%) PAR LE FLUX DE w NB.:Gco=-G,
Z (UKGK,0+ULGL,U)+(VK'(xa_x)c)G)c,cr“‘VL'(xo_xﬁ)GL,o)
o=K|LeEE
- (VIC|K|FIC,JG1<,U + I/L|L|FL,0‘G£,G‘) =0.
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VOLUMES FINIS MIXTES

INEGALITE DE POINCARE 2/3

Ue + Vi (o — ) = VK| Feo = U+ Ve (o —22) — V|| Fro (%)

ON EXPRIME %7 A L’AIDE DE FLUX
Soit w € H?(B(0, R)) telle que —Aw = u” dans . On a alors

def
|c|ux = E (—/V’LU~V,<[,—> = E Gr o
o€EK g o€€x

ON MULTIPLIE (%) PAR LE FLUX DE w NB.:Gco=-G,

Z (u}CG)C,G' +U'LGC,O') + (VIC : (l'a _x)C)GK,U+vL : (a:o _xC)GL,O')
o=K|LeEE

— (Ve|K|Fr,o0Gro + V|2 FroGr o) = 0.

ON ORDONNE PAR VOLUMES DE CONTROLE

Z "CHUKP = Z V)c'( Z (x)c - xU)GK,U> +Z V)c|’<| < Z F)c,aG;c,a>

KxeT KxeT o€l KeT o€
265/ 237
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VOLUMES FINIS MIXTES

INEGALITE DE POINCARE 3/3

[u”||3. = Z Vi < Z (e — xg)G,QU) + Z vy |K] ( Z F,QUG,C)g) :

KET o€ xeT o€

=T =T5

PREMIER TERME

T S ( S folex —22) ®um) (757 /[ v ) ~OtsizeT Il

KxeT oce€x

[K|1d
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VOLUMES FINIS MIXTES

INEGALITE DE POINCARE 3/3

[u”||3. = Z Vi < Z (e — a:g)G,QU) + Z vy |K] ( Z F,QUG,C)g) :

KET o€ xeT o€

=T =T5

PREMIER TERME
T = / v7 - Vw + O(size(T)).
Q

Le O(size(7)) contient des termes de la forme

1 1 2 .
f/Vw——/Vw SCdlam(K)/\V2w|2.
lo| Jo Ikl Jx lo|  Jx
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VOLUMES FINIS MIXTES

INEGALITE DE POINCARE 3/3

HUT||2L2 = Z Vi - < Z (xfc - xo)GlC,a> + Z V)C"C' ( Z F)C70'G)C,o'> .

KkeT o€ KeT g€l

=T =T5

PREMIER TERME
Ty < [[v¥ L2 [Vwllz +O(size(7))[[vT [z |lwll g2
N—— N——

<CluT|l 2 <ClluT|l 2

IDEM POUR LE DEUXIEME TERME
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Ue + Ve (To — i) = Ve |K|Freo = e + Ve (o —22) — Vel 2| Fr . (7)

Flc,a' + FL,G =0. (8)
K[ Aeve == > Freo(zo — o). 9)
o€l
Z FIC,U' = |K:|flc‘ (10)
ogEEK
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Ue + Ve (To — i) = Ve |K|Freo = e + Ve (o —22) — Vel 2| Fr . (7)

Flc,a' + FL,O‘ =0. (8)
K[ Aeve == > Freo(zo — o). 9)
o€l
Z FIC,U' = |K:|flc‘ (10)
ogEEK

OBTENTION DE L'ESTIMATION sous I'hypothese vy || < Cy.
o On multiplie (10) par u, et on somme. En utilisant (8), il vient

(e~ we)Fee = [ .

oce€ Q2
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VOLUMES FINIS MIXTES

ESTIMATIONS a priort

Ue + Ve (To — i) = Ve |K|Freo = e + Ve (o —22) — Vel 2| Fr . (7)

FKJ,U + FL,U = 0. (8)
|K|Axvie = — Z Feo(ze — ). (9)
o€l
Z F)C,a = |K|f)C' (10)
ogEEK

OBTENTION DE L’ESTIMATION sous 'hypothese vy |k| < Cy.
e On multiplie (10) par ux et on somme. En utilisant (8), il vient

S (e — 1) Fre = /Q uf.

oe€
@ On utilise (7), on réordonne par maille,

ZVK'<Z Fe oz —mg)> +Z Z Z/,C|IC||FK,0‘2 — /Qqu.

xeT o€€k KET €&k
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VOLUMES FINIS MIXTES

ESTIMATIONS a priort

Ue + Ve (To — i) = Ve |K|Freo = e + Ve (o —22) — Vel 2| Fr . (7)

FKJ,U + FL,U = 0. (8)
|K|Axvie = — Z Feo(ze — ). (9)
o€l
Z F)C,a = |K|f)C' (10)
ogEEK

OBTENTION DE L’ESTIMATION sous 'hypothese vy |k| < Cy.
e On multiplie (10) par ux et on somme. En utilisant (8), il vient

S (e — 1) Fre = /Q uf.

oe€
@ On utilise (7), on réordonne par maille, puis on utilise (9)

S kv (Aeve) + 30 Y vl Feof? = / uTf.
Ke€ keT o€ Q

Correspond a/(A(x)Vu,Vu) dz:/fud:z:.
Q

Q
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VOLUMES FINIS MIXTES

ESTIMATIONS a priort

Ue + Ve (To — i) = Ve |K|Freo = e + Ve (o —22) — Vel 2| Fr . (7)

F)C,o + FL,U = 0. (8)
|K|Axvie = — Z Feo(ze — ). (9)
o€l
Z F)C,U = |’C|f)C' (10)
ogEEK

OBTENTION DE L’ESTIMATION sous 'hypothese vy |k| < Cy.
e On multiplie (10) par ux et on somme. En utilisant (8), il vient

S (e — 1) Fre = /Q uf.

oe€
@ On utilise (7), on réordonne par maille, puis on utilise (9)

IV + Y0 Y welkl[Frol® < Cllfllze |u” |2
KeT o€k

On conclut par I'inégalité de Poincaré

(e + V7152 + D0 D vl Feo

KET c€EK

2 < ) 1|2, oD
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