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EQUATION DE TRANSPORT DANS R? :

dp+v-Vp=0 dans R?,
p(0> = Po,

avec
v:R xR — R? Lipschitzien borné, et dive = 0.
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EQUATION DE TRANSPORT DANS R? :

dp+v-Vp=0 dans R?,
p(0> = Po,

avec
v:R xR — R? Lipschitzien borné, et dive = 0.

COURBES CARACTERISTIQUES :

d

—Z(s,t = Z(s,t

I (s, t,x) = v(s, Z(s,t,x)),
Z(t,t,x) = x.
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EQUATION DE TRANSPORT DANS R? :
dp+v-Vp=0 dans R?,
p(O) = Po,

avec
v:R xR — R? Lipschitzien borné, et dive = 0.

COURBES CARACTERISTIQUES :

Si po est réguliére, lunique solution réguliére de (1) est

p(t, x) = pO(Z(07 t .’L‘))
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EQUATION DE TRANSPORT DANS () OUVERT BORNE REGULIER :

Otp+v-Vp=0 dans Q,
p(O) = Po,
avec un champ de vecteurs tangent

v:RxQ—R? Lip., borné, dive =0, et v-n =0 sur .
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avec un champ de vecteurs tangent
v:RxQ—R? Lip., borné, dive =0, et v-n =0 sur .
Les courbes caractéristiques sont bien définies et restent dans 2

Z(s,t,x) € Q, Vt, s, Vr e Q.

5

43



EQUATION DE TRANSPORT DANS () OUVERT BORNE REGULIER :

Otp+v-Vp=0 dans Q,
{ (2)

p(O) = Po,
avec un champ de vecteurs tangent
v:RxQ—R? Lip., borné, dive =0, et v-n =0 sur .
Les courbes caractéristiques sont bien définies et restent dans 2

Z(s,t,x) € Q, Vt, s, Vr e Q.

Si po est réguliére, [unique solution réguliére de (2) est

p(t, .’L‘) = pO(Z(O’ t, SL‘))
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE NON-HOMOGENE INCOMPRESSIBLE
Op+v-Vp=0,
9 (pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,
v =0, sur Of.
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE NON-HOMOGENE INCOMPRESSIBLE
Op+v-Vp=0,
9 (pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,
v =0, sur Of.

o Mélange de deux fluides non miscibles :

po(z) € {pauidet, PAuide2 }-

— Nécessité de prendre en compte les données initiales peu
régulieres.
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ECOULEMENT D’UN FLUIDE NON-HOMOGENE INCOMPRESSIBLE
Op+v-Vp=0,
9 (pv) + div (pv @ v) — 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,
v =0, sur Of.

o Mélange de deux fluides non miscibles :

po(z) € {pauidet, PAuide2 }-

— Nécessité de prendre en compte les données initiales peu
régulieres.
@ On peut espérer au mieux :

v e L2(J0, T[, (HZ ()4,

et certainement pas Lipschitzien.
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Soient pg € LP(Q), p € [1,400], on dit que p € L>(]0,T[,LP(Q)) est
solution faible si

T
/ /p(ﬁtsoJrv-Vw) dtd$+/po<p(0)=0,
0 Q Q

pour tout ¢ € CL([0,T[xQ).
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Soient pg € LP(Q), p € [1,400], on dit que p € L>(]0,T[,LP(Q)) est
solution faible si

T
/ /p(ﬁthrv-Vw) dtdx+/po<p(0)=0,
0 Q Q

pour tout ¢ € CL([0,T[xQ).

Soient pg € LP(2), v Lipschitzien, diveo =0 et v-n = 0. La fonction

p(t, I) = pO(Z(O’ t .’L’)),

est une solution faible de [’équation de transport.
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Soient pg € LP(Q), p € [1,400], on dit que p € L>(]0,T[,LP(Q)) est
solution faible si

T
/ /p(ﬁthrv-Vw) dtdw+/po<p(0)=0,
0 Q Q

pour tout ¢ € CL([0,T[xQ).

Soient py € LP(Q), v € L'(J0, T[, (L (2))%), divo =0 et v-n = 0.
1l existe au moins une solution faible de I’équation de transport.

7/ 43



METHODE DES SOLUTIONS RENORMALISEES :

e R.J. Di Perna, P.L. Lions, Ordinary differential equations,
transport theory and Sobolev spaces, Invent. Math (1989).
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

METHODE DES SOLUTIONS RENORMALISEES :

e R.J. Di Perna, P.L. Lions, Ordinary differential equations,
transport theory and Sobolev spaces, Invent. Math (1989).

THEOREME (RENORMALISATION)

Soient po € LP(Q), v € L*(J0,T[, (W' (Q))%), divo =0 etv-n =0
sur 9S). Soit B € CL(R) telle que

18 (2)] < C(1+[a|"), r <min(p/d,p—1).

Pour toute solution faible p € L*°(]0,T[, L*(Y)) pour la donnée py
B(p) est solution faible pour la donnée initiale 5(po).

1l s’agit de justifier le calcul formel suivant

B(p) +v-VB(p) =B (p)(0p +v-Vp) =0.

8/ 43
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UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

METHODE DES SOLUTIONS RENORMALISEES :

e R.J. Di Perna, P.L. Lions, Ordinary differential equations,
transport theory and Sobolev spaces, Invent. Math (1989).

THEOREME (RENORMALISATION)

Soient po € LP(Q), v € L*(J0,T[, (W' (Q))%), divo =0 etv-n =0
sur 9S). Soit B € CL(R) telle que

18 (2)] < C(1+[a|"), r <min(p/d,p—1).

Pour toute solution faible p € L*°(]0,T[, L*(Y)) pour la donnée py
B(p) est solution faible pour la donnée initiale B(po).

COROLLAIRE (UNICITE ET REGULARITE EN TEMPS)

La solution faible p pour la donnée py est unique et de plus

pE CO([O7T]7L‘1(Q)), Y q fini tel que ¢ <p, et p(0) = po.
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Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES

METHODE DES SOLUTIONS RENORMALISEES :

e R.J. Di Perna, P.L. Lions, Ordinary differential equations,
transport theory and Sobolev spaces, Invent. Math (1989).

Article fondateur de la théorie des solutions renormalisées.
Application a ’étude des équations différentielles avec champ de
vecteurs peu régulier.

o B. Desjardins, A few remarks on ordinary differential
equations, CPDE (1996).
Hypotheses plus générales, notamment sur la divergence de v.

o L. Ambrosio, Transport equations and Cauchy problem for BV
vector fields, Invent. Math. (2004).
Cas des solutions L>(Q2) avec v € L*(]0, T, (BV (R%))9).
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ON SE DONNE UN OUVERT BORNE REGULIER )
On note pour & > 0 assez petit (disons £ < £q)

06 = {.’17 € Q? d(.’E,F) < f},

Io—{ze®, daT) =},
Qe ={zeq, dT)>¢}.
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ON SE DONNE UN OUVERT BORNE REGULIER )
On note pour & > 0 assez petit (disons £ < £q)

O, ={r€Q, d(=,I') <},

[e={zecQ, dz)=¢},

Q. ={zxeQ, d(=z,T) > ¢}
ON PROLONGE LA NORMALE PRES DU BORD PAR

n(z) = =Vd(.,T).
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ON SE DONNE UN OUVERT BORNE REGULIER )
On note pour & > 0 assez petit (disons £ < £q)

O, ={zx e, dx,T) <&},
D= {oeQ, da.T) = ¢},
Q. ={zxeQ, d(=z,T) > ¢}
ON PROLONGE LA NORMALE PRES DU BORD PAR
n(z) = =Vd(.,T).
COORDONNEES NORMALES ET TANGENTIELLES PRES DU BORD DE )

z € Of — (Pr(x),d(x,T) € I'x]0, ],
o —sn(o) € O, «— (o,s) € I'x]0,&].
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
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POURQUOI DES TRACES ?

ECOULEMENT D’UN FLUIDE NON-HOMOGENE DERRIERE UN
CYLINDRE :

Oip+v-Vp=0,
de(pv) + div (pv @ v) = 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,

v = V., en entrée

p = pe, en entrée la ot v, - n < 0.
+ CL sur v et p a déterminer en sortie (B.-Fabrie 2005)
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Pour traiter ce probleme on commence par étudier I’équation
Op+v-Vp=0 dans 3)

avec un champ de vecteurs non-nécessairement tangent, par exemple

ve L2(J0,T[, (H'(Q)Y), dive=0, etv-n#0sur d.
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Pour traiter ce probleme on commence par étudier I’équation
Op+v-Vp=0 dans 3)

avec un champ de vecteurs non-nécessairement tangent, par exemple
ve L2(J0,T[, (H'(Q)Y), dive=0, etv-n#0sur d.

PROBLEMES A RESOUDRE :

@ Peut-on donner un sens aux traces sur I' = 9Q) des solutions
faibles de (3)?
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Pour traiter ce probleme on commence par étudier I’équation

Op+v-Vp=0 dans Q (3)

avec un champ de vecteurs non-nécessairement tangent, par exemple
ve L2(J0,T[, (H'(Q)Y), dive=0, etv-n#0sur d.

PROBLEMES A RESOUDRE :
@ Peut-on donner un sens aux traces sur I' = 92 des solutions
faibles de (3)?
@ Quel est le bon espace de traces?
e Peut-on résoudre le probleme de Cauchy-Dirichlet avec donnée au
bord 1a ou le champ v est entrant 7
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EQUATION DE TRANSPORT

AVEC CHAMP DE VECTEUR NON-TANGENT

Pour traiter ce probleme on commence par étudier I’équation
Op+v-Vp=0 dans Q (3)
avec un champ de vecteurs non-nécessairement tangent, par exemple
ve L2(0,T[,(H (Q)%), dive=0, etv-n #0sur dN.

PROBLEMES A RESOUDRE :
@ Peut-on donner un sens aux traces sur I' = 92 des solutions
faibles de (3)?
@ Quel est le bon espace de traces?
e Peut-on résoudre le probleme de Cauchy-Dirichlet avec donnée au
bord la ou le champ v est entrant ?

NOTATION : MESURES SUR |0, T[xT"
dpy = (v-n)dodt, |du,| = |v-n|dodt,
dpy = dp — dpy,  |dpy| = dp + dpy

12/ 43
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ELEMENTS DE BIBLIOGRAPHIE

o C. Bardos, Probleme aux limites pour les équations aur dérivées
partielles du premier ordre a coefficients réels; théorémes
d’approzimations ; application a l’équation de transport, Ann.
ENS (1970).

— Cas d’un champ v(z) Lipschitzien par la méthode des
caractéristiques et une approche semi-groupes.

o M. Cessenat, Théorémes de traces LP pour des espaces de
fonctions de la neutronique, CRAS (1984).

— Théoreme et espace de traces pour

Op+&-Vaup=0, (t,x,&) €)0,T[xQ x R

e S. Mischler, On the trace problem for the solutions of the
Viasov equation, CPDE (2000).
— Equation de Vlasov :

Op+ € Vop+ E(t,2)-Vep=0, (t,2,) €)0,T[xQ x RY
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o pe|l, 40, f € L'(|0,T[, LP(Q)), v € L*(J0, T[, (W' (Q))9)
dive =0, et v-m e L*(]0,T[xTD).
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o pe|l, 40, f € L'(|0,T[, LP(Q)), v € L*(J0, T[, (W' (Q))9)
dive =0, et v-m e L*(]0,T[xTD).

e Soit p € L*>(]0,T[, L?(§2)) solution faible de d;p +v - Vp = f.
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o pe|l, 40, f € L'(|0,T[, LP(Q)), v € L*(J0, T[, (W' (Q))9)
dive =0, et v-m e L*(]0,T[xTD).

e Soit p € L*>(]0,T[, L?(§2)) solution faible de d;p +v - Vp = f.

@ p est dans CO([0,T], LI(2)), pour tout 1 < q < p.
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THEOREME DE TRACES

e pell,+o0], f e LY(0,T[,LP(Q)), v € L*(J0, T[, (W1 (Q))4)
dive =0, et v-m e L*(]0,T[xTD).

e Soit p € L*>(]0,T[, L?(§2)) solution faible de d;p +v - Vp = f.
THEOREME (DE TRACES)

@ p est dans C°([0,T), L9(R2)), pour tout 1 < q < p.

© 1l existe yp mesurable sur |0, T[xT, unique |du,| — p.p., telle que
VB € CL(R), Vo € CL([0,T] x ), Vto, t1 € [0,T]

m/iéﬂ@xaw+v-vwdum

+Ammmﬂmm—4mmmwmm

—/totl/Fﬂ(w)sO(v~n)do—dt+/t:1/Qﬂ’(p)fsodtdw=oo

F. Boyer Equation de transport
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THEOREME DE TRACES

THEOREME (DE TRACES)

@ p est dans C°([0,T), L9(R2)), pour tout 1 < q < p.
© 1l existe yp mesurable sur |0, T[xT, unique |du,| — p.p., telle que
V6 € Cy(R), Yy € CH([0,T] x Q), Vto, t1 € [0, T]
t1
| [80)as+v-veodtds
to Q

+Ammmﬂmm—4mmmwmm

—/t:l/Fﬂ(VP)SO(U'n)dUdt+/t:1/Qﬂl(f’)fSOdtdeZQ

ATTENTION : On ne peut pas prendre 5(z) = x et donc on n’a pas
pour l'instant la formulation faible & laquelle on s’attend.

14/ 43
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in = inf t = t, x).
pmzn ]0,}]’Il[><ﬂp( ’m)7 pmaw ]O,S'I]:'l[gﬂp( ’x)

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(3) =0<+=s¢€ [pminypmaz]-
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pmzn ]0,}1111[><Qp( ’m)7 pmaw ]O,Srll'vl[gﬂp( ’x)

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(5) =0<+=s¢€ [pminypmaw]-

/OT /Q B(p) (s +v - V) dt da

=
4 /Q B(p(0))(0) dx — /ﬂ BTN (D) de

=0 =0
—/OT/Fﬂ(vp)so(v-n)dadt+/OT/Qﬂ’(p)fsodtdrri=0-
5 19/ 23



Pmin = inf p(t, @ maz = SUP t,x).
onf pt2), P ]O,T[Xﬂp( )

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(3) =0<+=s¢€ [pminypmaw]-

/ /ﬂ’yp)cpv n)do dt =0,

pour tout ¢ € C1([0,T] x Q).
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Pmin = inf p(t, @ maz = SUP t,x).
onf pt2), P ]O,T[Xﬂp( )

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(3) =0<+=s¢€ [pminypmaw]-

/ /ﬂ’yp)cpv n)do dt =0,

pour tout ¢ € C1([0,T] x Q).

= B(yp) =0, |duy|-presque partout
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Pmin = inf p(t, @ maz = SUP t,x).
onf pt2), P ]O,T[Xﬂp( )

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(5) =0<+=s¢€ [pminypmaw]-

/ /ﬂ’yp)cpv n)do dt =0,

pour tout ¢ € C1([0,T] x Q).

= B(yp) =0, |duy|-presque partout

= Pmin < VP < Pmazs  |dity|-presque partout
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pmzn ]O}I‘Il[xﬂp( ’m)7 pmaw ]O,Srll'vl[gﬂp( ’x)

Soit 3 € C{(R) positive telle que

/8(5) =0<+=s¢€ [pminypmaw]-

vp € L]0, T[xT, |du,|) <= espace de traces,

et on a la formulation faible

/t:l/ﬂp(atgo-l-v'v‘/’)dtdx
+ /Q plto)p(to) dz — / p(t)p(tr) dx

Q
t1 tl
— /(Wp)cp('u -m)dodt + / / fedtdx =0.
to r to Q
15i 43



REGULARISATION PAR CONVOLUTION
n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x—2mn
pe(t,y) = prn et y) = g—d/gp(t,x)n (yf(y)) dz.
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n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x—2mn
pe(t,y) = prn et y) = g—d/gp(t,x)n (yf(y)) dz.

Si p e L*(]0,T[,LP(Q)) est solution faible de I’équation de transport
alors on a
Oipe +v-Vp: = fe + R,
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION
n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x—2mn
pe(t,y) = prn et y) = g—d/gp(t,x)n (yf(y)) dz.

Si p e L*(]0,T[,LP(Q)) est solution faible de I’équation de transport
alors on a
Oipe +v-Vp: = fe + R,

e R. est dans L'(]0,T[xQ) et on a R. — 0.
@ p. est réguliere en espace.
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REGULARISATION PAR CONVOLUTION
n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

def 1 —x—2mn
pe(t,y) = prn et y) = g—d/gp(t,x)n (yf(y)) dz.

Si p e L*(]0,T[,LP(Q)) est solution faible de I’équation de transport
alors on a
Oipe +v-Vpe = fo + R,
e R. est dans L'(]0,T[xQ) et on a R. — 0.

@ p. est réguliere en espace.
e Oip. est dans L' et donc p. € C°([0, T, L' (2)).
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PRINCIPE DE LA PREUVE

REGULARISATION PAR CONVOLUTION
n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

of 1 — T —2mn
pe(t.y) = prnne(tiy) < /Q p(t, @) (1,(3,)) dx.

3

Si p € L>(]0, T, LP(£2)) est solution faible de I’équation de transport
alors on a
Oipe +v-Vpe: = fo + R,

e R est dans L'(]0,T[xQ) et on a R. — 0.
@ p. est réguliere en espace.
@ O;p. est dans L! et donc p. € C°([0,T], L1 (Q)).

@ On montre d’abord que (p¢)e est de Cauchy dans
co((0, 7], L}(2)).

16/ 43
F. Boyer Equation de transport



Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PRINCIPE DE LA PREUVE

REGULARISATION PAR CONVOLUTION
n : R? — R régulier, & support dans B(0,1) et de masse 1. On pose

of 1 — T —2mn
pe(t.y) = prnne(tiy) < /Q p(t, @) (y(y)> dx.

3

Si p € L>(]0, T, LP(£2)) est solution faible de I’équation de transport
alors on a
Oipe +v-Vpe: = fo + R,

e R est dans L'(]0,T[xQ) et on a R. — 0.
@ p. est réguliere en espace.
@ O;p. est dans L! et donc p. € C°([0,T], L1 (Q)).

@ On montre d’abord que (p¢)e est de Cauchy dans
Co([0,T7], L*(£2)).

© On montre V3 € C} que les traces de 3(p.) sont de Cauchy dans
L2(]0, T[xT, du?).

F. Boyer Equation de transport
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On soustrait les équations pour €1 et eg

at(pal - pEz) +uv- V(pal _p62) = (R61 - REz) + (f51 - f62)'
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On soustrait les équations pour €1 et eg

at(p61 - pEz) +uv- V(pal _paz) = (R61 - REz) + (f61 - f62)'

Comme tout le monde est régulier on prend 3(s) ~ |s| et on a

8tﬁ(p€1_p€2)+v'v/8(p€1 _p€2) :lgl(p€1_p€2) (R€1_R€2)+<f€1_f62) :
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On soustrait les équations pour €1 et eg

8t(p61 - pEz) +uv- V(pal _paz) = (R61 - REz) + (f81 - f62)'

Comme tout le monde est régulier on prend 3(s) ~ |s| et on a

8tﬁ(p€1 _p€2)+v'v/8(p€1 _p€2) = /Bl(pel _p€2) [(R€1_R€2)+(f61_f62) :
Pour h > 0, on pose pp(z) = d(m D pour d(2,T) < h et 1 ailleurs

d
dt/whﬂ(pel pez)dw—/ﬂﬂ(pel = pey)v - Voo do

= / ﬁ,(pel _p52)(R51 - Rf:‘z + f€1 - f€2)(ph dCIJ,
Q
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On soustrait les équations pour €1 et eg

8t(p61 - pEz) +uv- V(pal _paz) = (R61 - REz) + (f81 - f62)'

Comme tout le monde est régulier on prend 3(s) ~ |s| et on a

01B(pey —pey)F0-VB(pe, —pey) = B (pey —pesy) [(Rf?l —Re,)+(fe,—fen) |-

Pour h > 0, on pose pp(z) = d(m D pour d(2,T) < h et 1 ailleurs

d
E‘/ﬂgoh/@(pﬁ _psz)da"_ /Q/B(psl _p&?z)v' <_%) ndz
= / ﬁ,(pal _paz)(Ré‘l - RE2 + f51 - sz)(phdmv
Q
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On soustrait les équations pour €1 et eg

at(p€1 - p62) +tv- V(p&‘l _pé‘z) = (R51 - R62) + (fE1 - fﬁz)'

Comme tout le monde est régulier on prend 3(s) ~ |s| et on a

8tﬁ(p51 _p62)+v'vﬂ(p€1 _psz) = IBI(pE1 _,052) (REI_RE2)+(f51 _fsz) .
Pour h > 0, on pose ¢p(z) = d(m D pour d(z,T) < h et 1 ailleurs

sup B(pey — pes) dx < Cllpe, — peslirr
te[0,7] J ’

+ C'”}261 - R€2 ||L%yz + C||f€1 - f€2 ||L%,w

C T
+ ﬁ/ / P2 — peallv - | dt da.
0 On
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On soustrait les équations pour €1 et eg

at(p€1 - p62) +tv- V(p&‘l _pé‘z) = (R51 - R62) + (fE1 - fﬁz)'

Comme tout le monde est régulier on prend 3(s) ~ |s| et on a

8tﬁ(p51 _p62)+v'vﬂ(p€1 _psz) = IBI(pE1 _,052) (REI_RE2)+(f51 _fsz) .
Pour h > 0, on pose ¢p(z) = d(m D pour d(z,T) < h et 1 ailleurs

1
sup / |pey = pes|da < C|Ow[¥" + Cllpe, — paz”L%m
tel0,T] JQ ’

+ C“RE1 - R€2 ”L%@ + C”fEl - f52 ||Lt1’I

C T
+ﬁ/ / |pey — pe,l|v - m|dt da.
0o Jou
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ESTIMONS LE TERME ISSU DU BORD

C T
E/ / |p€1 —p52||v-n|dtd:v
0 Op

T
<¢ / / 1per — peallo(t, ) - 1 — v(t, Prox) - m| dt d
o Jo,

C T
+ - / / |p€1 - p62||v(t7 PFx) : ’I’L| dtdx
h o Jo,

1Si 43



ESTIMONS LE TERME ISSU DU BORD

C T
z/ / 1per — peallv - ] dt d
0 Oy

T
< g/ / |p€1 —p€2||v(t,x) 'n_v(t;PFm) n|dtdm
h Jo Jo,

C T
+ _/ / |pe; — peo||v(t, Pra) - n|dtdx
hJo Jo,

PREMIER TERME :

Ty ,
SCIIpa—meIme)/ (ﬁ/ / |VolP dede | dt
0 0 JQ¢

1Si 43
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ESTIMONS LE TERME ISSU DU BORD

C T
E/ / |p€1 —p52||v-n|dtd:v
0 Op

T
<¢ / / 1per — peallo(t, ) - 1 — v(t, Prox) - m| dt d
o Jo,

C T
+ - / / |p€1 - p52||v(t7 PFx) : ’I’L| dtdx
h o Jo,

PREMIER TERME :

T h
1 ’
50/ —//|Vv|” dedf | dt 0, ind. de ey, e
0 h o Jag h—0

1Si 43
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ESTIMONS LE TERME ISSU DU BORD

C T
E/ / |p€1 —p52||v-n|dtd:v
0 Op

C T
<5 [ ] Vo= pallett) n = ot Pea) -l deda
0 Oy
C T
#5 [ [ Vo= pallete, Pra) - de de
0 On
SECOND TERME : il existe d > 1 tq v-n € L2(]0, T[, L' (T'))

<

hl__lr e, — P€2“L5'(]0,T[,L1’(Q))”U ) n||L5(]0,T[,LP' ()

1Si 43



BILAN :

sup / |pe, — pey| dz
tel0,T] JQ

1
< CIOWY +Cllpes — pealis.
+ C”Ré‘l - R, ”L%,m + C||f€1 — Jfes ”L%,z

C
+o(h) + FHPSI - p€2||L5'(]0,T[,LP(Q)) v n||L5(]0,T[,LP’ ()
P

= (pe)- est de Cauchy dans C°([0, 7], L' (Q)).
= p est dans C°([0, 7], L*(Q)).
— p est dans C°([0,T], LY(Q)), Vq < p.
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Soit 3 € CL(R), et ¢ & support compact en temps

8t(ﬁ(ﬂ51) - ﬁ(Paz)) tu- V(,B(pal) - ,8(P52))
= ﬁ,(pel)(R& + f€1) - /Bl(p€2)(R€2 + f€2)'
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Soit 3 € CL(R), et ¢ & support compact en temps

at(/g(pén) - ﬁ(pEZ)) +u- v(/B(p&n) - /8(/)62))
= ﬂ/(pﬂ)(Rﬁ + f61) - lgl(piz)(sz + fez)'

On prend (8(pe,) — B(pe, )¢ comme fonction test ((0) = ¥(T) = 0)

/ /|/8 per) — B(pey)PY(v - m) dt do =

[ [ 18600 - oo s v vy are

+ 2/ /(,Bf(pa)(Ra1 + fo.) = B'(pey)(Rey + f2,))(B(pe,) — Blpe,)) dt dex.
0 Q

20i 43



Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

CONVERGENCE DES TRACES DE p.

Soit B € C}(R), et 1 & support compact en temps

0t (B(pey) — B(pey)) +v - V(B(pe,) — B(pe,))
= ﬂ/(pfl)(REI + fEl) - ﬂ/(p62)(R€2 + f€2)'

On prend (8(pe,) — B(pe, ) comme fonction test (¢(0) = (T) = 0)

/ /W pe,) — B(pe, ) PY(v-n)dtdo =

/0 /Q 18(pe1) — Blpe) 2@t + v - Vo) dt de
T

+2 / / (B (per) (Rer + 1) — B (pes) Ren + o)) (B(per) — Blpes) o dt dar
0 Q

On voudrait prendre ¥ = v - n mais on ne peut pas a cause de la

dérivée en temps!

Soit g, € CL(]0,T[, H?(I')) qui converge vers v - n dans L2(]0, T[xI")

20/ 43
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Soit 3 € CL(R), et ¢ & support compact en temps

at(/B(p61) - /8(/)52)) +v- v(/B(pm) - ﬂ(p€2))
= B'(per)(Bey + f21) = B'(pes) (Rey + fos)-

Soit ¢ = G, un prolongement de g, :

/ /|/3 pe,) — Blpe,) v -n|*dtdo =

/ /|ﬂ Per) — B(pey)|"(0-n — gpn)(v-n)dtdo
/ /Iﬂ per) — B(pe)2(8,Gr + v - VGy,) di da:

+2 / [0 0o By + 1) = ) (B + L)) (B(p21) = 8(p2))Gr dt s
0 Q

20i 43



feL'(o,T[,L>=(Q)),v € L'(0,T[, (W ' (Q))%), dive = 0 et v-n € L*(J0, T[xT).
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L™

ENONCE

feL'(o,T[,L>=(Q)),v € L'(0,T[, (W ' (Q))%), dive = 0 et v-n € L*(J0, T[xT).

THEOREME

e Pour tout pg € L*(0Q) et tout p¢ € L>(]0, T[xT, du, ), il existe
p € L*(0,T[xQ) et p° € L*>(]0, T[xT,du;") uniques tels que pour
tout p € CL([0,T[x€)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pow(0) dz — / / pfo(v-n)tdodt
o Jao Q o Jr

T T
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /fgodtdxzo.
o Jr 0o Ja

o’

21/ 43
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L™

ENONCE

feL'(o,T[,L>=(Q)),v € L'(0,T[, (W ' (Q))%), dive = 0 et v-n € L*(J0, T[xT).

THEOREME

e Pour tout pg € L*(0Q) et tout p¢ € L>(]0, T[xT, du, ), il existe
p € L*(0,T[xQ) et p° € L*>(]0, T[xT,du;") uniques tels que pour
tout p € CL([0,T[x€)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pow(0) dz — / / pfo(v-n)tdodt
0o Jo Q o Jr

T T
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /fgodtdx:O.
o Jr 0o Ja

e Continuité : p est dans C°([0, 7], L9(£2)) pour tout ¢ < +oo.

o’
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L™

ENONCE

feL'(o,T[,L>=(Q)),v € L'(0,T[, (W ' (Q))%), dive = 0 et v-n € L*(J0, T[xT).
THEOREME

e Pour tout pg € L*(0Q) et tout p¢ € L>(]0, T[xT, du, ), il existe
p € L*(]0,T[xQ) et p° € L*>(]0, T[xT,du;") uniques tels que pour
tout p € CL([0,T[x€)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pow(0) dz — / / pfo(v-n)tdodt
0o Jo Q o Jr

T T
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /fgodtdxzo.
o Jr 0o Ja

e Continuité : p est dans C°([0, 7], L9(£2)) pour tout ¢ < +oo.
e Renormalisation : pour tout 3 € C1(R), le couple (B(p), B(p*))
est l'unique solution pour les données (B(po), B(p%)) et le terme source

B'(p)f-

21/ 43
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EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Otpe +v-Vpe —eApe. = f, dans Q
ﬁs(t = 0) = Po,

Ope | -

o + (pe —p9)(v-m)” =0, sur IN.

22i 43



EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Otpe +v-Vpe —eAp. = f, dans Q

ﬁé‘(t = 0) = po,
op _ . _
68{:: + (pe —p)(v-m)” =0, sur IN.
Soient

Do, — 1LI) (inf po, inf p"‘) , Pmaz = Max [ sup po,sup p® | .
dpy duy

Pour presque tout (t,z) €]0,T[xQ on a
Provin — / [1£($)lloc ds < pe(t, ) < pimax +/ [1£(s)loo ds.

I22i 43




EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Otpe +v-Vpe —eAp. = f, dans Q

ﬁé‘(t = 0) = po,
op _ . _
68{:: + (pe —p)(v-m)” =0, sur IN.
Soient

Do, — 1LI) (inf po, inf p"‘) , Pmaz = Max [ sup po,sup p® | .
dpy duy

Pour du; -presque tout (t,0) €]0,T[xI on a
prin = [ 156Vl 5 < elt:0) < pmas + [ 170t

22i 43




EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Otpe +v-Vpe —eApe. = f, dans Q
ﬁa(t = 0) = Po,

Ope | -

o T (pe —p)(v-m)” =0, sur ON.

ESTIMATIONS :

16l o= o, 7<) < C
||ﬁa||Loo(]o,T[xr,d,J < C } = convergences faibles-x.

VEellViell2qorixa) < C
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EXISTENCE PAR APPROXIMATION PARABOLIQUE :

Otpe +v-Vpe —eApe. = f, dans Q
ﬁa(t = 0) = Po,

Ope | -

o + (pe —p9)(v-m)” =0, sur IN.

ESTIMATIONS :

16l o= o, 7<) < C
||ﬁa||Loo(]o,T[xr,d,J < C } = convergences faibles-x.
VEellViell2qorixa) < C

PASSAGE A LA LIMITE IMMEDIAT ET LA TRACE EST :

(v -m) = p'(v-m)* — pv-m) "

22i 43



PRINCIPE DE COMPARAISON

1 2

ps < pgs DD

0-r {plspz, p-D-
=

f1 < fa, pop.

_ pi < ps, dpt-p.p.
p§ < p5, dpy -p.p. !
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PRINCIPE DE COMPARAISON

1 2

ps < pgs DD

0-r {plspz, p-D-
=

fi < f2, pp.
PL < Py, dpy -pop.
PRINCIPE DU PRODUIT
Op1+v-Vp1 = fi Or(p1p2) +v-V(p1p2) = p1fa+ p2fu
Oupa+v-Vpy = f2} { Y(p1p2) = (vp1)(p2)

p5 < p5, dut-p.p.

28i 43



PRINCIPE DE COMPARAISON

pP1 = P2, P-P-

fi < f2, pp
p5 < p5, dut-p.p.

PL < P35 dpiy -p.p.
PRINCIPE DU PRODUIT
Oip1+v-Vp = fi Oi(p1p2) +v - V(p1p2) = p1fa + p2fi
dip2+v-Vps = fo Y(p1p2) = (vp1)(vp2)

CONVERGENCE FORTE DE LAPPROXIMATION PARABOLIQUE
Pour tout p < 400

Pe P dans C°([0, T], L*(Q)),
E—>

ps < pgs DD
:> {

Pe P dans LP(]0, T[xT, |dpy])-
E—

28i 43
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TEMPS DE PARCOURS PASSE

OT— +v-V1_ =1,
7—(0) =0,
y7— =0, laou (v-n) <O0.
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TEMPS DE PARCOURS PASSE

OT— +v-V1_ =1,
7—(0) =0,
y7— =0, laou (v-n) <O0.

TEMPS DE PARCOURS FUTUR

6{7’4_ +v- VT+ = —].,
+(T) =0,
v7+ =0, laou (v-n) > 0.
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TEMPS DE PARCOURS PASSE

OT— +v-V1_ =1,
7—(0) =0,
y7— =0, laou (v-n) <O0.

TEMPS DE PARCOURS FUTUR

6{7’4_ +v- VT+ = —].,
+(T) =0,
v7+ =0, laou (v-n) > 0.

TEMPS DE PARCOURS TOTAL

T=Ty+7T-.

24i 43



74+ (to, ) > 0, Vtg € [0,T], pour presque tout x € ,

7_(to, ) > 0, Vtg €]0,T], pour presque tout x € Q,
y7(t,0) > 0, pour |du,|-presque tout (t,0) €]0, T[xT.
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

NOTION DE TEMPS DE PARCOURS DANS ()

PROPRIETES - ESPACE DE TRACES POUR p < 400

ProproOsITION
T4 (to, ) > 0, Vtg € [0,T[, pour presque tout x € S,
7_(to,x) > 0, Vto €]0,T], pour presque tout x € 2,
y7(t,0) > 0, pour |du,|-presque tout (t,0) €]0, T[xT.

THEOREME (ESPACE DE TRACE DANS LE CAS LP)

Sip < +oo et pe L>®(|0,T[,LP(Q)) est solution faible de I’équation
alors

vp € LP(]0, T[XT, y7|du]),
et

vell e go,rxT,yrdus ) < C (llollsqo, ey + I FllLrgo, e @))) -

25/ 43
F. Boyer Equation de transport



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Op+v-Vo=2,
Yyo(v-m) =~7lv-n|

26i 43



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Op+v-Vo=2,
Yyo(v-m) =~7lv-n|

EQUATION VERIFIEE PAR (3(p)¢, 8 € C}(R) :

:(B(p)e) +v-V(B(p)e) =2B(p) + B (p) fe.

26i 43



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Oyp+v-Vop=2
yp(v-m) =77|v-nl.

EQUATION VERIFIEE PAR (3(p)¢, 8 € C}(R) :

2(B(p)p) +v-V(B(p)p) =26(p) + B (p) fe.

ON INTEGRE CETTE EQUATION SUR |0, T[x{ :

/OT/Fﬁ(fyp)'ygov'n dodt:2/T/,8 dz dt
- [ 80 )0)dz = [ sl (T
+f ' | #0)sedzar

26i 43



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Oyp+v-Vop=2
yp(v-m) =77|v-nl.

EQUATION VERIFIEE PAR (3(p)¢, 8 € C}(R) :

2(B(p)p) +v-V(B(p)p) =26(p) + B (p) fe.

ON INTEGRE CETTE EQUATION SUR |0, T[x{ :

/OT/Fﬂ(w)WIv~n|d0dt=2/OT/ﬂﬂ(p) d dt

- / B(p(0))74 (0) di — / B(p(T))r_(T) dx
Q Q

+ /0 ' /Q B'(p) fip da dt.
o



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Op+v-Vo=2
(v m) =q7lv-nl.
EQUATION VERIFIEE PAR (3(p)¢, B € CL(R) :

2:(B(p)e) +v -V (B(p)e) =2B(p) + B'(p) fe.

ON INTEGRE CETTE EQUATION SUR |0, T[x{ :
|s[”

on prend f,(s) = W7

/OT/Fﬁn(’YP)’yﬂv.mdgdt
<2 [" [ it [ [ o a

26i 43



ON POSE ¢ =74 — 7T_ :

Op+v-Vo=2
(v m) =q7lv-nl.
EQUATION VERIFIEE PAR (3(p)¢, B € CL(R) :

2:(B(p)e) +v -V (B(p)e) =2B(p) + B'(p) fe.

ON INTEGRE CETTE EQUATION SUR |0, T[x{ :
|s[”

on prend f,(s) = W7

T
/ / Bn(yp)yT|v - n|dodt
o Jr

sz/OT/Qﬁn<p>dxdt+T/OT/Q|ﬁ;(p>||f|dxdt

-1
< C”P”Iip(]o,T[xn) + C||P||Z£oo(]o,:r[,m(n))||f||L1(]0,T[,LP(Q))
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Cas L™ :

L=(0, T[XT, [dpo|) = L=(0, T[XT, y7|dpo]).
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Cas L™ :

L=(0, T[XT, [dpo|) = L=(0, T[XT, y7|dpo]).

Cas LP :
En général :

LP(J0, T[XT, [dpo|) & LP(10, T[x, y7ldpal),
vp & LP(10, T[XT, |dpo])-
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Cas L™ :

L=(0, T[XT, [dpo|) = L=(0, T[XT, y7|dpo]).

Cas LP :
En général :

LP(J0, T[XT, [dpo|) & LP(10, T[x, y7ldpal),

vp & LP(]0, T[XT, |dpy ).
EXEMPLE STATIONNAIRE DONNE PAR C. BARDOS :

Q :]_171[X]071[7 v(x,y) = (—1,.’1,‘), p(m,y) = <y+ %) s _i <a<—-.
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Cas L™ :

L=(0, T[XT, [dpo|) = L=(0, T[XT, y7|dpo]).

Cas LP :
En général :

LP(J0, T[XT, [dpo|) & LP(10, T[x, y7ldpal),

vp & LP(]0, T[XT, |dpy ).
EXEMPLE STATIONNAIRE DONNE PAR C. BARDOS :

2\ @
Q :]_17 1[X]07 1[7 v(x,y) = (—1,1‘), p(ma y) = (y + %) ’ _i <a<—-.
@ On a bien p € LP(Q) et v- Vp = 0.
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Cas L™ :

L=(0, T[XT, [dpo|) = L=(0, T[XT, y7|dpo]).

Cas LP :
En général :

LP(]0, T[xT, |dpy|) & LP(10, T'[x, y7|dpo]),
vp & LP(]0, T[XT, [dpso ).
EXEMPLE STATIONNAIRE DONNE PAR C. BARDOS :
2\ @
Q :]_17 1[X]07 1[7 v(x,y) = (—1,1‘), p(ma y) = (y + %) ) _i S « S I

@ On a bien p € LP(Q) et v- Vp = 0.
e La trace yp = p(+,0) n’est pas dans LP(] — 1, 1], |z| dz).

27i 43



Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

REMARQUE SUR L’ESPACE DE TRACES

CAs L :
L>(]0, T[XT, |duy|) = L*(]0, T[XT, y7|d s ])-

CAs LP :
En général :

LP(J0, T[XT, |dpo|) S LP(10, T[x, y7|dpo ),

vp & LP(J0, T[xT, |dpy ).
EXEMPLE STATIONNAIRE DONNE PAR C. BARDOS :

Q=]-1,1[x]0, 1], v(z,y) = (~1,2), p(z,) = (yﬂ—) L3 cac L

2
@ On a bien pe LP(N) et v- Vp =0.
e La trace vp = p(-,0) n’est pas dans LP(] — 1, 1], || dz).
@ On calcule le temps de parcours sur | — 1, 1[x{0} : y7(z) = 2|x|.

1

/ PP (x,0)|z]? de < +oo = yp € LP(] — 1,1[,y7|v - n| dz).

! 27/ 43
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f e L0, T[, L7(Q)),v € L'(0,T[, (W (Q)%), dive = 0 et v-n € L3(J0, T[xT).
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

£ e L0, T[, LP(Q)),v € L' (0, T[, (W' ())?), dive = 0 et v-n € L2(J0, T[xT).

THEOREME

e Pour tout pg € LP(Q) et tout p¢ € LP(]0, T[xT,dpu, ), il existe
p € L=(]0,T[, LP(Q)) et p* € LP(]0, T[T, du;}) uniques tels que
pour tout ¢ € CL([0, T[xQ)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pop(0) dx — / / pfo(v-n)tdodt
o Ja Q o Jr

7 7
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /f(pdtdxzo.
o Jr 0o Ja

v

F. Boyer Equation de transport
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PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

£ e L0, T[, LP(Q)),v € L' (0, T[, (W' ())?), dive = 0 et v-n € L2(J0, T[xT).

THEOREME

e Pour tout pg € LP(Q) et tout p¢ € LP(]0, T[xT,dpu, ), il existe
p € L=(]0,T[, LP(Q)) et p* € LP(]0, T[T, du;}) uniques tels que
pour tout ¢ € CL([0, T[xQ)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pop(0) dx — / / pfo(v-n)tdodt
o Ja Q o Jr

7 7
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /f(pdtdxzo.
o Jr 0o Ja

e Continuité : p est dans C°([0,T], L9(S2)) pour tout q < p.

« 28/ 43
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Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

£ e L0, T[, LP(Q)),v € L' (0, T[, (W' ())?), dive = 0 et v-n € L2(J0, T[xT).

THEOREME

e Pour tout pg € LP(Q) et tout p¢ € LP(]0, T[xT,dpu, ), il existe
p € L=(]0,T[, LP(Q)) et p* € LP(]0, T[T, du;}) uniques tels que
pour tout ¢ € CL([0, T[xQ)

T iy
/ / p(Orp + v - Vo)dtde + / pop(0) dx — / / pfo(v-n)tdodt
0o Jo Q o Jr

7 7
+/ /pego(v-n)_dadt—&-/ /f(pdtdsr::().
o Jr 0o Ja

e Continuité : p est dans C°([0,T], L9(S2)) pour tout q < p.

e Renormalisation : pour tout 3 € C1(R), telle que

B)] < CA+a|*), |8 (z)] < C(L+[z[Ph), o=min(p, ;23), le
couple (B(p), B(p®)) est l'unique solution pour les données

(B(po), B(p°)) et le terme source B'(p)f.

F. Boyer Equation de transport
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TRONCATURE : T),(s) = min(max(s, —n), n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par

pg = Tn(Po), Pfl = Tn(pe)a f’n = Tn(f)

On obtient une solution bornée (p, p,).
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TRONCATURE : T),(s) = min(max(s, —n),n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par

po=Tul(po)s 5 =To(p%); fr=Ta(f)

On obtient une solution bornée (py, p).
ESTIMATION FONDAMENTALE :
On utilise la renormalisation avec §(z) = |z|?, pour s € [0,T]

/Q|Pn(3)|pdm+/os/r|pi|p(v-n)+dadt
= [ it as+ [ s [ ) doat

+p/ /|pn|p_2pnTn(f)dacdt.
o Ja
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TRONCATURE : T),(s) = min(max(s, —n), n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par

po=Tul(po)s 5 =To(p%); fr=Ta(f)

On obtient une solution bornée (p,, p,).
ESTIMATION FONDAMENTALE :
On utilise la renormalisation avec §(z) = |z|?, pour s € [0,T]

S
/ pn(8)|P da + / / PP (0 m)* do dt
Q 0 T

s/ |po|pd$+/ /|p6|f’<v-n>-dadt
Q 0 T

4 [ 1on Oz 1O oy
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE LA PREUVE 1/3

TRONCATURE : T,,(s) = min(max(s, —n),n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par
= Tn(ﬂO)v pr = Tn(/)e)v fn = Tn(f)

On obtient une solution bornée (py,, pg).
ESTIMATION FONDAMENTALE :
On utilise la renormalisation avec §(z) = |z|?, pour s € [0, T

[o@rdes [ [1opw n)* dode
Q 0 N
< [impdes [ [ 107w n) do
Q

+p / 1) 1 (8 ) .

= llonlleoo,r1, 2o 2) + 1031 Lo o x40ty < C-

29/ 43
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TRONCATURE : T),(s) = min(max(s, —n), n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par

pg = Tn(pO)a pfz = Tn(pe)’ f'ﬂ = Tn(f)

On obtient une solution bornée (p, p,).
ESTIMATION FONDAMENTALE :
On utilise la renormalisation avec §(z) = |z|P, pour s € [0, T

= [lpnllcoqo,r),z0 ) + 100l Lo qo.rixr .ty < C-

= Convergence faible et passage a la limite.
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE LA PREUVE 1/3

TRONCATURE : T,,(s) = min(max(s, —n),n).
On résout le probleme avec les données bornées définies par

po=Tu(po)s P35 =Ta(p%), fn=Tu(f).

On obtient une solution bornée (py, p?).
ESTIMATION FONDAMENTALE :
On utilise la renormalisation avec §(z) = |z|P, pour s € [0, T

= llonlleoo,ry,Le () + prz||LP(]o,T[xr,duU+) <C

= Convergence faible et passage a la limite.

La limite faible p vérifie I’équation de transport et donc

pE CO([07T]7LQ(Q))a Vg <p.

29/ 43
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IDENTIFICATION DE LA TRACE :
On a trouvé p € L>(]0,T[, L (Q)) et p* € LP(]0, T[xT,du;) tq

T
/ / p(Orp+v-V)dt dx—i—/ poe(0) dx
0o Ja Q

T T T
—/ /pstp(v-n)"’dtdo—i—/ /pego(v~n)_ dtda—i—/ /f(pdtdaczo.
o Jr o Jr o Jo
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE LA PREUVE 2/3

IDENTIFICATION DE LA TRACE :
On a trouvé p € L>(]0,T[, L (Q)) et p* € LP(]0, T[xT,du;) tq

T
/ /p(8t<p+v-Vgp)dtdx+/p0<p(0)dx
0o Jo Q

T T T
—/ /p‘ﬂp(v-n)"‘dtda—i—/ /peap(v-n)_dtda—i—/ /fgadtdmzo.
o Jr o Jr 0o Jo

Le théoreme de traces donne vp € LP(J0, T[xT,y7|du,|) tq V53 € C}

/ / B(p)(@up +v- Vi) didz + / B(po)p(0) da
0 Q Q

—/OT/Fﬁ(w)w(v~n)dtda+/0T/Qf<ﬂdtdz=0-

30/ 43
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PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE LA PREUVE 2/3

IDENTIFICATION DE LA TRACE :
On a trouvé p € L>(]0,T[, L (Q)) et p* € LP(]0, T[xT,du;) tq

T
/ /p(8t<p+v-Vgp)dtdx+/p0<p(0)dx
0o Jo Q

T T T
—/ /p‘ﬂp(v-n)"‘dtda—i—/ /peap(v-n)_dtda—i—/ /fgadtdmzo.
o Jr o Jr 0o Jo

Le théoreme de traces donne vp € LP(J0, T[xT,y7|du,|) tq V53 € C}

/ / B(p)(@up +v- Vi) didz + / B(po)p(0) da
0 Q Q

—/OT/Fﬁ(w)w(v~n)dtda+/OT/Qf<pdtdz=0-

Peut-on identifier vp en fonction de p© et p*?

30/ 43
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) def zB(x) = 3,2 € CL.
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.
On prend ¢ = ¥3(p) dans la formulation en p®, p* (via p xpn 1:)

/T/pﬂ (8t¢+v-v¢)dtdx+/p05(p0) $(0) dar

// (vp) vn+dtda+// V(v - )~ dt do
//f p) + pB'(p) dt dz = 0.
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

PROBLEME DE CAUCHY / DIRICHLET : CAS L

IDEE DE LA PREUVE 3/3

Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) def zf(z) = 3,2 € C}.
On prend ¢ = ¥3(p) dans la formulation en p®, p* (via p g, 1;)

T
| [ pte)o +v-voydeds+ [ posipn)io)do
0 Q Q

—/T/psﬁ(w)w(v-n)+ dtda+/0T/Fp6g(w)¢(v.n)— dt do

//f p) + pB(p)) dt dz = 0.

On applique le théoréme de traces pour la fonction s :

/T/pﬁ<p>(8tw+v.vzp) dtdm+/pog(p0)¢(0) da

/ /wﬂw v- ndtdcr+/ /f p) + pB'(p)) dt dx = 0.

F. Boyer Equation de transport
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

/ / (vp)¥(v - n+dtdo—/ /p,@(fyp Y(v-n)” dtdo

= /0 /F 1pB(vp)Y(v - n) dt do
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

p*B(yp)(v-n)t = pB(yp)(v-m)” =vpB(yp)(v - n).
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

p*(v-n)" —p(v-m)” =p(v-n).
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

J’_

pP(v-m)T —p°(v-n)” =7yp(v-n).

o La trace yp est donc

p° laou (v-mn) <0,
P = s 1y A
p°, laou (v-mn) > 0.

Sli 43



Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/]z| et Ba(z) e zB(x) = 3,2 € CL.

J’_

pP(v-m)T —p°(v-n)” =7yp(v-n).

o La trace yp est donc
p° laou (v-mn) <0,
vp = s 18
p°, laou (v-mn) > 0.

e D’ou
vp € LP(]0, T[XT, |diiy])-
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

J’_

pP(v-m)T —p°(v-n)” =7yp(v-n).

o La trace yp est donc
p° laou (v-mn) <0,
vp = s 18
p°, laou (v-mn) > 0.
e D’ou

vp € LP(J0, T[T, |dpo ).

@ On étend la propriété de renormalisation aux ( non bornées.
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Soit 8 > 0 réguliere tq B(x) = 1/|z| et Ba2(x) e zB(x) = 3,2 € CL.

J’_

pP(v-m)T —p°(v-n)” =7yp(v-n).

o La trace yp est donc
p° laou (v-mn) <0,
vp = s 18
p°, laou (v-mn) > 0.
e D’ou

vp € LP(J0, T[T, |dpo ).

@ On étend la propriété de renormalisation aux ( non bornées.
e On déduit que ¢t — ||p(t)||L» est continue, d’olt

p € C([0,T], LP(%)).
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© Introduction

© Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
© CONTINUITE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE SPATIALE

@ Stabilité et exemple d’application
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION SANS TERME SOURCE :

p(t,x,y) = polx — B(t),y), avec ®(t) = /0 o(s) ds.
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION SANS TERME SOURCE :

p(t,x,y) = polx — B(t),y), avec ®(t) = /0 o(s) ds.

T
0 R
T
- /0 /R lpo(e — B(8), ) — polzo — B(t), )| dt dy
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION SANS TERME SOURCE :

p(t,x,y) = polx — B(t),y), avec ®(t) = /O o(s) ds.
/0 /Rlp(t,w,y) — p(t, o, y)| dt dy

o(T)
=/0 /R|Po($—7',y)—/00($o—T7y)|md7'dy-
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION SANS TERME SOURCE :

p(t,x,y) = polx — B(t),y), avec ®(t) = /0 o(s) ds.

//lptwy p(t, xo,y)| dtdy

&(T)
/ /|Po$—T,y) po(zo — 7.y)| dr dy.

<
~infe
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EXEMPLE :
On se place pour l'instant dans = R2.

po € L*=(Q) & support compact,
vt z,y) = (p(t),0), avec p € L'(J0,T]), infy > 0.
CALCUL EXPLICITE DE LA SOLUTION SANS TERME SOURCE :

p(t,x,y) = polx — B(t),y), avec ®(t) = /0 o(s) ds.

//Iptwy p(t, xo,y)| dtdy
<

®(T)
<ars | [ -l = rplar

CONTINUITE DES TRANSLATIONS DANS L' :
On déduit que

z p(,z,-) € CYR, Lt , (10, T[xR)).
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@ Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction de v.

34i 43



@ Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction de v.

e Si ¢ s’annulle sur [¢o, 1] alors on a
p(tax7y) = po(IL’ - Ca y)’ vt E]tOvtl[a

et donc il n’y a stirement pas continuité en x !
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@ Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction de v.

e Si ¢ s’annulle sur [¢o, 1] alors on a
p(t,m,y) = po(.’L’ - Ca y)’ vt E]tOvtl[a

et donc il n’y a stirement pas continuité en x !
@ On peut quand méme montrer par le calcul précédent que

p(t,z,y)e(t) € CAR, Li (10, T[xR)),
autrement dit

T p(~,:v, ')(v('7x’ ) : ew) € Cg(]R, L%,y(]O,T[X]R)).
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Introduction

Th. de traces - Pb. de Cauchy/Dirichlet
Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

INTRODUCTION

REMARQUES

e Aucune continuité par rapport a y!
On a seulement continuité dans la direction de v.

e Si ¢ s’annulle sur |tg, 1] alors on a

p(tvxay) = pO(‘T - 07 y)7 vt E]t(),tl[a

et donc il n’y a sturement pas continuité en x !

@ On peut quand méme montrer par le calcul précédent que
p(t,z,y)p(t) € CA(R, Ly , (0, T[xR)),
autrement dit
o p(2,)(v(,2,0) - ) € AR, Ly, (]0, T[<R)).

@ Aucune régularité nécessaire sur .
= Aucune régularité en temps nécessaire sur v.

34/ 43
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FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v1(t,z,y) > a > 0.
L’équation

Owp + 11020 + v20yp = f.

s’écrit aussi

0upon) + 0 (-t ) + 0, (2 Gom)) = 1

35i 43



FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v1(t,z,y) > a > 0.
L’équation

Owp + 11020 + v20yp = f.

s’écrit aussi

1 v
0upon) + 0 (-t ) + 0, (2 Gom)) = 1
U1 v
ON PREND & COMME VARIABLE DE TEMPS
0 R+ wo0i R 4+ w0y R+ cR = f,

ou 1
Vo
R =pvi, wo=—, wa=—, ¢c= 0wy + dyws.
U1 U1
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FAISONS UN CALCUL FORMEL EN SUPPOSANT v1(t,z,y) > a > 0.
L’équation

Owp + 11020 + v20yp = f.

s’écrit aussi

1
0.o00) +01 (o)) 40, (Ziow) = 1
ON PREND & COMME VARIABLE DE TEMPS
0 R+ wo0i R 4+ w0y R+ cR = f,
ou
1 V2

R =pvi, wo=—, wyg=—
vy vy

, ¢ = Opwg + Oyws.

PEUT-ON UTILISER LA THEORIE DE DI PERNA - LIONS ?
Pour cela, il faut au moins (wo,w2) € LL(10,T[, (W, (0, T[xR))%).

Cela nécessite de la régularité en temps sur v!
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Soit v € L(]0, T[, (H'(2))?) et p solution bornée de d;p +v - Vp = f.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2¢ donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT, |dpiy]).
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Soit v € L(]0, T[, (H'(2))?) et p solution bornée de d;p +v - Vp = f.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2¢ donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT, |dpiy]).

On utilise 'isomorphisme naturel entre I' et I',.

p(t:€,0)(v(t,€,0) - m) = (vep)(t,0)(v(t, €, 0) - ) presque partout.
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Soit v € L(]0, T[, (H'(2))?) et p solution bornée de d;p +v - Vp = f.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2¢ donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT, |dpiy]).

On utilise 'isomorphisme naturel entre I' et I',.

p(t:€,0)(v(t,€,0) - m) = (vep)(t,0)(v(t, €, 0) - ) presque partout.

L application & — vep (v(+,€,-) - m) € L2(J0, T[xT) est continue.
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Soit v € L(]0, T[, (H'(2))?) et p solution bornée de d;p +v - Vp = f.
Pour £ > 0 assez petit, p est solution dans {2¢ donc possede une trace

Yep € L=(]0, T[xT, |dpiy]).

On utilise 'isomorphisme naturel entre I' et I',.

p(t:€,0)(v(t,€,0) - m) = (vep)(t,0)(v(t, €, 0) - ) presque partout.

L application & — vep (v(+,€,-) - m) € L2(J0, T[xT) est continue.

SoitT'y C T tel que |v-n| > a >0 sur0,T[xI'; x [0,&)]. Alors
p € ([0, &l, LY (10, T[xT1)), Vp < +o0.




Soit h > 0 assez petit, on pose

’lﬂh(x):l—@,meoh, et Yp(z) =0, z€Qy.
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Soit h > 0 assez petit, on pose
d(z,T)

p(z) =1— }; ,x € Op, et Yp(z) =0, z€Qy.

On prend (¢, ) — @(t,2)Y(x) comme fonction test dans  :

/ /'yopv n)pdtdo =— / / (v- ngodtdx-l—/ foy dtdx
Oh 0 Oh

+/ / PR (Opp +v - Vi) dt de
o Jo,

+ /O ) p(0)¢(0)¢y dz — /O ) p(T)p(T)pn da.
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Soit h > 0 assez petit, on pose
d(z,T)

Yn(z) =1~

3 ,x € Oy, et Yp(x)=0, z€Qp.

On prend (t,z) — @(t,2)Yn(x) comme fonction test dans €2 :

T 1 (T
/ /’yop(v -n)pdtdo = lim —/ / p(v-n)pdtde.
o Jr h=0h Jo Jo,
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Soit h > 0 assez petit, on pose

Qﬂh(m):l—@,meoh, et Yp(z) =0, z€Qy.

On prend (t,z) — @(t,2)Yn(x) comme fonction test dans €2 :

T 1 (T
/ /fyop(v -n)pdtdo = lim —/ / p(v-n)pdtde.
o Jr h=0h Jo Jo,

ON APPLIQUE CECI EN REMPLAGANT {) PAR ()¢ :

d [T T
d_f/o /ogp(v'n)‘pdtd“’—/o /FE’Y»:P(U'n)@dth, Ve € [0, &q].
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Soit h > 0 assez petit, on pose

¢h(x)=1—@,meoh, ot Yn(z) =0, z €.

On prend (t,z) — @(t,2)Yn(x) comme fonction test dans €2 :

T 1 (T
/ /fyop(v -n)pdtdo = lim —/ / p(v-n)pdtde.
o Jr h=0h Jo Jo,

ON APPLIQUE CECI EN REMPLAGANT {) PAR ()¢ :

d [T T
d_f/o /ogp(v'n)‘pdtd“’—/o /FE’Y»:P(U'n)@dth, Ve € [0, &q].

e € [0, €l /OT/O& plo - n)pdtds = /;/()T/Fgw(v-nxadtda.
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On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et ¢ € CH([0,T] x Q)

T T
[ teore mpdeds = [ [ (@up+v- Vo) 5 po) e
0 ng 0 in

+ /Q NORULS /Q AT
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On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et ¢ € CH([0,T] x Q)

T T
[ teorw mpdeds = [ [ (one+v- Vo) + o po) v
0 D¢, 0 QE«;

4 /Q p(0)Pip(0) da: — /Q p(TYP(T) da.

QUAND ON FAIT TENDRE &; VERS & :

// (Ye, p)* (v - m)pdt do —g/ / (Yeo )P (v - M) dt do
Ty f1—8o Teq
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On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et ¢ € CH([0,T] x Q)

T T
[ Cerromgdtde= [ [ (oot v o) 457 ) ddo
0 Fﬁi 0 in

+ /% p(0)7p(0) dz — /Q ) p(T)Po(T) de.

ON RAMENE TOUT A I :

/OT/F(%lp)P(v(Sl)- o(&1) dt do 1——'§>0/ /%OP (&) n)e(&o) dt do
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On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et ¢ € CH([0,T] x Q)

T T
[ teore mpdeds = [ [ (@up+v- Vo) 5 po) e
0 ng 0 in

+ /Q NORULS /Q AT

ON RAMENE TOUT A T :

/OT/F(%lp)p(v(Sl). )e(&1) dt do 1——'§>0/ /%OP W(€0)m)p(Eo) dt do

Par densité, ceci est encore vrai pour les ¢ € C2(L7 ,(]0,T[xT))!
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Introduction
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Continuité par rapport 4 une variable spatiale
Stabilité et exemple d’application

SURVOL DES PREUVES

THEOREME 2 : CONTINUITE DES TRACES PAR RAPPORT AU DOMAINE

On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et p € CL([0,T] x Q)
T T

/ / (e, )P (v -m)pdtdo z/ / (Pp(atSD +v- Vo) +ppp_1f<p) dtdx
0 Jre, 0 Jag,

+ / PO o(0) e - / AT

ON RAMENE TOUT A I :

/ / i) (&) dtdo — / / YeoP) n)p(&) dt do

Par densité, ceci est encore vrai pour les ¢ € C2(L7 ,(]0,T[xT))!
EN PARTICULIER :

T T
/0/F(%lp)ph)(gl)~n|2dtd05§>0/O /F(%Op)”lv(ﬁo)-nIthda
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SURVOL DES PREUVES

THEOREME 2 : CONTINUITE DES TRACES PAR RAPPORT AU DOMAINE

On suppose p > 0. Soient 0 < & < & < &g et p € CL([0,T] x Q)
T T

/ / (e, )P (v -m)pdtdo z/ / (Pp(atSD +v- Vo) +ppp_1f<p) dtdx
0 Jre, 0 Jag,

+ / PO o(0) e - / AT

ON RAMENE TOUT A I :

/ / i) (&) dtdo — / / YeoP) n)p(&) dt do

Par densité, ceci est encore vrai pour les ¢ € C2(L7 ,(]0,T[xT))!
EN PARTICULIER :

T T
/0/F(%lp)ph)(gl)~n|2dtd05§>0/O /F(%Op)”lv(ﬁo)-nIthda

ON CONCLUT PAR CV FAIBLE ET CV DES NORMES
38/ 43
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e On introduit 7, le temps de parcours associé a chaque ).

o On montre que £ — 7, est continue a valeurs dans
C°([0, 77, L4(£2)) pour tout g < +o0.

e On montre que § — 77 (v(-,§, ) - n) est continue & valeurs dans
L2(0, T[xT).

Sip < +oo et pe L>®(]0,T], LP(Q2)) est solution de I’équation de
transport alors on a

f = p('?&a ')’Y§T§(U(',£, ) : 'I’L),

est continue o valeurs dans L (|0, T[xT) pour tout r < 2&-

p+1°
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Domaine € =0, 1[xR,
vt z,y) = (v1(t,y),va(t, ), tel que v € L, (10, T[, (H(2))?).
0 < a; <wvi(t,y) < as, pour presque tout (t,y) € R2.
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Domaine € =0, 1[xR,
vt z,y) = (v1(t,y),va(t, ), tel que v € L, (10, T[, (H(2))?).
0 < a; <wvi(t,y) < as, pour presque tout (t,y) € R2.

On considére pour ¢ € [0, 1]
Qe ={(z,y) € Q, x> &} = temps de parcours 7¢.

On a “presque”

VeTe 2> >0, et v-ez=v1 >a; >0.

1-9
Qg

Toute solution p € L>(]0,T[, L*(Q)) de l’équation de transport pour le
champ v vérifie
p € C2([0,1], L, (J0, T[xR)).
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STABILITE PAR RAPPORT AU CHAMP DE VITESSE

THEOREME (STABILITE / COMPACITE)

Soient pk € L>(Q), v, € L2(]0, T[, (H*(Q))%) tel que divuy, =0,
ps € L(]0,T[xT). On note (pg, p;) la solution du probléme

Opr + vk - Vor =0, pr(0) =pf, Yok =pf, la ot (vg-m) <O0.

On suppose
o (p)i est bornée dans L>=(2) et p) — po dans L*(9).
o (p$)k est bornée dans L>=(]0, T[xT') et p¢ — p°® dans L2.
e vy, converge faiblement vers v dans L2(]0,T[, (H*(Q))9).
e vy, - m converge fortement vers v -m dans L*(]0, T[xT).

Alors py, converge fortement dans LP(]0, T[XQ) pour tout p < +o0o
vers l'unique solution faible du probleme limite.

De plus B(p;)(vk - 1) converge fortement vers B(p®)(v - n) dans
L2(]0, T[xT) pour tout B € C1(R).

F. Boyer Equation de transport
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B.-FABRIE, 2005 :
Existence de solutions faibles pour le modele

Oip+v-Vp=0,

Oy (pv) + div (pv ®@ v) — 2div (u(p)D(v)) + Vp = pf,
dive =0,

p(0) = po,

(pv)(0) = povo,

p=p° laotv-n <0,

v = vy, sur 'y,

1
og.1n = _ipe(v . n)_(v - Uref) + Orer-m, sur I'o,
avec 0 = 2u(p)D(v) — pId, et (vet, Oref) écoulement de référence en

sortie.
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