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PROBLEMATIQUE ET NOTATIONS

» Schéma DDFV (DISCRETE DUALITY FINITE VOLUME) pour

—div (¢(z, Vu(2))) = f(z), dans ©,
u =0, sur 0,

o § est un ouvert polygonal de R2.
o u+— —div(p(-, Vu)) est monotone coercif (de type Leray—Lions).
EXEMPLES

@ Loi de Darcy
—div (A(z)Vu) = f, avec A SDP,

o Loi de Darcy-Forchheimer

ST (L
1++/1+ B[Vl
e p-laplacien
—div (|Vu[P~2Vu) = f.
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e Soit p €]1,00[, p' = 1—]% et f e LY (Q). » p > 2 pour simplifier.
e ©: Q) xR? — R? est une fonction de Caratheodory telle que :

1

(@(I,ﬁ),f) > C<P|§|p - C_(pﬂ (Hl)
p(,€)] < Cp ([P~ +1). (Hs)
(so(a:,@ o) € — n) > Ci(pm S (M)

lo(2,6) =z, )| < Cp L+ P2+ P2) [€—nl. (Ma)

@ ¢ est lipschitzienne en x.

6/ 76



@ LEs scuEMAS DDFV ET M-DDFV POUR LA

DIFFUSION SCALAIRE
e Introduction
@ Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV
@ La méthode en 1D
@ La méthode en 2D
@ DDFV vs m-DDFV
@ Un solveur non-linéaire
© LEus scuEMAS DDFV ET M-DDFV POUR LE
PROBLEME DE STOKES
e La méthode DDFV pour Stokes
@ Résultats numériques
@ Le probleme avec viscosité discontinue
e Bilan

7

76



ScHEMAS DDFV

CONSTRUCTION

(Hermeline ’00) (Domelevo-Omnes ’05) (Andreianov-Boyer-Hubert ’07)
MAILLAGES

A mesh M ‘\ :mesh o * L,\,/' mesh D
Maillage primal Maillage dual Maillage diamant
~ (U ) cem ~ (Ues ) e e ~ gradient discret

SOLUTION APPROCHEE : u” = ((U;c);c, (W*)m)
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ScHEMAS DDFV

NOTATIONS ET HYPOTHESES SUR LES MAILLAGES

QUELQUES NOTATIONS

o]

|oon

REGULARITE DES MAILLAGES

. def . .
Sl vz = 1IN | S &p
mig | B

reg(7) = max 1 de max de-
or "heD getrn 1/|Q geegﬁ)c dp Ilgee;j;* dy /)
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

v+ V*) , Vdiamant p.

REMARQUE

|U| = dirrx,

lo*| = dyr-

1
Définition équivalente Viu? = o] <|a|(uﬂ—u,c)l/—|—|a*|(u5* —u,c*)u*),

VIu" (T, — k) = up — U,

Autre définition équivalente e
VIZu®  (pr — Tper) = Upr — Uper .
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

ac(u”) = = > ol (po(VEuT),ve) = |kl fe, VK €M,

o€l
ae (W) = 3 (0" (oo (VEuT ) v ) = [K¥| e, VAT € M,
o*EEKH
ou
1
wp(§) = H / o(z,€) de, flux de masse approché sur le diamant
D
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

VT = 1 (uﬁ — Uk Upr — U
Tu” =

- v+ v* |, Vdiamantp.
sin ap

METHODE DDFV
Formulation Volumes Finis :

ac(u”) = = > ol (po(VEuT),ve) = |kl fe, VK €M,

o€l

ac- (W) E = Y 0" (po(VEuT),ver) = [K*| fer, V" € M,

o*EEKH

PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R”, on a

> ac@Nve+ Y ae @ ve =2 Y D] (0p(VEuT), VEuT).

KEM K*EM™* DED
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ScHEMAS DDFV pour —div (p(x, Vu)) = f

GRADIENT DISCRET

T T _
Viu' =

1 — _
. Ge —Tey, + Yer = U , Vdiamant p.
sin ap lo*| lo|

METHODE DDFV
PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)
Pour tous u”,v” € R”, on a

Z o + Z e (U e = 2 Z D] (0 (ViuT), VIvT).

KEM K eMm™* DPED

Formulation équivalente (Dualité Discrete) :
On cherche u” € R7 tel que Yo7 € R7,

2 [Pl (pn(Vou"), Vo ) = Y Iklfcoe + D |K7 | ferves

DED reM K eM*
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ANALYSE DE DDFV

EXISTENCE. UNICITE.

PROPOSITION (INTEGRATION PAR PARTIES DISCRETES)

Pour tous u”,v” € R, on a

> ac@Nve+ D ae (v =23 o] (o (VEUT), VEUT).

KeEM K*eM* DED

On veut montrer la bijectivité de 'application
au e a(u’) (<a,<<uf>>,<, <a,<*<uf>>,a) SR

@ Monotonie : ¢ monotone = a est monotone.
@ Surjectivité : ¢ coercive = a est coercive car

1
p
T = ( > |D||V5u7|p>

DED

[[w”|

est une norme sur RT.
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ANALYSE DE DDFV

STABILITE.

o La formule d’intégration par parties discrete avec v7 = u” donne

2 Z |D| (‘PD(VgU VT T Z |’C|f/<u)<+ Z |’C |f)<*uzc*-
DED KeM K*eMm™*
e Mais, par hypothese sur ¢
Vo e®, (pp(Viu"),VIuT) > C1|VIu”|P — Co,
e D’ou

2C1[u” |17 7 < 2C20Qf + I £l o (lu™ [[ze + ™

Lv).

THEOREME (INEGALITE DE POINCARE @EEEED)

1l existe une constante C dépendant de 2, de p et de reg(7T) telle que

vu? € R7, |lu™ | e + ||Ju™

r < Cllu”|l1p,7

1
CONCLUSION : La solution vérifie ||u” || 7 < C (1 + f||£p,l) :
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ANALYSE DE DDFV

CONVERGENCE.

THEOREME
Soit T,, une suite de maillages DDF'V, telle que size(7Z,,) — 0 et
reg(7,) est bornée.

Alors, la solution u™™ du schéma converge vers la solution exacte de
la facon suivante

u™ —— u dans LP(Q),

n—oo

u™n — u dans LP(Q),
n—oo

V7 ru™ ——— Vu dans (L(Q))?,

n—oo

3 Lopn(V7mum) —— (-, Va) dans (LP ().

REMARQUE : On a convergence forte des gradients et des flux.
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ON SUPPOSE QUE ¢ EST REGULIERE PAR RAPPORT A x

o Equation de Laplace : p(z,£) =&, p =2 : (Domelevo - Omnés, 05)
= Convergence a l'ordre 1 de la solution et du gradient.

o Cas général : (Andreianov - B. - Hubert, 07)

On suppose que u € W2P(Q) et

p est Lip. sur ), avec

Hwo|cc v, veer (o)

alors il existe C(reg(7)) telle que on a

e — u™|| 1o + || — u™" || + |[Vu — V70 || o < ChFT.
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IMPLEMENTATION

CAS LINEAIRE

o La matrice est construite en parcourant les arétes (i.e. les
diamants). Pour chacune de ces arétes, on assemble 4 termes.
Stencil :
e Indépendant du tenseur de diffusion.
e La ligne correspondant & une inconnue ux a au plus 2N + 1
coefficients non nuls ot N est le nombre d’arétes de «.
o La matrice est symétrique définie positive.
Dans le cas d’un maillage orthogonal admissible, le systeme se
découple en deux schémas VF4.
@ Possibilité de résoudre le schéma par décomposition de domaine
sans recouvrement.

17/ 76
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3



IMPLEMENTATION

CAS LINEAIRE

o La matrice est construite en parcourant les arétes (i.e. les
diamants). Pour chacune de ces arétes, on assemble 4 termes.
Stencil :
e Indépendant du tenseur de diffusion.
e La ligne correspondant & une inconnue ux a au plus 2N + 1
coefficients non nuls ot N est le nombre d’arétes de k.
o La matrice est symétrique définie positive.
Dans le cas d’un maillage orthogonal admissible, le systeme se
découple en deux schémas VF4.
@ Possibilité de résoudre le schéma par décomposition de domaine
sans recouvrement.
CAS NON-LINEAIRE
@ Si ¢ dépend d’un potentiel ¢ = V®, le schéma s’écrit alors
comme 1’équation d’Euler-Lagrange d’une bonne fonctionnelle
e Méthodes de gradient
e Méthode de Newton
e Dans le cas général, on peut aussi utiliser une méthode de type
décomposition-coordination (Voir plus loin).
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

e Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probléeme sans perdre la précision.
@ Possibilité de coupler deux probléemes avec des non-linéarités
différentes (Darcy / Darcy—Forcheimer).
@ Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers
o Les arétes primales.
o Les arétes duales.
o Les deux ...
@ On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
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LE scHEMA M-DDFV

INTRODUCTION

OBJECTIFS

@ Prendre en compte les discontinuités de coefficients dans le
probléeme sans perdre la précision.

@ Possibilité de coupler deux probléemes avec des non-linéarités
différentes (Darcy / Darcy—Forcheimer).

@ Les discontinuités peuvent avoir lieu a travers

o Les arétes primales.

o Les arétes duales.

o Les deux ...

@ On veut conserver le méme stencil que pour DDFV.
PRINCIPE GENERAL
o On s’inspire du travail effectué pour VF4 :

e On introduit des inconnues artificielles bien choisies sur les arétes.

e On demande une forme de conservativité locale des flux.

e On élimine les inconnues intermédiaires et on obtient des flux
numériques qui ne dépendent que des inconnues principales du
probleme.

o Il faut adapter a la diffusion non-linéaire.
o Il faut bien tenir compte de la géométrie particuliere du schéma.
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—0x(p_(0pu)) = f, sur]—1,0],
—0z(¢(x,0,u)) = f, dans Q <= ;fmo(;";(iw_“z))) fy sur ]0, 1],
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0 -1l ()= { SO0

Soit v, =—1< ... <2y =0<...<Zy,n = 1 une subdivision de
[-1,1]. Le schéma VF en 1D s’écrit pour ¢ € {0, N + M — 1} :

—EH+E=/%UWM% (1)

avec

U;_
Fy =l V'), Vol = ————, Vi#N, (2)

i—

o
F
Nl [Nl

85
F
[N Ve

QUESTION : Comment définir le flux Fy ?
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On cherche u tel que pour

’U,N_,_% — U

4T
Viu® =

on ait
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On cherche en fait @ sous la forme

h;,uAH_% + h}u,\,_%
hy + hi

u=7u-+0, avecu=

soit 5 5
W et Vyu' =Vyu” + e

Viu" =Vyu” —
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e Pour tout u” € RY, il existe un unique & tel que
e 5 5
FyE o ([Vau +— ) =¢, Vau' — =1,
hy hx
celui-ci est noté o, (Vyu”).
o L’application V yu” — d5(Vyu”) est monotone.
o Le nouveau schéma VF admet une unique solution u” € R,
o Le flux Fy est consistant a l’ordre =

PREUVE DES TROIS PREMIERS POINTS : Monotonite, coercivité, ...
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Pour deux flux de type p-laplacien

p () =k[E+G P2+ G,
<P+(£) = k+|§ + G+|p_2(f + G+)7

ot k_,k, € RT et G_,G, € R?. Tous calculs faits on trouve

1 1 p—1

kP TRT T (hy + . -

po= (B ) vwr ap T (v 1 G).
hik? T + hyk? "

ot G est la moyenne arithmétique pondérée de G_ et G, définie par

hyG_ +hiG,

C=

Attention : les calculs ne sont en général pas explicites.
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 1/3

> V¥u7 est constant sur chaque quart de diamant

ViuT = Z 1oViu”,

Qep
. T
2 Ug
5 (ukc +ugcx) LTk 1
4T - ~ T 2 Uoyer — 5 (Ui + )
To Vor et = = - v
: sin ap lox|
. B , 1
TIC*" /7ng*. TD + LLO-K _ i(u’c +U;<*) *
,/,’: v ‘J)C*‘
ow
~ VAU =Viu" + Bod”, Vo C .
e 67 =Y02,6%,62.,67.) € R* est a déterminer.
@ B, est une matrice 2 X 4 qui ne dépend que de la géométrie.
2 v* v 1
3
BQ}C,)C* == ,0, 0 = (|U)c|V ,0, |0';<* V,O).
sinap \ |0 |ok] |9 k]
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ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES
On note

1
cald) = 5 /Q (., €) d.

On cherche & déterminer 6” € R* tel que

(SDQ)C,)C* (VguT + BQ}C,K* 57))’ V*) = ((pQIC,L* (VZUT + BQ;c,z:* 6D)a V*)
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
po(§) = g/gw(w,f) dx

On cherche & déterminer 67 € R* tel que

(Por - (Vou” + Boy .07),v") = (po, .- (Vou” + Bo, ,.67), ")

( (VIu" + B 67) *) ((po . (VZu" + Bo 5D),l/*)

(e x- (Vou" + By .67),¥) = (v, . (Vou" + Bo, . 67),v)

(por .- (VEuT + Boy .07 »V) (o, . (VIuT + Bo, .. 67),v)
= Z |o|'Bo-po(VEu™ + Bod”) = 0.

QeNp
DANS LE CAS LINEAIRE

( Z |Q|thAgBQ> §” = second membre linéaire en VZu”.
Q€eNp

matrice SDP
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 2/3

ON DEMANDE LA CONSERVATIVITE DES FLUX NUMERIQUES

On note )
po(§) = g/gw(w,f) dx

On cherche & déterminer 67 € R* tel que

(‘an.)c* (VTUT + BQ}C,K* 573) *) = (CPQ)C,L* (V u + BQ)C £ 5/D)’ V*)
(¢ (VIu* + B d7) *) (po, ..(ViuT + Bo, ,.67),v")
(Pox - (VouT + Bo, .07),v) = (¢ (VIu” + B §7),v)
(SOQK c* VDU +BQ}< z* 7V) (30” c (V;UT+B‘7L‘,L 673)?”)
= Z |o|'Bo-po(VEu™ + Bod”) = 0.
QeNp
PROPOSITION (CAS GENERAL)
Pour tout u” € R, et tout diamant D, il existe un unique 6” € R*
assurant la conservativité des flu.
Pour tout D, Uapplication VIu™ — 07 (VIuT) est monotone.
5/ 76
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LE SCHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

»(Viu”) = |/ x,ViuT)dz,

par

o (Vou') = |1>| > lelpa(ViuT + Bobd®(Viu”)),
QeNp

—VNuT
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

T, T 1 T, T
eo(VEuT) = o [ ol Viur) do

par
p T T 1 T T D T
P (Vau) = 1 3 lelee(VEuT + Bad®(ViuT),
QeNp

:VguT
FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 || ¢y (VauT), Viu") /fufmdx+/fu9" dz, Vv e R,

DED
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LA METHODE EN 2D

OBTENTION DU SCHEMA 3/3

LE scHEMA M-DDFV
On remplace dans le schéma DDFV, le flux approché

1
o(VEUT) = / (e, VIuT) dx,

par
) 1
v (Vou') = ] Y lelpo(ViuT + Bod®(ViuT)),
QEQD :vguT

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES DIAMANTS

2 || ¢y (VauT), Viu") /fvmdx+/fv9" dz, Yo7 e R7.
DED

FORMULATION EN DUALITE DISCRETE SUR LES QUARTS DE DIAMANT

2 Z lo| (po(VEuT), ViuT) = /fvmdx—l— fo¥ dx, YoT e RT.
Qen Q
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EXEMPLE DANS LE CAS LINEAIRE

Si ¢ est linéaire i.e. p(z,€) = A(z)¢, le nouveau flux numérique
s’écrit
N _ A,\f
(2 (5) - ‘D g
Si de plus A est constante par mailles primales, on retrouve les
schémas de Hermeline (03) pour lesquels les calculs sont explicites.
Le tenseur de diffusion équivalent obtenu est :

(loc| +[oc])(Acv,v)(Acr,v)

A¥v,v) = )
Aov) = e w) + oAz, v)
(AJI\)/V*7 *) _ |U£‘(A£V*7V*) + “TK‘(AKTV*aV*)
lox| + |oc|
_oxlloc] ((Axv,v*) = (Agv,v))?
lox| + |oc| |U£‘(AKV»V)+|UK|(A£V7V)7
(AJI\,[VJ/*) — |UC|(A£V7V*)(AKVaV) + lO-Kl(AKVaV*)(ALVvV).

|oc|(Axv, v) + ok |(Acr,v)
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Le schéma obtenu s’écrit

f((vguf + Bgév(vgm))

= termes sources,
Qen

avec sur chaque diamant

7€) = ggl(O) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.
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COMMENTAIRES

ASPECTS PRATIQUES

Le schéma obtenu s’écrit

f((v;zf + Bgép(V;uT))

= termes sources,
QeNn

avec sur chaque diamant

07 (&) = ggl(o) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.

CAS LINEAIRE

@ Les applications & — 67 (&) sont linéaires et leurs matrices sont
calculées au tout début de la résolution (elles ne dépendent que
du maillage et de ). On peut, par exemple, appliquer une
méthode de pivot de Gauss pour résoudre simultanément tous les
petits systemes 4 x 4.

o La matrice globale du schéma m-DDFV est donc : linéaire,
symétrique, défini positive, et a exactement le méme stencil que
celle du schéma DDFV classique. Cette variante est donc
totalement indolore du point de vue des cotts de calcul.
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COMMENTAIRES

ASPECTS PRATIQUES

Le schéma obtenu s’écrit

f((v;zf + Bgép(V;uT))

= termes sources,
QeNn

avec sur chaque diamant

07 (&) = ggl(o) «—— syst. de 4 éq a 4 inconnues.

CAS NON-LINEAIRE
@ Le calcul exact des applications non-linéaires & — 67 (&) est
impossible en général.
o La résolution du systeme global par une méthode de Newton est
possible mais pas nécessairement aisée (le calcul de la Jacobienne
du systéme n’est pas trivial ...).
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Le schéma m-DDFV posséde une unique solution u” € R” qui
dépend continiment des données.

On suppose que @ est réguliére par morceaux et que le maillage est
compatible avec les discontinuités de .
Si u est réguliére sur chaque quart de diamant Q, on a

' — ™|z + |Ju — ™ ||zr + |[Va — VM7 || o < ChFT.

» Eléments de preuve

Dans le cas linéaire (p = 2) on retrouve la convergence & l'ordre 1
attendue.
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DDFV vs M-DDFV

Q = Q; UQy avec Q1 =]0,0.5[x]0, 1] et Q9 =]0.5,1[x]0, 1|

UN EXEMPLE LINEAIRE :

10 2
2 1

—div (A(z)Vu) = f, avec A(z) = Iddans Q;, A(z) = ( ) dans Qs.

@ schéma DDFV : ordre %
@ schéma m-DDFYV : ordre 1

LOO
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Pour z € Qy, ¢(z,8) = |§|p_2§7

Pour z € Oy, ¢(2,€) = (A&,6)"F A€, avee A = ( g g ) ’

ON CHOISIT p = 3.0

m- / o
—of
10

’W‘ & m-DDFV

46— DDFV 4— DDFV

0 mlz ml' 10 0 10‘4 101' 10
L*> - ordres 1.71 et 0.97 WP - ordres 1.0 et 0.3
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DDFV vs M-DDFV

UN COUPLAGE LINEAIRE / NON-LINEAIRE

pl,€) = €[ ~%¢ dans Q;

po—1
x (()\ﬁ - 1) (2z1 — 1)+ 1) pour z1 < 0.5
u(z) =
(1—z)((14+MN)(2z1 — 1) +1) pour z; > 0.5
~ Sauts de gradient importants a I'interface

On prend p; =2, po =4

h DDFV m-DDFV DDFV m-DDFV

L*(Q) L (Q) WhP(Q) WhP(Q)
7.25E-02 4.70E-01 3.61E-02 2.5E+401 1.41
3.63E-02 2.36E-01 9.14E-02 2.03E+01 6.62E-01
1.81E-02 1.19E-01 2.24E-03 1.65E+01 3.11E-01
9.07E-03 6.01E-02 4.46E-04 1.34E+01 1.47E-01
ordres 0.98 2.11 0.30 1.08
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REMARQUES SUR LE CAS POTENTIEL

Si ¢ provient d’un potentiel ¢

o(z,8) = Ve&(x,8), pour tout £ € R? p.p.z€Q,
&(x,0) = 0, p.p.z€
PROPOSITION

La solution u” du schéma m-DDFV est l'unique minimum de

JTT) =2 Y lo@o(VEvT)

pED QEND

- Z | feve — Z |<*| fexviex, YoT € R”
K K*

avee Bo(-) = lla/g@(x,-)dx.

33/ 76
Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3



REMARQUES SUR LE CAS POTENTIEL

Notation : A = (R*)®

PROPOSITION

Le couple (u”, (0P (VZu™))p) est lunique minimum de la fonctionnelle

JTAWT,0) =2 Y |o|®o(Viv” + Bod®)
DED QEND

Ikl feve = 3 Ik frrves, V0T €RT, W3 € A.
K K*

PRINCIPE
Pour un diamant D fixé, §%(VZu”) minimise la contribution
élémentaire

0P €R* — Y [0|®o(ViuT + Bod®).
QeNp
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ALGO. DE TYPE DECOMPOSITION-COORDINATION

FORMULATION LAGRANGIENNE AUGMENTEE

FONCTIONNELLE NON QUADRATIQUE (voir (Glowinsky & al.))
On se donne une famille A = (Ag)gecn de matrices 2 x 2 SDP

LA W™.6,9,0 =2 Y |o|®o(g0) ZIKIfnv;c—ZIK | free e

QeNn
+2 ) |ol(Aa, 90 — VEv — Bod®)
QeNn
+ 3 lol (alue = V207 — Beb™). (90 = VE07 ~ Boi?)).
Qe
voT € RT V5 € A, Vg, € (R%)=.
THEOREME

La solution u” du schéma m-DDFV s’obtient a partir de l'unique
. : T,A
point-selle du Lagrangien L~ .

e Terme d’augmentation standard : Ag = rld.
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e Btape 1 : Trouver (u™",6%) € RT x A solution de

23" |l (Agw;uf*n T Boot — g, v;vf)
Qe

= Iklfeve + I ferves +2 > Jol(NS L VIWT), W € R
K K* QeNn

7 o' Bodo(Bodr + Viu"" — g5 ) = 3 [e'BoXy P =0, ¥p € D.
QeNp QeNp
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LE SOLVEUR ITERATIF

ALGORITHME
e Btape 1 : Trouver (u”", %) € RT x A solution de
2 3 fol(Aa(V5um " + Bodt - gy ), V50" )
Qe
= "kl feve + Y K [ fervies +2 Y Jol(AE, VELT), Vo € RT.
K K* QeN

> ol'Bodo(Bodh + Viu"" — g ) — 3 |e|'Body P =0, ¥p € D.
Q€N QeNp

e Etape 2 : Sur chaque Q, trouver gg € R? solution de

0o(98) + AE "+ Ag(gb — VEu™" — Boé) = 0.
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LE SOLVEUR ITERATIF

ALGORITHME
e Btape 1 : Trouver (u”", %) € RT x A solution de
2 3 fol(Aa(V5um " + Bodt - gy ), V50" )
Qe
= "kl feve + Y K [ fervies +2 Y Jol(AE, VELT), Vo € RT.
K K* QeN

> ol'Bodo(Bodh + Viu"" — g ) — 3 |e|'Body P =0, ¥p € D.
Q€N QeNp

e Etape 2 : Sur chaque Q, trouver gg € R? solution de
0a(98) + A5+ Ag(gh — Vau™" — Bodp) = 0.
e Elape 3 : Sur chaque Q calculer A}y € R? par
b =X5" 4 Ag(gd — Viu™"™ — Booy).
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Pour toute famille de matrices d’augmentation A, l’algorithme
précédent converge vers l'unique solution du schéma m-DDFV.

» Preuve de la convergence

Bien qu’issu de 'optimisation, le solveur itératif et le théoreme sont
valables aussi dans le cas non-potentiel.
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Pour toute famille de matrices d’augmentation A, l’algorithme

précédent converge vers l'unique solution du schéma m-DDFV.

37i 76

O—= Lper.
— Wiper.
D—® residual

T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180

augmentation isotrope
AQ =rld.

» Preuve de la convergence

—= Lperr.
*—o wip
© @ residual

T
100 120 140

augmentation anisotrope
Ag adaptée au probleme
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o La méthode DDFV pour Stokes

@ Résultats numériques

@ Le probleme avec viscosité discontinue
e Bilan
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PROBLEME DE STOKES, AVEC VISCOSITE REGULIERE

» Probleme
div(—2n(z)Du + pld) = £ dans (2,
div(u) =0 dans Q,
u=20 sur 02, (S)

/Qp(:v)dx =0.

avec Du = £(Vu + 'Vu),
o f e (L3(N)?
e n € C?(Q) avec

O<Qn§n(x)gcn, Vae Q.

» Objectifs
e Ecrire un schéma DDFV bien posé pour (S).

o Démontrer des estimations d’erreur pour ce probleme.
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RAPPELS SUR LES MAILLAGES DDFV

. AT * { 7‘ Diamond mesh ©
Primal mesh 9 % # Dual mesh M ~.o
Maillage primal Maillage dual Maillage diamant
m _ M _ 2D ()
~uatt = (u;c);cezm ~u = (u;c*)mem?* ~~pT = (PD>’DED
«/~->u7‘:(1_15m7u§)JT )7 ~ V22uZ

~~ Opérateurs discrets : VZu” et div” (£7).
DEFINITION (Conditions aux limites de Dirichlet)

El = {u” € (R?)", VKeIM, uc=0, VK €IM, ue =0}.

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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Inconnues en vitesse : centres et sommets { div(—Vu +p Id) =1,

Inconnues en pression : cellules diamants. div(u) = Tr(Vu) = 0.
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LE CAS D’UNE VISCOSITE CONSTANTE 7 = 1

Inconnues en vitesse : centres et sommets . 5 5
. . s o T _ £T
Inconnues en pression : cellules diamants. { div* (-V7u” +p~ld) =7,

Tr(VZu”) = 0.

@ On ne sait pas si le probleme discret est bien posé sur un
maillage général.
o En revanche, on sait que le probleme est bien posé sur des
maillages constitués de
e triangles conformes a angles aigus

e rectangles non conformes
(Delcourte ’07)
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LE CAS D’UNE VISCOSITE CONSTANTE 7 = 1

Inconnues en vitesse : centres et sommets . 5 5
. . s o T _ £T
Inconnues en pression : cellules diamants. div* (-V7u” +p~ld) =7,

Tr(VZu”) = 0.

e On ne sait pas si le probleme discret est bien posé sur un
maillage général.
o En revanche, on sait que le probleme est bien posé sur des
maillages constitués de
e triangles conformes a angles aigus
e rectangles non conformes
(Delcourte ’07)
e On n’a pas d’inégalité inf-sup uniforme pour ce probleme.
o Les estimations d’erreur que 1’on peut obtenir sont donc faibles
(et ne concernent que sur la vitesse). (Krell *08)
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LE CAS D’UNE VISCOSITE CONSTANTE 7 = 1

Inconnues en vitesse : centres et sommets
Inconnues en pression : cellules diamants.

Que faire?

» Stabilisation de I’équation de conservation de la masse par un
terme en pression (ou en des “dérivées” de la pression)

div? (-V*u® +p°1d) = 7,
{ ( p~1d) (Stab)

Tr(Vou”) + S2(p”) = 0.
o Existence et unicité pour tout maillages DDFV.

o Estimations d’erreur optimales en vitesse et pression si on choisit
une stabilisation par une sorte de laplacien de pression (inspiré
de (Brezzi-Pitkdranta ’84)). (Krell *09)

» Alternative possible (duale) : approcher la pression aux centres et
sommets et la vitesse sur les diamants, puis se ramener a des
formulations en tourbillon. (Delcourte-Domelevo—Omnes ’07)
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PROBLEME DE STOKES INCOMPRESSIBLE PAR VOLUMES FINIS

o Maillages décalés

e Schémas MAC (Harlow—Welsh °65), (Nicolaides ’92)
e Schéma cell-centered (Blanc-Eymard-Herbin ’05)
e DDFV (Delcourte-Domelevo-Omneés ’07), (Krell '08-°09)

~ généralisation de MAC en maillage quelconque

@ Schémas colocalisés

e Schémas cell-centered (Eymard-Herbin-Latché 06 —’08)
e Schémas volumes finis mixtes (Droniou-Eymard ’06)

43i 76



OPERATEURS DISCRETS

T
GRADIENT DISCRET D’UN CHAMP DE VECTEURS DE (RQ)

T
Te - "": L.\/o:)qs
— T
Ve (R2>T - (M2(R))© o =rc*|£*\0‘ ~ R
T A & \\\.\\
u? = (ZT) = (VPu”)peq \\T 11_/,/ e
Fe
Cellule diamant
VPuT = _ 1 uﬁ—u,c®y+uﬁ*—u,c*®y*
sin(an) \ |o7] o

DT
PP .. vu'(xL_x)C):uL_uK7
Définition équivalente oo
VPuT (Tpr — Tier) = Upr — Upen.

DIVERGENCE DISCRETE D’UN CHAMP DE VECTEURS
1

(]iVDuT = TeruT = — Ue = U -V + u . V* .
sin(ap) |o*| lo|
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GRADIENT DISCRET D’UN CHAMP DE VECTEURS DE (]Rz)T

v (R — (M(R))®

Celﬁle diamant
TENSEUR DES TAUX DE DEFORMATION DISCRET
D?: (R%)" —  (Ma2(R))?
u” —  (D"u”)peq
avec
D"u” =

N | =

(VDu" + t(vvuf))
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OPERATEURS DISCRETS

T
GRADIENT DISCRET D’UN CHAMP DE VECTEURS DE (Rz)

Xpx
Cellule diamant
DIVERGENCE DISCRETE D’UN CHAMP DE MATRICES DE (M3(R))

T (Mal)? ()

D

Z/ﬁ Jvds

div
1
m, — [ div(&(x))dx
o [ dvteta) >

divee® = > lolety

|K|UC8K
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OPERATEURS DISCRETS

T
GRADIENT DISCRET D’UN CHAMP DE VECTEURS DE (RZ)

N
Cellule diamant
DIVERGENCE DISCRETE D’'UN CHAMP DE MATRICES DE (M5 (R))®
div” : (M2(R))® — (R?)”
1

keM, divee® = — Y jol¢"y
‘K| ocCOK
) 1
K EM UM, divee® = — > ottt
LS
div™e® = ((div<e®) ) div™e? = ((divee?) L )

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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GRADIENT DISCRET D’UN CHAMP DE VECTEURS DE (]R2)T

Tpx
Cellule diamant

OUTIL FONDAMENTAL (Dualité discrete)

Ve € (My(R))®, Yu” € EZ, —/ div? (%) - u” = /(59 1 VPuT).
Q Q
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Pour tout u® € (]R2
ID®uT |z < [V2uT 2.

Pour tout u” € Ef,

div” (‘Vu7) = div” (Tr(V2u)Id).

Pour tout u” € Ej,

IV2u]l2 < V2| D2 uT .

45i 76



ScHEMA S-DDFV

CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

On note
o =1(Zp).

» Sur les cellules primales x

/ f= / div(—2nDu + pId) = / —2nDu + pld)v

ocCoK

~ |k|dive (=27 D u” + p®Id) := Z lo|(=2n,Du® + pPId)w.

ocCoK

» Sur les cellules duales x*
/ f= / div(-2nDu+pld) = ) / —2nDu + pld)v*
o*CoK*

~ | |dive (=27 D uT+p®1d) := Z|a |(=2n,DPu”+p”1Id)v*
o*COK*
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» Sur les cellules diamants D

AOzLdiv(u)zATr(Vu)z|D|’I‘r(VDuT).

» On stabilise cette équation a la (Brezzi-Pitkiranta ’84) :

Tr(VPu®) =0
devient
Tr(VPu”) — A2 APp? =0, o’
avec A > 0 et z:/,,
5
1 h2 +h2, / |
ADPQ = |?| Z D—QD(pD _pD)’ : Ty
s=D|D’'€dD b |
D |
hp est le diametre du diamant .
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( Trouver u” € EJ et p° € R® tels que,
div™(—27°D%u” +p°Id) = ™,
div™" (=27°D%u” +p°Id) = ™",
Tr(VouT) — An2 A®p? =0,

> Iplp” =0.

\ DED

(S-DDFV)

Soit T un maillage DDF'V.
Pour tout valeur de A > 0, le schéma (S-DDFV) admet une unique
solution.

» Preuve
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ESTIMATIONS D’ERREURS

THEOREME

Soit T un maillage DDFV général. On note (u”,p”) € (RQ)T x R®
la solution du schéma (S-DDFV).
On suppose :

e 1 est C? sur
e La solution exacte du probléme vérifie (u,p) € (H*(Q))? x H (),
Il eziste alors C(reg(7),u,p,n) >0 :
[u—u”ll2 + [Vu - VouTlls < O size(T)

et

lp—p°ll2 < C size(T)

Taux de convergence optimal.
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» La forme bilinéaire associée au probleme
B(u”,p”;u”,p?) =/ div” (=27°Du” +p°Id) - u”
Q
+/Q(Tr(VDuT) — ARZ AP p®)p®.
On sait qu’on n’a pas la coercivité au sens traditionnel
IV2uT |3 + 1p713 < C2B(u™, p;u”, p®).
On a seulement une estimée
IV2u|3 + Ap® [, < CoB(u”,p”;u”,p?)

avec [p° |} = Y (h% + h2)(p" —p")%.
se6
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OUTIL PRINCIPAL
STABILITE DE (S-DDFV) 1/2

» La forme bilinéaire associée au probleme

B(u”,p”;u”,p") =/ div? (=2 D®u” + p°Id) - u”
Q

+ /Q(Tr(vguT) — ARZ AP pP)p®.
On sait qu’on n’a pas la coercivité au sens traditionnel
IV2uT |3 + 1p713 < C2B(u™, p;u”, p®).
On a seulement une estimée
IV2u (3 + Alp® [}, < C2B(u™,p;u”,p?)
avec [p° |} = Y (h% + h2)(p" —p")%.

s€6
» Idée : Trouver u?,p® (=~ u7,p®) pour avoir I'inégalité inf-sup

B(u”,p?;u”,p?)
IVoaT|ly + (|52

IVou ]z + [lp7ll2 < Ca
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Pour tout (u”,p°) € E x R® avec Z [D|p” =0, il existe
DED
(7, p°) €EI xR® et C1,Cy >0 :

IV 2 + 1P°ll2 < C1 (IVFull2 + 127 2) ,

et

IV a3 + [Ip° 13 < C2B(u™,p®; 47, p7).
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Pour tout (u”,p°) € E x R® avec Z [D|p” =0, il existe
DED

(@7,7°) €ET x R® et C1,Cy >0 :
IV2allz + 5]l < C1 (IV2u 2 + [1p7]2) »

et -
IV2uT|l3 + Ip° 115 < CoB(a”,p®;07,p%).

La solution (u”,p”) € EZ x R® du schéma (S-DDFV), vérifie
IV=uT I3 + P71 < ClIE7 3.
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CAS 1 - TOURBILLONS DE GREEN-TAYLOR

os(4mz) sin(4dmy),

1 sin(27z) cos(2my) o
— 1 cos(2mx) sin(2my) 7 N
1 "
, z
p(z,y) 8

n(w,y) =

o L
0 o1 0z 03 04 05 06 07 08 03 1

Lignes de courant
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CAS 1 - TOURBILLONS DE GREEN-TAYLOR

Maillage Il =12 ll2/lPl2
Error in Lz-norm of the pressure
10
Rate: 1.0417
10 107 10" 10’
Mesh size
Ordre = 1.04
54/ 76
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CAS 1 - TOURBILLONS DE GREEN-TAYLOR

[u— UTHHg/HuHHg

Error in H‘ll-nurm of the velocity

Rate: 0.98506

3 2 1 0
10 10 10 10

Mesh size

Ordre = 0.99

Franck BOYER

[u = u=lo/[[ull2

Error in L%-norm of the velocity

e Rate: 1.9608
10
1075 -3 -2 3 | 0
10 10 10 10
Mesh size
Ordre = 1.96
54/ 76
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CAs 2

100022 (1—z)22y(1—y)(1—2y)
u(z,y) =
—1000y% (1—y)22z(1—x)(1—22)
2
p(.ﬂ?,y) = mz +y2 - ga

Franck BOYER

o L L ! . . . . L L
0 01 0z 03 04 05 06 07 08 03 1

Lignes de courant

VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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Maillage Ip = p®l2/lpll2

s 12
Error in L”~norm of the pressure

order : 1.9323

107 10
Mesh size

Ordre = 1.9
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lu—u™ gy /lal g

Error in H(l)—norm of the velocity

order : 1.3232

107° 107"
Mesh size

Ordre = 1.3

[[a —u™l2/[[ull2
Error in L*-norm of the velocity

order : 1.8308

107!
Mesh size

Ordre = 1.8
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Cas 3

y? — 0.5y pour y > 0.5
sinon. 0

u(z,y) = { 10%(y* — 0.5y)

0
plz,y) =22 -1,
1 pour y > 0.5

n(xvy) = { 104

sinon.

Franck BOYER

0 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Lignes de courant
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Cas 3

Maillage Il =12 ll2/lPl2

Error in Lz-norm of the pressure

order: 0.83124

10 u
1 10 10
Mesh size

Ordre = 0.83
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Cas 3

[u— UTHHg/HuHHg

Error in H;-norm of the velocity

" //or;ler £0.33734

2 -
10 10 10
Mesh size

Ordre = 0.34

Franck BOYER

[[u = u=lo/[[ull2

Error inL%-norm of the velocity

" order : 0.82788
W
1w
w0 10 10
Mesh size
Ordre = 0.83

VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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LE PROBLEME A VISCOSITE DISCONTINUE

LE PROBLEME
div (—2n;Du + pId) = £, dans ;,
div(u) = 0, dans Q;,
u=020, sur 082,

| poyiz =0,
Q
[u] = [2nDu — pId]ii = 0, sur I,

e NN =0et Q=0,UQ,,
o I' =00, NNy,
o ii est une normale a I' et [a] = (a|,, — a,_ )|, est le saut sur I'.

r

@ Viscosité n constante par morceaux

) m >0, dans Q,
N ng > 0, dans .

HYPOTHESE SIMPLIFICATRICE : la pression est continue sur I'.
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OBTENTION DU SCHEMA S-M-DDFV 1/4

» On construit VX u? constant sur chaque quart de diamant

ViuT = Y 1,VAuT,

Q€D
. T
L(uxc +ugs) e
g : ) 1 1
Tox » (VILE,C:,{*UT)a(xD — k) = Uy, — E(u,c + ),
W e (V) g~ pe) = ey — e+ uee).

Uo jox

- V¥uT = VPu” + (B,67), Ve C p.

@ les B, sont les mémes qu’avant (ne dépendent que de 7).
0 07 = *(8x,0.,00cx,0,+) € My 2(R) est & déterminer.

° BQK;_K,‘ = (|0K|V*307|U’C* V70)'

_ 1
lex, x|

. 1 . ]
~ D¥u” = 5 (VguT—i—tV’;uT) , Vo C p.
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MAILLAGE DUAL BARYCENTRIQUE

Cellules diamants convexes Cellules diamants non convexes
T yc*
/7 /./a_:\ Kl
. N
K4 '\.
/ N
/ \
/ Rl N
/' e Tp* AR \'.\
DR )
Rd -7 xT
‘o o _ L
S e
T
o* =K*|c*

Définition des quarts de diamants ?

Alternative — Maillage dual barycentrique :

(Hermeline ’00), (Delcourte-Domelevo—Omnes ’07)
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MAILLAGE DUAL BARYCENTRIQUE

Alternative — Maillage dual barycentrique :

(Hermeline ’00), (Delcourte-Domelevo—Omnes ’07)

Maillage dual classique Maillage dual barycentrique
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MAILLAGE DUAL BARYCENTRIQUE

Lo *
- D K
~' ‘o
’ .,
x ¢ ax .,
’ (‘ > -
’ N .,
~ N
4 // N ‘¢
’ ’ Qe N s,
’ ’ SN
N s NN,
o N
// - ~, \\'
R o Pl D
ke “4 :~:..\.\¥ T,
A 4"‘ i *
S0 -
Tighel -7 7
Qe = O, Qx # o,
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Tpx

CONSERVATIVITE LOCALE DES FLUX EXACTS
A travers oy, elle s’écrit

. % o - ok
/ 77|QK’K*DuIQK’K* .v¥ds —/ leK’L*Dung’L*.u ds.
oK ox
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OBTENTION DU SCHEMA S-M-DDFV 2/4

» CONSERVATIVITE LOCALE DES FLUX NUMERIQUES
On note ng = n(zy).
On impose alors a la matrice 4 x 2, 7 de vérifier

Nox o+ (2D7u” + Bg .67 + t(BQm* 7)) ¥

def
§<PQ,C,,C*(5D)

= nQKi,L“ (QDDuT + BQN.U 6% + t(B 6’3))’/*

Qic,c*

def
=90, . (67)
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Pour tout D € D et tout D?u” € M3 ,(R), il existe au moins un
07 (DPu”) € M, 2(R) vérifiant (x).

» Preuve
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a:,c*
. '~
_ N
The_ n N
Nl AN
/AN
N7 -l = 07 =0 et donc DYu” = D"u”, Vo.
s >TL
\ no.
\’ /./
\~ -
A\~
{EL*
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NV RN = 07 =0 et donc DYu” = D"u”, Vo.

‘\‘\ m - \A N = 6;c = O, 55 =0 et 6IC"‘ = 6L*‘
N .

Tous les calculs se font alors & la main (ou avec MAPLE ...).

Gbi 76



Il existe C(reg(7T),n) > 0, telle que pour tout u” € (R2)T :

ID"u]l2 < IDYu”|l2 < CID?u ..
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Il existe C(reg(7T),n) > 0, telle que pour tout u” € (R2)T :

ID"u]l2 < IDYu”|l2 < CID?u ..

o La premiere inégalité s’obtient & partir de :
[p|D”u” = Z lo|DYu”.
2€p

@ Deuxieéme inégalité : on utilise la définition des nouveaux

gradients
3 JelnellD¥uTE = 3 Jelne(DYuT : D7u”).
2€0p 2€Qp
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OBTENTION DU SCHEMA S-M-DDFV 4/4

On remplace dans le schéma S-DDFV| le tenseur des contraintes
visqueuses discret n°D*u? par

1 ) 1 )
o, D7uT) = — 37 Jalio | D7u” + 5 [Ba6P(D7u7) +(Bod® (D7u7))|

|D| €N
D

—DNuT
_L)Qu

Trouver u” € EJ et p® € R® tels que,
div™ (=20, (n, Du”) + p*1d) = 7,
div™" (=2¢,(n, D7 u”) 4+ p°Id) = £,

(S-m-DDFV)
Tr(VZu”) — M2 APp® =0,
Z [p|p” = 0.
DED
67/ 76
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ScHEMA S-M-DDFV : UN CAS PARTICULIER UTILE

@n(n, D)

Z lelno

Q€D

kel

DPu” + % Bo6®(Du”) + t(BQ(sD(DDuT))]

—DNuT
_DQu

SI 7 EST CONSTANTE PAR MAILLES PRIMALES

-

_ ™

\
N
\.

Tre—'

NE

.\.

(hi4+h2)nin2 o

€T *

(hitha)mns .,

hani+hins
(hith2)mns

. - / N
ham1+hin , dans le repere (v,v*).

(7 3))-
o\ v B

CAS D’UN MAILLAGE CARTESIEN

hami+hinsa

Franck BOYER

him+hans g
hiths |
: généralisation de MAC
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Pour tout maillage T, il existe une unique solution (u”,p®) au
schéma S-m-DDFV pour tout A > 0.

» Preuve

Il existe une constante C(reg(T)) > 0 telle que, pour tout u” € Ef

[Vau™llz < CIDIu™|l2.

» Preuve
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ANALYSE DU SCHEMA S-M-DDFV

THEOREME

On suppose que 1 est Lipschitzienne sur chaque quart de diamant :
In(z) —n(z")| < Cylz —2'|, VeoefQVz,z' €.
Siu est réguliére sur chaque quart de diamant Q et sip € H (), on a
lu—u™l2 + [Vu - ViuT| < C size(T),

Ilp—p®l2 < C size(T).

REMARQUES
o L’ordre 1 est optimal.

@ La construction du schéma et son analyse se généralise au cas
(plus réaliste) ou on prend en compte les discontinuités de
pression.
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PRINCIPES DE LA PREUVE

o Inégalité de Korn discrete.
o Stabilité du schéma S-m-DDFV.

e Estimation de consistance. Si u est réguliere sur chaque quart de
diamant o, la difficulté principale est la preuve de la consistance
du nouveau gradient

3 /|Du(x)—DgIP’Zu|2dxSCsize(T)Q 3 /(|Vu|2+|V2u|2)dx.
Qenp /2 Qeap /2

C’est délicat car la construction des nouveaux gradients ne fait
intervenir que leur partie symétrique.
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RETOUR SUR LE TROISIEME CAS

y? — 0.5y pour y > 0.5
sinon. 0

u(z,y) = { 10%(y* — 0.5y)

0
plz,y) =22 -1,
1 pour y > 0.5

n(xvy) = { 104

sinon.

Franck BOYER

0
0 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Lignes de courant
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COMPARAISONS S-DDFV ET S-M-DDFV

. lp = p®ll2/lIpll2
Maluage Error in L2 -norm of the pressure
10
TDE
Rate: 1.8586
10 :
10 = b
10 10 4
Mesh size

Ordre pour S-m-DDFV =1.85
Ordre pour S-DDFV =0.83
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COMPARAISONS S-DDFV ET S-M-DDFV

[w — ™| g /[l

Error in H‘ll-norm of the velocity

Rate: 1.3643

f

10

-2 - o

10 10 10
Mesh size

Ordre pour S-m-DDFV =1.36
Ordre pour S-DDFV =0.34

Franck BOYER

u —u”lz/][ul]2

Error in L%norm of the velocity

Rate: 1.902

2 - o
10 10 10
Mesh size

Ordre pour S-m-DDFV =1.9
Ordre pour S-DDFV =(.83
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©® LEs scuEMAS DDFV ET M-DDFV POUR LA
DIFFUSION SCALAIRE
@ Introduction
@ Construction du schéma
@ Analyse du schéma
o Implémentation
o Le schéma m-DDFV
@ La méthode en 1D
@ La méthode en 2D
@ DDFV vs m-DDFV

@ Un solveur non-linéaire

© LEs scHEMAS DDFV ET M-DDFV POUR LE

PROBLEME DE STOKES

e La méthode DDFV pour Stokes

@ Résultats numériques

@ Le probleme avec viscosité discontinue
e Bilan
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BiLAN

o Gréce & un terme stabilisant (d’autres choix sont possibles),
I'approche DDFV avec vitesse aux centres et aux sommets et
pression sur les diamants a toutes les bonnes propriétés
attendues :

e Systéme bien posé et stable sur des maillages tres généraux.
e Structure algébrique du systeme discret identique a celle du
probleme continu et a celle d’autres schémas plus connus
~~ adaptation de solveurs et préconditionneurs efficaces
e Estimations d’erreur :

e Ordre 1 en pression en norme L?
e Ordre 1 en vitesse en norme H'.
o Numériquement : ordre 2 en vitesse en norme L2.

o Implémentation en parcourant les arétes (=les diamants).
@ Viscosité discontinue : on garde les bonnes propriétés en
adoptant I’approche S-m-DDFV.
Celle-ci est assez lourde sur le papier mais indolore
numériquement.

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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BiLAN

o Extensions possibles

e Prise en compte des discontinuités de pression.

e Conditions aux limites en contrainte ou sauts de contrainte dans
le systéme (tension de surface).

e Dépendance non-linéaire de la viscosité en fonction de Du.

e Ajout du terme non-linéaire u - Vu de Navier-Stokes en utilisant
les flux de masse stabilisés.

e Le cas 3D.
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FIN DE LA TROISIEME PARTIE !



» On veut montrer que [|[V7u”[lz < vV2[[D7u”|; :

t
2D u 2 = [[V2uT |2 + /Q (¢ (V2u) : vOuT),
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PREUVE DE L’INEGALITE DE KORN DISCRETE

» On veut montrer que [|[Vou” [l < V2D u]; :
2D} = [V + [ ((v2uT): Vw7,
Q
On utilise la formule de Stokes discrete

/Q (t (VPu7) : vmur>:_ /QdivT (t (V9u7)> T

= / div™ (Tr(V7u™)Id) - u”
Q
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PREUVE DE L’INEGALITE DE KORN DISCRETE

» On veut montrer que [|[Vou” [l < V2D u]; :
2D u[3 = [V uT |3 + /Q ((Vou™) : Vou7),
On utilise la formule de Stokes discrete

/Q (t (VPu7) : vmur):_ /QdivT (t (V9u7)> T

= / div™ (Tr(V7u™)Id) - u”
Q

A nouveau par Stokes discret et Tr Vou? = (Id : V°u?) :
/ (t(vi’u’-’) :VDuT) :/(Tr(VQuT)Id L V2uT) = | TevV2u” |3 > 0.
Q Q
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Soient u” € EZ et p® € R® tels que
div™(=27°D%u” +p*1d) = 0,
div™" (=27°D%u” +p”1d) = 0,
Tr(VPu”) — Ah2 APp® =0,

> Iplp” =0.

DED
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Soient uZ € EZ et p® € R® tels que

div™(=27°D%u” +p*1d) = 0,
div™" (=27°D%u” +p”1d) = 0,
Tr(VPu”) — Ah2 APp® =0,

> Iolp” =o.
DED

/ div” (=27 D®u” + p°Id) - u”
Q

:/ (2n°D®u” : D”u”) —/Tr(VDuT)p@.
Q Q
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EXISTENCE ET UNICITE POUR LE SCHEMA
1/2

Soient uZ € EZ et p® € R® tels que

div™ (=27°D%u” + p°1d) = 0,
div™" (=27°D%u” + p°1d) = 0,
Tr(V7u?) — A2 A% p® =0,

Z |p|p” = 0.

DED
/ div? (=27°D%u” 4 p*1d) - u”
Q
_ / (2T]©D©LIT . Dz)u‘r) _ / TI'(VQUT)[)Q.
Q Q
L’équation de conservation de la masse donne
—/ Tr(Vou™)p® = —/ Ay AP pPp® = Ap® 7,
Q Q

o [P = 3" (h2 + h2) (™ — pP) ~ B2 |pll% -
s€6
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On utilise 'inégalité de Korn discrete

0= / divT(~2°DPu” + p°1d) - u” > C, [V uT |3 + A 2.
Q
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On utilise 'inégalité de Korn discrete
0= /Qdivf(—zn%@u‘f +p°1d) -u” > C VU2 + Ap° 2.
On trouve donc
IVouTl3=0 et [p7[; =0.

Dot u? =0 et p® =c.
Par la condition de normalisation Z |D|p” = 0, on obtient p® = 0.

DED
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Soit T un maillage de Q. 1l existe C > 0 qui dépend seulement de
reg(T), telle que pour tout v € (H'(Q))? et tout p° € R®, on a

Z/ (divP (vT) = div(v)) dz < Clp®|n|[v] a0

DED

ouv? =PI v est la projection-moyenne de v sur le maillage.

SOi 76



PREUVE DE LA STABILITE

LEMME

Soit T un maillage de . Il existe C' > 0 qui dépend seulement de
reg(T), telle que pour tout v € (H'(2))? et tout p° € R®, on a

Z p? (divP (v7T) — div(v)) dz < C|p®° |||V .
pe® P

ou vT =PI v est la projection-moyenne de v sur le maillage.
i

e D’apres le lemme de Necas, il existe v € (H}(Q))? tel que
div(v) = =p?, |vllm < Cllp® | 2.
e On calcule B(u”,p”,v7,0) et, avec le lemme, on trouve
B(u”,p®,v7,0) 2 Ci[[p® |22 — Co[| VouT |22 — Cs[p?3.
@ On a déja vu que
B(u™,p?,u”,p%) > C|VTuT|[72 + Ap”[3.
e Pour & > 0 assez petit, on pose U7 = u? +&v7?, p® = p¥.
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o Expression de la divergence discrete de u”

1 * *
divPv® 2| | <|a|(v,; — Vi) VA |07 |(Ver — Vier) -V )

= div”v |’D| Z vK: + Vi~ *VUps-
s€Ep

Sli 76



PREUVE DE LA STABILITE

o Expression de la divergence discrete de u”
. 1
divivT = o] <|O’|(Vc — Vi) VA0 (Ver — Viex) - IJ*).

V,C —I— Vic*
= div’v? = “VUps.
IDI ?
s€&p

e Par conservativité locale :

1 .
/(divaT —divv) = Z Mg m—/ (V’C—;V’C - v) Vp.g.
D 5 Js

sEED

“R.(v)

> op” / (divovT —divv) =Y ma(p” — p” )Re(V) - vs.
D 5

DED
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PREUVE DE LA STABILITE

e Par conservativité locale :

1 *
/(divaT —divv) = Z Mg m—/ (VKJ;VK - V) Vp,s.
D s Js

se€p

Z p” / (diviv? —divv) = Z:mﬁ(pD — " VRy(V) - vs.

DED

e Par Cauchy-Schwarz on a

Z p” / (divPvT —divv)
D

DED

< (Zmﬁ(p” —p”/)2> (Z IRS(V)|2>

Nl

<C|p®|n <Clvlig1
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On a un probléme linéaire

> lelpo(d87)Bo = 0 <= A§® = B(D"u”),

e€ep

avec A : M4’2(R) — M2’4(R) et B: MQQ(R) — M4’2(]R).

S2i 76



PREUVE DE L’EXISTENCE DE 0%
1/2

On a un probléme linéaire

> Jelpo(8®)Bo = 0 <= A§” = B(D"u”),
e€ep
avec A : M472(R) — M274(R) et B: Mgg(R) — M472(R).
ETUDIONS LE NOYAU DE A
On multiplie par 67 et on prend la trace

Z |o|(2noD7u™ + o (Bo6” + téDtBQ) 1 Bod®) =0.

e€ep

©o(87)
Si done B(DPu”) est nul, on obtient

D lelno('87"Bo+ Bob™ : Bab®) = 3 lelnal Bod™ + 6™ Bolly = 0.
Q€0 Q€D

On en déduit
6P By + Bod® =0, Vo€ .
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2 CAS A CONSIDERER
e Cas 1 :Si ac # ag,

Y0P B, + Bod® =0, Vo€ Q= 6°=0.

Il existe un unique 6 vérifiant A0 = B(D?u”).
MAIS on a seulement une estimation
C

(e —ag)l

IDZu].

167 < —
| sin

MORALITE : Le maillage dual barycentrique est & éviter si o, et
a, sont trop proches!
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PREUVE DE L’EXISTENCE DE 0%

2/2
2 CAS A CONSIDERER
e Cas 1 :Si ac # ag,
'6PtB, + Bod® =0, Vo€, = 6 =0.
o Cas 2 : Si ax = ag,
'6P'B, + Bo,d® =0, V o€ Qp, implique seulement
tV
7]G}c|
) v
6% € Vect(do), o = | 124l
I
- loz=]
o Néanmoins, B(D”u?) est toujours dans I'image de A.
e On détermine complétement 67 en demandant (67, 380) = 0.
e On a alors une estimation
167 < CID"u™ .
ws) 70
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Soient u” € EZ et p® € R® tels que

div7 (=2¢7 (n,D"u”) + p°1d) = 0,
Tr(V2u7) — M2 APp® =0,

> |plp” =0.

DED
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Soient uZ € EZ et p® € R® tels que

div™ (=2¢7 (n,D"u”) +p°1d) = 0,
Tr(V2uT) — A2 APp® =0,

3 [olp” = 0.

DED

/diVT(—2cp©(77,D9u1)+p©Id)-uT =/ (207 (n,D%u”) : V2u”)+A]p”|3.
Q Q

/ 2(5° (n, D°u7) : V2uT)
Q

= Z Z le|no(DYu” : 2D7u”)

DED 0€QDp
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EXISTENCE ET UNICITE POUR S-M-DDFV

1/2

Soient uZ € EZ et p® € R® tels que
div™ (=2¢7 (n,D"u”) + p”1d) = 0,
Tr(VPuT) — Ah2 A®p® =0,

> Iplp” =o.

DED

/divT(—Zgog(n,DDuT)—&—p@Id)uT :/ (2¢D(U,D®uT) : VDuT)+/\|p®|i.
o

Q

/ 2(¢®(n,D®u”) : VTuT)
Q

=3 > lelno(DYuT s 2DXuT —B,6” - 167! B,,)
DPEDQEND

contribution nulle

car, par définition de 67, on a

> ol (DYu™ : By6) = 0.

2€0p

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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On utilise 'inégalité de Korn pour le nouveau gradient

0= [ (262,007 T2uT) 4 A2 2 CIVEWTIE + A
Q

11 vient
IVEuT[3=0 et [p”[; =0.
et donc
u” =0,
p° =0

Sbi 76



o Comme Y

o€ |e| Bo = 0, on trouve

Y 1ellVEuTIE = lIVPaTlE + D lelllBo6” I3

Q€END ccnp
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PREUVE DE LA NOUVELLE INEGALITE DE KORN

e Comme ) o |o[Bo =0, on trouve

Yo ViR = plIVPuTIE+ Y lellBo6” 3

Q€D Q€N

e On démontre (c’est la partie assez difficile) que

t
Y 1ellBoo”lE < C ) JelllBod” + 67 Boll7,

2€0p 2€Qp
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PREUVE DE LA NOUVELLE INEGALITE DE KORN

e Comme ) o |o[Bo =0, on trouve

Yo ViR = plIVPuTIE+ Y lellBo6” 3

Q€D Q€N

e On démontre (c’est la partie assez difficile) que

t
Y 1ellBoo”lE < C ) JelllBod” + 67 Boll7,

2€0p 2€Qp

@ On utilise la définition de §® pour obtenir
¢
> 1elllBod™ + 67 BollF < Clo||Du” ||
o€p
Il s’en suit

Y 1ellVEuTlE < [plIVPuT % + ClolID™u |5

2€Qp
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PREUVE DE LA NOUVELLE INEGALITE DE KORN

e Comme ) o |o[Bo =0, on trouve

Yo ViR = plIVPuTIE+ Y lellBo6” 3

Q€D Q€N

e On démontre (c’est la partie assez difficile) que

t
Y 1ellBoo”lE < C ) JelllBod” + 67 Boll7,

2€0p 2€Qp

@ On utilise la définition de §® pour obtenir
¢
> 1elllBod™ + 67 BollF < Clo||Du” ||
o€p
Il s’en suit

Y 1ellVEuTlE < [plIVPuT % + ClolID™u |5

2€Qp

e Korn DDFV “standard” + comparaison entre DY et D®

VST < CID w7 < DY uT 3.
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = §(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :
m—1
‘uK|p = |u'C1|p = Z (‘uKi|p - |u)Ci+1|p) + |ulcm |p7
i=1
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

m—1
|u7<|p < CP <Z |u’<i - ulCi+1|(|uKi
i=1

7=l + |u)<i+1|p1)> + |u)Cm|p'
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :
1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

D Iklfucl” < Cp Y e —ue|(fuc P~ P (/Q xo(xvy(x))dx> :

reEM oce&
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :
1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

Z [icluc|P < CY, Z |o|d.

reEM oce&

Uk — U
(a7 o+ Jue 7).
KL
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinaD)|J|dm = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

[u™ (7 < C;g (Z |o|dc

ce€

p—1

) (Zo-|dm<un|f’+|uﬁ|f)>> .

oef

U — Ug

d?CL
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

(Andreianov—Gutnic—Wittbold, ’04)
o Rappel :

1
Vpe®D:|p| = i(sinOzD)|cr|d,CC = |oldc. < C(reg(7))|D|.

e On réutilise x,(z,y), une direction & et y(x) la projection d’un
point x €  sur le bord selon £.
o Somme télescopique :

[u™ (7 < C;g (Z |o|dc

ce€

U — Ug

d)CE

) (Zo-|du<u,c|f’+|uﬁ|f)>> .

oef

@ On obtient le résultat si on montre maintenant que
p
Z |oldice (Juxl? + |ucl?) < Cllu™ ||}, +C Z |oldce
oce& ce€

U — Ug
d
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ON VEUT MONTRER
p

Z || (Jucl? + |ucl?) < Cllu™ (|7, + CZ |o|d.

oef oce&

U — Ug
d

KL
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

ON VEUT MONTRER

U — Ug b

Z ol (Jucl? + |ucl?) < Cllu™ |7, +C Z |o|dicc d
KL

oce€ ce&

e On a tout d’abord

Z |ofdc(|wel” + |uc|?) = Z |o](dxo + deo)(Jucl” + |uc|”)

oe€ oe€

<cC Z |l uxl? + Z lol(deolucl” + dico |ucl?)-

reM oce&
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PREUVE DE L’INEGALITE DE POINCARE

DANS LE CAS D’UN MAILLAGE DDFV

ON VEUT MONTRER

U — Ug b

Z |l (Jucl? + |ucl?) < Cllu™ |7, + CZ |o|dicc d
KL

oce€ ce&

e On a tout d’abord

Z |ofdc(|wel” + |uc|?) = Z |o](dxo + deo)(Jucl” + |uc|”)

oe€ oe€

<cC Z |l uxl? + Z lol(deolucl” + dico |ucl?)-

reM oce&

e On remarque maintenant que

2pdﬁa|uc|p7 si |UIC| < 2|u£|

2pd£o’|u£ - u}c|pa si |u)C| > 2|U'L|

dco|uic‘p < {
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Pour simplifier, on suppose que ¢ ne dépend pas de x.
GRANDES ETAPES

o Estimation d’énergie :

sup [ ||1,p, 7, < C(Q, ).
n
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

Pour simplifier, on suppose que ¢ ne dépend pas de x.
GRANDES ETAPES

o Estimation d’énergie :

sup [ ||1,p, 7, < C(Q, ).
n

e Théoréme de compacité faible LP (similaire & celui de VF4) :
I existe u € Wy P(Q) tel que (modulo sous-suite!)

u™" —— u dans LP(Q),

n—oo

u™n — u dans LP(Q),
n—oo

V7ru™ —— Vu dans (LP(Q))%

n—oo

o Il faut montrer que u est bien la solution du probleme et la
convergence forte du gradient et du flux. Par unicité, on aura
toutes les convergences souhaitées.
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On peut supposer (V7" u”") —— ¢, dans (L ().

L’ASTUCE DE MINTY
@ Soit § € C°(92). On prend v = P70 dans le schéma

/fIP’”""de—i—/ fPP0ds =2 " [pl(p(VTru’), VI PT").
Q Q

De®
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On peut supposer (V7" u”") —— ¢, dans (L ().

L’ASTUCE DE MINTY
@ Soit § € C°(92). On prend v = P70 dans le schéma

/fedxz /(c,W) dz, V0 €C(Q).
Q Q
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On peut supposer (V7" u”") —— ¢, dans (L ().

L’ASTUCE DE MINTY
@ Soit § € C°(92). On prend v = P70 dans le schéma

/fvd:r: /(g,W) dz, Yve WP Q).
Q Q
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

Z |fD‘ (SO(VTTLUT”) _ SO(VTTLIP)Tne)’ V’Tnu’Tn _ VTn]P)'Tn0> Z 0.

De®
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

> |D< (VTruTr) — (VI PTrg), VIruTn — VTnPTw) >0
De®

Comme u”" est solution du schéma, on a

Z |D|( (Viru™™), VT"uT">— /f (u™r4u™r) —— [ fudz.
n—oo Q

De®
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

/qudxf/ﬂ(g,ve)f/ﬂ(cp(VH),VusH)dx20.
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

/ (¢ — p(V0),Vu— Vo) dz >0, Y0 e C=(Q).
Q
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

/(c — o(V), Vu — Vo) dz >0, Yo e WyP(Q).
Q
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PREUVE DE LA CONVERGENCE

On peut supposer (V7 nu7) —— ¢, dans (L¥ ()2

n—oo
L’ASTUCE DE MINTY
e Soit § € C2°(€2). On prend v”» = P70 dans le schéma

/fvdxz/(C,Vv)dx, Yo € W, P ().
Q Q

e On utilise la monotonie du schéma

/(c — o(V), Vu — Vo) dz >0, Yo e WyP(Q).
Q

@ On prend v = u + t) et on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir

div(p(Vu)) = div(() = —f.
e Pour la convergence forte du gradient, il faut travailler un peu

plus...
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On suppose u € C*([—1,0]) N C>([0,1]) N C°([—1,1]) et on estime
R =10,u™(0) — V5P ul,

ot PTu = (u(;11))o<i<nya1 est la proj. de la solution u sur 7.
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 1/3

On suppose u € C*([—1,0]) N C>([0,1]) N C°([-1,1]) et on estime
R =10,u™(0) — ViP"ul,

ot PTu = (u(;,1))o<i<nia 1 est la proj. de la solution u sur 7.
RAPPEL :

w(@yiy) — U
—

o —u(zy_y)

ViPTy = e ,

ViPTu =

ou @ est tel que ¢, (VEPTu) = p_(ViP7u).
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 1/3

On suppose u € C*([—1,0]) N C>([0,1]) N C°([-1,1]) et on estime
R =10,u™(0) — ViP"ul,

ou PTu = (1L(xi+%))()§7~,5,V+M_1 est la proj. de la solution u sur 7.
RAPPEL :

u(:cNJr%)—u U—u(xy_ 1)

+]P>T — _—
vN u h«)\»] ) h;] )

ou @ est tel que ¢, (VEPTu) = p_(ViP7u).

ON S’ATTEND A CE QUE @ =~ u(zy) = u(0) :

R S C 81U+(0) o u(xN+1/;3+_ u(xN) +C U(xzi\;z_ u
N N
<Ch A estimer!
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FORMULES DE TAYLOR DE PART ET D’AUTRES DE LA SINGULARITE :

w = 8u~(0) + T1 (hy),
M = 0t (0) + Ta(h),

ou Ty (hy), Ta(hy) = O(h).
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 2/3

FORMULES DE TAYLOR DE PART ET D’AUTRES DE LA SINGULARITE :

W = dpu(0) + Th(hy),
U(th;l: u(0) _ Opu™ (0) + Ta(hY),

ou T1(hy), To(hy;) = O(h).
CONDITION DE TRANSMISSION SUR LE PB CONTINU :

@_(0u™(0)) = ¢, (8,ut(0)).

Franck BOYER VF pour les problémes elliptiques - Partie 3
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 2/3

FORMULES DE TAYLOR DE PART ET D’AUTRES DE LA SINGULARITE :

W = dpu(0) + Th(hy),
U(th;l: u(0) _ Opu™ (0) + Ta(hY),

ou T1(hy), To(hy;) = O(h).
CONDITION DE TRANSMISSION SUR LE PB CONTINU :

o (MU ) ) = (M ).
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 2/3

FORMULES DE TAYLOR DE PART ET D’AUTRES DE LA SINGULARITE :

W = 0,u”(0) + T (hy),
U(h?vzl: u(0) _ Opu™ (0) + Ta(hY),

ou T1(hy), To(hy;) = O(h).
CONDITION DE TRANSMISSION SUR LE PB CONTINU :

o (MU ) ) = (M ).

DEFINITION DE 4

() ().
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 2/3

FORMULES DE TAYLOR DE PART ET D’AUTRES DE LA SINGULARITE :

W = dpu(0) + Th(hy),
U(th;l: u(0) _ Opu™ (0) + Ta(hY),

ou T1(hy), To(hy;) = O(h).
CONDITION DE TRANSMISSION SUR LE PB CONTINU :

o (MU ) ) = (M ).

DEFINITION DE 4
o—u(—=hy)) _ u(hf) —a
() e ().

Il faut faire apparaitre des termes (o* (&) — ¢*(n),& —n)!
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o (22520 o) o (<) (4
e 2

=0.




- (A0 ) - (=423)) (405 )

o () () (1)

—Ti(hy) (<p— (%ﬁff—hm - Tl(h;)> e (W))



LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 3/3
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LA PREUVE DE CONSISTANCE DES GRADIENTS 3/3

1) (o (u(hm —a> o (M fTQ(h;)))

— < p—1

v R = [0,ut(0) — VIPTu| < Ch+ Cho 1.
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|0,ut(0) — VIPTu| < Ch+ Chit
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|0,ut(0) — VIPTu| < Ch+ Chit

FLUX NUMERIQUE CALCULE SUR u :
Fy = VIiPTu)
v =@ (ViPTu

FLUX EXACT :
@1 (9;u™(0))
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|0,ut(0) — VIPTu| < Ch+ Chit

FLUX NUMERIQUE CALCULE SUR u :
Fy = VIiPTu)
v =@ (ViPTu

FLUX EXACT :
@1 (9;u™(0))
ESTIMATION DE CONSISTANCE

|04 (02u™(0)) = Ey| = |4 (0:u™(0)) — ¢, (VP )
p—1
< Cl0,u™(0) — VIPT | (|6xu+(0)| + |VJAC]P’Tu|)

< Chw.

94i 76



V¥u" =VIu” + Bod”(Viu"), Ve C D,
VEuT = Z 1oV iu”,
2€0p

[D|VIu” = Z lo| VY u”.
2€Qp

> [[V7uT e < |V | Lo
> [V || S C(1+ |[V7u”||Lr).

_1
> [V < C (1 + ||f||;;,1) .

Toutes les constantes dépendent de reg(7).
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LLA CONSISTANCE DU NOUVEAU GRADIENT

/D [Vu(z) — VNP u(z) P dz

< Csize(T)7 7 Y | (1L+|Vul’ +|V?ul?) do, ¥p € D.

0eNp V'
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

Démonstration : On introduit P2« une projection affine de u sur
les quarts de diamants @ = Qx x~ :

Pg,cv;c*u(xmc) = u(xaic)’
]P)S;CY,C*U(:EUK*) = u(mff)c*)ﬂ
po (J:,C +m,<*) _ w(T) + u(wex)
2k ke 2 2 '

Tycx TShes  Tp
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o Le gradient de ng,;c* u est donné par

92
VP u
e,k sin ap

2 u(ra;(j* ) — U(z’CH—zu(w,C*) vt “(za)c) - u(m’CH—Qu(m - A
loxc! loxcx|
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

o Le gradient de Pg_  u est donné par

9
VP w
RISH sin ap

_ 2 u(za,c*) - 7u(1;€)+2u(17’<*) v w(roy) — 4M)+2u(w *) Al
loxcl loycx |

o L’erreur de consistance de cette projection
Ts(z) = Vu(z) — VPou, Vze o, Yoe .

est classiquement controlée par

/ |Ts(2)|P doe < C’size(T)p/ |V2u(2)[P dz, Vo€ Q.
Q Q
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

o Le gradient de Pg_  u est donné par

u(wpc)tu(wyex) u(zic)tu(zpex)
—— 2 (H(EUK:*) - ORI uegy) - MRS U*) .
K, KC*

sinap

loxcl loycx |

o L’erreur de consistance de cette projection
Ts(z) = Vu(z) — VPou, Vze o, Yoe .

est classiquement controlée par

/ T5(2)[P do < Csize(T)p/ [V2u(z)[P dz, Vo€ Q.
o Q

e On a alors

Vu(z) — VNP u(z) = Ts(z) + Bod

avec par exemple :

N 1 W) + |oculz
O = U(Topn )= 5 (U(l')c*)+| c| (O—i)|+||0'i|| (zc)

2
alors que Bo = O(size(7)™1h).

) = OGize(7)),
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V% et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

1 1 ' )
o, Vu(z)) - [
|Ql<,1c*| Ok xc* |Q)<,,/c* J o o ~

1 ' 1 ' . .
({1 | eevuen - —— [ eV Pru) e
|L2}<,,c* Jox ox ‘Q)C,L* Q. * ~

_ py _py
- RQ}C,K’MU)C RQ)C‘C*:U)C'

T Tp
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V% et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

1 1 ' )
QD(IL',VU(ZL')) - QO(L, vi\z »K*PTU) 7V*
|QIC,IC"| Ok xc* |Q)<,,/c*| Jox o s

1 ' 1 ' .
({1 | eevuen - —— [ eV Pru) e
|Q}c,c* J Oy px ‘Q)C,L*‘ Q. o* ~

_ py _py
- RQ}C,K’MU)C RQ)C‘C*:U)C'

ZKC

x| |0k

T je Tp
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V% et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

> /(w(x,VU(fv))—w(w,VgPTu),ng) da

eeNp U e
< 3 JellBodl 3 IR,

€0 p c€Eo
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V% et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

Z (o(z, Vu(z)) — p(z, VP u), Vu(z) — VIPTu + Ts(z)) dz

o€y ©
< 3 JellBadl 3 IR,

e€eNp c€Eo
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ELEMENTS DE LA PREUVE - LE POINT DELICAT

En utilisant la définition de V% et la continuité des flux sur chaque
aréte du diamant on obtient

Z (o(z, Vu(z)) — o(z, VP u), Vu(z) — VP u) dx

eeNp U e

<Y (/Qwu(x)—ngTu(x)|dx+/Q|TQ(x)|dx>

2€Qp
x > (IRG .|+ RS )
oce€o
+ > | (pl@, Vu(e) = p(z, VEPTu), Tg(w)) dr,

ocnp
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PREUVE DE CONVERGENCE DE L’ALGORITHME

DEFINITIONS
T,n T,n T pn —

VT =T — T, hg = g5 — 9o, G = Ag — Ao, Bp =05 — 0.

FDan ™ S 1el(A8f0,g0) Ifllan ™ (£ )2

e
EQUATIONS POUR LES ERREURS

(vT,UT,n +Bﬂn o hnavaT)LA 4 (hn o hnflvawT)
_ (un—l’vaT)

1,A

oas YT ERT. (1)

> 1ol BoAo(BofBp+ Vo™ " —hi)+ > |e|BoAo(hh —hE)

Q€N D oep
— > el Bop ' =0, ¥DED. (2)
€0 p
WQ(QZ)*%(gg)JruZ*l+Ag(hZ*V£vT’”*Bgﬁ%) =0, Vo€ . (3)
Wy = i+ Ag (W — VI0TT — Bofp), Voef.  (4)
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