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ANALYSE NUMERIQUE DES EDP

Etude d’un probleme elliptique non-linéaire

Partie I- Résultat préliminaire sur les opérateurs non-linéaires monotones :

On se donne un espace de Hilbert V' (son produit scalaire est noté (.,.)y) et J : V. — V un opérateur a priori non
linéaire. On suppose que J vérifie

301 > 0, ||J(U1) — J(UQ)HV < Cl||u1 — UQHV7 Vul,u2 S V, (1)

o >0, (J(ur) — J(uz),u1 —ug)y > alluy —us?, Yuy,us € V. (2)
Le but de cette partie est de montrer que J est bijectif et que son inverse est Lipschitzien.

1. Soitv € V. Montrer qu’il existe p > 0 tel que I’application
Yy :u€Vimu—p(J(u)—v) eV,

soit contractante dans V.
2. En déduire que J est bijectif.

3. Montrer que J ! vérifie

1
177" (ur) = T~ (uz) v < —flun = sy

Partie I1- Existence et unicité de la solution d’un probléme elliptique non-linéaire :

On notera a - b le produit scalaire de deux vecteurs a, b € R et |a| = v/a - a la norme euclidienne associée. On se
donne :
e Une application ¢ : R? — R? vérifiant les propriétés

|<IO(€1) - ¢(€2)| < Llp(@”fl - §2|7 v£17§2 € Rda
(p(&1) = @(&2)) - (&1 — &) > ol — &f*, V1,6 € RY
e Une application ¢( : R — R vérifiant les propriétés
po(s) — @o(t)] < Lip(po)ls —t|, Vs,t €R,

(oo est croissante au sens large.

Soit £ un ouvert borné, régulier, connexe de R¢ (d = 2 ou d = 3). Pour une fonction fe LQ(Q) donnée, on
s’intéresse au probléme suivant : trouver une fonction u : 2 — R vérifiant

{ —div (p(Vu)) + go(u) = f, dans Q (P)

u =0, surdf.

On se place dans 1’espace fonctionnel V' = H} (). Onnote (., .)y (resp. ||.|[v) le produit scalaire (resp. la norme)
sur cet espace dont on rappelle la définition

(u, 0)y = / Vu-Vodz, [ully = /(wa)y = [|Vul . 3)
Q



On notera Cp > 0 la constante de Poincaré, c’est-a-dire la plus petite constante pour laquelle I’inégalité suivante
est vraie

ullze < Cpllully, YueV.

On introduit maintenant

a(u,v) = /ng(Vu) -Vodz + /Q wo(w)vder, Yu,v eV,

L(v):/ﬂfvdx, Yv e V.

On prendra garde au fait que a n’est pas linéaire par rapport a sa premiere variable!.

1. Démontrer que a(u, v) est bien définie pour tout u,v € V et que pour tout u € V, I’application
v eV —al(u,v)

est continue.

2. Montrer qu’une fonction u € H, & (€2) est solution du probleme (P) (au sens des distributions) si et seulement
on a

a(u,v) = L(v), YveV. “)
On va donc chercher a montrer qu’il existe une unique solution u au probleme (4).
3. Montrer que pour tout u € V/, il existe un unique J(u) € V tel que

a(uvv) = (J(u)vv)V7 Vv eV

4. Montrer que I’application J ainsi construite vérifie (1) et (2) avec la constante C; = Lip () + Lip(p0)C3.

5. Conclure.

Partie III- Approximation de Galerkin du probléme :

Soit V}, un sous-espace de dimension finie de V. On considere le probleme approché suivant : trouver uy € V}, tel
que
a(u;“vh) = L(’Uh), Yy, € V. 5)

1. Expliquer, sans nécessairement refaire tous les calculs, comment adapter ce qui a été fait dans la partie
précédente pour montrer que le probleme (5) admet une unique solution dans V.

2. Démontrer que pour tout v, € V3, on a
a(u,u —up) — a(up,u — up) = a(u,u —vp) — alup, u — vy).

3. En déduire que 1’on a

Lip(‘ﬁ) + Lip(SOO)Cz% Hu

Hu_uh”V < _UhHV-

Indication : on pourra récrire la formule de la question précédente a 1’aide de I’opérateur .JJ défini dans la
partie 2.

4. En déduire que, si d(u, V) — 0 quand h — 0, alors on a

up — u, dans V.
h—0

5. Soit (¢;)1<i<n, une base de V3. On cherche la solution uy, sous la forme uj, = Zfﬁl u;1p;. Ecrire les
équations satisfaites par les u;.
Quelle est la difficulté nouvelle qui se présente ici par rapport aux problemes étudiés en cours ? Quelle
méthode classique pourriez-vous envisager pour la résoudre ? On ne demande pas une réponse tres détaillée.
La derniere partie du probleme sera consacrée a 1’étude d’une méthode itérative adaptée a la résolution de
ce probléme.



Partie IV- Approximation P! en dimension 2. Estimations d’erreur a posteriori :

On suppose ici que € est un domaine polygonal de R? et qu’on dispose d’une triangulation géométriquement
conforme 7 = (K) ge7. On considére ’espace d’approximation de Galerkin suivant

Vi ={v e H)Q), VK € T,vx €P'}.
On introduit également I’espace
G ={g € (L*()?, VK € T, g € ()%,

dont on remarquera qu’il vérifie :
Vo, € Gh, Yy, € V.

Les résultats de la partie précédente donnent en particulier une borne de I’erreur d’approximation ||u — ||y en
fonction de constantes indépendantes de h et de la quantité d(u, V},). Cette derniere quantité dépend de la solution
u que 1’on ne connait évidemment pas. On a vu en cours que si on suppose une certaine régularité pour u et pour
la famille de maillages considérés, alors on peut estimer d(u, V},) en fonction de puissances de h et de normes
adéquates de u.
Dans cette partie du probleme on va essayer de trouver une borne pour I’erreur qui ne dépende que de la solution
approchée u;, (et non pas de u). De sorte que, aux constantes universelles pres, cette borne sera effectivement
calculable dans un code de calcul et donnera une idée a posteriori de 1’erreur commise.
On notera £ = (0),c¢ I'ensemble de toutes les arétes du maillage, &;,,; 1’ensemble des arétes intérieures (i.e. qui
ne sont pas sur le bord de £2). On notera également £x 1’ensemble des arétes d’un élément K. On notera h, la
longueur d’une aréte o € £ et hy le diameétre de tout élément K € 7.
Pour toute aréte intérieure o € &;,,+ qui sépare deux éléments K et L, on note ng , (resp. .y, ) la normale sortante
a K (resp. a L) sur o, de sorte que I’on a

NK,o = "NLo- (6)

On rappelle la formule de Stokes suivante

/K Z/anadx

o€l

pour toute fonction f : K — R réguliere.
Pour toute fonction g5, € G}, on introduit le saut dans la direction normale défini par

lonl, = (9n) 1k - K0 + (90)12 - L0 €R.

Il s’agit bien d’un terme de saut d’apres (6). On rappelle que g;, est constant sur chaque élément du maillage, ce
qui justifie la définition ci-dessus.

On utilisera dans la suite I’existence d’un opérateur d’interpolation I, : V' — V}, (par exemple construit selon la
méthode de Scott-Zhang vue en cours) vérifiant les propriétés suivantes (C' > 0 indépendante de h)

Ih(vh) = Up, V'Uh S ‘/}La

[hollv < Cllolly, Yo eV,

> gl = Il < Clolf
KeT

Z HU_IhU”L? < Cllvlf3
065

On introduit I’opérateur d’interpolation PV défini, pour toute fonction v € L?(Q) par
(Ijv), x| / z)dzx, VK €T,

et dont les propriétés ont été vues en cours.
Pour terminer 1’introduction des notations, on notera
hk
reg(7) = sup —,
KeT PK
la constante de régularité du maillage 7 (dans le cours celle-ci était notée o, mais, ici, cette notation pourrait
engendrer des confusions avec celle utilisée ici pour désigner les arétes du maillage).



1. Soit v € V quelconque. Montrer, en utilisant /v comme fonction test dans le probleme (5), que I’on a

ofu.0) = afun0) = 3 ([ (= eatwn)o = hoyae) = 3 ([ 1e(Tun)l, (0 = tio)ds ).

KeT ce&
2. En déduire que
lu—unlly, < C < > hENf = eolun) ey + D hi[[@W“h)ﬂi) : )
KeT oe€

On a donc bien une majoration de I’erreur en fonction de quantités calculables a partir des données du
probleme (f, ¢o et ) et de la solution approchée uy. Pour I’instant rien ne nous dit que cette majoration
n’est pas trop grossiere. On va montrer dans la suite que ¢a n’est pas le cas, au moins pour le premier des
deux termes du membre de droite de (7). L’autre terme pourrait se traiter de maniere analogue mais on ne le
fera pas ici.

3. On fixe dans toute la suite une fonction b de classe C', définie sur le triangle de référence K, et qui vérifie

<b<1,

o

(=2}

dz > 0,
K
13:0, sur K.

Pour tout élément K € 7, on note T : K — K la transformation affine qui envoie I’élément de référence
sur K et on définit maintenant la fonction bx par

b — bo (Tk)™', dans K,
K 0, en dehors de K.

(a) Montrer que by est identiquement nulle sur K. En déduire que bx € H}(9).

/ Vbg dz = 0.
K

(c) Montrer qu’il existe C'; > 0 indépendant de K telle que

(b) Montrer que

0<byg <1, surK,

/ bi (z)dx = C1|K]|.
K
Montrer qu’il existe C, dépendant seulement de reg(7) telle que

C2|K|1/2

b <
Vb |l £2(x) < e

(d) Onnote Ry, = f — po(un) € L*(2). Onse fixeun K € 7.
i. Montrer que ||Rp || z2(x) < [IpRullr2(x) + ||Rh — I Rall 2 (x)-

ii. Montrer que
CrlTN RN 25y < (Ris b IR Ry) + | R — IRl 22 (acy | I3 Rl L2 ) -

iii. En utilisant bg I 2 R, € V comme fonction-test dans (4) et la définition de Rj,, montrer que

(MWﬂ%w=AWWM—ﬂWw%WWQMMw

+/ (¢o(u) — po(un))br I) Ry, dav.
K



iv. En déduire que
0 C 0 0
(Rn,bx I Rp) < EHV(U —up)llz2 () [ R lle(x) + Cllu — unll L2 () [ T Be |l 2 (x)-

v. Déduire enfin de tout cela que

D il Ballfagrey < Cllu—wnly +C Y il R — IRRA |22k ®)
KeT KeT

(e) Si on fait un instant abstraction du dernier terme, 1’inégalité précédente donne presque le résultat es-
compté, ¢’est-a-dire que le terme calculable ) .~ h%|| Ry, ||%2( K he peut pas étre beaucoup plus gros

que le carré de Uerreur ||u — up [|3.
On suppose maintenant que f € H'(£2) et que g est de classe C*. Montrer que

D BEIRL = IRl 72y < C Y B IV FIIZ2 i) + I Vunl 72 ic)-
KeT KeT

Expliquer pourquoi on peut raisonnablement dire que le dernier terme dans (8) est négligeable devant
le terme |ju — up ||}

4. A partir du maillage 7 et de la solution approchée uy, calculée sur ce maillage. Comment construiriez-vous

un nouveau maillage un peu plus fin sur lequel la nouvelle solution approchée serait probablement une
meilleure approximation de la solution w ?

On ne demande pas une réponse tres détaillée.

Partie V- Résolution par décomposition-coordination :

Important : Dans cette derniere partie on suppose, pour simplifier un peu, que ¢ = 0.

On se donne un nombre 7 > 0. On notera (u,v) = [, uv dx le produit scalaire de L?(£2) (ou de (L?(£2))? le cas
échéant).

1.
2.

4.

En guise de préliminaire, démontrer que 1’application g € R? — ¢(g) + rg € R? est bijective.

Démontrer que uy, € V}, est solution de (5) si et seulement s’il existe gp, A\p, € G, tels que

r(un,vn)v = (f,vn) + (An +7rgn, Vor), Yo € Vi, )
©(gn) +7(gn — Vup) + X\ =0, (10)
gn — Vup =0, (11)

Montrer qu’il existe un unique triplet (up,, gn, An) € Vi, X G}, X Gy, solution de ce nouveau systeme (9)-(10).

. On propose une méthode itérative pour résoudre les équations (9)-(11). On se donne gg, )\2 € Gy (par

exemple les fonctions nulles ...) et pour tout 7 > 1, on définit uj} € V},, g;', A\ € G, par les équations

r(up,vn)v = (f,vn) + ()\Z_l + ng_l,vvh% Yup, € Vy, (12)
e(gn) +r(gn — Vup) + A1 =0, (13)
r= AT r(gr = Vap), (14)

(a) Si u;f_l, gZ_l et )\Z_l sont connus. Montrer qu’il existe un unique uj € V}, solution de (12). Quelle
est la nature du probleme discret que 1’on doit résoudre dans cette étape. Commentez.

(b) La fonction u} étant maintenant calculée, montrer qu’il existe un unique g;' € G, vérifiant (13). On
pourra raisonner élément par élément. Comment, en pratique, calculer g;' ?

(c) Montrer enfin que (14) définit bien un unique A} dans G/,.

On veut montrer que les suites (g7 ), (A})n et (u]l),, convergent respectivement vers gp,, Aj, et uy,. Pour cela
on pose
Up = Up — Up,

B = Ap = An,

On = 3gn — 9n-



(a) Justifier la formule
Lo 2 Lo 1 2 2
ShallZe = S1013: = Sl = bl3x = (b,a = b), Ya,b e L3(®), (s)

puis montrer que
1 ni2 1 n—12 n—1 ¢n n r n ni|2
;H%HL? - g”lih 72 = (uy 50 — Vi) — §||5h — V|72 =0.

(b) Montrer que
w(gr) = p(gn) +(0f — Vi) + pp =t =0,
et que
rIVopllge = (up =t + 1oyt Vop).

En déduire que
(elgir) — o(gn), gh — gn) +rllop — Vopllia + (up =, 65 — Vop) +r(65 — 6571, Vo) =

(c) Montrer que
o(gh) — (g + (o =82 +rép ! —rVop = 0.

En déduire que

(e(gr) = (gr ™) gh = gi 1) +rllofy = 6p T2 + (05 85 — 677 1) — (VR & — 677 1) = 0.
(d) En utilisant a nouveau (15) montrer que

Ten2 T en—112 T\ien n—1(2 n n—1 n—1 n n n—1

SO = S8 3+ Sl =7 M3+ (g — el g — g~ ) = (TR, 8 6 t) = 0.

(e) Déduire de tout ce qui précede que

1 n 1 n— n—
5 (rloni + 1 mww)—206 e+ )
olof !

+ (e(gr ) gn =g )+ (elgr) — olgn)s g — gn)
r n n n
IR — 5 3 + Z10F — Vegl3a = 0.

(f) Montrer maintenant que la série numérique

> (elgn) — elgn). gk — gn)

n>1

est convergente. En déduire que la suite (g} ),, converge vers g5, dans Gj.

>l = Vgl

n>1

(g) Montrer que la série numérique

est convergente. En déduire que la suite (u]!),, converge vers uy, dans H} ().
(h) Conclure enfin que (A}}),, converge vers Ay.

5. Quels sont les avantages et inconvénients de cette méthode itérative par rapport aux méthodes de résolution
du systeme (5) que vous avez éventuellement envisagées a la fin de la partie 111 ?

FIN DU PROBLEME




