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Introduction

EDO = Equations Différentielles Ordinaires
Equations qui relient une fonction inconnue et sa déerivee

X'(t) = f(t,x(t)), tel (E)
~ f est donnée, on cherche x.

Vocabulaire

e [ :variable de temps (convention !)

x(t) : état du systéme a linstant ¢

t — x(t) :une trajectoire, une courbe intégrale, ...

o [:IxQcRY—RY: champ de vecteurs.
C'est la fonction qui définit leéquation.

e Sid =1 :on parle d'une équation scalaire.

Si le champ de vecteurs f ne déepend pas du temps : équation
autonome



Introduction

EDO = Equations Différentielles Ordinaires
Equations qui relient une fonction inconnue et sa déerivee

X'(t) = f(t,x(t)), tel B)
~ [ est donnée, on cherche x.

Questions

e Existence et unicité de solutions de (E) associees a une donnée
initiale x(fo) = xo0 ?

Calcul explicite des solutions ?

Comportement qualitatif ?

Solutions périodiques ?

Si deux données initiales sont proches, est-ce que les solutions
sont proches ?



Introduction

EDO = Equations Différentielles Ordinaires
Equations qui relient une fonction inconnue et sa déerivee

X' (t) = f(t,x(t)), tel B)
~ [ est donnée, on cherche x.

Attention !
e L'équation (E) est souvent écrite sous la forme

X' = f(t,x).

Dans cette ecriture la lettre x désigne une fonction inconnue.
e Enrevanche, quand on définit le champ de vecteurs f la lettre x
est juste un élément de l'espace d'états R

Exemple : f(t,x) = sin(t) + x * cos(t + x), ici x est un nombre .



Introduction

EDO = Equations Différentielles Ordinaires
Equations qui relient une fonction inconnue et sa déerivee

X'(8) = f(t,x(t)), tel. (E)

~ [ est donnée, on cherche x.

e Equations non définies :
x(t)2 + X' (t)% = 1.

Recette : On se raméne a une équation définie (TFI ..)
e Equations du second ordre (ou d'ordre n = 2):

X”(t) = g(t7x(t)axl(t))7

Recette : On se raméne a une équation d'ordre 1 dans R

N\ X AN ya(t)
(X’> ®= <Q(t,xt),x’(t))> <,V2> ® (g(t,yl(t),yg(t))>



Représentations graphiques

e Equations scalaires :
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Représentations graphiques

e Equations non scalaires :
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Représentations graphiques

e Equations non scalaires :

X1 ' . X1(O.4—X2)
x2)  \—x(1-3x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Représentations graphiques

e Equations non scalaires :
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Représentations graphiques

e Equations non scalaires :

X1 ' . X1(O.4—X2)
x2)  \—x(1-3x)




Représentations graphiques

e Champ de vecteurs (autonomes)
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//
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A retenir : Une solution t — x(t) de (E) est une courbe dont la
tangente en tout point est paralléle aux fleches !



Représentations graphiques

e Champ de vecteurs (autonomes)
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A retenir : Une solution t — x(t) de (E) est une courbe dont la
tangente en tout point est paralléle aux fleches !



Représentations graphiques

e Exemple de trajectoire en dimension 3 (Attracteur de Lorenz)

X1 ' 10(x2 — x7)

Xz | = [x(28 —x3) —x2
X3 X1Xo — 8/3X3




Quelques exemples

Mécanique

Pendule: 6" + %sin@ _o,

—~



Quelques exemples

Mécanique
Pendule: 6" + %sine -0,
Pendule linéarise : 6" + %9 _o.
Ressort ‘linéaire”: 1" + k?(L— o) = O.
!
o 250 + Iaine) — 0
Pendule-Ressort : l l A
" =1(0")° + g cos(6) — i)

N



Quelques exemples

Mécanique

Pendule: 6" + %sine _o,

Pendule linéarisé : 6" + %9 _o.

Ressort ‘linéaire”: 1" + k(I — lo) =
!
o 250 + Iaine) — 0
Pendule-Ressort L L b
" =1(0")° + g cos(6) — i)

=V

]

Dynamique collective : _ O‘Z Vi—Vvi
I

= =2

Astronomie ...

Ballistique ...



Quelques exemples

Dynamique des populations

Modele de Malthus : N = (b —d)N,

max

Modele logistique : N = (b —d)N (1 _ N ) ,

/
Modele proie-prédateurs (L-V) <X> _ ( ax — bxy ) ’
Y —cy + dxy

/
Espéces en compétition (;) - (C’X - be) 7

cy — dxy

Modeélisation du cancer ...



Quelques exemples

Liens avec des Equations aux dérivées partielles
Equations de transport :

ou ou
i + c(t,x)a—x =0

Lien avec les solutions de 'lEDO

X' = c(t,x).



Quelques exemples

Liens avec des Equations aux dérivées partielles

Equations de transport :

ou ou
E + C(t,X)& =0
Equation de la chaleur:
u_du_
ot ox?

Solutions a variables séparées  u(t,x) = f(t)g(x)

{ f'(t) + M(t) =
g"(x) +Ag(x) =



Quelques exemples

Liens avec des Equations aux dérivées partielles

Equations de transport :

ou ou
% + c(t,x)a—x =0
Equation de la chaleur:
ou  o°u
a e O

Modele de reaction-diffusion (= chaleur + logistique) :
w2

G ae ul—u)

Solutions en onde progressive u(t,x) = U(x — ct)

cU + U =U1-U).
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

2. Quelques préliminaires

2.1. Fonctions lipschitziennes



Fonctions globalement lipschitziennes

Définition
SoitAc RMetf : A— RY On dit que f est (globalement)
lipschitzienne s'il existe un nombre L > O tel que

v,y eA, f) —fWl < Lix=yl.

Meilleure constante = Constante de Lipschitz de f - Lip(f)

Propriétés de base

e Lipschitzien = continu
e C! adérivée bornée dans un ouvert convexe = Lipschitzien
(Acc. finis)
e Pour culture : Théoréme de Rademacher :
Si f est Lipschitzienne, alors elle est differentiable presque
partout et sa differentielle est bornée par Lip(f).



Fonctions globalement lipschitziennes

Définition
SoitAc RMetf : A— RY On dit que f est (globalement)
lipschitzienne s'il existe un nombre L > O tel que

v,y eA, f) —fWl < Lix=yl.

Meilleure constante = Constante de Lipschitz de f - Lip(f)

Exemples (non nécessairement différentiables)

e xXeR— [x|ouxeR” — |x]| € R
e L'application distance a un ensemble B :

x = d(x, B) = inf |x ~y].

e La projection (orthogonale) sur un convexe fermeé K < R,

x € R? — Pyx e RY.



Prolongement lipschitzien

Théoreme

Soit A = R™ et f : A — R une fonction globalement lipschitzienne
sur A, alors il existe une fonction F : R™ — RY qui vérifie :

[ ] F\A = f
e f est globalement lipschitzienne sur R™.

Side plus f est bornee sur A, on peut choisir F bornée sur R™,

Preuve :

e Cas scalaire :Sid =1, on pose

0 = i (1) + L1 ).

2
ou L = Lip(f).

e Cas général : On fait la construction précédente pour chaque
composante.



Fonctions localement lipschitziennes

Définition
Soit A c R™ et f : A — RY une fonction. On dit que f est localement
lipschitzienne sur A si .

Pour tout point xo € A, il existe un ouvert U de A contenant xo tel que
f est lipschitzienne sur U.

Remarques

e La constante de Lipschitz de f sur U dépend de U (et de xp 1.
e Une version avec des e et des §

VXxo € A, 36y, > O,Ly, > O
Vx,y € A, tels que |x —xo| < Oxo ly —xol < Oxo
IFO) = FW)I < Lo Ix = yII-

e Localement Lipschitz = continu
e C! = localement Lipchitz

1



Fonctions localement lipschitziennes

Définition
Soit A c R™ et f : A — RY une fonction. On dit que f est localement
lipschitzienne sur A si .

Pour tout point xo € A, il existe un ouvert U de A contenant xo tel que
f est lipschitzienne sur U.

Remarques

e La constante de Lipschitz de f sur U dépend de U (et de xp 1.
e Une version avec des e et des §

Vxo€A,36 > O,L > O
Vx,y € A, tels que |x — xo| < 4, |ly — Xol| < 9,
If () = fW) < Lx =yl

e Localement Lipschitz = continu
e C! = localement Lipchitz

1



Fonctions localement lipschitziennes
Caractérisation utile
Proposition
Soit A = R™ un ouvert et f : A — R? une fonction. On a l'équivalence

f est localement lipschitzienne sur A
—

Pour tout compact K A, f est lipschitzienne sur K.

Preuve :

< Pour tout xo € A, il existe § > O tel que K = B(xo, §) est compact
et inclus dans A.
= On raisonne par l'absurde.

12



Fonctions localement lipschitziennes
Caractérisation utile
Proposition
Soit A = R™ un ouvert et f : A — R? une fonction. On a l'équivalence

f est localement lipschitzienne sur A

—

Pour tout compact K A, f est lipschitzienne sur K.

Proposition (loc. Lipschitz vs. glob. Lipschitz)
Soit A < R™ un ouvert et f : A — RY une fonction localement
lipschitzienne.

Pour tout compact K < A, il existe une fonction globalement
lipschitzienne fx sur R™ telle que

fx=F1, surK.
12
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2.2. Champs de vecteurs



Champs de vecteurs

Définition. Exemples
Définition
Soit | un intervalle de R et Q un ouvert de RY. On appelle champ de
vecteurs, une application

f:(t,x)elxQ—f(tx)eRC.

e testla variable de temps.

e x est la variable d'éetat.

Si f ne depend pas du temps, on dit qu'il est autonome.

Dans tout ce cours, on ne considére que des champs de vecteurs
au moins continus.

13



Champs de vecteurs

Définition

On dit qu'un champ de vecteurs continu f : | x Q — RY est
globalement lipschitzien par rapport a la variable d'état s'il
existe une fonction continue L : t e | — L(t) € RT telle que

Pour tout t € I, la fonction f(t, ) est L(t)-lipschtizienne sur Q.

Autrement dit,

Vte /u VXl,Xz € Qv ”f(t,Xl) - f(t7X2)H < L(t)HXI _XZH'

Remarque : Pas de regularite par rapport a la variable de temps.

Vocabulaire standard mais dangereux
On dit parfois que f est globalement lipschitzien par rapport a la
seconde variable.

14



Champs de vecteurs

Définition

On dit qu'un champ de vecteurs continu f : | x Q — RY est
globalement lipschitzien par rapport a la variable d'état s'il
existe une fonction continue L : t e | — L(t) € RT telle que

Pour tout t € I, la fonction f(t, ) est L(t)-lipschtizienne sur Q.
Autrement dit,

Vte /u VX1,X2 € Qv ”f(t,Xl) - f(t7X2)H < L(t)”Xl _XZH'

Remarque : Pas de regularite par rapport a la variable de temps.

Exemple fondamental : champs de vecteurs linéaires
f(t,x) = A(t)x + b(t),
avec t — A(t) e My(R) et t — b(t) e RY continues.

14



Champs de vecteurs
Définition
On dit qu'un champ de vecteurs continu f : | x Q — RY est
localement lipschitzien par rapport a la variable d'état s; .

pour tout (to,xo) € I x Q, il existe L > O, § > O, un voisinage ouvert U
de xo tels que

pour tout t e | n [to — 8, to + 4],
la fonction f(t, -) est L-lipschtizienne sur U.
Ceci s'exprime aussi sous la forme

Vteln[to—6,to + 8], Vx1,x2 € U, |f(t,x1) — f(t,x2)|| < Lx1 — Xz,

15



Champs de vecteurs

Proposition
Un champ de vecteurs continu f est localement lipschitzien par
rapport a la variable d'etat si et seulement si :

pour tout compact K < | x Q, il existe L > O telle que

Vtelxy,xz €9, telsque (t,x1) € Ket (t,x2) € K
onalf(t,xi) —f(t,x2)| <Llxi —xz|.

Difference entre les deux visions

e Un voisinage peut étre extrémement petit.
e Un compact peut étre trés gros (dans une certaine mesure bien
entendu).

15



Champs de vecteurs

Corollaire

Soitf : I x Q — RY un champ de vecteurs continu et localement
lipschitzien par rapport a la variable d'état, K un compact de Q
et [a, b] un sous-intervalle compact de |.

Il existe un champ de vecteurs f : R x RY — RY continu et
globalement lipschitzien par rapport a la variable d'état tel que

~

f=f, surla,b] xK.

15
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2.3. Lemme de Gronwall



Equations différentielles linéaires scalaires

Proposition
Soit I = R un intervalle non vide et t € | — a(t) € R une fonction

continue.
Six : | — R est une fonction de classe C* vérifiant 'equation

X' (t) = a(t)x(t), Vtel,
alorson a

5]

¢
X(t) = x(s) exp (J a(r) dr) , Vi,sel

Remarque : La connaissance de x(s) pour un s donneé suffit a
déterminer x sur tout lintervalle /.

17



Inéquations différentielles linéaires scalaires

Proposition

Soit I = R un intervalle non vide et t € | — a(t) € R une fonction
continue. Soit x : | — R est une application de classe C*.

Si x vérifie linégalité différentielle suivante
X'(t) < a(t)x(t), vtel,

alorson a

S

t
X(t) < x(s) exp <J G(T)dT> , Vt,sel tgt=>s,

¢
X(t) = x(s) exp <J Cl(T)dT) , Vt,sel, tq t<s.

S

Remarque : La connaissance de x(s) pour un s donné donne une
majoration de x(t) pour t = s et une minoration pour t < s.

18



Lemme de Gronwall

Théoréeme
Soit I un intervalle non vide, t € | — a(t) € R une fonction positive et
C € R une constante.

Six : | — R est une fonction continue qui verifie, pour un certain
s € I, la propriété suivante :

t
x(t) < C+ f a(r)x(r)dr, Viel, tq.t> s,

S

alors nous avons linégalité

S

t
x(t) < Cexp (J G(T)dT> , Vtel tgt=>s.

Premier résultat fondamental de ce chapitre

19



Lemme de Gronwall généralisé

Théoréme
Soit I un intervalle non vide de R, a : | — R une fonction positive et
b : | — R une fonction croissante.

Six : | — R est une fonction continue qui verifie, pour un certain
s € I, la propriété suivante :

x(t) < b(t) + J a(rx(r)dr, Vtel, tg t > s,
5}

alors nous avons linégalité

S

X(t) < b(t) exp (Jta(f)d7> , Vtel, tq t>s.

20
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3. Théoréme de Cauchy-Lipschitz global et
applications

3.1. Définitions



Probléme de Cauchy pour une EDO
Soit f : 1 x Q — R un champ de vecteurs, to € / et xg € Q.
X'(t) = f(t,x(1))

Probléme de Cauchy
X(to) = Xo

Le couple (fo,Xo) est appelée donnée de Cauchy.

(®)

21



Probléme de Cauchy pour une EDO
Soit f : 1 x Q — R un champ de vecteurs, to € / et xg € Q.

"(t) = f(t, x(t
Probléme de Cauchy { X (B = 1{tx() (©)

X(to) = Xo
Le couple (fo,Xo) est appelée donnée de Cauchy.
Définition
Une solution du probleme de Cauchy (C) est un couple (J, x) ou

e J c | est un intervalle contenant to

e x : J — Q est une application de classe C* verifiant x(to) = xo et
X' (t) = f(t,x(t)), Vte.
Définition

e (J,x) est une solution maximale : s'il n'existe pas de solution
(J,%) qui prolonge strictement (J, x).
, X

* (

) est une solution globale :siJ =/

21



Probléme de Cauchy pour une EDO
Soit f : 1 x Q — R un champ de vecteurs, to € / et xg € Q.
X'(t) = f(t,x(1))

Probléme de Cauchy
X(to) = Xo

Le couple (fo,Xo) est appelée donnée de Cauchy.

Remarque
Si f est autonome, linstant initial to n'a pas d'importance :

X () = F(x(t))

(J,x) est solution de
X(to) = Xo

—

y'(t) = f(y(®)

(J —to,t — x(t+ to)) est solution de
¥(0) =Xo

(®)

21



Notion de solution maximale

—X1
—

05+

La solution (J1,x1) n'est pas maximale car (J,,x2) en est un
prolongement strict.

22



Notion de solution maximale

Un exemple scalaire { (
X

Solutions maximales non globales

e Sixo=0:
(R, t— 0O).
e Sixo>O0:
]—m,l[,tH 11 .
Xo o
e Sixo <O:
1 1
—,+to| , t— 5 .
Xo X—O—t
A retenir

L'intervalle de déefinition d'une solution maximale dépend de la
donnée de Cauchy.

22



Formulation intégrale d’'un probléme de Cauchy

Soit f : 1 x Q — R un champ de vecteurs (au moins) continu.

Proposition (Formulation intégrale d’'un probléeme de Cauchy)
Soit J < lunintervalle, to € J et xo € 2. On se donne une fonction

X:J—Q
Les propositions suivantes sont equivalentes :
1. x est de classe C! et vérifie
X'(t) =f(t,x), Vted,
{x(to) = Xo.

2. x est continue et vérifie

x(t) = xo + f fex(s)ds, Ve,

to

23
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3.2. Enoncé et preuve du théoréme



Enoncé du théoréme principal

Théoréme (Cauchy-Lipschitz global)
On suppose que le champ de vecteurs f : | x RY — R est continu et
globalement lipschitzien par rapport a la variable d'état.

Alors, pour toute donnée de Cauchy (to, o). il existe une unique
solution globale (/, x) du probleme de Cauchy

{X'(f) = f({t,%),

X(to) = X0.

De plus, toute autre solution (J,X) de ce probleme de Cauchy est la
restriction a J de x.

Plan de la preuve :
1. Unicité
2. Borne a priori
3. Choix d'un espace fonctionnel
4. Mise sous la forme d'un probléme de point fixe = Existence

24



Preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz global
Etape 1/4 : Unicite

Soient (J1,x1) et (J2,Xx2) deux solutions du méme pb de Cauchy.
OnposeJ =J;1 nJo.
La difference z = x; — x» vérifie

t
2(t) — ft (F(s.x1(5)) — f(5,x2(5))) ds, Ve J.

Pourte J t = to

t

lz@®)] < | [If(s;x(s)) = f(s,xa(s))] ds.

to

On utilise l'hypothése sur f

t

t
2] < f L(s)a(s) — x2(s)| ds = O + f L(s)|z(s)| ds.

to

On utilise le lemme de Gronwall (avec C = 0)

t
|z(t)]| < Oxexp (J L(s) ds) ,Vizto =(2=0surJn [to, +wo[]
to

25



Preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz global
Etape 2/4 : Estimation a priori

On suppose qu'une solution (/, x) existe et on veut estimer sa taille.

e On part de la formulation intégrale

x(t) =xo0 + t f(s,x(s))ds, Vt=to.

to

e On introduit (un peu arbitrairement)

t t
x(t) —xo0 = | f(s,x0)ds + L (f(s.x(s)) —f(s,x0)) ds, Vt= to.

to

e On utilise 'hypothése sur f ett = fo

t t
Ix(t) x| < j If(s,%0) | dfs + f L(s)x(s) — xo| s, Vt > to.
to to

e Le lemme de Gronwall généralisé nous donne

t t
[x(t) —xol < (L £ (s,%0)|l ds) exp (ft L(s) ds) , VE=to.

26



Preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz global

Etape 2/4 : Estimation a priori
Proposition
S'il existe une solution globale (I, x) au probleme de Cauchy

{X’(l‘) = f(t,x),
X(to) = Xo,

alors celle-ci vérifie

(X0l < p()e”®, wie 1)

avec

t
o(t) = 1+ o] + f If(s,x0)| S|, Wt e I,
to

t L(s)ds

to

b(t) == , Vtel.
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Preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz global
Etape 3/4 : Choix d'un espace fonctionnel

Conséquence de l'estimation a priori

Toute solution doit vérifier sup (@‘1(t)e‘w(t) ||X(t)H) <1
tel

Idee naturelle : Introduire l'espace fonctionnel

{z e CO(1,RY), sup (@‘1(1‘)8“/’“) ||z<t>||) < —l—oo} :

tel

Il faut prendre un peu de marge de manoeuvre :

E = {z e COLRY), |zl :=sup (¢ M (D)e 2V z(1)]) < +oo} :
tel

Proposition
L'espace (E, |.|g) est un espace de Banach.

Preuve (Exo) : ldem que pour la complétude de (CJ(R,R), [.] ).
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Preuve du théoréeme de Cauchy-Lipschitz global

Etape 4/4 : Probléme de point fixe

(0@2)(t) := Xo + tf(s,z(s))ds, Vel

to

Pour tout z € E, on pose

e Faitnumeérol :0(xo) =0(t — x0) € E

t
(6(x0))(t) =xo + | f(s,%0)dSs.

to

e Fait numeéro 2 :soientz,ze E
- 1 .
[(6@) @) = (0@) O] < 512 — Zep(t)e™®, vtel.

e Conclusions:
e Onad(E) cE
e 0 est 2-lipschitzienne dans (E, |.g).
e On applique le théoréme du point-fixe de Banach
= Jlx e E, tel que §(x) = x.

Cette fonction x est la solution recherchee du pb de Cauchy.
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

3. Théoréme de Cauchy-Lipschitz global et
applications

3.3. Equations différentielles linéaires



Equations différentielles linéaires
Définition
Une EDO linéaire est une equation de la forme
X' =A(t)x +b(t),

olutel— A(t) e My(R) et t e | — b(t) e RY sont des applications
continues. Si b = O on dit que 'equation est homogene.

D’'autres versions ...

e Tout s'adapte sans difficulté dans C.

e Si E est un R-espace vectoriel (ou C-ew. ..) de dimension finie
on peut tout adapter a l'equation

X' (t) = u(t).x(t) + b(t),

oub:/— Eetu:l— L(E)sontdes applications continues.

e Et méme si E est un espace de Banach de dimension infinie ...
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Equations différentielles linéaires
Définition
Une EDO linéaire est une equation de la forme
X' =A(t)x +b(t),

olutel— A(t) e My(R) et t e | — b(t) e RY sont des applications
continues. Si b = O on dit que 'equation est homogene.
Théoréme (Cauchy-Lipschitz linéaire)

Pour tout donnée initiale (to,Xo) € I x RY, il existe une unique
solution globale (/, x) au probleme de Cauchy

{ X'(t) = Alt)x(t) + b(t),

X(to) = X0,

Preuve : Le champ de vecteurs f(¢,x) = A(t)x + b(t) est continu et
globalement lipschitzien par rapport a la variable d'état.



Equations différentielles linéaires
Structure de l'ensemble des solutions

Lemme (Equation homogéne)
Soient x, ..., xm : | — RY des solutions de l'équation différentielle
homogene x' = A(t)x.
Les propositions suivantes sont equivalentes :
1. Pour tout t € I, (x1(t), ..., xm(t)) est libre dans R,

2. Il existe un t* € | tel que (xy(t*), ..., xm(t*)) est libre dans RY.

3. (x1,...,Xm) est libre dans C°(I,RY).

Preuve :

1. = 2. Immédiat.

2. = 3. Immédiat.
3. = 1. Onraisonne par contraposée et unicité dans Cauchy-Lipschitz.
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Equations différentielles linéaires
Structure de 'ensemble des solutions
Lemme (Equation homogéne)
Soient x1, ..., xm : | — RY des solutions de [‘équation différentielle
homogene x' = A(t)x.

Les propositions suivantes sont equivalentes :

1. Pour tout t € I, (x1(t), ..., xm(t)) est libre dans R,
2. Il existe un t* € | tel que (xy(t*), ..., xm(t*)) est libre dans RY.
3. (x1,...,Xm) est libre dans C°(I,RY).

Corollaire
L'ensemble Sq de toutes les solutions de l'équation homogene
x" = A(t)x est un espace vectoriel de dimension d.

Pour tout b, lensemble Sy, de toutes les solutions de l'équation
x" = A(t)x + b(t) est un espace affine de dimension d dirigé par So.
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Equations différentielles linéaires
Formules explicites 1/2

e Equation linéaire homogéne a coefficients constants
x' = Ax,
{X(O) = Xo
La solution est donnée par
x(t) = e®xo, VteR.

Preuve : Calcul explicite des itérees de Picard ...

Rappel : exponentielle de matrice
SiM e My(R),
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Equations différentielles linéaires
Formules explicites 1/2

e Equation linéaire homogéne a coefficients constants
x' = Ax,
{X(O) = Xo
La solution est donnée par
x(t) = e®xo, VteR.
e Equation non-homogene associee
X' = Ax + b(t),
{X(O) = Xo
Proposition (Formule de Duhamel / Variation de la constante)
L'unique solution du probleme de Cauchy ci-dessus est donnée par
x(t) = e’xo + fe(t‘s)*‘b(s) ds, VteR.

0
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Equations différentielles linéaires

Formules explicites 2/2

e Equation linéaire scalaire

La solution est donnée par

¢
f a(t)dr

x(t) = eJo Xo, VteR.
e Equation non-homogene associée

X' =a(t)x + b(t),
x(0) = xo

Proposition (Formule de Duhamel / Variation de la constante)

t ¢
T)dT T)dT
x(t) = eL =@ Xo + Jt eL e b(s)ds, VteR.
o
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Equations différentielles linéaires

e Equation linéaire scalaire

X' =a(t)x,
x(0) =Xo

La solution est donnée par
t
f a(r)dr
x(t) = eJo Xo,

ATTENTION
En géneéral, en dimension d > 1,

Formules explicites 2/2

Vte R.

¢
t— exp (LA(T)dT) X0,

n'est pas solution de x’ = A(f)x.
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Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

Noeud stable

e A est diagonalisable
e O > /\2 > )\1. -
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Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

e A\ >0> ).

Point-selle \_/
€1
¢ A est diagonalisable \/
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Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

Noeud degenére stable
¢ A non diagonalisable
e O> )\ =)\
e Ae; = \er.
o Aes = \er + €.




Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

Foyer stable

e Aades v.p.complexes

e A\ =aZLif.

e a=Re(\;) <O.

o Ale; tiep) = Ai(ep +ies).

@ESNN
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Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

Foyer stable

e Aades v.p.complexes

e A\ =aZLif.

e a=Re(\;) <O.

o Ale; tiep) = Ai(ep +ies).

@ESNN
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Equations différentielles linéaires

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2

Foyer instable

e Aades v.p.complexes

e A\ =aZLif.

e a=Re(\s) > 0.

o Ale; tiep) = Ai(ep +ies).

= N

34



Equations différentielles linéaires

Centre

e Aadesvp. complexes

e N\ =0=ip.

e Re(Ay) =0.

o Ale; tiep) = Ai(eg ties).

x" = Ax : Portraits de phase 2 x 2
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

3. Théoréme de Cauchy-Lipschitz global et
applications

3.4. Flot d'un champ de vecteurs



Flot d'un champ de vecteurs

Introduction

But

Etude globale des solutions d'une EDO
VS.

Etude de chaque trajectoire

e t=0.00

T
~
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Flot d'un champ de vecteurs
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Flot d'un champ de vecteurs

Introduction

But

Etude globale des solutions d'une EDO
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Flot d'un champ de vecteurs

Introduction
But
Etude globale des solutions d'une EDO
VS.

Etude de chaque trajectoire

e t=0.00
e t=1.00
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Flot d'un champ de vecteurs

Introduction
But
Etude globale des solutions d'une EDO
VS.

Etude de chaque trajectoire

e t=0.00
e t=1.00
— t=0.00
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Flot d'un champ de vecteurs

Onsedonnef : I x RY — RY continu et globalement lipschitzien par
rapport a la variable d'état.

Définition
Pour tout to € 1, xo € RY, on note
tel— (p(t, to7Xo)
l'unique solution (globale) du probleme de Cauchy
x' =f(t,x), VteR,
X(to) = X0.

L'application (t,to,xo) € | x | x RY — (t, to, X0) € RY, est appelée
le flot associé au champ de vecteurs f.

Définition

L'application ®(t,to) : xo € R? — (t, to, Xo) € RY, est appelée le flot
entre les instants {p et £.
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Flot d'un champ de vecteurs

Théoréme (Propriété de groupe du flot)
Pour tous to,t1,t> €, on a

®(to, to) = 1d,
®(tz,to) = ®(t2, ) o (ty, to).
En particulier, pour tous to,t € I, ®(t, to) est bijectif et

O(ty, to) "t = d(to, tr).

Preuve : Unicité dans Cauchy-Lipschitz.

Proposition (Continuité du flot 1)
Pour tous to, t; € I, le flot ®(ty, to) est lipschitzien.

Preuve : Lemme de Gronwall.

Propriétés 1/3
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Flot d'un champ de vecteurs
Propriétés 2/3

Théoréme (Continuité du flot 2)
Le flot
@ (tto,x0) el x| xR —RY,

est localement lispchitzien par rapport a toutes ses variables,
Preuve :

e Encore et toujours le lemme de Gronwall ... mais c'est un peu
plus délicat ...
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Continuité du flot par rapport aux parameétres

On suppose que le champ de vecteurs dépend d'un paramétre «

(t.x,a) el x RY x RP — f(t,x, ) € RY.

Théoréeme

Si f est continu et globalement lipschitzien par rapport aux variables
(x, @) alors le flot associé

(t,to, X0, ) € x I x RY x RP — o(t, to, X0, ) € RY,
est localement lipschitzien par rapport a toutes ses variables.

Application : Méthode de tir.
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Flot d'un champ de vecteurs

Propriétés 3/3

Théoréme (Différentiabilité du flot)

Soitf : I x RY — RY un champ de vecteurs continu, globalement
lipschitzien et C* par rapport a la variable d'état.

e Pour tous t, ty € |, le flot ®(t, to) : RY — R est de classe C*.

e Pour tous tg et xo, l'application jacobienne
t— D(®(t,to)) (Xo) € Ma(R)
est l'unique solution du probleme de Cauchy linéaire matriciel
{ M'(t) = (Duf) (t, o (t, to, X0))-M(8),

M(to) = Id.

Preuve :

e Formule de Taylor et lemme de Gronwall ...
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

4. Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

4.1. Enoncé(s)



Théoréme de Cauchy-Lipschitz local - version 1

On se donne un espace d'états Q « R? ouvertetf : / x Q — R4 un
champ de vecteurs continu et localement lipschitzien par rapport
a la variable d'état.

Théoréeme

Pour toute donnée de Cauchy (to,xo) € | x Q, il existe un § > O
(dépendant des données !) tel qui'il existe une unique solution x du
probleme de Cauchy definie sur lintervalle Js :=]to — §,to + 6[l.

Corollaire
Soient (J1,x1) et (J2,X2) deux solutions de l'equation x' = f(t, x) telles
que Jy nJo # .

Les propositions suivantes sont equivalentes :

1 Il existe t* € h n J> tel que x1(t*) = xo(t*).

2. Les deux fonctions x; et x, coincident sur tout J; n J».
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Théoréme de Cauchy-Lipschitz local - version 2

On se donne un espace d'états Q « R? ouvertetf : / x Q — R4 un
champ de vecteurs continu et localement lipschitzien par rapport
a la variable d'état.

Théoreme

Pour toute donnee de Cauchy (to,xo) € | x Q il existe une unique
solution maximale (J, x) au probleme de Cauchy.

De plus,
e Jest un ouvert de |,

o Toute autre solution (J,%) de ce méme probléme de Cauchy
verifie J c J et X est la restriction de x sur J.
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

4. Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

4.2. Preuves



Preuve de la version 1

1 Soite > Otelque K. = ([to —¢,to + ] n /) x B(xo, ) est
compact et contenu dans / x Q.
2. Soitf. : R x RY — R continu et globalement lipschitzien t.q.

fe=f, surk..

3. On applique le théoreme de Cauchy-Lipschitz global a f. :
Il existe une solution globale (R, x.) de

{xgm = fo(tx:(1)),

Xg(to) = X0o.

4. Continuité de x. :llexiste O < § < ¢, tel que
Xe(t) € B(xo,¢), Vte]to—4,to+ ]

5. Conclusion :
Xe est solution du probleme initial sur Jto — §,to + d[N/.



Preuve du corollaire

2. = 1. Immédiat.
1. = 2. On introduit lensemble

J = {t€J1 ﬁJz, Xl(t) =X2(t>}.

e Jestnon vide : par hypothése t* € J.
e Jestferme dans . n o :carx; et x, sont continues.
e Jestouvertdans s n > :

Soitto € J : (J1,x1) et (U2, x2) sont deux solutions du méme
probléeme de Cauchy pose sur J; n J, :

y'it)y =fty),
{y(to) = Yo.
D'apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz local, il existe § > O t.q.
(1 nJ2)n]to — 8, to + d[c J.
Conclusion :J=J1nJ>
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Preuve de la version 2

e On définit lensemble J par
Jg= U 4

(J,x) solution
e J # &, daprés C-L. version 1!
e Pourte J,0n pose

y(t) = la valeur en t de n'importe quelle solution (J,x) t.q.t e J.

Remarque : Cette définition est cohérente (grace au corollaire)!
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Preuve de la version 2

e On définit lensemble J par

Jg= U 4

(J,x) solution

J # &, d'apres C-L. version 1!
Pour t € J, on pose

y(t) = la valeur en t de n'importe quelle solution (J,x) t.q.t e J.

Par construction, (7,y) est lunique sol. maximale du probléme.
On prend t* € J et on pose y* := y(t*). Le probleme de Cauchy
2t =f(t2)

Z(t*) =y,
admet une solution unique sur un intervalle |t* — §, t* + 5[ /.
Par recollement, on a une solution sur J u (Jt* — 6, t* + §[n/)

= |t* —§,t* +0[nl < TJ.

Conclusion : J est ouvert dans /.
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

4. Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

4.3. Critéres de globalité



Objectifs

Questions

1. A quoi reconnait-on une solution globale ?

2. Que se passe-t'il au bord de lintervalle de définition d'une
solution maximale non globale ?

Deux versions d'un méme principe
Eléments de réponse
e SiQ=R?:
Principe d'explosion en temps fini.
e SiQ#RY:
Principe de sortie de tout compact.
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Explosion en temps fini

Théoréeme

Soitf : R x RY — R un champ de vecteurs continu et localement
lipschitzien par rapport a la variable d'état et (J, x) une solution
maximale de l'équation x" = f(t, x).

On pose o = infJ € [—o0, +of et B = supJ €] — o0, +0].

Alors pour n'importe quel to € J, on a

 SiB < 400, alors supeyy, g IX(8)] = +o0.
e Sia > —0, alors supyq, 1] IX(t)] = +oo.

Utilisation : Dans 95% des cas, on raisonne par contraposée pour
montrer qu'une solution est globale :

1. On suppose que 8 < +oo.
2. On demontre que supy, g [X(8)|| < +oo (on utilise l'equation ).
3. Ceci contredit le theoréeme donc 3 = +oo.
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Explosion en temps fini

Théoréeme

Soitf : 1 x RY — RY un champ de vecteurs continu et localement
lipschitzien par rapport a la variable d'état et (J, x) une solution
maximale de l'équation x" = f(t, x).

Onposea =infJelet =supJel

Alors pour n'importe quel to € J, on a

e Sigcl alors SUPe(to, a1 IX (D) = +o0.

o Siae / alors supiejq 1o IX(E)] = +o0.
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Explosion en temps fini

Preuve

e Onsuppose < +w et R := sup ||x(t)| < +c0.
to,8

e On considére le compact K = [to, 3 + 1] x B(O,R + 1). On prend
fx continu et glob. lip. par rapport a la variable d'état tel que
fk =f, surk.

e Le théoréme de Cauchy-Lipschitz global donne l'existence et
unicité d'une unique solution globale y du probléme de Cauchy

- {y’(t) = f(t.y)
y(to) = x(to),
e Par def, ona (t,x(t)) € K pour tout { € [to, B[ et donc
f(t,x(8) = fu(t, x()).
= ([to, B[,X) est sol. de (Px) =y = x sur [to, O][.
o llexiste O < 6 < 1telquey(t) e BO,R+1), Vte[to,+ 4.

e Surlintervalle [to, 5 + 0[, y est solution de y' = f(t,y)., ce qui
contredit la maximalité de la solution (J, x).
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

5. Equilibres. Stabilité

5.1. Définitions



Introduction

Soit f : Q — RY autonome et de classe C.

Définition (Equilibres)
On appelle équilibre du systéme tout point x* € Q tel que

fix*) = 0.

Ceci est equivalent a dire que la fonction constante t € R — x* est
solution de l'équation différentielle x' = f(x).

Questions de la stabilité
Si x* est un equilibre du systeme, que peut-on dire des solutions
associees a une donnee initiale proche de x* ?

e Sont-elles globales ?
e Restent-elles proches de x* ?

e Sioui, que se passe-tilquand t — +oo ?
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires
On considere l'equilibre x* = O.

Exemplel :f(x) =x
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 2 :f(x) = —x
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Premiers exemples

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 3 :f(x) =0
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Premiers exemples
Le cas des équations scalaires
On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 4 :f(x) = x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 4 :f(x) = x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 4 :f(x) = x°

15

1.0

0.5 1

—0.5 1

—-1.0 4

-1.5

60

52



Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 5 : f(x) = —x
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 5 : f(x) = —x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 5 : f(x) = —x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 5 : f(x) = —x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 6 :f(x) = x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 6 :f(x) = x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 7

15

f(x) = —x°
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

On considere l'equilibre x* = O.

Exemple 7 :f(x) = —x°

15

1.0

-

—0.5 1

—-1.0 4

-1.5

30
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Premiers exemples

Le cas des équations scalaires

Exemple 8 :f(x) =x(1—x) Modele logistique

15

10 - /?

—0.5 1

—-1.0 4

-1.5 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0



Définition
Définition (Stabilité)
On dit que x* est un equilibre stable pour l'équation x' = f(x) si:

Pour tout donnée initiale proche de x* la solution est globale en
temps positif et reste proche de x* pourt = O.

Ou encore Ve > 0,36 > O, &(t)(B(x*,d)) < B(x*,e), Vt= 0.
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Définition

Définition (Stabilité asymptotique)

On dit que x* est un equilibre asymptotiquement stable pour
l'equation x' = f(x) s'il est stable et si :

Pour tout donnée initiale proche de x* la solution converge en temps
long vers x*.

Ou encore Vxo € B(x*,48), o(t,Xo0) P x*.
—00
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

5. Equilibres. Stabilité

5.2. Cas linéaire



Retour sur les systémes linéaires 2 x 2

Noeud stable
)\1 <X < 0

%%

Foyer stable
)\Z,RQ )\1 < 0

%

Noeud stable degénere
= A2 < O non diagonalisable

K

Centre
)\2,Re /\1 =

*



Retour sur les systémes linéaires 2 x 2

Noeud instable Noeud instable degenére
AM>X>0 A1 = A2 > O non diagonalisable

Foyer instable
A= )\72, Re(Al) >0
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Retour sur les systémes linéaires 2 x 2

Point-selle Flot parallele
Cas A\ >0> X\ A1 = A2 = O non diagonalisable
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Etude générale des systemes linéaires
x' = Ax

But
Trouver un critére de stabilité (asymptotique) des equilibres.

Définition

Soit A € Mp(C) et X € Sp(A).

On dit que \ est semi-simple si Ker (A — M) = Ker (A — \)2,
Proposition (Décomposition de Dunford)

Toute matrice A € M,(C) s'ecrit de maniere unique sous la forme
A=D+N,

avec D diagonalisable dans C, N nilpotente et DN = ND.
De plus,

A est une v.p. semi-simple de A < Ker (D — \) < Ker N. -



Etude générale des systemes linéaires
X' = Ax
But
Trouver un critére de stabilité (asymptotique) des equilibres.

Théoréme
On considere le systeme différentiel linéaire autonome x’ = Ax.

e Létat déquilibre x* = O est asymptotiquement stable si et
seulement si foutes les valeurs propres de A sont de partie reelle
strictement negative.

Dans ce cas, l'équilibre est exponentiellement stable :

3C,y >0, tg |e¥| <Ce™, Vt>O.

e ['etat d'equilibre x* = O est stable si et seulement si toutes les
valeurs propres de A sont de partie reelle negative ou nulle et que
celles de partie réelle nulle sont semi-simples.
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Etude générale des systemes linéaires
X' = Ax
But
Trouver un critére de stabilité (asymptotique) des equilibres.

Attention : le résultat précédent est faux pour le systeme x’ = A(f)x.

Ay — (1190t +12s(t)  12+120(t) + Os(t)
0= —12 +12¢(t) + 9s(t) —11+ 9c(t) —12s(t) )’
avec c(t) =cos(24t), s(t) =sin(241).

Ona

(Sp(A(t)) = {-2,-20}, VieR]

Pourtant

F ol cos(12t) + 2sin(12¢)
2cos(12t) —sin(121)

) est solution.
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Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

5. Equilibres. Stabilité

5.3. Cas non linéaire



Critére spectral de stabilité

But
Trouver un critéere de stabilité (asymptotique) des equilibres.

Théoréme
Soit x* e RY tel que f(x*) = O.

On note A = Dyf (x*) la matrice jacobienne de f en x*.

1. Si toutes les valeurs propres de A sont de partie reelle strictement
néegative, alors x* est un équilibre asymptotiquement stable de
l'équation x’ = f(x).

2. Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement
positive, alors x* est un équilibre instable de l'equation x’ = f(x).

Attention

Si A a au moins une valeur propre de partie réelle nulle, alors on
ne peut pas conclure.
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Critére spectral de stabilité
Preuve (x* = 0)

Etape 1 : Introduction d'un champ de vecteurs perturbe
e Onécritf(x) = Ax + g(x) et comme A = Df(O) on a

g0l _ o
0]

e Par hypothése
le”| < Cie™™, Vvt=o0.

e Pour § > O petit, on construit gs : RY — R9, glob. lip. et t.q.
{ g[s =g, surB(0,¢),
d
l9s ()1 < 55 I, e B

e On pose alors f5(x) = Ax + gs(x) et on considére le probleme

{ X5 = f5(Xs),
X5(0) = Xo
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Critére spectral de stabilité
Preuve (x* = 0)

Etape 2 : Estimation des solutions du probléme perturbé

e Formule de Duhamel
¢

x5(t) = e%xo + J el=94gs(xs(s)) ds.
0
e Propriétés de e puis de g;

t
Ixs (O] < Cre™|xol| + C1J e "9gs(x5(s)) | ds
0]

t
<Cie Mol + 3 [ e xs(o)] .
0]
e Reéécriture
t
ea(t)] < Cibol + § [ ebs(s)]as.
)

e Lemme de Gronwall

e xs(t)| < Ciflxol €™/
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Critére spectral de stabilité

Preuve (x* = 0)

Etape 2 : Estimation des solutions du probléme perturbé

e Formule de Duhamel
¢

x5(t) = e%xo + J el=94gs(xs(s)) ds.
0
e Propriétés de e puis de g;

t
Ixs (O] < Cre™|xol| + C1J e "9gs(x5(s)) | ds
0]

t
<Cie Mol + 3 [ e xs(o)] .
0]
e Reéécriture
t
ea(t)] < Cibol + § [ ebs(s)]as.
)

e Lemme de Gronwall

evtI\Xa(t)H < C1||XoHe’Yt/2 [: Ixs()] < CIHXoHe—fyt/Z.]
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Critére spectral de stabilité
Preuve (x* = 0)

Etape 3 : Conclusion
e Systeme initial et systeme perturbé
X' = f(x), X5 =fs(xs), avec
(P) (Ps)
Xx(0) = Xo. X5(0) = Xxo,

fs = [ sur B(O,9).
e On a montré que les solutions de (Ps) veérifient

Ixs(8)]| < Ci|xole™ 2. (Stab)
e Conclusion :
0
Ixo| < c= Ixs(t)| < d,Vt >0
1
= x5(t) € B(0,0),VYt > O

= fs(xs(t)) = f(xs(1)), vt > O
= ([0, +o0o[, xs) est la solution de (P) et vérifie (Stab).
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Et dans les autres cas ?

Cas hyperbolique ~~ le linéarisé donne des informations

Théoréme (Hartman-Grobman - hors programme)
On suppose f(0) = O. Si la jacobienne A = D,f (O) vérifie

Sp(A) niR = &,

alors, au voisinage de O, le flot de x’ = f(x) et celui de x' = Ax sont
conjugués . /[ existe un homeo local h : U — V tel que

p(t,x) = h~t(e"h(x)), WxeU.




Et dans les autres cas ?

Cas non hyperbolique ~~ le linéarisé ne suffit pas

Cas scalaire : linearise nul

e o> 0 :Oestinstable
e o =0 :0eststable
e a < O ;0 estasymp. stable (mais pas exponentiellement !)
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Et dans les autres cas ?

Cas non hyperbolique ~~ le linéarisé ne suffit pas

Cas scalaire : linearise nul

e o> 0 :Oestinstable
e o =0 :0eststable
e a < O ;0 estasymp. stable (mais pas exponentiellement !)

Cas vectoriel : valeurs propres imaginaires pures

{x’ =~y + ax(X° + y?)

V= x+ay(x® +y°)
e a> 0 :Oestinstable
e o =0 :Oeststable
e o < O :0estasymp. stable (mais pas exponentiellement !)
61



Intégrales premiéres. Ensembles invariants

Limites de l'étude du systéme linéarisé

e Ne permet de conclure que si Sp(A) n iR = .

e Ne peut donner que des résultats locaux : impossible de
trouver le bassin d'attraction d'un equilibre asymp. stable.

Définition

Soit x* un équilibre asymptotiquement stable de x’ = f(x).
Le bassin d'attraction de x* est par definition l'ensemble

U = {Xo €Q, lim ¢(t,xo) —X*}.
t—+o0

Exemple : x' = —x + ax?

a=0 ‘ a>0 a<O
Uo =R | Uo =] — 0, 1/a[ | Uo =]1/a, +oo] 62




Intégrales premiéres. Ensembles invariants
Quelques outils d'étude globale de x’ = f(x)
Définition (Intégrale premiére)
On dit qu'une fonction E : Q — R est une intégrale premiere du
systeme si
f(x)-VE(x) =0, V¥xeQ,

ce qui est equivalent a

d

—E(e(tx0)) = O,
ie. E est constante le long des trajectoires.

Conséquence

Si E est une intégrale premiere du systeme alors toutes les

trajectoires sont contenues dans des surfaces de niveau
E,:={xeQ, Ex)=a}=E"'{a}).

Remarque : Cela permet beaucoup plus que l'étude de stabilité ! 63



Intégrales premiéres. Ensembles invariants

Quelques outils d'étude globale de x’ = f(x)

Définition (Ensemble invariant)

On dit qu'un ensemble A est (positivement) invariant pour le systeme
X' =f(x)sionap(t,A) cA, Vt=O0.

On vient de voir que si E est une intégrale premiere alors

E,, est invariant pour tout a € R.
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Intégrales premiéres. Ensembles invariants

Quelques outils d'étude globale de x’ = f(x)

Définition (Ensemble invariant)
On dit qu'un ensemble A est (positivement) invariant pour le systeme
X' =f(x)sionay(t,A) c A, Vt=O.

Définition
Ondit que E : Q — R est dissipée le long du flot si

f(x)-VE(X) <O, VxeQ,

ce qui est equivalent a %E(gp(txo)) <O0.

Proposition
Si E est dissipée le long du flot alors les sous-ensembles de niveau

Eco i={xeQ, EKX) <a}=EY]-w,a]),

sont invariants. 64



Intégrales premiéres. Ensembles invariants

Quelques outils d'étude globale de x’ = f(x)

Définition (Ensemble invariant)
On dit qu'un ensemble A est (positivement) invariant pour le systeme
X' =f(x)sionay(t,A) c A, Vt=O.

Définition
Ondit que E : Q — R est dissipée le long du flot si

f(x)-VE(X) <O, VxeQ,

ce qui est equivalent a %E(gp(txo)) <O0.

Proposition
Si E est dissipée le long du flot alors les sous-ensembles de niveau

Eco i={xeQ, EKX) <a}=EY]-w,a]),

sont invariants. En fait, il suffit que f - VE < O sur E, 64



Intégrales premiéres. Ensembles invariants
Quelques outils d'étude globale de x’ = f(x)

Théoréme (Liapounov, hors programme)
S'il existe une fonction V (appelée fonction de Liapounov du systeme)
verifiant

e V est dissipée le long du systeme :f-VV < 0.
e Pour tout a € R, l'ensemble

xeQ, fx)-VV(x) =0etV(x) =a},

est localement fini.

e /L existe a tel que V<, est compact et contient un unique point
d'equilibre x* du systeme.

Alors x* est asymptotiquement stable et V<, est contenu dans le
bassin dattraction.
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Exemples

Le pendule 6" +sin(f) =0

e Existence et unicité des solutions globales
e Intégrale premiere (=énergie totale du systeme)

E0,0") = %|9’|2 + (1 — cos()).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases
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Exemples

Le pendule 6" +sin(f) =0

e Existence et unicité des solutions globales
e Intégrale premiere (=énergie totale du systeme)

E0,0") = %|9’|2 + (1 — cos()).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

66



Exemples

Le pendule amorti 0" + ub’ +sin(@) = 0O

e Existence et unicité des solutions globales
e Energie dissipée

E0,0") = %|9’|2 + (1 — cos()).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

66



Exemples

Le pendule amorti 0" + ub’ +sin(@) = 0O

e Existence et unicité des solutions globales
e Energie dissipée

E@0,0') = %|9’|2 + (1 — cos(h)).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

66




Exemples

Le pendule amorti 0" + ub’ +sin(@) = 0O

e Existence et unicité des solutions globales
e Energie dissipée

E0,0") = %|9’|2 + (1 — cos()).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

;@
@®
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Exemples

Le pendule amorti 0" + ub’ +sin(@) = 0O

e Existence et unicité des solutions globales
e Energie dissipée

E0,0") = %|9’|2 + (1 — cos()).

e Ensembles de niveau de E dans le plan de phases

;@
@)

66



Exemples

Le systeme proies-predateurs (Lotka-Voltera) a,b,c,d >0
x' = ax —bxy
y' = —cy+dxy

2.0
N

15

1.0

-0.5
05 00 05 1.0 15 20 25 30 35 40
X

e Existence et unicité locale : OK.
Globalite ? Pas clair ...

Les solutions restent positives si
Xo > O,y0 > 0.

Intégrale premiére

E(x,y) =by +dx —alogy — clogx.

Stabilité de l'équilibre ?

Trajectoires périodiques ?

66



FIN DE LA SEANCE 5



Partie 1 : Equations difféerentielles ordinaires

6. Etude détailée d'un modéle de
propagation d'épidémie




Présentation du modele

On souhaite modéliser l'évolution d'une épidémie (non mortelle !)
dans une population donnée.

Hypotheses de modélisation

e La population totale est constante au cours du temps (a
l'échelle de temps choisie).

e Chaque individu peut, a chaque instant, étre dans trois états
différents (on parle de modele compartimente) :

e FEtatinfecte :Individu maladie et contagieux.

e FEtat resistant : Individu qui ont contracté la maladie, qui sont
guéris et qui sont maintenant résistants au virus.

e FEtat susceptible : Individu non malade susceptible de la
contracter au contact d'un infividu contagieux.
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Présentation du modele

On souhaite modéliser l'évolution d'une épidémie (non mortelle !)
dans une population donnée.

Mise en equation

e Les nombres d'individus dans chacun des états a chaque
instant t sont notés I(t), R(t) et S(t) respectivement.
e Le systéme considéré est

S'(t) = — BIBS(E) + :
R'(t) = wvl(t) - ;
I'(t) = —vlI(t) + BI(t)S(t),
ou
e 1/v est le temps moyen de guérison d'un patient infecte.
e [ est le facteur de contamination.

° est le temps moyen durant lequel un individu ayant contracté
la maladie va en étre immunise.
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Premiers éléments d'analyse du modeéle

St
=) R
)

— BI)S(E) + 7
vi(t) - ,
—vl(t) + BI(t)S(t).

Théoreme
Pour toutes donneées initiales positives So, Ro, lo, il existe une unique
solution de () definie sur [O, +oo[. Par ailleurs, cette solution vérifie

Vte [0, +o[,  S(t)=O,R(t)>0,I(t) = O,

et
vt e [0, +o0], S(t) + R(t) + I(t) = So + Ro + lo.

Par la suite, quitte a changer les parameétres, on suppose
So+Ro+1p=1 69



Premiers éléments d'analyse du modeéle

(%) R'(t) = wvl(t) —R(t),

Systeme réduit equivalent

S'(t) = —BIS+y(1—S—1),
() I'(t) = —vl + BIS.
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Premiers éléments d'analyse du modeéle

Systeme réduit équivalent

S(t) = —BIS+y(1-S—1),
() I'(t) = —vl + BIS.

Etats d'équilibre
e Equilibre 1 : absence de la maladie
*=0,5* =1, etdonc R* = 0.

e Equilibre 2 (si g > v) : épidémie persistente

¥ = 1B—v) S* = K, et donc R* = v(p—v)

Blv+7) B Bv+7)
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Premiers éléments d'analyse du modeéle

Systeme réduit équivalent

S(t)y=-BIS+~v(1-S5-1),
(x*)
I'(t) = —vl + BIS.
Etats d'équilibre
e Equilibre 1 : absence de la maladie
*=0,5* =1, etdonc R* = 0.

Cet équilibre est asymptotiquement stable ssi g < v et méme
mieux si § < v!
e Equilibre 2 (si g > v) : épidémie persistente
¥ = 77(5—1/)7 S* = K, et donc R* = viB—v) V).
Blv+7) B Blv+7)

Cet équilibre est asymptotiquement stable (8 > v)
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Quelques exemples

Epidémie de force modérée

Population infectée a linstant initial : /o = So =1/2, Ro = O.
Durée moyenne d'infection de 2 jours v =1/2

Taux de contagion : 8 =1/30

Durée d'immunité de 10 jours : v = 1/10

Evolution de S,R et | au cours du temps

0.8

0.6

»

0.4

0.2

0.0




Quelques exemples

Epidémie de force modérée

e Population infectee a linstant initial : /o = So =1/2, Ro = O.
e Durée moyenne d'infection de 2 jours (v =1/2
e Taux de contagion : g =1/30

Durée d'immunité de 10 jours : v = 1/10

Trajectoire dans le plan de phase (1,S)
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Quelques exemples

Epidémie de grippe a New-York dans les années 60

e Initialement 10 malades / 8 millions d'habitants : /o = 1.25 10~
e Duree moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3

e Taux de contagion : g =1/2

e Immunité permanente : v =0

Evolution de S,R et | au cours du temps

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

temps t 71



Quelques exemples

Epidémie de grippe a New-York dans les années 60

Initialement 10 malades / 8 millions d'habitants : /o = 1.25107°
Durée moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3

Taux de contagion : 8 =1/2

Immunité permanente : v =0

Trajectoire dans le plan de phase (1,S)
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Quelques exemples

Méme exemple avec mutation du virus

e Initialement 10 malades / 8 millions d'habitants : /o = 1.25 10~
e Duree moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3
e Taux de contagion : g =1/2

Immunité perdue au bout d'unan : v = 1/365

Evolution de S,R et | au cours du temps

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
temps t



Quelques exemples

Méme exemple avec mutation du virus

Initialement 10 malades / 8 millions d'habitants : /o = 1.25 106

[ )
e Duree moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3
e Taux de contagion : g =1/2

Immunité perdue au bout d'unan : v = 1/365

Trajectoire dans le plan de phase (1,S)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Infectés
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Quelques exemples

Initialement /o

Lecas 3 =v

=0.7

Durée moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3
Taux de contagion : 3 =1/3
Immunité perdue au bout de dix jours : v = 1/10

1.0+

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Evolution de S,R et | au cours du temps

0 200 400 600 800 1000

temps t 73



Quelques exemples

Initialement Ip = 0.7

e Durée moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3
e Taux de contagion : 5 =1/3

Immunité perdue au bout de dix jours : v = 1/10

Trajectoire dans le plan de phase (1,S)

Lecas 3 =v
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Quelques exemples

Lecas 3 =v

Initialement Ip = 0.7

e Durée moyenne d'infection de 3 jours :v =1/3
e Taux de contagion : 5 =1/3

Immunité perdue au bout de dix jours : v = 1/10

—_tr

— t*(1-5)
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