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Analyse numérique des EDP
TD 2

Avec corrigés
Les numéros de Théorémes, Propositions, etc ... font référence aux notes de cours.

Exercice 1

On se place en dimension d = 1.

1. Soit —1 < o < 0. Montrer que la dérivée au sens de D' (R) de la fonction x — |x|* est donnée par

+o00
v € DR) — a/o 2 p(z) — p(—x)) da.

1

Cette distribution est-elle une fonction de L,

(R) ? Commentez la condition sur o

2. Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction x — log |z|.

Corrigé :

1. Remarquons d’abord que la condition sur « implique que la fonction f, : x +— |z|* est localement intégrable (au
voisinage de 0 on a affaire a une intégrale de Riemann convergente.

Par ailleurs, en dehors de 0 cette fonction est de classe C* et sa dérivée (usuelle) est donnée par

fo(z) = alz|*?a.

On se donne maintenant une fonction test ¢ € D(R) et un € > 0. On calcule I’intégrale suivante (qui évite la

singularité en 0) grace a deux intégrations par parties

—€

+o0
K'|> fa(w)sﬁl(l‘) dr = fa(l')(p’(x> dCC-i—/ fa(x)tpl(x) de

—e —+oo
—ful-op-0) - [ falele@)da - @) - [ Faloela)da.

Comme « < 0, on se convainc aisément que chacun des termes séparément ne converge pas nécessairement quand
€ — 0. En particulier la fonction f/, n’est pas intégrable au voisinage de 0.

L’idée est donc de regrouper les termes pour profiter de la symétrie du probleme et donc de phénomenes de com-
pensation. On écrit donc (a 1’aide d’un changement de variable dans le deuxieme terme)

+o0

(@) (2) de = e¥(p(—¢€) — —
/Wf()so() e ((—€) — 9(&)) /

€

On utilise alors I’inégalité des accroissements finis pour ¢
[£%(e(e) — p(=2))| < 2e%[|¢'[loc — 0.
e—0
De méme on a
|fa(@)(@(@) — p(=2)| = alz* 7 o(@) — p(—2)] < 209" [lola], Va #0,

et donc la fonction z — [, (z)(¢(z) — p(—x)) est intégrable sur |0, +oo].

On peut donc, par convergence dominée, justifier le passage a la limite quan de — 0 des deux co6tés de 1’égalité et
finalement obtenir

+oo
/ fal@)¢/(z) dz = —a / 2 (p(a) — (1)) de,
R 0

ce qui est bien le résultat attendu.
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2 Analyse numérique des EDP - TD2

2. On fait le méme type de calcul avec f(z) = log |x| dont la dérivée usuelle (en dehors de 0) est donnée par f'(z) =
. On obtient que la dérivée au sens des distributions de f est donnée par

|ZL" :
< >29/ D — / 7(1;) ( :E) dw
6w ) bl 95 s )

cette distribution étant appelée valeur principale de 1/x et notée VP (1/x), voir I’exercice suivant.

Exercice 2 (Produit d’une fonction et d’une distribution)

1. Soit  un ouvert de R% et f € C°(S2). Pour toute distribution T € D' () vérifier que I’application
ZBS D(Q) = <T7 f(P>D’,'D7

est bien définie et constitue une distribution sur §). On la note fT.

2. Démontrer que Oy, (fT) = (0, f)T + (0., T) dans D' ().

3. On travaille sur Q) = R. Pourquoi la fonction x — 1/x ne définit-elle pas une distribution sur R ?
On définit alors la distribution VP (1/x) appelée valeur principale de 1/x par la formule

oo p(z) — o(—x
(VP(1/2), )1 (s) D(8) = / A = o) g,

Calculer le produit tN'P(1/x) et commenter le résultat.

Corrigé :

1. On remarque que pour tout ¢ € D(1), la fonction produit fp est de classe C* et également & support compact

(car Supp (fy) C Supp (p)). Ainsi on peut, a bon droit, évaluer (T, f)p/ p et obtenir ainsi une forme linéaire
sur D(Q).
Il reste & montrer la continuité de cette forme linéaire. On prend une suite (¢,), C D() qui converge vers
» € D(Q) au sens de la définition introduite en cours. Cela signifie qu’il existe un compact K C  qui contient
tous les supports des ¢,, et de ¢ et que 9%¢p,, converge uniformément vers 9% pour tout e € N, Nous allons
montrer que cela implique que (fy,,), converge vers f¢ dans D(£2). Ceci concluera la preuve puisque T est
elle-méme continue.

On utilise la formule de Leibniz a plusieurs variables

(e = 3 (5) 0010 e,

BeN?
BLla

ou 5 < « signifie que 3; < «; pour tout ¢ et on a posé

d
a) Q5
(5) -1 (3):
=1
Cette formule montre qu’il suffit de montrer que, pour tous multi-indices 3 et 7y, on a la convergernce uniforme de

P £ p,, vers 0P f07 . On observe que tout se passe sur le compact K (en dehors de celui-ci les fonctions en jeu
sont identiquement nulles) et qu’on peut donc écrire

10° f07 o — 0P fOV 0| Loy = 110° O 0 — P FO @l e (1) < 110° Fll e (1) 070 — 00| Lo (10,

et ceci tend bien vers 0 quand n — oc. On a utilisé ici que 9° f est continue donc bornée sur le compact K.
En conclusion, la forme linéaire notée f7 est bien une distribution sur 2.

2. On prend une fonction test ¢ € D(NQ).

En utilisant successivement la définition de la dérivée d’une distribution puis celle du produit d’une fonction par
une distribution, on trouve

(02, (fT), 0)pr .0 = —(fT,0n, ). 0 = —(T, fOr,0) D' D-
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De la méme fagon, on calcule I’autre terme

(02, /)T + f(0,T), <P>D',D = {02, )T, 0)p D + (f(02,T), 0)p .1

—<T’ fazi >D' D

Les deux quantités que nous avons calculé sont donc égales pour toute fonction test, cela prouve 1’égalité des deux
distributions proposées.

3. La fonction  — 1/x n’est pas localement intégrable donc on ne peut pas définir la quantité f]R %go(x) dx pour
toute ¢ € D(R). Attention en revanche : x — 1/x est de classe C*° sur R* donc elle définit bien une distribution
sur R*.

On va faire le calcul demandé en testant la distribution produit zVP(1/z) contre une fonction-test ¢ € D(R)
quelconque. On note f(x) = z et on écrit

(=2)p(=2)

X

T ro(x) — >
VP(1/a), @) = (VP(1/), fe)prp = / #(2) d = / (o(@) + p(—x)) d,

ce qui donne avec un changement de variable immédiat

(IVP(V/z), 90 = [ pla)do = {1 ¢)or0
R
Ainsi le produit zVP(1/x) est égal a la distribution constante égale a 1. Ceci donne une cohérence 2 la notation
VP(1/z).
u

Exercice 3 (Le retour des sommes de Riemann)

On se place en dimension d = 1 et avec Q =|0, 1| pour simplifier. Soit f : Q@ — R une fonction continue.
Pour toutn > 1, on définit h = 1/(n + 1) et les points ' = ih pour 1 < i < n puis la distribution

T, = zn: hf (7).
=1

Montrer que

T, —— f, dans D'(2).
n—oo

Corrigé :
Soit ¢ € D(Q2). On effectue le calcul suivant

(T oo = S RF el =S / " fpdu+ / T Faheer) - f@)p@) da,
i=1 i=1 7} @

ce qui donne

_ / |F@)e(?) = f(@)p(x)] da.

i

‘<Tna90>D’,D - / fodz
Q

Comme f est continue sur le compact €2 (ici on utilise le fait que  est 2 support compact ! !) le théoréme de Heine nous
dit qu’elle est uniformément continue. Si on définit le module de continuité de f, par

w(0) = sup |(fo)(y) — (fe)(x)], V6 >0,

z,yeN
|z—y|<o

cette propriété signifie simplement que

C%IL% w(d) =0.

Revenant au calcul ci-dessus on trouve bien le résultat attendu

‘(Tm@D’,D/ﬂPdl’
Q

<w(h) — 0.
h—0
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Exercice 4

On se place en dimension d = 1. Pour tout h € R et pour toute fonction f on définit la translatée de pas h de f
(tnf)(z) = f(x + h), Vz €R.
Pour toute distribution T € D' (R) on définit la translatée de pas h de T par la formule
T ¢ € D(R) — (T, 7T—_pnp)p D-

1. Montrer que pour f € L}, .(R) ona1,(Ty) =Ty, ;.

loc

2. Montrer que, pour tout T € D'(R), ona (7, T —T) — 0, T, dans D'(Q).
—

Corrigé :
On vérifie aisément que la définition de 73, 7" donne bien une distribution.

1. Pour f € Lj,(R) et p € D(R), on écrit

loc

(n(Ty), )00 = (L, T-np)D' 0 = /RfT—W dz = /Rf(x)w(x —h)dx.

On effectue maintenant le changement de variable y = x — h dans cette intégrale pour obtenir

(n(T}), )0 = / Fy+ h)ply) dy = / mfody = (Tpn s, 0)0r.D.

Cela prouve bien le résultat demandé et le fait que la définition choisie pour 7,7 est bien cohérente avec celle sur
les fonctions.

2. Cette formule rappelle bien entendu celle bien connue qui dit que si f est une fonction dérivable en un point z alors

ona
oo mf@) = f@) k) - f(@)
h—0 h o h—0 h

= f'(x).

Ici la valeur d’une distribution en un point n’a pas de sens et il s’agit donc de démontrer que, pour toute fonction
test ¢ € D(R), on a

1
<h(ThT—T)7Q0> —_— <8mT7 90>'D’,’D'
D',D h—0

En utilisant les définitions du cours et du début de 1’exercice, cela revient a montrer

1
(1.3rwe=9)) o =t

La distribution T étant fixée (et donc continue par rapport a la fonction test), on est ramenés a démontrer que

1
—(T-np — ) — =0y, dans D(R).
h h—0

— Pour commencer, on choisit R > 0 tel que [— R, R] contienne le support de ¢. On voit alors que pour tout
h € R, avec |h| < 1 (ce qui n’est pas génant car il est destiné a tendre vers 0), nous avons

Supp (T_pp — ) C[-R—1,R+1].

Les fonctions en jeu sont donc bien toutes supportées dans un seul et unique compact.

— Soit maintenant o € N et € R. Nous écrivons

1 1
h0 e =) = (=00 | = %t - 1) - 07p(a) + 0t
h
< — |0 2| Lo
< Mo,

la derniere inégalité étant due a la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction %p. Le majorant obtenu
ci-dessus tend vers 0 avec h de facon uniforme par rapport a z. Le résultat est donc bien établi.
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Exercice 5 (Autour des masses de dirac)

Soit Q un ouvert de R¢ et x4, ..., x,, des points distincts de ).

1. Montrer qu’il existe des fonctions 6; € D(Q) telle que

1 sii=j
91‘(%‘)2{

0 sinon.
2. Soit T € D'(2) une distribution qui vérifie
(T, p)pr.p =0, pourtout p € D(Q) qui s’annule aux points x1, ..., Tp,.

Montrer qu’il existe oy, ..., o, € R tels que

i=1

Corrigé :

1. On fixe un r > 0 tel que

r< e —all, Vi,
et
B(zi,r) C Q.

Un tel r existe car les x; sont distincts et car {2 est ouvert.

Pour tout ¢, on utilise le Lemme 1.4, pour obtenir une fonction ; € D(f2) telle que

- J1, dans B(x;,7/2),
* )0, endehorsde B(x;,r).
Par choix de r, ces fonctions 0; vérifient la propriété demandée.

2. Soit ¢ € D(Q) quelconque. On pose
b=0—=> ()b
i=1

Par construction, nous avons ¢ € D(Q) et ¢(z;) = O pourtouti = 1, ..., n. Par hypothése on a donc (T, ¥)p p = 0
ce qui fournit

n

(T, @)D =Y (T, 0:)p pp(ws).
i=1
On obtient bien la forme demandée pour
Q; = <T, 9i>D’,D~
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Exercice 6 (Solution fondamentale du Laplacien)

On travaille ici en dimension d = 2. On pose
1
E(z) = ~5- log|z|, Vo € R?\ {0}.

1. Pour ¢ € D(R?) et e > 0 démontrer que

1 loge
E.(Ap) = —— pdo + Vo(x) -z do.
/;c|>a 2me |z|=¢ 2me |z|=¢e

2. Montrer que

e—0 27e

1
lim —/ pdo = ¢(0),
|z|=¢e

. loge
lim
e—0 27e

/ V(z) - xdo = 0.
|z|=¢

En déduire que

~AE = 6y, au sens de D'(R?).

La fonction E est appelée solution fondamentale du Laplacien sur R?.

3. Soit f € C°(R?). On pose
uz) = | Bz —y)fly)dy, VoeR.
R2
Démontrer que u est bien définie et vérifie

—Au = f, dans D'(R?).

Ainsi la fonction E permet de résoudre le probleme de Laplace par une formule intégrale explicite.

Corrigé :
1. II faut commencer par vérifier que, en dehors de 1’origine nous avons

AFE =0.

On va utiliser dans cet exercice la formule de Stokes (Théoreme I.1) appliquée au complémentaire d’une boule
B(0,¢), noté Q2 = (B(0,£))°. On obtient

/QE(A@) dm—/Q(AE)cpdx:/aQ E(V(p)-nda—/(99 ¢(VE) - ndo.

11 ne faut pas oublier que 92 est le cercle C'(0, €) mais que la normale n est orienté vers I’extérieur de €2, c’est-a-dire

vers I’intérieur de la boule (autrement dit n = —x/||«||. On utilise que AE = 0, que E ne dépend que de ||z|| et
qu'on a e
VE(z)=— 57 T2l
donc
VE -n= ii
2m |||
On obtient

1 1
/ E(Ayp)dx = 08¢ / (Vo(z)) - xdo — — pdo.
Q 2me C(0,¢) 2me 80

2. D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a |p(x) — ¢(0)] < |[Vo|loo||z|| pour tout z. Comme le périmetre
du cercle C(0, ) est 27e, nous pouvons donc écrire

1

1
5 pdo —¢(0)
2me ‘/0(075)

. /C o (e e0)do

\Y
2me C(0,¢)

< Vellce,
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ce qui montre bien que la quantité étudiée tend vers 0.
Si on applique ce qui précéde a la fonction ¢ : x — Vp(z) - = qui est également C*° & support compact mais qui
est nulle en zéro nous avons

1
— / P do
2me C(0,¢)

et cette quantité tend bien vers 0 avec €.

|log e = [loge| < [Villo|logele,

1
o /C o e —0)

Grace aux limites établies ci-dessus, et au fait que F(A) est une fonction intégrable sur R?, on peut passer a la
limite dans 1’égalité de la question 1 et donc obtenir

E(Ap)dz = —¢(0).
RQ

En utilisant le langage des distributions, cette égalité s’écrit

(AE,0)pp = (E,Ap)p p = —(00, ) D', D-

On a donc bien prouvé que —AFE = dq au sens des distributions.

. Le fait que u soit bien défini vient du fait que F est localement intégrable et que f est bornée a support compact.
Prenons une fonction test ¢ et calculons

(—Au,p)p p = (u, —Ap)p D
-~ [ ule)ae) @) da

- / ( | Bla—y)f)(A)(@) dy> d.

On applique maintenant le théoréme de Fubini (les hypotheses sont vérifiées car et f sont a support compact)
puis un changement de variable pour obtenir

(—Au, p)pp = */

]RZ

( [ B n@ee dx> F(w) dy
-/ ( [ BGGoG+) dz) Fw) dy

_/]Rz ( 5 E(2)(Ap,)(2) dz) f(y) dy

— | (E,Apy)p pf(y)dy

2

(AE, py)p pf(y)dy

2

:/RQ<507cpy>D/,Df(y) dy
:/r () f(y) dy
RZ

=(/, <P>D/,D,

T

ot on a posé ¢, : z — ¢(y + z) qui est également une fonction de D(R?).
Le résultat est bien démontré.
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