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Equations de transport
Correction

Correction de I’exercice 1

Soit (¢,2) — wu(t,z) une éventuelle solution réguliere du probléeme considéré. La vitesse du transport étant
constante, les courbes caractéristiques associées sont des droites données par

X(t,t0,x0) = xo + c(t — o).
Regardons comment la solution u évolue le long de ces courbes. Pour cela, on fixe zj € R et on pose
o(t) = u(t, X (¢,0,20)) = u(t, o + ct).
On calcule alors la dérivée de o en utilisant le fait que u vérifie 1’équation considérée :
©'(t) = Opu(t, o + ct) + cOpu(t, mo + ct) = f(t,zo + ct).

Ainsi, ¢’ ne dépend que de f et on peut donc calculer ¢ par simple intégration
t t
o) = 9(0)+ [ ¢'(s)ds = unlan) + [ fls,z0+ ).
0 0
On a donc montré la formule
t
Vo € R,VE > 0,u(t, xo + ct) = up(zo) +/ f(s,xo + cs) ds.
0

Il s’agit maintenant de remonter les caractéristiques, c¢’est-a-dire pour tout (¢, z), on cherche x( vérifiant z =
o + ct, ce qui donne bien slir xyp = x — ct. Ainsi, on a

¢
vt >0,V € R, u(t,z):uo(xfct)Jr/ f(s,x+c(s—1))ds.
0

Ceci montre que, si la solution u existe, elle est nécessairement donnée par cette formule. En réalité tous les
calculs effectués ci-dessus sont des équivalences et donc cette fonction u est bien solution. On peut bien entendu
s’en convaincre en calculant ses dérivées partielles (sous I’hypothése f € C1).

Correction de I’exercice 2

1. Sic = 0,le probleme devient O;u+a(t, z)u = 0, c’est-a-dire une équation différentielle ordinaire linéaire
par rapport a la variable ¢, dans laquelle x n’est plus qu’un parametre. Cette équation se résout a la main

u(t, ) = o () exp (- /O a5 2) ds> .

2. La définition des courbes caractéristiques est donnée par le probleme de Cauchy

d
—X = X

pm (t,s,2) =c(t, X(t,s,x)),
X(s,8,2) = .

Comme c est réguliere, le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique et montre I’existence et ’unicité de
solutions maximales a ce probleme de Cauchy. De plus, comme c est supposée bornée, on a vu en cours
que les solutions de ce probleme sont nécessairement globales (car elles ne peuvent pas exploser en temps
fini !).
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3. Pour z fixé, on pose ¢(t) = u(t, X (¢,0,)) et on effectue ce calcul (maintenant classique) :

o) = 8tu(t,X(t,0,x))+%X(t,o,x)awu(t,X(t,O,m))

Opu(t, X (t,0,z)) + c(t, X (¢,0,2))0u(t, X (t,0,z))
= 70’(t7 X(tv 0, x))u(ta X(tv 0, 1’)) = 70‘(157 X(ta 0, x))@(t)

4. On est grosso modo ramenés a la premiere question : ¢ vérifie une équation différentielle linéaire dont =
est un parametre. On obtient donc par calcul direct

u(t, X(¢,0,2)) = p(t) = u(0, z) exp (—/0 a(s, X(s,0,x)) ds) .
=uo(z)

Il faut maintenant remonter les caractéristiques. Ainsi pour y € R fixé, on introduit x = X (0,¢,y) de
sorte que

atte) = X0t (= [ alo. XG5t 5

ce qui donne I’unique solution du probleme considéré.

5. At > 0 fixé, il suffit de prendre la valeur absolue de la formule précédente et de majorer chaque terme
pour avoir le premier résultat.
Si maintenant a et ug sont positives, on voit sur la formule que u est bien toujours positive. Par ailleurs,
on a les majorations
—a(s, X(s,t,y)) < —inf(a), Vs,t,y € R,
U'O(X(07 t7 y)) S sup uo,
qui donnent la seconde inégalité souhaitée.

6. La nouvelle équation proposée peut se mettre sous la forme précédente en remarquant qu’elle s’écrit
Opu + c(t, x)0pu + (a(t, z) + Oge(t, x))u = 0.

Dans le cas oi a = 0 et ¢ indépendant de ¢, on peut appliquer la formule ci-dessus qui donne

u(t, ) = ug (X (0,1, 7)) exp <— /0  Bue(X (5.4.2)) ds) .

— Pour les points z tels que ¢(x) = 0, on sait que la caractéristique associée est constante X (s,t,z) = x
et on obtient donc
u(t,z) = up(x) exp(—tc (x)).

Si maintenant ¢(x) # 0, on sait que ¢(X (s,t,x)) # 0 pour tous ¢ et s (pourquoi ? ?). Calculons alors
I’intégrale dans I’exponentielle en utilisant la définition des caractéristiques

¢ B b 0,e(X(s,t, 1)) d st 1) ds
/OGIC(X(s,t,x))dS—/O “(X(s.t1) dsX( Jta)d

=(8s log ) (X (s,t,)) =¢(X(s:t,2))

_ / (9 Tog [c]) () dy = log

c(z) c(z)
X(0,t,x) t t

<x<o>>’ o (M) |

car ¢ ne peut changer de signe le long de la caractéristique. En remettant tout cela dans I’exponentielle,
on a bien montré

ult, ) = uo(X (0,4, z)) L0 42)

ce qui est la formule attendue.
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Correction de I’exercice 3

1. On regarde ici aussi I’évolution d’une solution éventuelle le long des caractéristiques (qui ici sont des
droites) en fixant x et en posant ¢(t) = u(t,x + ct). On trouve

¢ (t) = o(t)?, avec ¢(0) = up(z) <0.
Comme ¢(0) < 0, cette équation différentielle a une solution définie sur tout [0, 00| et donnée par
1 1

@(t): 1 1
=2 ' wmm

Ainsi, en remontant les caractéristiques on obtient la formule

1
u(t,x) = PO——
T ug(z—ct)
2. Le début du calcul précédent est toujours valable, mais si ¢(0) = ug(x) est strictement positif, on sait
que ’'EDO ¢’ = ¢? explose au temps ﬁ Ainsi, le temps d’existence de la solution de 1’équation aux
dérivées partielles est le minimum de tous fes temps d’explosion obtenus. Ainsi, on a trouvé

1

T = ——
Supg Uo

La formule pour u(¢, x) obtenue ci-dessus est encore valable pour tous les ¢ < 1.

3. Les calculs sont strictement identiques en remplagant la formule explicite des caractéristiques x + ct par
la formule générale X (¢, 0, z) qui dépend bien siir de la vitesse ¢ choisie.
Ce qu’on peut remarquer, ¢’est que 1’équation différentielle qu’on obtient sur ¢ est strictement la méme et
donc que le temps d’existence maximal de la solution 7™ est le méme quelle que soit la vitesse ¢ choisie.
Ceci reflete le fait que I’explosion éventuelle des solutions est pilotée par le terme non-linéaire et pas par
le terme de transport linéaire.

Correction de I’exercice 4

1. On multiplie I’équation par P~! et on obtient

o(P~U)+ P 'APO,(P'U) = 0.
N——
=D

Ainsi la fonction (¢t,7) — V(t,x) = P71U(t, ) vérifie un systtme d’équations découplées vu que
P~'AP = D est diagonale. Plus précisément la premiére composante v, de V' vérifie

Oyv1 + A\ 0zv1 =0,
alors que la seconde composante vy vérifie
Opva + A0z vo = 0.

Ainsi, on trouve vy (¢,2) = v1 (0,2 — A1t) et va(t,2) = v2(0,2 — Aot). On retourne 2 la variable U en
multipliant par P, ce qui donne

Ult,z) = P ((é 8) Py — Mt) + <8 2) P Up(x — )\gt)> .

Si on connait P, A et Ay on peut bien sir expliciter cette formule plus avant.
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2. On rappelle que toutes les normes de R? sont équivalentes, 1’idée est donc de choisir la norme la plus
adaptée pour obtenir le résultat. On choisit donc la norme U — ||P~1U]||2 ol ||.||2 est la norme eucli-
dienne sur R2.

D’apres la formule précédente, on a pour tout ¢ € R et pour tout z € R,

Ut 2)] = [P~ Ut 2)||s < H (é 8) P Uo(2 — M) ’(8 2) P )|

< HP_on(J? — /\1t)H2 + HP_lUQ(J? — /\Qt)HQ < 25%}3 ||U0()H

+
2

3. — Preuve directe par le calcul : Si A est symétrique réelle, on sait que A est diagonalisable en base
orthonormée, ce qui revient a dire qu’on peut choisir la matrice P orthogonale. Dans ce cas, les normes
|I|| (définie a la question d’avant) et ||.||> sont égales, on a donc

2

)

2

1 0 _ 0 0 _
vtz =| (5 o) P vt -x0+ (§ §) P -

2 2
0 0
G )

2

Or, on remarque que pour tout X,Y € R2ona

2
10 0 0 10
G o) -6 o)

2
/ (é 0> P Uy (z — M\it) dﬂc+/
R 2 R

donc

/ WU, 2)|3 de
R

2

dzx
2

0 0\ ,—
(0 1>P Wo(x — Aat)

2

o

o 1 0 1 0 0 —1
2

B 10 L 0 0\ .,

= / ( 0) P~ Uy(x (0 1) P~ Up(x) ) dx

/HP 1Uo £E)H2 dz:/R”UO(x)”; de

— Preuve plus rapide : On calcule la dérivée en temps de la norme L? au carré de la solution

% (/R |U(t,$)|§dx) = Q/R (atU(ta$)7U(t,;c))2dm
- _2/ (A0,U(t,2),U(t,x)),dz = — / 0, (AU(t2), U(t,2)),, di — 0,
K R

car, t étant fixé, x — U(t, x) est & support compact (voir la formule explicite qui donne U en fonction
de la donnée initiale).

4. (a) Notons u; et ug les deux composantes de u et uq o et us o les données initiales pour chacune de ces
deux composantes. Le systeme étudié s’écrit

Oy + Ogug + Ogug =0
BtuQ + 8;51/42 =0.

On voit que la seconde équation est découplée de la premiere, ce qui nous permet de déterminer
d’abord us, puis ensuite u;. Tout d’abord on obtient

ug(t, ) = ug,o(x — t).

Puis (utiliser I’exercice 1 par exemple) on trouve

t
ur(t,z) =ur oz —t) + / —uy o(x — t) ds = uy o(x — t) — tuy o(x — t).
0
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La solution ainsi obtenue n’est clairement pas bornée sur R* x R. Par exemple si u; o est nulle et
que uj o est non nulle, on voit que la norme infinie de uz (¢, .) augmente linéairement avec le temps.
Néanmoins, les solutions sont bornées sur tout intervalle de temps compact [0, 7.

(b) La vérification du fait que U, est solution est évident. La donnée initiale correspondante est donnée
par
sin(nx)
U,(0,2) = .
n(0,2) <— cos(mc))

Donc ||U, (0, .)||c = 1, alors que
1T (t, )l = €

On ne peut donc pas avoir I’estimation étudiée, méme de facon locale en temps, car on voit qu’on a
construit une famille de solutions qui la contredit.

Correction de I’exercice 5

On constate que tous les schémas proposés ne dépendent que du nombre v = cAt/Axz.
1.

— Schéma décentré a gauche : Il s’agit d’un simple calcul qui donne

aspac(E,v) = (1 —v) +ve VI,

puis
Slglp |aSDAG(§7 V)|2 = maX(L (1 - 21/)2)'

La condition de stabilité est donc 0 < v < 1.

— Schéma décentré a droite :
aspap(&,v) = (1+v) —veV 1
puis
sup |aspap (&, v)|? = max(1, (1 + 2v)?).
13

La condition de stabilité est donc —1 < v < 0.

— Schéma centré

asc(&,v) =1+ vV —1v(sinf),
puis
sup lasc (&, v)[> =1+ 2.
3

Le schéma n’est donc jamais stable.

Pour le schéma de Lax-Friedrichs, on trouve
aspr(&,v) = (1+0v)/2e% 4+ (1 —v)/2e" = cos€ + v/ —1vsiné,

donc
Slgp |aSLF(§7 V)|2 = maX(L |V|2)'

Le schéma est stable sous la condition |v| < 1.

Correction de I’exercice 6

1.

En introduisant v = c¢At/ Az, le schéma s’écrit
1
uptt = (2 = v)uily + (v = Duily.

La monotonie est donc équivalente a 1 < v < 2.
Pour que le schéma soit exact pour toute donnée initiale, il est nécessaire que u?“ ne dépende que d’une
seule valeur u7. Il faut donc v = 1 ou v = 2. Supposons le schéma exact au temps n : u;’ = u(t™, z;),

Vi € Z. La valeur exacte de la solution au temps "1 est donnée par u(t"*1, x;) = u(t", z; — cAt)
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— Siv=1,ie cAt = Az,onabien u(t" ', x;) = u(t™, x; — cAt) = u(t", x;_1) = uP , = ul.
— Siv=2,ie cAt = 2Ax, onabien u(t"t! ;) = u(t", z; — 2cAt) = u(t, v;_0) = ul 5 = ul .

. Le facteur d’amplification s’écrit
a(v,§) = (2 - 1/)675‘/?1 + - 1)6725\/771 — ¢ 3/26V~1 ((2 — 1/)65/2\/?1 + (v — 1)675/2\/771)

= e 27T (cos(¢/2) + V=1(3 — 20) sin(¢/2)) .

Ensuite on trouve
sup a(v, &)[? = max(L, (3 — 2)?).
§

On trouve bien que ce sup est plus petit que 1 des que 1 < v < 2.

. De fagon usuelle, on définit I’erreur de consistance par la formule

no__ U(tn+1,1‘i) — u(tnvxi) c 1 n n
R} = AL Ar At (u(t™, zi—1) —u(t", zi-2)),

ol u est la solution du probleme considéré. Utilisons les formules de Taylor suivantes autour du point
(tn’ 131)

At?
uw(t" T xy) = u(t”, z;) + AtOu(t™, ;) + Tafu(T”, x;), avec T €Jt" t" ]

A 2
u(t™, wi—1) = u(t", x;) — Axdu(t”™, x;) + T‘”agu(t",g?), avec &' €|x;_1, ;]
u(t™, xi_o) = u(t™, x;) — 2820, u(t”, x;) + 282202u(t", (1), avec (" €]xi_a, i].
On en déduit

n __ n Al’ n At 2 n AxQ 2 n ¢n
Rz’ - atu(t 71'1) + Ktazu(t axz) + ?826 ’LL(T 7x1) - TAtaxu(t agi )

c 1 n sz 2 n o ¢n 292 n n
+ (Ax — At) (Am@xu(t ,xi) + Tazu(t LEM) = 2Az7 0 u(t”, (] )) .

En utilisant le fait que u est solution de 1’équation de transport, on trouve

At Az? Az?

n _ —" 92 no.0\ _ 2, (4N ¢n _ }2 n o ¢n\ _ 992, (4n n
R} = 5 O u(r™, x;) —QAt(?zu(t JEM) 4+ (ch NE ) (26mu(t LEM) — 20u(t™, ¢ ) -

A priori les termes en Ax?/At sont désagréables mais il est bon de ce rappeler que ce schéma ne sera
stable (et donc utilisable) que sous la condition CFL 1 < v < 2, c’est-a-dire sous la condition

1 <cAt/Ax <2.

Ainsi les quotients At/Ax et Ax/At ne peuvent pas devenir grands sous peine de sortir de la zone de
stabilité du schéma. Ainsi, sous la condition CFL ci-dessus, les termes en Ax2 /At peuvent étre majorés
par cAx et on obtient I’estimation

IR} < C(AL + Ag),
ou C' ne dépend que des dérivées secondes de w.

. Pour toutn > 0, onnote U™ = (u(t", z;)); le vecteur composé des valeurs exactes de la solution. On note
également le schéma sous la forme compacte U™ = SU"™. De sorte que I'on a U™t = SU™ + AtR".
Ainsi Uerreur E™ = U™ — U™ vérifie I’équation

E™t = SE™ + AtR".

Sous la condition CFL, on a vu que le schéma est monotone et donc L stable (car il préserve les
constantes !) et méme mieux ||S||oc < 1. Ainsi, on a

v > 0, |E"HH| < [ B [loo + At R |-
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Comme E° = 0, on obtient par une somme télescopique immédiate

n
sup B < 3 AR | < Cr(At+ Ag).
n<T/At =1

Correction de I’exercice 7

1. La technique usuelle consiste a étudier I’évolution d’une solution éventuelle le long des caractéristiques.
On trouve

d
ﬁu(t, x+t)=—au(t,z +1),

et donc par intégration
u(t,z +t) = ug(x)e .

Il s’en suit
u(t,z) = up(x — t)e .

2. (a) Le calcul de I’erreur de consistance est tout a fait identique a celui du schéma décentré a gauche
standard car le nouveau terme est inoffensif. On trouve un schéma d’ordre 1 en temps et en espace.

(b) On pose v = At/Ax et on écrit le schéma sous la forme

ul Tt = (1 — v — aAt)ul +vu_,.

La condition de positivité est donc donnée par
0<v<1—aAt

Si « est négatif, cette condition est moins contraignante que la CFL usuelle du schéma décentré a
gauche. Si « est positif, on voit que cette condition ne peut étre réalisée que si At < 1/a, ce qui
peut étre contraignant en pratique si « est grand.

(c) Si U™ est une constante, U™ T est aussi une constante donnée par U™ ! = (1 — aAt)U™. On note
D le vecteur ne contenant que des 1. Aurang n on a

U |ooD < U™ < [|U" [0 D-
Sous les conditions assurant la positivité du schéma (qui est linéaire !), on a donc
U loo(1 = aAt)D < U™ < (1 = aAL)||U™ || D,

ce qui fournit
||Un+1HOo < (1 — aAt)|U"| co-

(d) Par I’argument usuel, on trouve

sup  [[U"|oo < [[U°[|oce™ 7,
T/At

ni

ce qui fournit la stabilité L°°.

Correction de I’exercice 8

1. II s’agit d’un simple calcul utilisant le théoreme de Schwarz
02u = 0(0pu) = —c0y(Opu) = —cOy(Ogu) = c20%u.

Cette nouvelle équation satisfaite par u est appelée équation des ondes car c’est I’équation qui apparait
naturellement pour la description de tous les phénomenes ondulatoires (propagation de la lumiere, du son,
des vagues, etc ...)
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2. La définition de R} est standard

R w(t™t ;) — U(t",xi)+cu(t”7xi+1) —u(t", ;1) _CQEU(W’“‘H) —2u(t", z;) + u(t™, i_1)
v At 2Ax 2 Ax? '

On utilise maintenant les formules de Taylor suivantes autour du point (¢™, 2;) (qu on n’écrit pas pour
simplifier les notations)

w2 = ut Ao+ 2 20 4 AL Gpu(er n glgn, gt
y L) = U+ B P U+ 6 tu(Tiﬂl'Z)v avee 7; €]t )t [’

n A‘rz 2 AxS 3 n o ¢n n
u(t", ziy1) = u+ Azdyu + — dut Taxu(t &), avee & Elwi, wiga;

n A$2 2 x3 3 n s n n
u(t™, xi—1) = u — Axdyu + Tawu - Taxu(t .G, avec ( €]mi—1, ;.

On obtient
A A 2 A 2 A 2
R = dyu + gafu + Tt@fu(rf,xi) +c (@Cu + Txai’u(t",f?) + Txagu(tnv Czn))
A A A
- S8 (ot romien g + Sl ).

On utilise maintenant le fait que u est solution de 1’équation de transport mais aussi de I’équation des
ondes (Cf. la premiere question), il reste
2
gr = A
Y6

2 2
Bu(ry, x;)+ <A§agu(t”,gf) + A%@i’u(t", <,ﬂ)> _02% (A;aiu(t",ff) + Agjﬁgu(t”,@”)) .

On trouve donc bien
IR} < C(AE + Az® + AtAz) < C'(At? + Az?),

en utilisant I'inégalité de Young AtAz < 1(A#? + Az?).

3. On introduit v = cAt/Az. C’est un simple calcul qui donne
1 ) 1
Vo1 = 51/(1 +v), o=1—-v" 1= —51/(1 —v).

4. Le schéma est positif si les trois coefficients y_1,7g,y1 sont tous positifs. On constate que cela n’est
possible que siv = 0,ouv = —louv = 1.

5. Si on applique la schéma a un vecteur de la forme (e¥~'%);, on a vu que 1’on obtient un multiple de
ce vecteur, le coefficient multiplicatif obtenu est appelé facteur d’amplification a(&, v). Un calcul simple
nous donne ici

a(é,v) = (1 —v?) + v?cos(&) — v —1vsin(€).

En prenant le module au carré on trouve (avec p = v?)
a6, v) [P = (1 = ) + peos(€))® + psin(€)® = p+ (1 — p)* + 2p(1 — p) cos(€) + p(p — 1) cos(€)?.
6. On doit étudier le maximum de £ — |a(&, v)|?, ce qui revient & étudier le polyndme
¢ X =t (1= p)? + 2001 = )X + p(p — 1) X2,

sur Iintervalle des valeurs prises par cos(§) ¢’est-a-dire [—1, 1].

La fonction ¢’ s’annulle en X = 1. Il y a donc trois possibilités :

— Si pu(1 — pu) = 0, p est affine et donc constante égale a 1. Le schéma est donc bien stable.

— Sip(1 — p) > 0, le polyndme ¢ est concave et donc X = 1 est un point de maximum de ¢. Comme
¢(1) =1, onabiensup_; ;¢ = 1.

— Si pu(1 — p) < 0, le polyndme ¢ est convexe et donc X = 1 est un point de minimum de ¢ et dans ce
cas sup(_; 1) ¢ > 1, le schéma est donc instable.
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Ainsi, la condition de stabilité est donc 0 < (1 — ) ce qui donne 0 < p < 1. Comme p = v2 est
toujours positif, la condition de stabilité s’exprime donc sous la forme donnée dans 1’énoncé

-1 <v<1.
7. On a vu que le schéma est L2-stable sous la condition CFL ci-dessus. De plus on a estimé 1’erreur de
consistance a la question 2. La preuve de I’estimation de 1’erreur est donc strictement identique a celle du
cours.

Correction de I’exercice 9

1. Quand c; est positif, le terme de dérivée spatiale est décentré a gauche, tandis que si c; est négatif, ce
terme est décentré a droite. Comme on 1’a vu en cours, au moins dans le cas ol ¢ est constante, c’est
le bon choix a faire pour avoir la stabilité du schéma. En conséquence, ce schéma peut raisonnablement
s’appeler Schéma décentré amont.

2. La définition de I’erreur de consistance est standard

R — w(t™ T @) — u(t™, ;) it ut™, w) —u(t", wio1) - w(t™, xip1) — u(t™, x;)
' At ! Az ¢ Az

Par développements de Taylor au point (¢", x;), maintenant usuels, on trouve

BT o2u(tn, ).

At A
R} = Ou + 78tzu(7'i",xi) + ¢t (Opu — Txaiu(t",ﬁf)) —c; (Opu+ -

En utilisant le fait que ¢ — ¢; = c(z;) et que u vérifie I’équation au point (", x;), on trouve
At Ax _Ax
R = 7@2“(7?,%‘) - 03_7@3“(75”,5” —¢ 7@%“@",@”),

etdonc |R?'| < C(At + Az) ou C dépend seulement de la solution u.

3. On pose v; = ¢;At/Ax et on écrit le schéma sous la forme
n+l _ n + n - n
ul™ = (1= yiud + v uiy + v ugl,

etcomme v;" et v; sont toujours positifs, on voit que la positivité du schéma est équivalente a 1—|v;| > 0,
ce qui est le résultat attendu.

Bien que la vitesse soit variable dans ce probleme, le schéma préserve les constantes et donc la preuve
du cours permet, a 1’identique, de montrer la stabilité L°° du schéma sous la condition CFL obtenue
ci-dessus.

4. Sionpose U = (u(t", x;))icz, et erreur E™ = U™ — U™ alors I’estimation d’erreur s’écrit

> B < C(At+ Ax).

n<T/At
La démonstration se fait exactement comme dans le cours dans le cas a vitesse constante. Le schéma est
d’ordre 1 en temps et en espace.

5. (a) On ne peut pas utiliser ’analyse de Von Neumann car les coefficients du schéma ne sont pas
constants et donc le schéma n’est pas invariant par translation (v; dépend de ¢ !).

(b) On multiplie I’équation par u, ce qui donne 9 (u?) + ¢(2)d, (u?) = 0. En intégrant par rapport a
on trouve

% (/R u?(t, ) dx> = —Ac(m)@x(uz)(t,x) dx = Aamc(x)u2(t,x) dzx.
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(©)

(d)

(e)

®

(2

Ainsi

% (/Ru?(t,x) dx) < [9ucl e (/RUQ(t,a:) dx),

ce qui donne, par intégration, la majoration souhaitée

u(t, ). = (/Rzﬁ(m) dx) < g2 sellO=clioet

11 s’agit de multiplier le schéma par AtAzu] et de sommer sur 7. Ensuite, il faut effectuer les calculs
suivants

S Aa(upt — )l = ST - ST E - S0 - Ung,
€L

1
Do e At —uiluf =5 Y e Al = Juiy P+l — i)

i€Z €2
1 1
= izcht‘u?_U?qF"‘iZ(cj z+1)At‘“ %
i€Z €L

et
— n ny, n 1 — n |2 2 n n|2
Zci At(uiy — uit)ui = 5 Zci At(luity |7 = [ud[” = |utyy — uf]?)
€L €L

1
S Zc Atfu?, —ul'* + 3 D ey — ¢ ) At

zEZ 1€ZL
Le schéma s’écrit

+ —
cTAt c; At
uptt - = — zAm (ui —uiq) + ZAx (uiyq —uj),

en remarquant que les deux termes ne sont jamais simultanément non nuls, on obtient
ZAtQ (c; )2 At
+1 2 _ +1 2 2
01073 = 3 sl P = 3 o (LS g - LR, —a?)
i€Z i€Z
Sous I’hypothese |c;|At < Az on a donc bien

n " c; At un c; At un
ot = o < 3 e (St - P+ S it - ).
1€EZL

11 suffit de constater que les fonction ¢ — ¢ et t — ¢~ sont 1-lipschitziennes et donc par exemple
par le théoreme des accroissements finis, on trouve

|Ci+ — Cz‘j—l‘ < i — cit1] < Az]|0zc| 0o,

idem pour c; .

D’apres la question (d), la somme des troisieme et quatriéme termes de la formule obtenue en (c)
est positive, et le cinquieéme terme se majore par la question précédente :

[T HIE = 1T 5 < 201 0sclloc ALNT™I3,

ainsi on a
107413 < (14 20|8sell o0 A1) [U73

On conclut grace a I'inégalite usuelle 1 + ¢ < e?, V¢ > 0 qui donne

|01 < e2onele At 2,

puis le résultat attendu par récurrence.
Le schéma proposé est donc bien L2-stable.
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Correction de I’exercice 10

1. La matrice A proposé admet une valeur propre strictement négative A; et une valeur propre strictement
positive Ao. On note V7 et V, deux vecteurs propres associés.
— Si on prend Uyp(z) = fo(z)V4 avec fo : R — R. Alors on a U? = fo(x;)V; et on peut voir que la
solution du schéma (SDAG) s’écrit sous la forme U;* = f*V; ou f]* est solution de

+1
A N

i—1
A thMTa O

On a donc affaire au schéma décentré a gauche usuel pour une vitesse A\; < 0, dont on sait qu’il est
instable.
— Si maintenant on prend Uy (z) = go(z)Vz avec go : R — R. Alors on a U? = go(x;) V4 et on peut voir
que la solution du schéma (SDAD) s’écrit sous la forme U* = g;*V> ou g;* est solution de
+1
g —gar W 941 — 9"

At Ar 0-

On a maintenant un schéma décentré a droite pour une vitesse positive ce qui est également instable.

2. Comme A est diagonalisable dans R, on écrit A = P~!DP avec D diagonale réelle. On définit D+ et
D~ les parties positive et négative de D. On abien DT + D~ = 0, DY D~ = D~ D% = 0 et donc en
posant At = P"'DtPet A~ = P~1D~ P, on a bien le résultat.

3. (a) Enposant V;* = PU, on voit que V;"* satisfait le schéma
Vin+1 — Vzn Vn z+1 -V

p+Yi D- A
At Az Aw ’

qui est un systeéme de d équations découplées. Celles correspondant aux valeurs propres positives
sont décentrées a gauche et celles pour les valeurs propres négatives sont décentrées a droite. Ainsi,
chacune des équations fournit un schéma stable si | A\x|At < Az pour k = 1, 2. Ces deux conditions
reviennent bien 2 la condition p(AT)At < Az et p(A™)At < Ax.

(b) Ce calcul est standard et ne présente aucune difficulté par rapport au calcul effectué en cours (voir
aussi ’exercice précédent).

(c) Si A est symétrique, on sait qu’on peut choisir P orthogonale et donc A* =¢ PD' P est bien
symétrique, de méme que A~
Le calcul proposé donne

1 n 1 n n n n n n — TL n
U - 10 - Sl o ar Y (arr-vz ). ur )+ar Y (4@, -un.ur) =0,
€L I€EZL

Par des manipulations maintenant usuelles, on a
TS = U3 = U™ = um3

ey (AN = U207 = U2 ) - 8 Y (AU - UL U - 07 =0

I€EL 1€EZL

En repartant du schéma, et en utilisant le fait que AT A~ = A~ A" = 0, la symétrie de ces matrices
et le fait que Sp(A*) C R* et Sp(A~) C R, on a pour tout i et tout n

2

n n At n n At — n
71 = U P = || S AT (OF = U2 + oA~ - U7)
At N L VN N
:HMAJF(Ui -Uity) +HA$A (U i+1 -Uy)
p(AT)AL At n rm p(AT)AL [ S, n
< AR (e — v op - vz ) - PO (- ooz - o)

SM(AJF(Ui -U),U" = i—l) —AI<A (Ui = U), Ul U>
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(a)

(b)

()

En remettant cela dans 1’égalité ci-dessus, on obtient bien que ||[U™ ||y < ||[U™]|2 et le schéma est
bien L2-stable sous la condition donnée.

Les valeurs propres de A" sont de la forme (u + A)/2 ot o € SpA. Donc si A > p(A), on a bien
que les valeurs propres de A1 sont positives. Idem pour A~

La condition s’écrit

—— max ()\ + max Sp(A4), A — min Sp(A)) <1.
x

11 faut donc choisir A qui minimise la quantité max ()\ +max Sp(A), A —min Sp(A)) tout en étant

supérieure & p(A). La valeur optimale est bien donnée par A = p(A) et la condition de stabilité est

plus faible que la condition
At
A — <
PA) 5, <

Comme le calcul de p(A) peut ne pas étre facile, on choisit A = Axz/At. Dans ces conditions, la
condition de stabilité s’écrit encore p(A)At < Az et le schéma devient

1.

UZ_"-H -upr A o — Ul n Ul +200 -U", —0
At 2Ax 2At ’
ou encore U 4un
n+1 i i n n
Ui+ B 12 = +AUi+1_Ui—1 :0
At 2Ax ’

et on retrouve donc le schéma de Lax-Friedrichs.
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