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Analyse Numérique - Projet
A rendre au plus tard le mercredi 19 décembre 2007

SCHEMAS NUMERIQUES POUR LE TRANSPOR2D

e Ce qui vous est demandé :

— Reédiger les réponses aux questions de I'énoncé en lesdiiide cas échéant, par les résultats numériques
obtenus par vos programmes MATLAB.

— Fournir également vos programmes MATLAB. On fera un progree différent pour chacune des deux
parties de I'énoncé (ce qui n'empéche pas d'utiliser le eepoller).

e Conseils importants :
— Lire tout le sujet avant de commencer.
— Avant de vous lancer dans la programmation, écrire surgpapi

— Un canevas rapide de ce que vous devez mettre dans votreapnog principal et dans quel ordre
(initialisation, calcul proprement dit, sortie numérique graphique des résultats, etc ...).

— Laliste des variables principales que vous allez utiljserchoisira des noms de variables suffisament
explicites), en précisant la taille des vecteurs et desioastipour éviter lest(eés fréquenteg erreurs
dans les indices ...

— Les fonctions annexes que vous devrez éventuellementgsnoger (celles qui contiennent les données
initiales par exemple).

— Ne pas hésiter a utiliser les lignes de commentaires danBLMRB (les lignes qui commencent pé&t)
pour bien signaler les différentes parties du programmaiglaification des variables, etc ...

A lafin, le programme doit étre lisible par quelqu’un d’aufge vous et on doit pouvoir comprendre a peu

prés ce que le programme fait.

e Quelques commandes MATLAB utiles :

— Soitx un vecteur ligne de tailldix contenant legz;);, y un vecteur ligne de tailldly contenant legy;);,
etUune matrice de taillélx x Ny contenant des valeu(s; ;); ;.
- Tracé de la surface définie par la matrice sur f (x,y, U ).
- Tracé dek lignes de niveau d& : cont our (X, y, U , k).
Remarquez bien la transposition de la matricdJ dans ces commandes!!

— Pour gérer les problémes de périodicité xQita dont deux réelsypod( x, a) renvoie le reste modula
dex.

1 Vitesse constante

On se place en dimension 2 d’espace (les variables d’espataatées: ety, la variable de temps est notée
t de facon usuelle) et on s'intéresse dans cette premierie parprobléme suivant

{ Opu + adyu + bdyu = 0, Vt > 0, ¥(x,y) € R?, 1)

u(t =0,z,y) = uwo(z,y), VY(z,y) € R2,
oua etb sont deux constantes réeliesn nullesetu, : R? — R une fonction réguliére donnée.

1. Démontrer que le probleme (1) admet une unigue solutiguligrew que I'on calculera explicitement en
fonction deuy, a etb.
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Fic. 1 — Maillage en espace et représentation des inconnyes

2. On cherche a construire un schéma aux différences finigsgegrobléme. Il faut tout d’abord discrétiser
le domaine spatidk? : on se donne un pas d’espate dans la variable: et un pas d’espacfy dans la
variabley (a priori on aAx # Ay) et enfin on se donne un pas de terdys
Les points de discrétisation en espace (voir la Figure 1) donc les(x;, y;) i, j)ez> avecz; = iAx et
y; = JjAy.

On considére le schéma aux différences finies suivant pqocer le probléme (1) :
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(&) Montrer que le schéma (2) est positif si et seulement si on

alAt DAt
— 4+ — < 1.
a>0, b>0, Ax+Ay_ (3

(b) OnnotelU™ = (u7;) (i j)ezz pour toutn > 0. Montrer que sous les conditions (3), on a I'inégalite

HUn+1H2 < HUnH27 Vn > 0,

1
0 |[Ufl2 = (X2, Avdylui,[?)”
(c) Définir et estimer I'erreur de consistangg ; de ce schéma avec le probleme (1).
(d) Montrer que pour toutes valeurs 8¢, Az, Ay le schéma (2) n’est jamais exact : c’est-a-dire qu’on

peut toujours trouver une condition initialg pour laquelle la solution du schéma aprés le premier
pas de tempaz{j soit différente de la valeur de la solution exacté\t, z;, y;).

(e) Programmeren MATLAB le schéma (2) sur le domaine sp@tial —1, 1[x]—1, 1[ et sur I'intervalle
de temps0, 7' en utilisant des conditions aux limites périodiques a la &ix et eny.
Présenter quelques résultats numériques bien choisiduptiént la stabilité ou la non-stabilité du
schéma pour différentes valeurs@e, At, Az, Ay.
() On choisit dans cette questidh = 1 et on prendh = 2 etdb = 0.5. On prendra la donnée initiale
suivante :
ug(z,y) = exp(—20(2® + 3?)).



PrendreAz = 0.1, Ay = 0.2 (en choisissant correctement le nombre de points de disatién en:

et eny) et déterminer une valeur d&t sous la formeAt = % M € N, pour laquelle on sait que le
schéma est stable.

Ces valeurs étant fixées, calculer la solufi?f du schéma a l'instant final = M. Calculer I'erreur
Ey = |[UM = UM|o o0 UM = (u}h = u(T, a:i,yj))(ij)ezw u étant la solution exacte (donnée
explicitement en fonction de, dans la premiére queétion). On prendra garde aux conditens
périodicité pour calcules(T, -, -).

Pourk € {1, 2, 3,4}, relancer votre programme en divisant les valeurs utiiselessus daA¢ , Ax
et Ay par2” respectivement. Calculer la valeur de I'errdiif a I'instant final notéev;, dans chacun
des cas.

On pourra dans chaque cas tracer (commande ) dans deux sous-figures (commarsdgpl ot )

la solution exacte a l'instant findl et la solution approchéé™’.

(g) Comment varieZ;, en fonction dek ?

2 Vitesse variable

On s'intéresse maintenant au probléme suivant

(4)

O+ a(y)Orpu + b(z)0yu =0, Vt >0, V(z,y) € R?,
U(t = wavy) = uo(x,y), V(J?,y) € RQ;

ol a etdb sont deux fonctions régulieres tkedansR. On prendra garde au fait quene dépend que de la variable
y etb ne dépend que de la variabte
1. On suppose dans cette question gitg = —y etb(z) = z.
(@) Pour toutXy = (z0,40) € R? déterminer explicitement une courbe paramétré®éenotéet <
R — X (t,0, Xo) € R? vérifiant X (0,0, X) = X, et telle que toute solutiom de (4) soit constante
le long de la courbe, i.e. telle que

d
rult, X (2,0, X0)) = 0.

Ces courbes sont bien entendu appelégsourbes caractéristiques du probléeme
Dans le plan(z, y), tracer quelques unes de ces courbes caractéristiquash@@ées pat, en indi-
guant le sens de parcours. Quelles sont les particulaitésslcourbes ?
(b) Donner une formule qui donne pour taut, y la valeur deu(¢, x, y) explicitement en fonction dey
dans ce cas précis.
2. On revient maintenant au cas générahat b sont deux fonctions réguliéreslebrnéesquelconques. On
notea; = a(y;) etb;, = b(x;) et on considére le schéma suivant pour approcher le proliéme
n+1 _
,J

At

n. ut. —ut
2¥] +(aj)+ (2] Awl 1. —(a

u u

no_n
_ Ui T Wy

2 Az
. — . u. —um.
+ (by) TR Aywl - (bi)—iwty 2L =0, Vn>0,Y(i,j) € Z%.

ug ;= uo(wi,y;), V(i,j) € Z°.

®)

(a) En s’inspirant de la premiére partie du sujet et des elentmités en cours et en TD, déterminer la
condition CFL sous laquelle ce schéma est positif. Montter spus cette condition, le schéma (5)
estL>°-stable.

(b) En pratique, le probléme des conditions aux limites deuprobléme (4) est assez délicat. Nous
allons tout de méme continuer a travailler avec des contditaux limites périodiques (méme si ce
n'est pas une trés bonne idée en réalité!). Pour éviter @sligmes on arrétera les calculs avant que
le “support” de la solution numérique ne touche le bord du diow. On prendra les deux données
initiales suivantes

uo(z,y) = exp(—20(z* + y%)), (6)



ug(z,y) = exp (—20[(z — 0.3)* + (y — 0.3)%]) . 7)
Dans ces conditions, programmer le schéma (5) dans le(eas= z etb(y) = y.

(c) Dans le cas de la donnée initiale (6), vérifier que la fdendlonnant la solution exacteobtenue a la
guestion 1-b) peut se simplifier. Quelle propriété remabipide cette solution exacte observe-t'on?
Comparer avec les résultats numériques obtenus avec vogeame pour différentes valeurs de,

Ax et Ay convenables. On pourratracer les solutions exactes edelpfes avec la commansler f
et éventuellement proposer une animation qui montre ligiarh de la solution approchée et de la
solution exacte au cours du temps.

(d) Pour la donnée initiale (7), comparer également la smiugxacte a la solution approchée obtenue
par votre programme. On pourra la aussi choisir différenédsurs deAt, Ax et Ay.



