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Partie 1 : Résolution explicite dans un cas particulier
(a) On obtient les fonctions
u(x) = ix + K1 + K™,
C

ou K1, K5 € R sont des constantes d’intégration.
(b) On vérifie qu'il existe un unique jeu de valeurs paday et K> qui convient et on trouve

N\ ]‘ f . c f cT
u(z)—l_ec<cz(1 e) C(l e ))
(c) On calcule la dérivée secondeweon trouve
UN(.’L') _ c ecmf.

T 1—ec

Orcetl —e€ sont de signes opposés, ce qui montre que forr0, » est bien concave. Comme
par ailleursu(0) = u(1) = 0, on obtient bien que est positive (car la courbe est au-dessus de
sa corde).

Partie 2 : Principe du maximum dans le cas général

(a) Commeu est continue sur le compaftt, 1] on sait qu’elle atteint son infimum, mais comme
u(0) = u(1) = 0 et queinf u < 0, cet infimum ne peut étre atteint sur le bord, d’ou I'existenc
d'un tel zg.

(b) On peut par exemple utiliser I'inégalité de Young
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On obtient le résultat avelg > % (N.B. : I'inégalité est bien stricte y compris poye= 0!1).

(c) Commee® = 1, le terme qui contient dans la définition de, s’annulle ez = 0 etz = 1, on
a donc bieny(0) = v(1) = 0. De plus, on a

v(wo) = u(o) +e(1 — e~ =) <o) + ¢,

et commeu(xy) < 0 ete < |u(zg)|, on a bien que(zy) < 0.

(d) L'existence det s’obtient de la méme maniére qu'a la premiére questiorest continue sur
[0,1], elle y atteint donc son infimum qui est forcément négatifidap) < 0 donc elle ne peut
pas atteindre son infimum sur le bord.

Commez est un point de minimum dequi est une fonction de clas€8, on sait que sa dérivée
premiére s’annulle en ce point et sa dérivée seconde esiveasi nulle en ce point.



(e) On calcule
Dot = B,v — eR(1 — 2z)e~ Fell=2),
0%u = 020+ eR(2 + R(1 — 21)2)e Fr(1—o),
Les résultats demandés s’obtiennent en évaluant ces fesnenlz et en utilisant la question
précédente.

(f) Commeu est solution du problémed2u + c(z)d,u
Z et on obtient

f(x), on peut évaluer I'équation au point

f(7) = —0%u(@) + ¢(2)0u(d) < —eR(2+ R(1 — 28)? + ¢()(1 — 27))e~ 2(1=2),

Par ailleurs:(z)(1 — 2z) > —|c(2)]|1 — 22| > —||¢/l0|1 — 22|, d’0U le résultat demandé.
D’apres le choix deR dans la questioh (en prenanty = 1 — 2%), on obtient que le second
membre de l'inégalité précédente est strictement négatibac quef(z) < 0. Ceci est en
contradiction avec I'hypothése > 0 et prouve donc le principe du maximum.

Partie 3 : Schéma aux différences finies

(a) Le second membtE est donné paF' = (f(x;))1<i<n etla matriced par

(b)
(©)

(d)

2 c(x) 1

Ax? + Az - Ag? 0 0

) 2 c(x2) 1 0
Ax? Az Ax? Az Ax?
A= 0 1 c(xs) 2 c(x3) 1
Ax? Az Ax? Az Ax?
0 - 0
0 1 can) 2 +c(a:N)
Ax? Az Ax? Az

A n’est pas symétrique (saufsi= 0) mais elle est tridiagonale.

Le principe du maximum poud dit que siv et b sont deux vecteurs d&” tels quedv = b
etb > 0, alorsv > 0. La démonstration estxactementcelle vue en cours. On utilise ici la
positivité dec. En effet, on raisonne par I'absurde en supposant qu’itexia plus petit indice
1o tel que

Vi, = minv; < 0.

On a alors
Vig+1 — Ui Vg — Vip—1 Vip — Vig—1
bio _ _ % . %0 %0 ;0 +C(l'z‘0) () () ,
Az Az —— Az
N————
>0 <0 20 <0

ce qui prouve qué;, < 0. C’est une contradiction.
On en déduit qued est inversible car tout élément de son noyau doit étre a lfositif et
négatif, il est donc nul.

Soitu une solution de class#® su probléme. L'erreur de consistance est définie classigaem

par

w(wiyr) — 2u(z;) + ul(wi—1) —u(zi—1)
Ax? Az f(@i).

On peut aussi prendre la définition opposée, cela ne chasgatedlement rien. On effectue

ensuite des développements de Taylor standard pour obestimation donnée dans I'énoncé.

R;

+ C(J)i




(e) i. On sait quei est de class€? et qued?a = cd,i — 1 et donc, comme est de classé!, on
voit bien qued?i est aussi de clasg et donc quei est de classé?.

ii. A. Par définition de I'erreur de consistance donnée csts on a
R=AU - D,
d'ot AU = R+ D.

B. D’aprés la question d), on a

- i _ 1
1Rlloe < MAZ([[@"]|oo + 17" [loc) < 3,

dés quehz < §, par définition de.
Pour touti on a donc
(AU); = Ri +1>1— ||R||le > 1/2,
soit encore
AU >

1
-D.
-2

(f) On a vu queA vérifie le principe du maximum discret, doac! > 0. Si Az < §, d'apres la
question précédente on a 3
0<A'D < 2U < 2|lit]|oo D.

Ainsi, pour tout € RV, on a
_”UHDOD < U < ”U”ooDa

—NU|lwA D < A7'U < |U||A™ID,
A7 Ulloo < |UllsollA™" Dl|oo < 2[|U ||| oo,

d’'ou le résultat.
On vient donc de démontrer la stabilif€° du schéma sous la conditidx: < 6.
(g) Par définition de I'erreur de consistance d’'une part edchéma d’autre part, on a

AU =F, AU=R+F.

Donc, il vient
AFE =R,

et ainsi, siAz < ¢
[Elloe < IA™ ool Rlloo < 2llloo M Az (||t oo + [t [|oo)-

(h) 1l suffit de décentrer differemment le terme d’ordre




Exercice 2

. Les courbes caractéristiques associées a ce problémlesasnlutions du probléme suivant

d
EX(t, to, ]}0) = C(X(t7 t07 xo))a

X (to,to, zo) = To.
Elles sont bien définies globalement car la fonctiast bornée et donc il ne peut y avoir d’explosion
en temps fini.
. On posep(t) = u(t, X (t,0,z0)). On a

@' (t) = Opu(t, X (t,0,20)) + c(X(£,0,20))0pu(t, X (t,0,x0)).

De sorte que: est solution du probléme étudié si et seulement si on a

ety(0) = ug(xo).

. Quandy, = 0, 'unique solution du probléme de Cauchy précédent estrlatfon constantg(t) = 0,
carg(0) = 0. De méme sy = 1, la solution esy(¢t) = 1.

. Le probléme de Cauchy est localement bien posé d’aprhédeéme de Cauchy-Lipschitz. En réalité,
il ne peuty avoir d’explosion en temps fini car la solution pgy €]0, 1[ ne peut atteindre les valeurs
etl. En effet, par unicité de la solution du probléme de Cauchgsstait¢ > 0 tel quey(t) € {0,1},
alors la solutiony serait constante ce qui n’est pas possiblegay = yo €]0, 1.

. Il suffit de mettre bout & bout les ingrédients précédents ponclure.




Exercice 3

Partie 1 : Un schéma éléments finis pour un probléme elliptiqa
(a) Il suffit d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram (dont wérifie évidemment les hypotheses).

(b) Siu estde class€!, la dérivée faiblévu coincide avec la dérivée usuellé Si de plus: est de
classeC?, on intégre alors par parties et on obtient

1
/ (—7mu” +u— fluvder =0,
0

pour toute fonctiony € Hi (). CommeH:(Q) est dense dank? par exemple, on en déduit
que la fonction—7u" + u — f est identiguement nulle et donc queest solution classique du
probléme.

(c) Il suffit bien entendu de vérifier que; )1 <<~ est une famille libre. Pour cela, on considére une

combinaison linéaire nulle des
N
>_aipi =0,
=1
et I'on évalue en un point; avecl < j < N. Par définition des;, on trouve
Qj = 0,

et le résultat est démontré.

(d) On applique a nouveau le théoreme de Lax-Milgram & I'espa; qui est bien un Hilbert (car
sous-espace de dimension finie, donc fermé&igér)).

(e) On noteuy = E;.VZI u;p;. On prend alors les fonctions tests respectivement égales a tous
les;, ce qui donne les équations suivantes

N

Z U (T/Vgingoj dz + / Pip; dx) = /fgoi dx.

= I I I

On trouve doncd = (fl V%V@j d.]?)@j etM = (fI PiP dl‘)@j etl = (fl f@z’ d.]?)
La formule A = Az A se vérifie immédiatement par le calcul des coefficientsde

(f) On avu en cours qud est symétrique définie positive et vérifie le principe du maxmn ce qui
implique les mémes propriétés sdirDe plus, on a montré la propriété de stabiljté ||« < 1
ce qui implique le résultat attendu sdr



(g9) Tous les coefficients d&f sont des intégrales de fonctions positives, dbh¢> 0.
Onadonw = Zi’il v;p; de sorte que

(MV,V) = iiw (/1 ©ip; da:) = /IUQ dz.

i=1 j=1

Donv (MV,V) est égale au carré de la normhé dev. Ceci implique, en particulier, la définie
positivité deM car si(MV, V) = 0, alors la fonctiorv est nulle et donc ces coefficients dans la
base deg; sont tous nuls, i.6/ = 0.

(h) Supposons que” # 0. Il existe donci tel quew; > 0. Il existe alorsj € {i — 1,i,i+ 1} N
{1,...,N} tel que(MW); = 0 puisqu’au plus un coefficient d&/1W est non nul. On voit
gu’on obtient une contradiction puisque

0< mj i W; < (MW); =0.

SoitC; lai-iéme colonne dé/—!. On a, par définition)/C; = e; ol e; est lei-iéme vecteur de
la base canonique. Commga tous ses coefficients saufiuls, C; ne peut pas étre positif car
sinon il serait nul d’aprés ce qui précede. Aidgicontient au moins un coefficient négatif. En
particulier la matriceMl ne vérifie pas le principe du maximum discret.
De méme, quand — 0, (tA+ M)~! converge verd/ —! (car I'applicationinverse est continue
sur 'ensemble des matrices inversibles) et donc, pour toassez petit(trA + M)~! a des
coefficients négatifs dans chacune de ces colonnes et ecufiartne vérifie pas le principe du
maximum discret.

(i) On écrit

TA+ M = (1 — Az?/6)A + Axld,

dola =71 — Az?/6 et3 = Az. Ainsi, sit > Az?/6, onaa > 0 et3 > 0. On a alors vu en
cours que la matrica A + SId vérifie le principe du maximum discret.



Partie 2 : Résolution d’'un probléme parabolique du type “équation de la chaleur”

(a) On cherche la solution sous la formeu(t, x) = ¢(t)ug(x). Une telle fonction est solution du
probléme si et seulementsi0) = 1 et/ (t) + 72p(t) — ap(t) = 0. On obtient donc

plt) = el
etdonc ,
u(t,z) = e ™ gin(nz).

On a donc trois comportements possibles.

— Sia < 72, on au(t,z) — 0 quandt — oo.

— Sia =72, on au(t,z) = ue(z) pour toutt > 0.
— Sia > 72, on au(t, z) — oo quandt — oo.

(b) Le schéma s’écriBU™*! = CU", avec
B=AtA+ M, et C = (1+aAt)M.

On a vu dans la partie précédente dggiest inversible et donc cette suite est bien définie.

(c) On prend la formule qui définit le schéma au rangt on prend le produit scalaire de cette
formule aved/™*!. On écrit alors

(MU = V),U) = 5(MU,U) = S(MV, V) + 2 (MU = V), (U = V)),

et on utilise le fait qué AU 1 U™ 1) > 0.

(d) Commel est symétrique définie positive, I'applicatiovi, W) — (M V, W) est un produit sca-
laire. La premiére inégalité demandée est donc I'inégaét€auchy-Schwarz. Pour la deuxieme
inégalité, on applique juste I'inégalité de Young

ﬁ 2 1 2
< Za?+ —p2
ab 2@ B b

(e) On utilise 'inégalité précédente aviec= U" etW = U™+ — U™ et 3 = aAt, on trouve

o At?

1
OéAt(MUn, U’n,+1 _ U’n) S (]\4(]”7 Un) 4 §(M(Un+l _ Un), Un,+1 _ U’n)

Ainsi, en remettant cela dans I'inégalité de la questioncirouve

1 1 1
5(MU”“, Uty < (5 +alt+ §a2At2)(MU", um,

ce qui fournit le résultat annoncé.
(f) Linégalité précédente s'écrit
(MU U™ < (14 aAt)*>(MU™,U™),
ce qui donne par récurrence
(MU™,U™) < (1+ alAt)*(MU°,U°).
Or,sin <T/Atona

(1 + aAt)Q” _ 62n10g(1+aAt) < eZnaAt < e?ozT7

ce qui donne l'inégalité souhaitée.

(g) D'apres la question 1-g), la quantit®/ U™, U™) représente la norme? au carré de la solution
approchée au tempsAt, et on a donc établit la stabilite? du schéma.
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