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Exercice 1

Partie 1 : Résolution explicite dans un cas particulier

(a) On obtient les fonctions

u(x) =
f

c
x + K1 + K2e

cx,

oùK1, K2 ∈ R sont des constantes d’intégration.

(b) On vérifie qu’il existe un unique jeu de valeurs pourK1 etK2 qui convient et on trouve

u(x) =
1

1 − ec

(
f

c
x(1 − ec) −

f

c
(1 − ecx)

)

.

(c) On calcule la dérivée seconde deu, on trouve

u′′(x) =
c

1 − ec
ecxf.

Or c et1− ec sont de signes opposés, ce qui montre que pourf ≥ 0, u est bien concave. Comme
par ailleursu(0) = u(1) = 0, on obtient bien queu est positive (car la courbe est au-dessus de
sa corde).

Partie 2 : Principe du maximum dans le cas général

(a) Commeu est continue sur le compact[0, 1] on sait qu’elle atteint son infimum, mais comme
u(0) = u(1) = 0 et queinf u < 0, cet infimum ne peut être atteint sur le bord, d’où l’existence
d’un telx0.

(b) On peut par exemple utiliser l’inégalité de Young

‖c‖∞|y| = 2
‖c‖∞|y|

2
≤

1

2
22 +

1

2

‖c‖2
∞y2

4
= 2 +

‖c‖2
∞

8
y2.

On obtient le résultat avecR >
‖c‖2

∞

8 . (N.B. : l’inégalité est bien stricte y compris poury = 0 ! !).

(c) Commee0 = 1, le terme qui contientε dans la définition dev, s’annulle enx = 0 etx = 1, on
a donc bienv(0) = v(1) = 0. De plus, on a

v(x0) = u(x0) + ε(1 − e−Rx0(1−x0)) ≤ u(x0) + ε,

et commeu(x0) < 0 etε < |u(x0)|, on a bien quev(x0) < 0.

(d) L’existence dẽx s’obtient de la même manière qu’à la première question :v est continue sur
[0, 1], elle y atteint donc son infimum qui est forcément négatif carv(x0) < 0 donc elle ne peut
pas atteindre son infimum sur le bord.
Commex̃ est un point de minimum dev qui est une fonction de classeC2, on sait que sa dérivée
première s’annulle en ce point et sa dérivée seconde est positive ou nulle en ce point.
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(e) On calcule
∂xu = ∂xv − εR(1 − 2x)e−Rx(1−x),

∂2
xu = ∂2

xv + εR(2 + R(1 − 2x)2)e−Rx(1−x).

Les résultats demandés s’obtiennent en évaluant ces formules enx̃ et en utilisant la question
précédente.

(f) Commeu est solution du problème−∂2
xu+c(x)∂xu = f(x), on peut évaluer l’équation au point

x̃ et on obtient

f(x̃) = −∂2
xu(x̃) + c(x̃)∂xu(x̃) ≤ −εR(2 + R(1 − 2x̃)2 + c(x̃)(1 − 2x̃))e−Rx̃(1−x̃).

Par ailleursc(x̃)(1 − 2x̃) ≥ −|c(x̃)||1 − 2x̃| ≥ −‖c‖∞|1 − 2x̃|, d’où le résultat demandé.
D’après le choix deR dans la questionb (en prenanty = 1 − 2x̃), on obtient que le second
membre de l’inégalité précédente est strictement négatif et donc quef(x̃) < 0. Ceci est en
contradiction avec l’hypothèsef ≥ 0 et prouve donc le principe du maximum.

Partie 3 : Schéma aux différences finies

(a) Le second membreF est donné parF = (f(xi))1≤i≤N et la matriceA par

A =
















2

∆x2
+

c(x1)

∆x
−

1

∆x2
0 · · · 0

−
1

∆x2
−

c(x2)

∆x

2

∆x2
+

c(x2)

∆x
−

1

∆x2
0

...

0 −
1

∆x2
−

c(x3)

∆x

2

∆x2
+

c(x3)

∆x
−

1

∆x2

...
... 0

. . .
. . . 0

0 · · · · · · −
1

∆x2
−

c(xN )

∆x

2

∆x2
+

c(xN )

∆x
















.

(b) A n’est pas symétrique (sauf sic = 0) mais elle est tridiagonale.

(c) Le principe du maximum pourA dit que siv et b sont deux vecteurs deRN tels queAv = b
et b ≥ 0, alorsv ≥ 0. La démonstration estexactementcelle vue en cours. On utilise ici la
positivité dec. En effet, on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un plus petit indice
i0 tel que

vi0 = min vi < 0.

On a alors
bi0 = −

vi0+1 − vi0

∆x2
︸ ︷︷ ︸

≥0

+
vi0 − vi0−1

∆x2
︸ ︷︷ ︸

<0

+ c(xi0)
︸ ︷︷ ︸

≥0

vi0 − vi0−1

∆x
︸ ︷︷ ︸

<0

,

ce qui prouve quebi0 < 0. C’est une contradiction.
On en déduit queA est inversible car tout élément de son noyau doit être à la fois positif et
négatif, il est donc nul.

(d) Soitu une solution de classeC3 su problème. L’erreur de consistance est définie classiquement
par

Ri = −
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

∆x2
+ c(xi)

u(xi) − u(xi−1)

∆x
− f(xi).

On peut aussi prendre la définition opposée, cela ne change essentiellement rien. On effectue
ensuite des développements de Taylor standard pour obtenirl’estimation donnée dans l’énoncé.
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(e) i. On sait quẽu est de classeC2 et que∂2
xũ = c∂xũ− 1 et donc, commec est de classeC1, on

voit bien que∂2
xũ est aussi de classeC1 et donc quẽu est de classeC3.

ii. A. Par définition de l’erreur de consistance donnée ci-dessus on a

R̃ = AŨ − D,

d’où AŨ = R̃ + D.

B. D’après la question d), on a

‖R̃‖∞ ≤ M∆x(‖ũ′′‖∞ + ‖ũ′′′‖∞) ≤
1

2
,

dès que∆x ≤ δ, par définition deδ.
Pour touti on a donc

(AŨ)i = R̃i + 1 ≥ 1 − ‖R̃‖∞ ≥ 1/2,

soit encore

AŨ ≥
1

2
D.

(f) On a vu queA vérifie le principe du maximum discret, doncA−1 ≥ 0. Si ∆x ≤ δ, d’après la
question précédente on a

0 ≤ A−1D ≤ 2Ũ ≤ 2‖ũ‖∞D.

Ainsi, pour toutU ∈ R
N , on a

−‖U‖∞D ≤ U ≤ ‖U‖∞D,

−‖U‖∞A−1D ≤ A−1U ≤ ‖U‖∞A−1D,

‖A−1U‖∞ ≤ ‖U‖∞‖A−1D‖∞ ≤ 2‖U‖‖ũ‖∞,

d’où le résultat.
On vient donc de démontrer la stabilitéL∞ du schéma sous la condition∆x ≤ δ.

(g) Par définition de l’erreur de consistance d’une part et duschéma d’autre part, on a

AU = F, AŪ = R + F.

Donc, il vient
AE = R,

et ainsi, si∆x ≤ δ

‖E‖∞ ≤ ‖A−1‖∞‖R‖∞ ≤ 2‖ũ‖∞M∆x(‖u′′‖∞ + ‖u′′′‖∞).

(h) Il suffit de décentrer différemment le terme d’ordre1.
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Exercice 2

1. Les courbes caractéristiques associées à ce problème sont les solutions du problème suivant






d

dt
X(t, t0, x0) = c(X(t, t0, x0)),

X(t0, t0, x0) = x0.

Elles sont bien définies globalement car la fonctionc est bornée et donc il ne peut y avoir d’explosion
en temps fini.

2. On poseϕ(t) = u(t, X(t, 0, x0)). On a

ϕ′(t) = ∂tu(t, X(t, 0, x0)) + c(X(t, 0, x0))∂xu(t, X(t, 0, x0)).

De sorte queu est solution du problème étudié si et seulement si on a

ϕ′(t) = g(ϕ(t))

etϕ(0) = u0(x0).

3. Quandy0 = 0, l’unique solution du problème de Cauchy précédent est la fonction constantey(t) = 0,
carg(0) = 0. De même siy0 = 1, la solution esty(t) = 1.

4. Le problème de Cauchy est localement bien posé d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz. En réalité,
il ne peut y avoir d’explosion en temps fini car la solution pour y0 ∈]0, 1[ ne peut atteindre les valeurs0
et1. En effet, par unicité de la solution du problème de Cauchy, s’il existait t > 0 tel quey(t) ∈ {0, 1},
alors la solutiony serait constante ce qui n’est pas possible cary(0) = y0 ∈]0, 1[.

5. Il suffit de mettre bout à bout les ingrédients précédents pour conclure.
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Exercice 3

Partie 1 : Un schéma éléments finis pour un problème elliptique

(a) Il suffit d’appliquer le théorème de Lax-Milgram (dont onvérifie évidemment les hypothèses).

(b) Siu est de classeC1, la dérivée faible∇u coïncide avec la dérivée usuelleu′. Si de plusu est de
classeC2, on intègre alors par parties et on obtient

∫ 1

0

(−τu′′ + u − f)v dx = 0,

pour toute fonctionv ∈ H1
0 (I). CommeH1

0 (Ω) est dense dansL2 par exemple, on en déduit
que la fonction−τu′′ + u − f est identiquement nulle et donc queu est solution classique du
problème.

(c) Il suffit bien entendu de vérifier que(ϕi)1≤i≤N est une famille libre. Pour cela, on considère une
combinaison linéaire nulle desϕi

N∑

i=1

αiϕi = 0,

et l’on évalue en un pointxj avec1 ≤ j ≤ N . Par définition desϕi, on trouve

αj = 0,

et le résultat est démontré.

(d) On applique à nouveau le théorème de Lax-Milgram à l’espaceVN qui est bien un Hilbert (car
sous-espace de dimension finie, donc fermé, deH1

0 (I)).

(e) On noteuN =
∑N

j=1 ujϕj . On prend alors les fonctions testsvN respectivement égales à tous
lesϕi, ce qui donne les équations suivantes

N∑

j=1

uj

(

τ

∫

I

∇ϕi∇ϕj dx +

∫

I

ϕiϕj dx

)

=

∫

I

fϕi dx.

On trouve doncA = (
∫

I
∇ϕi∇ϕj dx)i,j etM = (

∫

I
ϕiϕj dx)i,j etF = (

∫

I
fϕi dx).

La formuleA = ∆xÃ se vérifie immédiatement par le calcul des coefficients deA.

(f) On a vu en cours quẽA est symétrique définie positive et vérifie le principe du maximum ce qui
implique les mêmes propriétés surA. De plus, on a montré la propriété de stabilité‖Ã−1‖∞ ≤ 1

8
ce qui implique le résultat attendu surA.
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(g) Tous les coefficients deM sont des intégrales de fonctions positives, doncM ≥ 0.
On a doncv =

∑N

i=1 viϕi de sorte que

(MV, V ) =

N∑

i=1

N∑

j=1

vivj

(∫

I

ϕiϕj dx

)

=

∫

I

v2 dx.

Donv (MV, V ) est égale au carré de la normeL2 dev. Ceci implique, en particulier, la définie
positivité deM car si(MV, V ) = 0, alors la fonctionv est nulle et donc ces coefficients dans la
base desϕi sont tous nuls, i.e.V = 0.

(h) Supposons queW 6= 0. Il existe donci tel quewi > 0. Il existe alorsj ∈ {i − 1, i, i + 1} ∩
{1, . . . , N} tel que(MW )j = 0 puisqu’au plus un coefficient deMW est non nul. On voit
qu’on obtient une contradiction puisque

0 < mj,iwi ≤ (MW )j = 0.

SoitCi la i-ième colonne deM−1. On a, par définition,MCi = ei oùei est lei-ième vecteur de
la base canonique. Commeei a tous ses coefficients sauf1 nuls,Ci ne peut pas être positif car
sinon il serait nul d’après ce qui précède. AinsiCi contient au moins un coefficient négatif. En
particulier la matriceM ne vérifie pas le principe du maximum discret.
De même, quandτ → 0, (τA+M)−1 converge versM−1 (car l’applicationinverse est continue
sur l’ensemble des matrices inversibles) et donc, pour toutτ assez petit,(τA + M)−1 a des
coefficients négatifs dans chacune de ces colonnes et en particulier ne vérifie pas le principe du
maximum discret.

(i) On écrit
τA + M = (τ − ∆x2/6)A + ∆xId,

d’où α = τ − ∆x2/6 etβ = ∆x. Ainsi, si τ ≥ ∆x2/6, on aα ≥ 0 et β ≥ 0. On a alors vu en
cours que la matriceαA + βId vérifie le principe du maximum discret.
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Partie 2 : Résolution d’un problème parabolique du type “équation de la chaleur”

(a) On cherche la solutionu sous la formeu(t, x) = ϕ(t)u0(x). Une telle fonction est solution du
problème si et seulement siϕ(0) = 1 etϕ′(t) + π2ϕ(t) − αϕ(t) = 0. On obtient donc

ϕ(t) = e(α−π2)t,

et donc
u(t, x) = e(α−π2)t sin(πx).

On a donc trois comportements possibles.
– Siα < π2, on au(t, x) → 0 quandt → ∞.
– Siα = π2, on au(t, x) = u0(x) pour toutt > 0.
– Siα > π2, on au(t, x) → ∞ quandt → ∞.

(b) Le schéma s’écritBUn+1 = CUn, avec

B = ∆tA + M, et C = (1 + α∆t)M.

On a vu dans la partie précédente queB est inversible et donc cette suite est bien définie.

(c) On prend la formule qui définit le schéma au rangn et on prend le produit scalaire de cette
formule avecUn+1. On écrit alors

(M(U − V ), U) =
1

2
(MU, U) −

1

2
(MV, V ) +

1

2
(M(U − V ), (U − V )),

et on utilise le fait que(AUn+1, Un+1) ≥ 0.

(d) CommeM est symétrique définie positive, l’application(V, W ) 7→ (MV, W ) est un produit sca-
laire. La première inégalité demandée est donc l’inégalitéde Cauchy-Schwarz. Pour la deuxième
inégalité, on applique juste l’inégalité de Young

ab ≤
β

2
a2 +

1

2β
b2.

(e) On utilise l’inégalité précédente avecV = Un etW = Un+1 − Un etβ = α∆t, on trouve

α∆t(MUn, Un+1 − Un) ≤
α2∆t2

2
(MUn, Un) +

1

2
(M(Un+1 − Un), Un+1 − Un).

Ainsi, en remettant cela dans l’inégalité de la question c) on trouve

1

2
(MUn+1, Un+1) ≤ (

1

2
+ α∆t +

1

2
α2∆t2)(MUn, Un),

ce qui fournit le résultat annoncé.

(f) L’inégalité précédente s’écrit

(MUn+1, Un+1) ≤ (1 + α∆t)2(MUn, Un),

ce qui donne par récurrence

(MUn, Un) ≤ (1 + α∆t)2n(MU0, U0).

Or, sin ≤ T/∆t on a

(1 + α∆t)2n = e2n log(1+α∆t) ≤ e2nα∆t ≤ e2αT ,

ce qui donne l’inégalité souhaitée.

(g) D’après la question 1-g), la quantité(MUn, Un) représente la normeL2 au carré de la solution
approchée au tempsn∆t, et on a donc établit la stabilitéL2 du schéma.
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