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Analyse Fonctionnelle

TD 4 : Grands théoremes de I’analyse fonctionnelle
Avec corrigés
Les numéros de Théoremes, Propositions, etc ... font référence aux notes de cours.

Exercice 1

Soit (X, d) un espace métrique complet et Q2 un ouvert de X. Montrer que (S, d) est un espace de Baire.

Corrigé :

On remarque déja que (€2, d) n’est pas complet en général (pour cela il faudraitque €2 soit fermé d’apres la Proposition
[.29) donc, on ne peut pas appliquer directement le théoréeme de Baire.

En revanche, si on note €2 I’adhérence de 2 dans (X, d), I’espace (€2, d) est un sous-espace fermé d’un espace complet,
c’est donc un espace complet (Proposition 1.29).

Soit (U, ), une famille d’ouverts denses de (€2, d).

— Comme € est lui-méme ouvert dans (X, d), les U, sont des ouverts de (X, d) et donc des ouverts de (€2, d) vu que
U, cQc.

— Par ailleurs, pour tout n, U, est dense dans Q. Eneffet, si z € Qete > 0, il existe y € Qtel que d(z,y) < e/2et
comme U, est dense dans €2, il existe z € U, tel que d(y, z) < £/2.11 s’en suit que

d(w,2) < d(z,y) +d(y,2) < e/2+/2 =,

et le résultat est démontré.

— Ainsi, la famille (U,,),, est une famille d’ouverts denses dans I’espace complet (£, d) et donc le théoreme de Baire
nous dit que Iintersection (), U, est également un ensemble dense dans 2. Comme c’est un sous-ensemble de
Q, il est clair que c’est également un sous-ensemble dense de 2.

Exercice 2

Soit (X,d) un espace métrique complet. On suppose que X s’écrit comme réunion dénombrable des fermés
(F)n, alors ’ensemble
Q= U Fn7
n

est un ouvert dense dans X.
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Corrigé :
Comme 2 est une réunion d’ouverts, c’est bien slir un ouvert. Il s’agit de montrer la densité de €2 dans X.
Pour tout n, on note

F,=F,NQe,

qui est un fermé de X (car intersection de deux fermés). On va montrer qu’il est d’intérieur vide. En effet, si U est un
ouvert contenu dans F},, alors nous avons
UCF,

U c Q°.

o
La premiere inclusion implique que U C F), et donc en particulier U C 2. Comme on a également U C ()¢, on a
finalement
UcQnQs =0,

etdonc U = 0.
Enfin, comme ’union des F;, est I’espace entier, nous avons

UF. = (UFn> nos=Q0°.
n n
D’apres le théoréeme de Baire, 2¢ est donc d’intérieur vide en tant qu’union dénombrable de fermés d’intérieur vide.
.. . —=c . . T , .
Ceci implique que €2, qui est égal a I'intérieur de )¢ est I’ensemble vide et donc que
Q=X,
ce qui montre bien la densité de 2. |

Exercice 3

Soit I un intervalle ouvert (non vide) de R et f : I — R une application dérivable. Alors la fonction dérivée f'
est continue en tout point d’'un sous-ensemble dense de I.

Corrigé :
On se donne un intervalle compact [a,b] C I et on prend un e > 0 tel que [a — €,b+ ¢] C I. Pour tout n > 1/¢, on
définit la suite de fonctions sur [a, b] définie par

flz+1/n) - f(z)

gn(z) = 1/n

, Yo € la,b].

Comme f est continue sur I, chaque g,, est continue sur [a, b] et de plus, nous avons la convergence simple

gn(z) —— f'(2).

n— oo

D’apres le théoreme de la limite simple de Baire (Théoréme 11.23), I’ensemble des points de continuité de f’ dans [a, b]
est dense dans [a, b].
En répétant 1’argument sur tous les intervalles compacts inclus dans I, on obtient le résultat annoncé. ]

Exercice 4 (Quelques applications classiques du théoreme de Baire)

1. Soit f : RT — R continue. On suppose que pout x € R™, la suite (f (kx))) est bornée.
Démontrer que f est bornée sur R™.
Indication : On pourra introduire les ensembles Fy = {x > 0, sup,, |f(kz)] < N}.

2. Soit E un espace de Banach et T : E — FE une application linéaire continue. On suppose que

pour tout x € E, il existe ng, > 1 tel que T"*(x) =T o--- 0T (x) =0.

Ny fois
Alors T est nilpotent : il existe n > 1 tel que
T =0.

Montrer sur un exemple que ce résultat peut ne plus étre vrai si on supprime les hypothéses sur E et T.
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Corrigé :

1. Pour tout N > 0, on pose

sz{xeRﬂsmmﬂm)SN}:(T;fl%FNﬂ@ﬂRf
E>1 k>1

Comme f est continue, F)y est une intersection de fermés, c’est donc un fermé.

Par ailleurs, I’hypothese nous dit que tout point de R est dans I’'un des Fy (il suffit de prendre N plus grand que
la quantité finie supy, | f (kz)|).

On a donc RT = | Fiv et comme R est complet (car ¢’est un fermé de R), le théoréme de Baire nous dit qu’il
existe au moins un N tel que Fly, soit d’intérieur non vide dans R™. Autrement dit, il existe un intervalle ouvert
non vide ]a, b[ contenu dans Fi,. Si a < 0, on voit que I’on peut toujours le remplacer par b/2 et obtenir que
]b/2, b] est contenu dans Fl,. Ainsi, on peut supposer a bon droit que a > 0.

La propriété Ja, b|C Fi, nous dit exactement que

YV €la,b[,Vk > 0, |f(kz)] < Np. (*)

On pose alors A = % (on verra d’ou vient cette valeur magique dans un instant). Montrons que f est bornée par

Ny sur [A, 400].
Soit donc y > A. On souhaite montrer que I’intervalle [y/b, y/a] contient un entier, pour cela il suffit de s’assurer
que sa longueur est au moins égale & 1. Or nous avons justement par choix de A,

y Yyl _ b-a

=< >1
a b yab A~

ainsi, il existe un entier k& € [y/b, y/a] et si on pose maintenant z = y/k, on a bien évidemment
y=kx, et x € [a,],

donc on peut appliquer () avec ces valeurs de k et de x et ainsi obtenir | f(y) = f(kz)| < No.
Ceci montre que f est bornée sur [A, +oo[. Mais comme elle est continue, on sait déja qu’elle est bornée sur le
compact [0, A] et donc elle est finalement bornée sur [0, +o0|.

2. On introduit les ensembles F,, = Ker 7™ qui sont bien des fermés de F car T™ est continu. Par hypothese nous
avons E = |J,, F5, et E complet donc le théoréme de Baire implique que I’'un des F), est d’intérieur non vide.
Comme F}, est un sous-espace vectoriel il ne peut étre d’intérieur non vide que s’il est égal a I’espace entier £ (Voir
I’exercice 16 du TD1). D’ou le résultat.

Le contre-exemple se déroule dans ’espace £ = R[X] (qui n’est jamais complet on le rappelle car il posséde une
base algébrique dénombrable) et avec 1’opérateur de dérivation T : P € R[X] — P’ € R[X].

Pour tout polyndme P, onabien 7"? P = 0 avec np = degP+1 par exemple mais il est bien clair que I’application
T™ n’est identiquement nulle pour aucun entier n.

Exercice 5 (Fonctions continues nulle-part dérivables)

On travaille dans I’espace C°([0, 1], R) muni de la norme infinie.
Pour tout € > 0 et n > 1, on considere le sous-ensemble suivant

Uem = {f € C°([0,1],R), Vz €[0,1],3y € [0,1], tel que 0 < |z — y| < &,

CETIERS
z—y
1. Montrer que U, ,, est un ouvert de C°([0, 1], R).

2. Montrer que U, ,, est dense dans C°([0, 1], R).

3. En déduire que I’ensemble E des fonctions continues sur [0, 1] et nulle part dérivables est dense dans
([0, 1], R).

Corrigé :

1. — On fixe € et n et on va montrer que le complémentaire de U, , est un fermé. Soit donc (fx); une suite
d’éléments de U, qui converge uniformément vers une fonction continue f. Il s’agit de montrer que f n’est
pas dans U, ,,.
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— Par définition, pour tout k, f; n’est pas dans U, ,,, ce qui signifie

Jr(zr) — fr(y)

Jzy, € [0,1], tel que Yy € [0, 1] vérifiant0 < |y — zx| < &, ona
Tk —Y

’ <n. (D

— Comme [0, 1] est compact, on peut extraire de (zj); une sous-suite convergente. Ainsi, quitte & considérer
la sous-suite correspondante de (fx)x (ce qui ne change rien a la convergence uniforme vers f), on peut
finalement supposer que la suite () est elle-méme convergente. On note T = lim » xy la limite de cette
suite.

— On fixe maintenant y € [0, 1] tel que 0 < |Z — y| < € et on veut montrer que

LGB
T—Yy
ce qui montrera bien que f n’est pas dans Uy .
Pour tout &, on pose
yr = min(max(x + (y — Z),0), 1).

Les min et max sont 1a pour assurer que y;, est bien dans 'intervalle d’étude [0, 1]. On vérifie aisément que

limy ooy = yetque |y —ax| < |y — 2| <e.

On en déduit que, pour k assez grand, on a z;j, # yj, car (xy — Yy ), converge vers Z — y qui est non nul.

Ainsi, pour k assez grand, on peut appliquer a y = yy, la propriété (1) ce qui donne

fk(xk)*fk(yk)

Tk — Yk

<n, Vk> k.

Comme ( fi ) converge uniformément vers f, nous pouvons utiliser le théoréme de double limite pour obtenir
lim fio(zx) = f(2), et lim fi(yx) = f(y),

ainsi on peut passer a la limite dans 1’inégalité précédente et obtenir
i‘ —
’f( ) f(y)‘ <m,
rT—y
ce qui conclut la preuve.

2. Soit f € CY([0,1],R), il s’agit de construire une fonction proche de f (au sens de la norme de la convergence
uniforme) mais qui oscille fortement. On fixe § > 0.

On commence par utiliser la densité des fonctions polyndmes dans C°([0, 1], R) (Théoreéme de Weierstrass que nous
verrons plus loin dans le cours). Il existe donc un polynome Py tel que

If = Pslloc < 0.

On fixe maintenant € et n et on va essayer d’approcher Ps par une fonction de U, ,,. On remarque que, d’apres
I’inégalité des accroissements finis, nous avons

’Rs(fv) - Pa(y)‘

<sup|P'| =M, Vz #ye€l0,1].
r—=y

[0,1]

On pose maintenant
f5.0 = Ps + dsin(z/a).
1l est clair que || fs — Ps||co < 8. De plus, pour x et y distincts nous avons

fiole) ool , |sie/e) —sinty)

Bs(x) = Ps(y) ‘

r—y r—y r—y
> 5 sin(z /) — sin(y/a) Y
r—y

Si on choisit «« < €/, alors pour tout 2z € [0, 1], nous pouvons poser y = z £ a (le signe étant choisi pour que
y € [0,1]), ce qui donne

22 -u
om

fs.0(x) = f50(y)
Ty
Si maintenant, on choisit o suffisament petit pour que % — M > neta < e/n, alors nous avons bien
fé,(x S UE,’VH et Hfzs,a - P5||oo < 0.

Au final, par inégalité triangulaire, on a

1f = fs.alloo <11 = Pslloo + 1P = fo.alloo < 26.
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3. D’apres le théoreme de Baire, I’ensemble

F= m Ul/n,na

n>1

est dense dans C°([0, 1], R). 11 s’agit de montrer que les éléments de F ne sont dérivables en aucun point.
Soit f € F'etx € [0, 1]. Par définition, pour tout n > 1, nous avons f € U/, ,,, ce qui signifie qu’il existe y,, tel

que
0< |z —yn| <1/n, ‘f(ﬂf)f(yn) >,
T —Yn
et donc
lim y, ==, lim ‘f(z)f(yn) = +o0.
n—+4o0o n—+o0o T — Yn

Ainsi, f n’est pas dérivable en x.

Exercice 6 (Théoréeme de Schur)

On considére Iespace ' des suites sommables.
On note B la boule unité de [*° que I’on munit de la distance d définie par

—n |Tn —Yn
d(z,y) = 22 |z —yal

n>0 1+|$n_yn|.

Soit (x*);, C 1! une suite d’éléments de ' qui converge faiblement vers 0. On veut montrer qu’elle converge
fortement vers 0.

1. Vérifier que ’espace (B,d) est complet et que la convergence dans cette espace est équivalente a la
convergence simple (voir le Théoreme 1.64 du cours pour un énoncé analogue pour 1 < p < 400).

2. Onfixe € > 0 et on considere, pour n > 0, I’ensemble
F, = {y € loo’ ||y||l°° <1, |(mk7y)| <eg Vk > Tl}

Démontrer que F,, est un fermé de (B, d).
3. Montrer qu’il existe N > 0 tel que, pour tout k > N on peut trouver une suite y* € 1°° vérifiant

||yk||l°° S 1a

(9] <e,

et
yr =sgn(zF), ¥n > N.

4. En déduire que

N
VE> N, |lz¥lp <2 |k + e

n=0

5. Montrer que (z*)y converge vers 0 fortement dans 1'.

Corrigé :

1. La preuve est tout a fait identique a celle du cours. Pour les deux points présentés ici on n’utilise pas le fait que p
est fini.

2. Pour montrer que F, est fermé dans (B, d), on peut raisonner avec des suites : si (y),, est une suite d’éléments de
F;, qui converge au sens de d, c’est-a-dire simplement, vers une limite y € B, il faut montrer que y € F,.
Il est bien clair que y € B. On fixe désormais un k > n et on veut montrer que |(z*,y)| < ¢.
Nous avons par définition

[(z*,y7)| <&, Vp>0.
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On écrit alors pour tout N > 1 et toutp > 0

@® ) < (=", y —y?)| + |(2*, 7))

N +oo
< b m =)+ Y |2k (i — B )]+ (2R )]
m=0 m=N+1
N 400
e iy | S N Erl S AR V]
m=0 m=N+1

Dans la derniére inégalité on a utilisé que y? et y vérifient ||y[/;~ < 1et ||yP | < 1.
Par hypothese le troisiéme terme est plus petit que € > 0. On rappelle de plus que % est fixé, et qu’on peut donc
maintenant choisir IV pour que le second terme ci-dessus soit plus petit qu’un certain 1 > 0 fixé. Il reste

N
(@) <Yk, (ym — yB ) + 1+ €
m=0

Les entiers k et N sont fixés, on peut donc maintenant utiliser la convergence simple de y? vers y dans la somme
(finie et de taille fixée) qui apparait a droite. On obtient donc

(2", y)| <n+e.

Comme cette inégalité est valable pour toute valeur de 7, on a finalement montré que |(z*, )| < e.
Ceci était vrai pour tout k¥ > n, donc on a bien obtenu que y € F,.
. Par hypothese, la suite (2*);, converge faiblement vers 0. Cela nous dit exactement que 1’union des F}, est la boule

unité B toute entiere. Comme (3, d) est complet et que les F), sont fermés, on peut appliquer le Théoréme de Baire
qu’il y a au moins un de ces fermés qui est d’intérieur non vide dans (B, d).

Il existe donc ng, yo € Fy,, et > 0 tels que
vy € Bad(yayO) <, ) € Fno'

On choisit maintenant NV (que ’on astreint a étre plus grand que ng) tel que

Z 27" <,

n>N+1

de sorte que toute suite y € B qui coincide avec yq sur les N premiers termes, on a d(y, yo) < r et donc y € Fp,,.

Ainsi, pour tout k£ > N, on peut prendre pour ¥ la suite y* qui coincide avec v sur les N premiers termes et qui
vaut sgn (z¥) pour les termes suivants. Cette suite vérifie bien d(y*, yo) < 7 et donc appartient 2 F,,, C Fy.
On a alors

Vk > N, |(z%,y%)| <e,

ce qui donne

N
Yk > N, Zxﬁyg—i— Z |2k || <e.
n=0 n>N+1

On obtient donc

N
VEk > N, Z 2% <e+ Zxﬁyg )
n>N+1 n=0
et finalement
N
VE> N, |la¥lp <2 |k + e

n=0

. Comme (x*);, converge faiblement vers 0, on a en particulier la convergence simple et on peut donc passer a la
limite dans la somme de droite de 1’inégalité précédente (il faut bien remarquer que N ne dépend pas de k£ !). On a
donc finalement
limsup ||z¥||;; < e.
k—oco
Ceci étant valable pour tout £ > 0 que nous avions fixé au tout début de 1’exercice, on a bien montré que (z*); tend
vers 0 fortement dans ['.
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Exercice 7 (Une preuve directe (due a Hahn) du théoréme de Banach-Steinhaus)

Soit E un Banach et F un espace vectoriel normé quelconque. Soit (T;);c1 une famille d’applications linéaires
continues. On suppose que
Va € E,sup ||T;z||r < +oo.
il

On veut montrer que sup,cr || Ti|| (g, r) < +00.
On raisonne par ’absurde en supposant que

sup ITillL(e,r) = +oo. ()
1€

1. Montrer qu’il existe deux suites (T},)n, C {T;,1 € I} et (xn,)n, C E telles que, pour toutn > 1, on a

n—1

I Tznllr >n+ > 1Tz,
j=1

[zalle <27 min [[Ty]7"
j<n—1

2. Montrer que la série ), x,, converge dans E. On note x sa somme.

3. Montrerpour toutn on a
“+o0

D ITuzslr < 1.

j=n+1

4. Montrer enfin que | T,x||F > n — 1 pour tout n et conclure.

Corrigé :
1. Pour n = 1, d’apres (2), on peut trouver Ty € {T;,i € I} telle que ||71| > 2. Ceci implique qu’on peut trouver
y1 € E, tel que ||y1||g = L et ||Thy1||F > 2. On pose alors x1 = y;1 /2 qui vérifie bien la propriété souhaitée.

Supposons avoir contruit 1, ..., x,—1 et 11, ..., T,,_1 et cherchons a construire xz,, et T},. D’apres (2) on peut trouver
T, € {T;,i € I} telle que

n—1
ITall > 2 max T3] { n+ Y sup | Tz r
Jsn—1 1 el

Cette application T}, étant choisie, on peut trouver, par définition de la norme dans L(FE, F') un élément y,, € F tel
que [[yn |z = Tet

n—1
Toynllr > 2" T, Tz,
ITynlle = 2" max |75 n+;?§?” izl

On pose alors
_ . 1

qui vérifie, par construction, la propriété sur ||z, || g et par ailleurs nous avons

n—1 n—1
nt+ Y ITwsllr <n+) sup [ Tizjllr < || Ton | e
i=1 j=1"¢

2. D’apres la propriété sur la norme de x,,, on voit que nous avons

—n

T < —
Ialle < iy

et donc la série ), ||z, || est convergente donc la série ) x,, est normalement convergente dans . Comme F
est complet, cette série est bien convergente.

3. Ecrivons la propriété sur les normes des x,, en échangeant les indices n et j

lzjllz < 27Tl 7, VR <5 - 1.
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Ceci montre en particulier que
| Tojlle < N Tullllglle <27, Vi >n+1,

ainsi la somme attendue s’estime de la fagon suivante

“+o0 “+o0
o Twzslle < > 277 <1
j=n+1 j=n+1

4. Pour estimer T;,x on développe x en série et on évalue séparément les trois termes

n—1

Tn(L' = ZTn(Ej —|—Tn.’En + Z Tnle,
j=1 j=n-+1

pour obtenir

“+ o0

n—1
Tzl = I Twznllr =Y 1 Tozillie — D 1 Tuzslr
=1 j=n+1

n—1 n—1
n+ Y N Taxslle | =D I Tuwjlle —1
j=1 j=1

n—1,

Vv

Y

ce qui donne le résultat.

Exercice 8 (Caractérisation de [P par la propriété de Holder)

Cet exercice est une sorte d’inverse a la propriété de Holder. On se donne une suite quelconque x € RY et un
1 < p < +o0. On suppose que

’
Yy € 1P| la série de terme général (x,yy)n est convergente.

Alors, ona x € [P.
On pourra commencer par remarquer que les cas p = 1 et p = 0o sont faciles et ne nécessitent pas le théoreme
de Banach-Steinhaus, puis se concentrer sur le cas 1 < p < 4o00.

Corrigé :

— Cas p = 1: il suffit de prendre la suite y,, = sgn(z,,) qui est bien bornée. Par hypothése, la série de terme général
TnYn = || est convergente et donc x € 1.

— Cas p = +o00 : Supposons que z n’est pas dans [*°. On peut alors trouver une sous-suite (,(y,))n telle que
1T (ny | > n?, Vn>1.

11 suffit alors de poser

. {0 sik & o(N)

Sgrifif”) si k = ¢(n) pour un certain n € N*

Nous avons clairement

Zlyk|:2%<+oo,

k>0 n>1

etdonc y € 1.
Par hypothese la série de terme général (zyx )k est convergente, or nous avons

LYk = 07 sik g SD(N)a

1T ()l
TrYk = % > 1, Vk = p(n).

En particulier la suite (xxyx ), ne tend pas vers 0, ce qui est une contradiction manifeste.
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— Supposons maintenant 1 < p < +o0. Pour tout N > 1, on introduit I’application linéaire 7, sur 1°" définie par

N
Yy e lp/ = Tn(y) = anyn

n=0

Nous avons affaire a des formes linéaires continues et un calcul que nous avons déja effectué (Exercice 10 du TD2)
montre que la norme de cette application linéaire est donnée par

1
P

N
17l = (S faal?
n=0

L’hypothese de 1’énoncé nous dit que
Yy € P /, la suite (T,,y),, est convergente et donc en particulier bornée.

Comme 7’ est complet, nous sommes exactement dans les conditions d’application du théor¢eme de Banach-
Steinhaus qui implique donc que

SUp |7l 17 < o0,

ce qui, d’apres le calcul de ces normes fait ci-dessus, nous donne

|=

P

N
sup Z |znlP | < H4o0.
N n=0

Ceci montre bien que x € [P et le résultat est démontré.
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Exercice 9 (Interpolation de Lagrange)

On se donne un intervalle [a, b] C R. Pour tout n > 1, on considére la subdivision uniforme (x}')o<i<n de [a, D]
définie par
i(b—a)

—

 =a-+

1. Pourtoutn eti € {0,...,n}, nous posons

iz — af

L(e) = AT

' i (2} — xj)

Montrer que L7’ est un polynome de degré exactement n et qui vérifie
Li(x}) = dij, Vi,j €{0,...,n}.

2. Pour toute fonction continue | : [a,b] — R, on définit le polynome

pule) = 3 ) L (@),
=0

Montrer que p,, est l'unique polynéme de degré inférieur ou égal a n qui coincide avec [ aux points
(@7 )oi<n.
Ce polynome s’appelle le polyndme d’interpolation de Lagrange de f aux points (z7');.

3. (a) Montrer que I’application I, : C°([a,b],R) — C°([a, b], R) qui a toute fonction f associe son poly-
nome d’interpolation de Lagrange p,, est linéaire et continue.

(b) On munit C°([a, b], R) de la norme infinie. Montrer que la norme de I,, est donée par

[n] = sup (ZIQ’(JC)I) :
i=0

z€Ja,b]

(¢) Montrer que pour tout i € {0, ...,n}, nous avons

LD = L (@ + (b= a)/2n)] = 15
En déduire que
2TL
L, > —.
Hnll 2 75

(d) Montrer qu’il existe au moins une fonction continue f pour laquelle la suite des polynémes de La-
grange associés (I,,(f))n n’est pas uniformément bornée dans C°([a, b], R). En particulier, cette suite
de polynémes ne converge pas uniformément vers f.

Corrigé :
1. Le fait que L} est un polynéme de degré n ne fait aucun doute puisqu’il s’agit du produit de n polyndmes de degré

1. Quand i = j, les deux facteurs du quotient de L;(z}") sont égaux et on trouve donc bien une valeur de 1. Quand
Jjn’est pas égal a4, il y a un des facteurs du dénominateur de L' qui s’annulle en ce point et donc L (z7}) = 0.

2. D’apres la question précédente, ce polynome est bien de degré au plus n et coincide avec f aux noeuds choisis. Il
s’agit de montrer que c’est bien le seul. Si g,, est n’importe quel polyndme vérifiant ces propriétés, nous voyons que
Pn — qn st un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui s’annulle en les n + 1 points de la discrétisation. Ceci
n’est possible que si p, — g, = 0.

3. (a) Lalinéarité de I, ne fait aucun doute. Par ailleurs, pour tout  nous avons

(@)l < Y I (@) IL} (@) < (ZIM‘(%)I) [1f[lso-
=0 =0

Ce qui montre la continuité de I,, et I’estimation

[Hnl < sup (ZIL?(JU)I)-

z€la,b i—0
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(b)

(©)

(d)

Il s’agit de montrer que 1’inégalité obtenue a la question précédente est une égalité.

Comme la fonction
n
x>y |LH(x)
i=0

est continue sur le compact [a, b], nous savons qu’elle atteint son supremum en un point g € [a, b].

On construit maintenant une fonction f qui vérifie || f]|loo = 1 et
f(@i) = sgn(Li (x0))-

Une telle construction est possible (par exemple on prend une fonction affine par morceaux qui relie les valeurs
prescrites). Pour cette fonction f particuliere, nous avons

1n(f)(w0) = pa(o) Zf =D ILi(z0)| = sup (ZIL?(@),

i—0 z€Ja,b] i—0

et donc, nous avons

1n (Pl > sup (ZL” )

z€la,b] \ ;50

ce qui prouve bien le résultat attendu, vu que || f||co = 1.

Par simplicité, on note h = (b — a)/n le pas de la discrétidation. Vue la définition des points z!', nous avons

;>:(h/2 — jh)

= T m
d’ou
_,|1/2 — 35 I _,|1/2 -3
Lia+hy) = g2 I Tl
(1/2 —4)il(n —4)!  4]1/2 —i|i!(n —i)!
et donc
(n—1)! 1 n! ct
L? h/2 > .
ILia+h/2)] 2 4(1/2 —i)il(n —i)! 4n|z—1/2|z'(n—z) an?
Il s’en suit
Ll > SO ILMa + h/2)| > no_ =
LENCIGREED M= E

Lespace C°([a, b], R) muni de la norme infinie est un espace de Banach. Si, pour tout f € C%([a,b],R) la
suite I, (f) était bornée, le théoréme de Banach-Steinhaus nous dirait alors que la suite des normes (||1,,||)»
serait bornée.

Or, I’estimation de la question précédente, nous montre que lim,,_, o || I,]| = +00. D ol le résultat.

Commentaire : En réalité, on peut trouver une expression explicite d’une fonction continue pour laquelle
I’interpolation de Lagrange ne converge pas uniformément vers i-celle (phénomene de Runge). Mais la preuve
précédente se généralise en réalité a n’importe quel choix de points d’interpolation, ce qui est bien plus fort.
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Exercice 10 (Non convergence d’une série de Fourier)

Pour toute fonction continue 2m-périodique f : R — C, on définit ses coefficients de Fourier par
1 27 )
en(f)= o= | flt)e ™ dt.

:2'IT 0

On définit alors la série de Fourier de f comme la série de fonctions
x> Z cnl(f)e™™.

On veut montrer que cette série ne converge pas pour toute fonction continue f.

1. Montrer que I’espace C3._(R,C) des fonctions continues, 2n-périodiques, muni de la norme infinie est un
espace de Banach.

2. Pour tout N € N, on définit la somme partielle symétrique de la série de Fourier en x = (0
Sn(f) =Y eal).
n=—N

Montrer que Sy est une forme linéaire continue sur C9, (R, C) et que sa norme vaut

21T
15a]l = / Dy ()| de,

ou Dy est la fonction définie par

N

Z e~ VYr eR.
=—N

1

Dn(z) = o

3. Montrer que
1 sin(z(N +1/2))
27 sin(z/2)

2N 41

Dy(z) = , Vo & 217,

DN(LL‘) , Yz e 2nZ.

4. Montrer que

2m
/ |Dn ()| de —— 4o0.
0 N —o00

5. Conclure.

Corrigé :
1. Lespace C9, (R, C) est, pour la norme infinie, un sous-espace fermé de CP (R, C) et c’est donc un & ce titre un
espace de Banach.

2. Lalinéarité de S ne fait aucun doute, de plus, on constate que

len ()] < M flloos Y,

et donc Sy est continue avec ||Sy|| < (2N + 1) mais cette estimation est beaucoup trop grossiére. Par définition

de ¢,, et Dy, nous avons
2

Sn(f) = \ f(t)Dn(t) dt,

et donc )
svnl< ([ owold) 1l
ce qui montre I'inégalité

27
15w < / Dy (8)] de.
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Pour montrer 1’égalité, N étant fixé, on considere la suite ( fx); de fonctions continues 27-périodiques définies par

Dy (1)

N NOEES Y

Celles-ci vérifient
||fk||00 < 17 Vka

[filloe ——0,
el
et
fie(t) —— sgn(Dy(t)).
k—o0
Nous écrivons maintenant

ISn(fr)l =

2
‘ D (0)fi(1) dt‘ < 11w 11 il

et nous passons a la limite quand £ — oo pour obtenir finalement (par convergence dominée dans 1’intégrale)
I’inégalité

2m
[ ioaa] < syl
0

Cela donne bien le résultat attendu.

. Six € 277 tous les termes de la somme sont égaux a 1 et le résultat est clair. Si x n’est pas dans 27Z, on peut
factoriser e ~*V? et utiliser le calcul de la somme partielle de la série géométrique

—iNaz 2N —iNx i(2N+1)z
e Z : e 1—e
D p— T = -
N(:E) 2 — € 2T 1—ew
Ainsi, on trouve
1 sin((N +1/2)x

27 sin(z/2)

. Pour N fixé et pour tout 1 < k < N, nous introduisons I’intervalle

{ k+1/4 k+3/4}
Iy n = :

"N+122"N+1/2
Ces intervalles sont disjoints deux a deux et inclus dans [0, 2], de sorte que nous avons
2m N
/ Dy (@) de > |Dy (z)] da.
0 k=1 Ik-,N

Les intervalles Ij y sont choisis pour que le numérateur de la fraction qui définit Dy ne soit pas petit et plus
précisément, on a
Vo € I n, |sin((N + 1/2)x)| > 1/2.

Dans le méme temps, on a

1 k 4
Vo € I N, | sin(z/2)| < |z/2] < §supfk7N = w%.
Ainsi, on trouve (vu que | x| = 7/(2N + 1))
1 N+1/2 1 1 1
Dy(z)|de > —=|I > - L
/ Dy@lde = Zallen 737 2 57 55371 = 2m

I, N

Ainsi, on a

2w 1 N].
Dy(z)|de > =Y+
/0 Dy ()| x_%k;k—w%,

N—o00

et donc on a bien le résultat attendu. De fagon plus précise, on a obtenu une minoration en log /N de I’intégrale. On
peut méme montrer que c’est bien le bon comportement asymptotique.
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5. On va raisonner par I’absurde en supposant que pour toute fonction f, la série de Fourier Sy (f) est convergente.
Comme C3, (R, C) est complet et que 1’application linéaire Sy est continue, le théoréme de Banach-Steinhaus
implique alors que la suite des normes (||Sx || n )~ est bornée.

Or nous avons montré dans les questions précédentes que cette suite de normes tend vers I’infini, ce qui montre une
contradiction et prouve le résultat attendu..

Exercice 11

Soit K un compact de R? et N une norme quelconque sur C°(K,R). On suppose que
— (C°(K,R), N) est complet.

— Pour toute suite (f,,),, qui converge dans (C°(K,R), N) vers une limite f, on a
(fn)n converge simplement vers f sur K.

Alors, la norme N est équivalente a la norme infinie, c’est-a-dire

EIC17CQ > Oa CQN(f) < ||fHOO < ClN(f)a Vf € CO(Kv]R)

Corrigé :
Pour tout z € K, on définit la forme linéaire suivante

T,: f € C°(K,R) — f(x).

Par la seconde hypothése, pour tout € K, et pour toute suite ( f,,), qui converge dans (C°(K,R), N), la convergence
simple de la suite (f,,) vers f, nous assure que

To(f) = fule) —— f(2) = Tuf,

et donc que la forme linéaire 7}, est continue sur (C°(K,R), N).
Par ailleurs, pour tout f € C°(K,R), nous avons

sup |T; f| = sup | f(z)] < +oo,
reK zeK

car f est continue et K est compact.
D’apres la premiére hypothese, I’espace (C°(K,R), N) est complet et toutes les hypothéses du théoréme de Banach-
Steinhaus sont vérifiées.
On en déduit qu’il existe C' > 0 tel que
sup ||Tx]| < C.
reK

Cette propriété s’écrit encore sous la forme
(@) =Ta(f)| < CN(f), Va € K,¥f € C°(K,R),

et donc

ce qui montre exactement la propriété annoncée.
Notons que d’apres le théoréme d’isomorphisme de Banach (Théoréme I1.33), ceci implique que N et ||.||o sont des
normes équivalentes, c’est-a-dire qu’on a automatiquement I’autre inégalité

N(f) < Cllflloos Vf € COUKR).
Ceci utilise la complétude des deux espaces (C°(K,R), N) et (C°(K,R), ||.|[o0)- ]

Exercice 12 (Projections dans un Banach)

Soit E un espace de Banach et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, i.e. tels que E = F & G.
On note pr (resp. pg) la projection sur F' (resp. sur G) parallélement a G (resp. a F).
On a alors

pF et pg sont continues <= F et G sont fermés.
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Corrigé :

Par définition des projections, nous avons Ker pr = G et Ker pg = F’ et donc la continuité des projections implique
le caractere fermé des deux espaces. La difficulté est de montrer le résultat réciproque.

Supposons que F' et G sont fermés (ce sont donc des Banach vu que E est complet) et considérons 1’application

:(f,g) e FxGw— f+g€E.

11 s’agit clairement d’une application linéaire, bijective (car E = F' & @) et continue (inégalité triangulaire).
Comme F'x G et E sont des Banach, nous en déduisons que I’application réciproque est continue. Or, cette application
réciproque s’écrit
& H2) = (pr(z),pg(z)) € F x G, Yz € E,

ce qui montre le résultat par définition de I’espace produit.

Preuve alternative (avec le théoreme du graphe fermé) : pr est linéaire de E' (complet) dans F' (complet car fermé
dans FE) donc elle est continue si et et seulement si son graphe est fermé.

Soit (2, yn) € E x F une suite d’éléments du graphe de pr qui converge vers un élément (z,y) € E x F. 1l faut
montrer que (x,y) est dans le graphe de pp.

Par définition on a y,, = pr(x,,), ce qui signifie que

yn € F, etx, —y, € G.
Comme F et G sont fermés, on peut passer a la limite et obtenir que
yeF, etex—yed.

Ceci montre exactement que x = y + (z — y) avecy € Fetx —y € G etdonc que y = pr(z). Le résultat est démontré.
|

Exercice 13 (Projections alternées, lemme de Lions)

Soit H un espace de Hilbert et V1, Vs deux sous-espaces fermés de H. On suppose que H = Vi + Vs (la somme
n’étant pas nécessairement directe). On note Py et Py les projections orthogonales sur V1, et Vs, respectivement.
On rappelle que ce sont des opérateurs linéaires continus de norme 1.

1. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

Pour tout v € H, il existe vi € V] et vg € Vs tels que v = v, + vy et ||v1]] < Cllv

va| < Cflvll. )

2. En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que
Vo e H, |vf| < C([|Prol| + || Pol]).

3. On note maintenant Q;, pour i = 1,2, la projection orthogonale sur I’orthogonal Vf. On rappelle que
Qi=1d - P
En appliquant la question précédente a Qv et en écrivant Q1v = PoQ1v+ Q2Q1v, démontrer qu’il existe
0 < k < 1tel que

[Q2Q1] < k.

En déduire que, pour tout point vy € H, la suite obtenue par projection successive sur les espaces Q1 puis
Q- converge vers (.

Remarque : le résultat demeure si on suppose seulement que Vi + Vo est dense dans H mais on perd la conver-
gence géométrique.

Corrigé :
1. On munit I’espace produit V7 x V5 de la norme ||(v1,v2)|| = ||vig + ||v2|lg qui en fait un espace complet car
chacun des espaces V; et V5 sont complets car fermés dans H qui est lui-méme complet.

On considere I’application
D : (2)1,1]2) eVix Vo v +vy € H.

Elle est clairement linéaire, surjective (car par hypothese V' = V; 4 1%5), et les espaces mis en jeu sont complets.

Nous sommes donc dans les conditions d’applications du théoreme de 1’application ouverte qui nous dit qu’il existe
c > 0 tel que
By (0,¢) C ®(Bv;x1,(0,1)),
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ou encore par homogénéité

Br(0,1) C ®(By, x,(0,1/¢)).
Cette propriété signifie que
Yo e H,||v|| <1, 3,v1 €vy,v € Vo, t.q. ||vg]] + [|v2]| < 1/¢, et D(vy,v2) = v,
et donc en particulier

Yo e H,|lv|| <1, Jv1 €vy,v3 € Vo, t.q. ||vg]] < 1/cet ||va]] < 1/¢, etv = vy + vs.

On obtient le résultat attendu avec C' = 1/c par homogénéité, en remarquant que pour un v € H non nul quel-
conque, on peut appliquer ce qui préceéde a v/||v]|.

2. On prend un v € H quelconque non nul, et on choisit une décomposition v = v; + vo vérifiant (x). On écrit alors
2
[0l = (v,0)n = (v,01 +v2)m = (v,v1) 1 + (v, 02) 1

Comme v; € V) on peut remplacer v par sa projection sur V; dans le premier terme. Idem pour le second terme.
On obtient

[o]> = (Pro,v1) i + (P2v, v2) o,
et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient
loll* < 1Pvollloall + [ Povllllvz]] < C(IPro]l + | P2ol) o],

d’ou le résultat par simplification par ||v]|.

3. Suivons les indications de 1’énoncé et écrivons

Qo] < C([[PQuv]| + | P2Q1v]]).

Par définition, P, Q1 = 0 et donc il reste

Q1] < ClPaQuv].

On écrit alors

Q1v = PoQ1v + Q2Q1v,

et comme les deux termes sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore nous donne

1Q1v]* = [PQuo]l* + 1| Q2Quv]%,

et donc

[Q2Q10])* = [|Q1v])* — | PQ1v]|?
1
< [|Quv* - @HQWW

— (1= &) lQul?

1
<(1- )l

Le résutat suit avec

qui est bien un nombre strictement entre 0 et 1 (on remarque que C' est nécessairement strictement plus grande que
1).
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Exercice 14 (Principe de sélection continue. Existence d’un inverse a droite)

Soient XY, Z trois espaces de Hilbert et F € L(X,Z), G € L(Y, Z) deux opérateurs linéaires continus.
1. On suppose que ImF C ImG.
(a) On pose Yy = Ker(G)*. Montrer que Yy est un Hilbert.
(b) On note G la restriction de G a Yo. Montrer que G : Yy — Z est injective et que Im(G) = ITm(Q).

Cette application réalise donc une bijection de Yy sur Im(G). On notera G~ linverse de cette
application.
(c) Pourquoi ne peut-on pas établir, a priori la continuité de G 12
(d) Montrer que G~ oF est continue de X dans Yy. En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu
& € L(X,Y) tel que
F=Go®.

2. Application : Montrer qu’un opérateur linéaire continu surjectif de Y dans Z admet un inverse a droite
linéaire et continu.

3. Exemple : En revenant a l’exercice 13, démontrer qu’on peut choisir vy et vy dans (x) de fagcon linéaire (et
donc continue!) par rapport a v.

Corrigé :

1. (a) L’espace Yj est I’orthogonal d’un ensemble (quelconque) donc il est nécessairement fermé. Comme Y est
complet, Yy I’est aussi.

(b) Soit y € Yj tel que G(y) = 0. Par définition, cela signifie que G(y) = 0 et donc que y € Ker(G). Par
définition de Yy, onay L Yy ety € Y, ce qui n’est possible que si y = 0.

Soit z € Im(G). On écrit z = G(y) pour un certain y € Y. Si on pose yo € Py,(y) alorsonay — yg €
Y5t = (Ker(G)4)+t. Comme Ker(G) est fermé (c’est le noyau d’une application continue), nous déduisons
que y — yo € Ker(G) et donc

2= G(y) = G(yo) = G(wo),

ce qui montre que z € Im(G).

(c) Pour établir de fagon automatique la continuité de G~ nous pourrions appliquer le théoréme d’isomorphisme
de Banach mais pour cela, il faudrait que I’espace image Im(G) soit complet, ¢’est-a-dire fermé dans Z, ce
qui n’est pas vrai en général avec les hypotheses que nous avons faites.

(d) X et Y sont des espaces complets. On peut donc appliquer le théoreme du graphe fermé pour montrer la
continuité de cette application.

On se donne une suite ((2,, Yn))n € X x Y de points du graphe de G~'oF donton suppose qu’elle converge
vers un élément (x,y) € X X Yj. Il faut montrer que c’est un élément du graphe.

Par hypothese, nous avons
¥ >0, yo = G~ o F(zy),

et donc

Vn >0, G(yn) = G(yn) = F(an).

Comme F' et G sont continues et que (z,,), et (Y, ), convergent respectivement vers = et y, nous pouvons
passer a la limite et obtenir

Comme par ailleurs y € Y, ceci s’écrit
y=G o F(x),
et le résultat est démontré. L opérateur ® = G~ o F répond 2 la question.
On remarque que nous avons montré la continuité de G~ o F sans avoir montré la continuité de G~ 1.

2. On applique ce qui précede a X = Z et F' = Id. L’hypothese d’inclusion des images devient exactement équivalente
a la surjectivite de G.

3. C’est une application immédiate de la question précédente avec Z = H,Y = V; x Vo, G = (v1,v2) — v1 + va.
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Exercice 15 (Opérateurs possédant un adjoint dans les Hilbert)

Soient (Hy, (.,.)1) et (Ha, (., .)2) deux espaces de Hilbert et T : Hy — Hs une application linéaire. On suppose
qu’il existe une autre application linéaire S : Hy — H; telle que

<T.’E,y>2 = <90,Sy>1, Vo € th € H2'

Alors T et S sont continus. S’il existe, I’opérateur S vérifiant la propriété ci-dessus est appelé I’adjoint de T et
est généralement noté T*. On verra plus loin que tout opérateur continu admet un adjoint.

Corrigé :
On va appliquer le théoréme du graphe fermé. On prend donc une suite (x,,, T'zy,), C Hy X Hy d’éléments du graphe
de T qui converge vers une limite notée (x,y) € H; X Hy. On fixe z € Hs et on applique 1’hypothése

<Txn7 Z>2 = <mna SZ>17

puis on passe a la limite pour obtenir
<y7 Z>2 = <$7 Sz>17

et en appliquant a nouveau 1’hypothese on trouve
<y7 Z>2 = <Txa Z>2~

Cette égalité étant vraie pour tout choix de z € Hs, on en déduit que y = T'x et donc que la limite de la suite qui est
(z,y) = (z, Tx) est bien dans le graphe de T'. [ |

Exercice 16 (Opérateurs positifs dans les Hilbert)

Soit H un espace de Hilbert réel et T' : H — H une application linéaire. On suppose que T' est positif au sens
suivant

(Tx,zy >0, Yo € H,

alors T est continu.

Corrigé :
Montrons que le graphe de T est fermé. Soit (z,,),, une suite qui converge vers x dans H et telle que (T'x,, ), converge
vers y. Il faut montrer que y = Tx. On pose z = y — T'x et on écrit
(Txy + Th,x, +h) >0,Vn,Vh € H.
On peut passer a la limite dans tous les termes et il vient

(y+Th,z+h) >0,

ce qui s’écrit encore
(z+Tx+Th,z+h) > 0.

On prend maintenant h = —z + tk, pour t € Ret k € H fixé, il vient
(z + tTk,tk) > 0.
Ceci étant vrai pour tout ¢, nous en déduisons finalement
(2,k) =0, Vk € H,

et donc on a bien z = 0, ce qui montre y = T’z et donc le résultat. |
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