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Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Le baréme tiendra compte de la longueur manifeste du sujet.

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Enoncer le théoréme d’ Ascoli.
2. Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application.
(a) Rappeler ce que signifie la propriété : f est contractante sur X.

(b) Démontrer que si f est contractante, elle admet un unique point-fixe dans X.

Exercice 2

1.

ii.

iii.

Soit (a)x une suite de nombres réels telle que >, - |ax| < 400. On se donne par ailleurs une suite (gx)x
d’éléments de [0, 1] distincts deux a deux.

1. Démontrer que pour toute fonction continue f : [0,1] — R, la série de terme général (o f(qr))r est
convergente.

2. On suppose désormais que

Zakq,? =0, Vn>0.
k>0

Le but de ’exercice est de montrer que les () sont nécessairement tous nuls.

(a) Montrer que, pour tout polyndme P € R[X], on a

Z osz(qk) =0.

k>0

(b) Démontrer (en précisant tous les arguments) que pour toute fonction continue f : [0,1] — Rona

Z ok f(qr) = 0.

k>0

(c) Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction continue a support dans [—1, 1] telle que ¢(0) = 1.

Dessiner une telle fonction ¢.

On fixe ky > 0. Démontrer soigneusement que

Indication : On pourra commencer, pour un € > 0 fixé, par choisir (en le justifiant) un indice
k1 > ko tel que D ;- |ox| <e.

Conclure.




Exercice 3

Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert dont on note la norme || - ||.
Soit A : H — H un opérateur linéaire continu qui vérifie de plus, pour un certain o > 0, la condition

(Au,u) > allul|?, Yu € H.

Le but de I’exercice est de montrer que A est bijectif.
1. Démontrer tout d’abord que A est injectif.

2. On fixe b € H. Pour un p > 0 donné, on considere I’application

frue H—u—p(Au—0b) € H.

(a) Pour tous uy,uz € H, en calculant || f(uy) — f(u2)|?

, montrer que
1 (ur) = fu2)|* < (1= 2pa+ p||AlI*)lur — ua]*.

(b) Montrer que I’on peut choisir p > 0 de sorte que f soit contractante.

(c) Conclure.

Exercice 4

Soit F' un sous-espace vectoriel de C°([0, 1], R). On suppose que F est fermé pour la topologie de L?(]0, 1])
(dont on note (-, -)3 le produit scalaire et ||.||2 la norme associée).
Le but de I’exercice est de montrer que F' est de dimension finie.

1. Démontrer que F est fermé dans C°([0, 1], R). En déduire que |||« et ||.||2 sont des normes équivalentes
sur .

2. Justifier rapidement I’ existence de I’opérateur de projection orthogonale sur F' dans L?(]0, 1[). On le note
Pr.

3. Démontrer que pour tout z € [0, 1], ’application

VYot fE LQ(]O,ID = (PFf)(m) €R,

est bien définie et constitue une forme linéaire continue sur L2. En déduire qu’il existe g, € L*(]0,1])
telle que

(Prf)(x) = {f.g:)2, V[ € L*(]0,1]).
4. Soit (f,,)n une suite d’éléments de la boule unité fermée de (F, ||. oo )-

(a) Démontrer qu’il existe une sous-suite (fy(,))n qui converge faiblement dans L*(]0, 1[) vers une
fonction notée f € L%(]0, 1[).

(b) Démontrer que pour tout z € [0, 1], on a la convergence simple

fomy(@) —— (Prf)(z).

n—oo

(c) Démontrer que (f,(n))n converge fortement vers P f dans L?(]0, 1[). En déduire que f € F.
(d) Démontrer que (f,(n))n converge vers f dans (F, ||.|[oc).

(e) Conclure.




