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Suites vectorielles et normes

Exercice 1. Déterminer la nature et la limite éventuelle des suites vectorielles suivantes :
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Exercice 2. On considere la suite récurrente de R? x,,11 = f(x,), 1o € R? fixé ou
fi R o R
T 2x — 2y
H
(y> (—336 + y)

1. Il n’est pas évident de prévoir le comportement de (2, )nen, on pose donc u, = x,1 + Tpo €t v, =
3x,1 — 22, 2. Exprimer u, ;1 (resp. v,41) en fonction de w, (resp. vy,).

2. Expliciter z,, en fonction de n et en déduire le comportement de la suite.

Exercice 3. Montrer que pour tout z € R?, on a
I2lloe < [l2ll2 < llz]ls < Vd|la < d]|z]o
et que ces inégalités sont optimales (cela signifie que pour chacune de ces inégalités il existe un z # 0 qui

réalise 1’égalité).

et on définit la suite récurrente de R3 :
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Exercice 4. On considere la matrice A = 6 1
1

Tpi1 = Az, avec z9 € R3 fixé.
1. Expliciter les composantes de x,, 11 en fonction des composantes de z,,. Peut-on facilement en conclure
le comportement de (z,)nen ?
5 . :
2. Montrer que pour tout € R? on a |4z« < 6||x||oo, puis que lim, ;o |[|Zn]loc = 0 pour toute

valeur de zy. En déduire la limite de la suite (z,)nen-
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3. Trouver z € R3\ {0} tel que ||Az|; = 6||x||1 Peut-on conclure de la méme fagon sur la convergence

de la suite a I’aide de la norme ¢! ?

Exercice 5. Soit x = (7;)1<i<a € R? et y = (y;)1<i<a € R? deux vecteurs fixés.

1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

d
a) On définit le polynome P(t) = ||z||3 + 2t Z z:y; + t2||y||3. Montrer que P(t) > 0 pour tout ¢ € R.
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b) En utilisant le discriminant du polynéme P, montrer que < lz|l2]ly]l2-




2. En déduire I'inégalité triangulaire pour la norme ¢2.
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Exercice 6. 1. Pour tout z = ( ) € R?, on pose N;(z) = max(|z; + 3|, |1 — 272|). Montrer que Ny
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est une norme sur R* et représenter ’ensemble des vecteurs de norme inférieure ou égale a 1 pour

cette norme.

2. Pour tout x € R?, on pose No(z) = sup |z; + tzs|. Montrer que N, est une norme sur R?.
te[0,1]

3. Pour z € R?, on pose N3(z) = |3z, + 2x2|. Montrer que N3 n’est pas une norme sur R?,

4. Pour z € R? on pose Ny(x) = |z1| + x3. Montrer que N, n’est pas une norme sur R?.

Exercice 7. Pour tout z = (I1> € R? on pose Ni(z) = max(\/2? + 22, |x; — x2]) et No(z) =

T2
r1/9+ 23 /4.
1. Montrer que N; et N, sont des normes sur R? et représenter I’ensemble des vecteurs de norme

inférieure ou égale a 1 pour ces normes.
2. Montrer que No < [|.[|oc < ||ll2 < Ny < ||.|l1 < 4No.

Exercice 8. Soit ||.|| une norme sur R? et A = (a;;)1<;j<a € Ma(R). On pose :
Al = sup [ Az]].
TR |lx]|=1

1. Montrer qu’on définit ainsi une norme sur My(R).

2. Montrer que pour tout x € R4\ {0}, le vecteur y = %= est de norme égale & 1. En déduire que pour

]
tout z € R, on a ||Ax|| < ||| All|||z]|.

d
3. On munit R? de la norme ||.||;. Montrer que |[|Af||; = max (Z |a; ; ) :
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4. On munit maintenant R? de la norme ||.||oo. Montrer que [[|Af||s = max (Z |am~|>.
j=1

5. At-on ||| Alll; = [||A]l|e pour toute A € My(R)?
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6. Soit (z,)nen la suite récurrente définie par zp € R* et Vn € N z,,,; = Ax, ot A = ) 1 11
210
Calculer [[|A|||l; et |||A]]|co- La suite (z,)nen est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

Exercice 9. Soient p > 1 et ¢ > 1 tel que % + % = 1. Soient & = (7;)1<i<q € R? et y = (y;)1<i<a € R% On

pose
d 1/p d 1/q
], = (leilp> et |lyllq = <Z|yi|"> :
i=1 i=1

1
1. En utilisant la concavité de In, montrer que pour a, b > 0, on a ab < —a” + —b1.
p q
d

< - - V1 <i<d,eten déduire |z < ||lz||pllyllq-
lzlpllylls — pllzlls  allylla ; e

3. En écrivant (|zi] + |yl )" = || (il + sl + [yl (il + |y}, montrer ||z +yl, <zl + lyll,-
4. Conclure que |||, est une norme sur R
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5. Pour x € R? fixé, montrer que lim ||z]|, = [|2]|co-
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