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Chapitre 1

Suites de R?. Notion de norme.

Dans tout le cours chapitre, d > 1 désigne un nombre entier. On va travailler dans I’espace vectoriel R? des
d-uplets de nombres réels.

1 Suites convergentes

Définition 1.1
On appelle suite d’éléments de R? toute famille (n)n>0 d’éléments de R? indexée par I’ensemble N des
entiers naturels. On peut également considérer des suites qui commencent a un indice non nul (., )n>n,-
Tn,1
On notera x,, = : les d coordonnées de 1’élément x,, dans la base canonique de R,
Tn,d
Définition 1.2
Iy
Soitl = | : | € R<. On dit qu’une suite (x,,),, d’éléments de RY converge vers | quand n tend vers
la
Uinfini, si pour tout 1 < i < d, la suite de nombres réels (x, ;) converge vers ;.

Proposition 1.3

La limite l de la suite (x,,), i elle existe, est unique.

Preuve :
Ceci est la conséquence directe de I’unicité de la limite pour les suites de nombres réels. ]

Exemple 1.4

Si xg € R? est un élément quelconque de R? et A une matrice réelle carrée de taille d, on peut définir

par récurrence la suite (x,,),, par
Tpy1 = Axy, Yn > 0.

Le comportement de toutes les composantes de x,, est couplé et il est donc difficile de séparer I’étude
de chacune des composantes. On verra par la suite qu’avec les bons outils d’analyse et d’algébre, on
pourra étudier complétement le comportement de telles suites.
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2 Chapitre L. Suites de R?. Notion de norme.

Prenons des maintenant des exemples :
o Si A =1d, alors la suite (), est stationnaire et converge donc vers x.
o Si A= Xldavec |\ > 1, alors (z,)n, ne converge pas sauf si xo = 0.
0
e Si A= Mdavec |\ < 1, alors (xy,), converge vers 0 = | | pour toute valeur de x.
0

0 1
constate que la deuxieme composante de x., est stationnaire :

1 1
e Si A= ( ), 'analyse du comportement de la suite est plus complexe. tout d’abord, on

Tn,2 = 20,2, vn > 0,
On a alors la formule suivante
Tpg1,1 = Tn,1 + To2, VN >0,
et il s’agit donc d’une suite arithmético géométrique que I’on peut calculer explicitement
ZL'n’l = IEOJ =+ TLIOQ.

In fine, on obtient que la suite (x,,),, converge si et seulement si oo = 0 et sa limite vaut alors
Zo-
. 0.5 1.2\ . . . L .
o SiA= | 05 02 il devient difficile de trouver une expression immédiate de x,, en fonction

de n. On peut pourtant établir que, dans ce cas, on a convergence vers 0 de la suite pour tout
choix de la donnée initiale.

0.5 1.2
-1 0.2
radicalement différent puisqu’on peut établir que, sauf si o = 0, tous les coefficients de la suite
vont tendre vers l’infini.

e En modifiant un peu la matrice de la facon suivante A = , le comportement est

La définition ci-dessus est donc relativement simple a comprendre. La convergence d’une suite d’éléments de
R? est ainsi définie coordonnées par coordonnées. En revanche, d’un point de vue pratique, il peut étre délicat
de toujours se ramener a I’étude séparée des composantes comme dans I’exemple précédent. Pour cela, on va
introduire des outils qui vont simplifier I’analyse de telles suites.

Définition 1.5 (Norme /2, Norme /!, Norme [>)

Pour tout élément x € R, on définit les trois quantités suivantes :

d
el =3 Jail,
=1

[2lloc = sup [].
1<i<d

Elles sont appelées respectivement, norme 1\, norme 12 et norme 1>°.

Remarque 1.6

Dans le cas particulier oit d = 1, toutes ces normes sont égales et coincident avec la valeur absolue.
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1. Suites convergentes 3

Remarque 1.7

Dans le cas oit d = 2, on peut identifier R? a I’ensemble des nombres complexes C, et on a alors
l(ab)ll2 = la+ibl, ¥(a,b) € B2,

de sorte que la notion de norme 12 sur R? coincide avec la notion de module d’un nombre complexe.
D’apreés le théoréme de Pythagore, la norme 1* coincide également avec la notion de distance eucli-
dienne dans le plan (mais aussi dans ’espace R3).

L’ objet de ces définitions est qu’elles permettent de ramener I’étude de la convergence de suites de R? a I’étude
d’une seule suite de nombres réels positifs. En effet, on a le résultat suivant :

Proposition 1.8

Soit (z,,)n, une suite d’éléments de R? et | € RY. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. La suite (x,,), converge vers l.
2. La suite numérique (||x,, — l||1)n tend vers Q.
3. La suite numérique (||x,, — l||2), tend vers 0.

4. La suite numérique (||x,, — || )rn tend vers 0.

Preuve :
1 = 2 Supposons que la suite (x,,), converge vers [. Alors pour tout 1 <7 < d,ona

n—oo

‘xn,i — ll| —— 0.

Ainsi
d

zn =2l = |2 — L] =20,
i=1

comme une somme de d suites qui tendent vers 0.

2 = 3 Commencons par démontrer I’inégalité suivante
Vz € RY ona [|z]l2 < |z L.1)

En effet, pour tout 1 <¢ < d,ona

< [l ]l

N
N

[ V]
A\
Bl

=

B
=
A

et ainsi en sommant sur ¢, on trouve

ce qui est bien 1’inégalité annoncée.
L’implication que I’on souhaite démontrer est alors immédiate, par le théoreme des gendarmes, car on a

n—oo

0<|zn =12 < ||xpn = |1 —— 0.
3 = 4 La encore on va démontrer I’inégalité suivante :

vz €RY, ona |z]eo < ||z]la- 12)

Celle-ci est vraie car pour tout 1 <4 < d,ona |z;| < ||z||2-
On obtient alors le résultat par le théoréme des gendarmes car

n—oo

0 < lzn = llloo < lln —1ll2 0.
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4 Chapitre L. Suites de R?. Notion de norme.

4 =1 Soit1 < i < d,on aalors pour toutn > 0 :

n—oo

0 S ‘xn,i - l2| S Hmn - lHoo E— Ou

ce qui démontre que (z,, ;). converge vers [;, toujours par le théoréme des gendarmes.

Ceci étant vrai pour tout 1 < ¢ < d, on a bien démontré la convergence de la suite (), vers [, au sens de
la définition donnée plus haut.

Ce résultat montre que, pour étudier la convergence d’une suite d’éléments de R? vers un élément [ € R, il
suffit d’étudier ||a,, — || ol || - || désigne "une des trois normes étudiées ci-dessus.

Remarque 1.9

Les outils essentiels de la démonstration du résultat précédent sont les inégalités (1.1) et (1.2). On a en
réalité des inégalités un peu plus précises :

Vo € R lz]lz < el < V||,
v €RY, |z]o < [l2llz < V2]l

Vo €RY, ol < [lzfli < dllal,

et de plus toutes ces inégalités sont optimales (i.e. les constantes sont les meilleures).
On dit que les normes 11, 2 et [°° sont équivalentes. On retrouvera cette notion plus loin dans le cours.

2 Normes

Essayons de formaliser un peu la notion de norme que nous avons introduite précédemment sur trois exemples.

Définition 1.10

On dit qu’une application N : R? — R est une norme si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € R%, N(z) > 0.

2. Pour tout x € R
N(z)=0<2=0.

3. Homogénéité : Pour tout v € R% et tout \ € R, on a
N(Az) = |A|N(z).
4. Inégalité triangulaire : Pour tous x,y € R ona

N(xz+y) < N(z)+ N(y).

De fagon résumée nous pouvons dire qu’une norme permet de mesurer les éléments de R?.
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2. Normes 5

Exemple 1.11

Comme leur nom ’indique, les trois applications || - | |2 et || - |loo définies plus haut sont bien des
normes au sens de la définition ci-dessus.
Les trois premiéres propriétés sont immédiates a vérifier mais 'inégalité triangulaire n’est pas aussi

simple.

1,

o Pour la norme 1}, I'inégalité triangulaire découle immédiatement de I’inégalité triangulaire dans
R. En effet, on a

d d

e +ylle =D lzs +yil <D (il + lyal) = lell + Iyl
=1 =1

o Pour la norme 12, I'inégalité triangulaire n’est pas évidente & démontrer et nous I’ admettrons pour
le moment (vous verrez la démonstration, qui est tres importante, en TD).

e Pour la norme infini, on procéde de la fagon suivante : on fixe 1 < i < d et on utilise l'inégalité
triangulaire dans R puis la définition de la norme infini :

i 4yl < |zl + [yl < (7]l + [[Ylloo;
et comme ceci est vrai pour tout i, on en déduit que

2+ ylloo = sup [z; + 3| < [[2]loo + [[Ylloo-
1

Exemple 1.12
1l existe beaucoup d’autres normes sur RY. Prenons quelques exemples :

e Sil < p < oo, application
1
d P

e fally = (D lel )

i=1
est une norme sur RY, appelée norme IP.

o Dans R?, les applications suivantes sont des normes :

N(z) = /2?2 + x122 + 23,

N(z) = max(|z1 — x2], |21 + 3z2|).

Exercice 1.1

En dimension d = 1, montrer que si N est une norme sur R, alors il existe un unique o > 0 tel que
N(z) = alz|, Vz eR.

Ainsi, on connait parfaitement toutes les normes sur R, ce sont les multiples positifs de la valeur
absolue.

Nous allons maintenant énoncer un des théoremes fondamentaux du chapitre qui exprime que toutes les normes
sur R? permettent d’étudier, de facon équivalente, la convergence des suites de R.

Définition I.13 (Normes équivalentes)

Deux normes N et Ny sur R? sont dites équivalentes, si on peut trouver deux nombres positifs ¢ > 0

etc > 0 tels que
cNi(z) < Na(z) <eNi(x), Vo eR?
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6 Chapitre L. Suites de R?. Notion de norme.

Théoreme 1.14

Toutes les normes sur R sont équivalentes.

La démonstration de ce théoreme nécessite des notions plus avancées de topologie, c’est pourquoi nous la
verrons plus loin dans le cours.

Corollaire 1.15

Soit N une norme quelconque sur R%, (x.,,),, une suite d’éléments de R? et | € R%. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La suite (), converge vers l.

2. La suite de nombres positifs (N (z,, — 1)), converge vers .

Preuve :
On a déja vu ce résultat pour des normes particuliéres qui sont || - ||oo, || - ||1 €t || - ||2- Mais, d’apres le théoréme
précédent, si N est une norme quelconque, il existe c et ¢ tels que

cN(zy —1) < ||xp —l|oo <EN(zp —1), VYn>0.

Par le théoréme de comparaison, on voit bien que N (z, — I) — 0 si et seulement si ||z, — I||cc — 0. [

3 Suites de Cauchy

Comme d’habitude, il est utile d’avoir un critére pour déterminer si une suite converge sans connaitre a priori
sa limite. C’est 1’objet du critere de Cauchy qui suit.

Définition 1.16 (Suites de Cauchy)

On dit qu’une suite (z,,),, d’éléments de R est de Cauchy si et seulement si

Ve >0, 3ng > 0,Vn > ng,Vp >0, ||$n_$n+pHoo <e.

D’apres le théoreme d’équivalence des normes, on ne change rien a cette définition en remplagant la norme
Il - [|oo par n’importe quelle autre norme.

Une suite est donc de Cauchy si, au bout d’un certain rang, tous les termes de la suite sont proches deux-a-deux
(plus précisément : aussi proches que I’on souhaite !)

Théoréme 1.17

Une suite (x,,), d’éléments de R? converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Preuve :

e Supposons que (), soit de Cauchy, alors pour tout 1 <i < d,ona

|$n,i - $n+p,i| < lzn — xn-&-p”om

ce qui prouve que la suite de réels (z,, ; ), vérifie le critere de Cauchy dans R. A ce titre, nous savons que la
suite (z,,,;)n est convergente.
Ceci étant vrai pour tout 7, nous avons bien obtenu la convergence de la suite (z,, ).

e Simaintenant la suite (z,,),, converge vers une limite notée [ € R?, nous avons grice 2 I’inégalité triangulaire
|2 = Tntplloe < |2 = Uloo + [[Tntp — U]y VR, p > 0.

Si on prend n assez grand, on peut donc rendre cette quantité plus petite que n’importe quel € > 0 et le tour
est joué.
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4. Boules ouvertes et fermées. 7

4 Boules ouvertes et fermées.

Nous savons maintenant mesurer, grice aux normes, la longueur d’un élément de R4, Ceci permet de définir
des objets utiles pour la suite.

Définition 1.18 (Boules)

Soit a € R% et R > 0, et N une norme sur R®

e On appelle boule ouverte centrée en a et de rayon R pour la norme N, I’ensemble
By(a,R) = {z € R?, N(z —a)<R}.
e On appelle boule fermée centrée en a et de rayon R pour la norme N, I’ensemble

By(a,R) = {z € RY, N(x—a) < R}.

Quand il n’y a pas d’ambiguité sur la norme utilisée, il arrive qu’on supprime I’indice /N dans la notation.

Exemple 1.19

On rappelle qu’en dimension 1, la fonction valeur absolue est une norme (et c’est la seule a multiple
positif prés). On a alors

By (a, R) =]a — R,a + RJ,

Bj(a,R) = [a— R,a+ R].

En réalité, les boules ouvertes dans R, sont exactement les intervalles ouverts bornés et les boules
fermées sont les intervalles fermés bornés. En effet, nous avons (a vérifier en exercice) pour tout a < b

a+b b—a
]a7b[—B.|( D) 5 9 >7

[a,b]B|,|(a+b,ba).
2 2

Proposition 1.20

Soit N une norme sur R% a € R% et R > 0. Alors on a
By(a,R) = a+ RB,(0,1),

By(a,R) =a+ RByx(0,1).

Ainsi, toutes les boules ouvertes et fermées de R s’obtiennent par homothétie et translation a partir
des boules Bn(0,1) et By(0,1). Ces deux boules sont respectivement appelées boule unité ouverte
et boule unité fermée.

Preuve :
On ne traite que le cas des boules ouvertes car celui des boules fermées s’obtient de facon analogue.

e Siz € By(a,R), par définition, on a N(z — a) < R et par homogénéité de la norme, on en déduit que

N (2%%) < 1, on a alors

x:a+R%“ € a+ RBx(0,1).
e Inversement si z € R? s’écrit x = a + Ry avec y € By (0, 1), alors on a
N(z —a) = N(Ry) = RN(y) <R,

etdonc x € By(a, R).
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8 Chapitre L. Suites de R?. Notion de norme.

Exemple 1.21 (Boules unités de R?)

Pour visualiser les boules de R?, il suffit donc de visualiser les boules unités.
o Pour la norme 12 : les boules unités coincidents avec les disques de centre 0 et de rayon 1.
o Pour la norme [ : les boules unités sont les carrés de coté 2 paralleles aux axes et centrés en Q.

e Pour la norme 1 : les boules unités sont les carrés de coté \/2 centrés en 0 et tournés d’un
huitiéme de tour.

On peut utiliser la notion de boule pour réinterpréter les notions de suites convergentes et de suites de Cauchy,
comme on peut le faire dans R avec les intervalles.

Proposition 1.22 (Convergence et suites de Cauchy revues et corrigées)

Soit N une norme quelconque sur R?.

1. Une suite (), d’éléments de R4 converge vers | € R? si et seulement si pour toute boule
ouverte centrée en | et de rayon aussi petit que I’on veut By (1, ), alors tous les x,, sont dans
Bn(l,€) a partir d’un certain rang ng. Autrement dit,

Ve > 0,3ng >0, VYn > ng, x, € By(l,¢).

2. Une suite (x,,),, d’éléments de R? est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe une boule ouverte
B de rayon € telle que tous les x,, sont dans B a partir d’un certain rang.

5 Topologie dans les espaces vectoriels de dimension finie

On vient de voir dans les paragraphes précédents un certain nombre de notions de topologie dans I’espace
R?. En réalité toutes ces notions se transposent sans aucune difficulté supplémentaire au cas de n’importe quel
R-espace vectoriel de dimension finie. On a ainsi la méme définition pour les normes :

Définition 1.23

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On dit qu’une application N : E — R est une norme
si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout x € E, N(z) > 0.
2. Pourtoutx € B

N(z)=0&2=0.
3. Homogénéité : Pour tout v € E et tout \ € R, ona
N(Az) = |A\|N(x).
4. Inégalité triangulaire : Pour tous x,y € E, ona
N(z+y) < N(z) + N(y).

Le couple (E, N) est alors appelé R-espace vectoriel normé.

e Exemple : I'emsemble R,,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal & n est un R-espace vectoriel de
dimension n 4 1. On peut le munir de diverses normes comme par exemple

1P|} = max(|P(0)[,|P'(0)], -~ ,|PT(0))),
ou encore
n
1Pl =" 1P,
i=0

ol xg < --- < x, sont des points deux a deux distincts.
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5. Topologie dans les espaces vectoriels de dimension finie 9

e L’ensemble des matrices M,, ,,,(R) est isomorphe a R™*™ et posséde donc une structure d’espace vectoriel
de dimension finie. On peut considérer par exemple la norme suivante

1Al = laij]-
i

On verra dans un paragraphe ultérieur et en TD que cet espace possede des normes plus naturelles que
d’autres que I’on étudiera plus précisément.

Remarque 1.24

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie d. Soit (eq,- - - , eq) une base de cet espace. Muni d’une
telle base, on peut construire un isomorphisme de R? sur E :

d
w:xERd»—)go(as):ineiEE.
i=1

e Si maintenant N est une norme sur E, on vérifie que x € R — N (p(x)) est une norme sur R%.

e Réciproquement si N est une norme sur R, I'application y € E — N(p~'(y)) est une norme
sur E.

Ainsi toutes les notions que 1’on va définir sur R s’adapteront par le biais d’un tel isomorphisme & un
tel espace E.

Par exemple, une suite (x,,),, d’éléments de E converge vers un élément | de E si et seulement si, dans
n’importe quelle base de F, les suites des coordonées des x,, converge vers les coordonnées de l. Ceci
est encore équivalent a dire que, pour n’importe quelle norme N sur E, ona N(x,, — ) — 0.
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Chapitre L. Suites de R?. Notion de norme.
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Chapitre 11

Parties ouvertes et fermées de R?

Dans toute la suite, on munit R? de la norme [°° bien que tous les résultats énoncés sont valables dans n’importe
quel R-espace vectoriel normé de dimension finie (E, N).

1 Parties ouvertes de R?

Définition I1.1

On dit qu’une partie A C R est ouverte si :
Ve e A,36 >0, B(z,d) C A.

On dit aussi que A est un ouvert.

Remarque I1.2

L’ensemble vide () est ouvert. De méme 1’ensemble A = R? est aussi ouvert.

De fagon informelle, on peut dire que A est ouverte si tout point z € A a tous ses “voisins” suffisament proches
qui sont aussi dans A.

Remarque I1.3 (A propos de I’équivalence des normes)

Le théoréme I1.14 nous dit que toutes les normes sur R? sont équivalentes. On vérifie aisément que ceci
implique que pour toutes normes Ny et Ny nous avons

Va € RY, YR > 0,3r > 0, tel que By, (a,r) C By,(a,R).

Cette propriété nous dit que la définition des ensembles ouverts de R® de dépend pas de la norme choisie.

Exemple I1.4

e La boule ouverte de centre a et de rayon R > 0 est un ouvert (la définition est donc cohérente).
En effet, soit x € B(a, R). On a donc ||z — a|lcc < R. On a alors

B(z,R — ||z — al|s) C B(a, R),
car d’apreés I'inégalité triangulaire pour y € R?, on a
y € Bz, R=|z—allsc) = [[y=2]oc < B=llz—allcc = [y—alloc < [ly=2[oc+llz—allec < R.

Ceci prouve bien que B(a, R) est un ouvert.
En particulier en dimension 1, les intervalles ouverts de R sont bien des ouverts au sens de la
définition précédente.
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12 Chapitre I Parties ouvertes et fermées de R?

e La boule fermée de centre O et de rayon R > ( n’est pas ouverte! En effet, si x est tel que
|z]lcc = R, alors on ne peut pas trouver de § > 0 tel que B(z,d) C B(0, R).
Supposons qu’un tel § > 0 existe. On a alors

1 1)
1+ )2 — 2l < =
II( +2R)x a:Hoo_2<5,

ce qui prouve que (1 + %)x € B(z,0) et donc que (1 + %)x € B(0, R) ce qui signifie que

1)

(1+ ﬁ) 7)o < R,
=R

c’est une contradiction.

Bien entendu, la méme démonstration s’applique aux boules qui ne sont pas centrées en Q.

Proposition IL.5

o Toute réunion d’une famille quelconque (méme infinie) d’ouverts est encore ouverte.

o Toute intersection finie d’ouverts est encore ouverte.

Preuve :

e Soit U/ une famille d’ouverts de R?. On veut montrer que A = Uu ey B est un ouvert. Soit donc = € A. Par
définition de 1’union, il existe au moinsun U € U tel que x € U.

Comme ce U est un ouvert, il existe § > 0 tel que B(x,d) C U, mais comme U C A, on a bien

B(z,0) C A,
ce qui montre que A est ouvert.
e Soit Uy, - - - , U, un nombre fini d’ouverts de R%. On note A = U; N - -- N U,, et on veut montrer que A est
ouvert.
Soit z € A. Pourtout k € {1,...,n}, onaxz € Uy et Uy est un ouvert donc il existe d; > 0 tel que
B(:L‘, 514:) C Ug.
On pose maintenant 6 = min(dy,...,d,). Onabien d > 0 et de plus pourtout 1 <k <nona
B(.’L‘,é) C B(a;,ék) C Ug,
et donc

B(z,0) CUN--NU, = A,

ce qui montre bien que A est ouvert.

Exercice I1.1

o Tout ouvert A non vide de R? peut s’écrire comme une réunion dénombrable de boules ouvertes.
Autrement dit, il existe une famille dénombrable de boules ouvertes (By,)y, telles que

A:UBW

e En dimension d = 1, tout ouvert non vide A peut s’écrire comme une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints.
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2. Parties fermées de R? 13

Remarque I1.6

o [l faut prendre garde au fait qu’une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement
un ouvert. Ainsi si on considere la famille dénombrable (Uk)kzl d’intervalles ouverts de R définis

par
1
U, =]0,1+ E[

On peut alors calculer A = (\,—, Uy, =0, 1], qui n’est pas un intervalle ouvert !

o [l faut aussi bien avoir en téte que ['union de deux ensembles qui ne sont pas ouverts peut étre
ouverte. Par exemple dans R, la réunion de Ay = [0,1] et de As =] — 1,0] (qui ne sont pas
ouverts) est donnée par A =] — 1, 1[ qui est un ouvert!

2 Parties fermées de R?

Définition I1.7

Une partie A C R? est dite fermée si et seulement si son complémentaire A° = R\ A est un ouvert.

On a la caractérisation suivante, plus utile, des fermés.

Proposition I1.8 (Caractérisation des fermés par les suites)

Une partie A C RY est fermée si et seulement si, pour toute suite (z.,),, d’éléments de A qui converge
onalimy x, € A.

Preuve :

e Supposons que A est fermée. Soit (x,,),, une suite d’éléments de A qui converge vers une limite [ € R,
On veut montrer que [ € A. Raisonnons par 1’absurde et supposons que [ & A. Ceci signifie que I € A° et
comme, par hypothese, A° est ouvert. Il existe 6 > 0 tel que B(l,§) C A°.

Or, par définition de la limite, il existe n assez grand tel que ||2,, — I||c < 0 et donc z,, € B(l,§) C A et
cela contredit le fait que z,, € A. D’ou le résultat.

e Supposons maintenant que toute suite d’éléments de A qui converge a sa limite dans A. On veut montrer
que A est fermé, c’est-a-dire que A° est ouvert.

Supposons que A€ n’est pas ouvert. Il existe alors z € A€ tel qu’aucune boule B(x,d) ne soit contenue
dans A°. Ainsi, pour tout n > 1, la boule B(«, %) n’est pas contenue dans A€, ce qui signifie qu’il existe au
moins une élément z,, € B(z, 1) N A.

Nous avons donc |2, — 2|« < L pourtout n > 1, ce qui montre que (x,,),, converge vers z. Par hypothese,
ceci implique que z € A, ce qui est en contradiction avec le fait que x € A°.

Proposition 11.9

1. Toute réunion finie de fermés est un fermé.

2. Toute intersection quelconque d’une famille de fermés est fermée.

Preuve :

1. Soient Fi, ..., F}, des fermés de R%. Montrons que A = Fy U--- U F}, est encore fermé.

On utilise la formule
A =Fin---NFg,

qui montre que A€ est une intersection finie d’ouverts, c’est donc un ouvert et donc A est un fermé.

2. De la méme facon on utilise le fait que le complémentaire d’une intersection est I’'union des complémen-
taires.
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14 Chapitre I Parties ouvertes et fermées de R?

Remarque I1.10

o Il existe (beaucoup !) de parties de R? qui ne sont ni ouvertes ni fermées. Par exemple en dimension
1 tous les intervalles semi-ouverts de la forme [a,b] avec —o0o < a < b < +00 ne sont ni ouverts
(a cause de la borne a), ni fermés (a cause de la borne b).

o Il existe seulement deux parties de R¢ qui sont a la fois ouvertes et fermées : I’ensemble vide ) et
RY tout entier.

Exercice 11.2

Montrer que tout sous-espace vectoriel E de R? est fermé.

3 Intérieur - Adhérence - Frontiére

Définition I1.11

Soit A C R? une partie quelconque de RY. On appelle intérieur de A et on note A, ’ensemble défini
par

;1:{35614, 36 > 0, tq B(x,6) C A}.

Proposition I1.12
Soit A C RY,

[e] o
e Ona A C A etde plus A est un ouvert.
[e]
o A est le plus grand ouvert contenu dans A.

o
o A est ouvert si et seulement si A = A.

Preuve :

[e]
e Le fait que A C A est clair d’aprés la définition. Montrons que ¢’est un ouvert.
(o)

Soit x € A. Par définition, il existe 6 > 0 tel que B(x,d) C A. On va montrer qu’en fait B(x, ) C A.
En effet, on a déja vu que siy € B(x, d), alors

B(ya(s_ Hy_xHOO) CB(Z‘,(S) cA

[e]
ce qui prouve bien que y € A.

o
e On veut montrer que A est le plus grand ouvert contenu dans A. Cela signifie que si U est un ouvert vérifiant

UcC A alorsU C A
Soit U un tel ouvert et x € U. Comme U est ouvert, il existe § > O tel que B(z,0) C U C A. Par définition,

cela montre que = € A et on a donc bien montré ’inclusion U C A

e Ce dernier point est trivial d’apres tout ce qui précede.

Remarque I1.13

[e]
On déduit du résultat précédent que A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.
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Définition 11.14

Soit A C R? une partie quelconque de R®. On appelle adhérence de A (on dit aussi fermeture) et on
note A, [’ensemble des limites de suites d’éléments de A qui convergent.

Proposition 11.15

Soit A C R%.
e Ona o
re€A<=V5>0, B(z,0)NA#0.
e Ona A C Aetde plus A est fermé.
o A est le plus petit fermé qui contient A.

o A est fermé si et seulement si A = A.

Preuve :

e Supposons que © € A et donnons-nous & > 0. Par définition, il existe une suite (z,,),, de points de A qui
converge vers x. Donc pour un n assez grand, on a a la fois x,, € A et ||z, — x||s0 < 0, ce qui prouve que
Zn € B(x,8) N A. Cet ensemble est donc bien non vide.

Supposons maintenant que B(x,d) N A est non vide pour tout § > 0. Alors, en particulier, pour tout n > 1,
il existe z,, € B(x, ) N A. Par construction (zy,),, est une suite de points de A et de plus, on a

1
lzn — 20 < ' Vn > 1,

ce qui montre que (z,,),, converge vers x. Par définition, cela implique que = € A.

Soit z € A. On considere la suite constante définie par x,, = x. Il s’agit bien d’une suite d’éléments de A
qui converge (vers x bien stir !), sa limite « est donc bien dans A. Ceci prouve que A C A.

Montrons que A est fermé. On va utiliser la caractérisation des fermés par les suites. Soit (x,,),, une suite
d’éléments de A qui converge vers un certain 2 € R?. On veut montrer que = € A.

Si les x,, étaient tous dans A, alors par définition on aurait bien que z € A. Or, ils ne sont pas nécessairement
dans A mais seulement “proches” de A. On peut formaliser cela de la fagon suivante :

1
Yn>1, Jy, € A, telque ||z, — Ynlloo < —.
n

En effet, d’aprés le premier point de la proposition, pour tout n > 1, on a B(x,, %) NA#0.
Mais alors (yy, )., est une suite de points de A et de plus, par I’inégalité triangulaire, on a

1 n—oo

2 = Ynlloo < 17— Znlloo + |70 — Ynlloo < |z — Znlloo + n 0,

et donc la suite (y,,), tend vers x. Ceci prouve bien que 2 € A et donc que A est bien un fermé.

Soit F un fermé qui contient A : A C F. On veut montrer que A C F'. Soit donc = € A et (x,),, une suite
de points de A qui converge vers . Comme A C F, la suite (z,,),, est aussi une suite de points de F' et
donc, d’apres la caractérisation des fermés par les suites, la limite x de cette suite est aussi dans F'.

e Ce dernier point est trivial d’apres ce qui précede.

Proposition I1.16 (Quelques propriétés utiles)

e SiAC B, alorsonaAC BetAC B.

o Pour toute partie A de R?, on a
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16 Chapitre I Parties ouvertes et fermées de R?

Preuve :
A faire en TD. ]
Définition I1.17
Soit A une partie de R%. On appelle frontiere de A (on dit aussi bord) et on note O A, I’ensemble défini
par
0A = A\ A
Proposition 11.18

Pour tout A C R%, QA est un fermé.

Preuve :
Par définition on a 5 .
0A=A\A=AnN(A4)°,
o o€ _
or A estouvert donc A est fermé de méme que A. Ainsi 0A est 'intersection de deux fermés, c’est bien un fermé.
||

Exercice 11.3

Soit a € R? et R > 0. Déterminer Uintérieur, la fermeture et la frontiére de la boule ouverte B(a, R).
Mémes questions avec la boule fermée B(a, R).

Exercice 11.4

Soit E un sous-espace vectoriel strict de R® (pensez a une droite ou a un plan en dimension d = 3 par

o
exemple). Démontrer que E = (). On pourra considérer un vecteur £ ¢ E.
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Chapitre 111

Limites de fonctions en un point. Fonctions
continues

1 Rappel pour les fonctions de R dans R

On rappelle tout d’abord la définition suivante que vous connaissez depuis votre tendre enfance.

Définition ITI.1

Soit I un intervalle de R, f : I — R une application et a € 1. On dit que f admet | € R pour limite en
a si
Ve >0, 30 >0, Ve el, tq|lz—a|l <d,ona|f(x)—1 <e.
o Si la limite existe, elle est unique.

e Sia € I et que la limite existe, elle vaut nécessairement | = f(a), on dit alors que [ est continue
en a.

Le fait de demander que a € I est trés naturel car si cette condition n’est pas vérifiée, il est impossible de “se
rapprocher” de a en restant dans /. Autrement dit, il va exister un seuil § > 0 tel que

Il n’existe aucun x € I tel que |z — a| < 4.
Dans ces conditions la propriété précédente serait toujours vraie, indépendamment de [, ce qui n’a évidemment
aucun sens.
Remarque II1.2

La limite de f en a € I se note également lim,,_,, f(x) ou lim, f.
Quand a € I, on peut également considérer la limite épointée de f en a, définie comme la limite en a de
la restriction de f a I\ {a}. Cette derniere limite est alors notée lim f(x). On a alors

T#a

[ est continue en un point a € I si et seulement si lim f(x) = f(a).
w#a’

La condition a € I\ {a} (qui dit que a est un point d’accumulation de I, voir le devoir & la maison !) signifie
qu’on veut pouvoir s’approcher de a en restant dans [ et sans étre jamais égal a a.

Pour comprendre ce que signifie cette hypotheése, on va plutdt essayer de comprendre sa contraposée. Suppo-
sons donc que a € I mais que a & I \ {a}. Cela implique en particulier que a € I et que, pour un certain § > 0,
nous avons

zel etlr—al<d=z=a.

Autrement dit, a est le seul point de I dans la boule B(a,d). On comprend bien alors pourquoi on ne peut pas
considérer dans ce cas une limite épointée.
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18 Chapitre II1. Limites de fonctions en un point. Fonctions continues

Remarque II1.3 (non essentielle pour la suite)

On peut également considérer les limites a gauche et a droite de la facon suivante

e Sia € IN| — 00, al, on définit la limite a gauche de f en a par la formule

lim f(z) =1lim f = lim f(2) = lim fj1n]—cc,q[-
r—a~ a~ i?g a

e Sia € IN|a, +0o0[, on définit la limite & droite de f en a par la formule

lllggr flz) = liglf = %%Ifg f(x) = lm fireja, ool

Si ces deux limites existent et sont égales alors la limite épointée de [ en a existe également et vaut la
valeur commune de ces deux limites.

Définition I11.4

Soit I un intervalle de R et f : I — R une application. On dit que f est continue sur I si elle est
continue en tout point a € I.

Exemple II1.5
o [ =R* f(z)= %, alors f est continue sur I mais n’admet pas de limite en 0.
I=R" f(z) =

I =]0,1), f(z) = 822 alors f est continue sur I et admet 1 comme limite en 0.

T °

\
x

T

x, alors f est continue sur I et admet 0 comme limite en 0.

I=10,1], f(z) = 2L siz # 0 et f(0) = 0. Alors f n’est pas continue en 0, elle n’admet pas
de limite en O mais elle admet une limite épointée en 0
lim x # 02T _q,

x—0 €T B

e 1 =]0,1], f(x) =sin(1/x), alors f est continue sur I mais n’admet pas de limite en 0.

2 Définitions pour les fonctions de R? dans R”

Dans la suite p > 1 est un entier.

Définition II1.6

Soit A C R? une partie quelconque de R?, f : A — RP une application et a € A.
On dit que [ admet | € RP pour limite en a si

Ve>0, 36 >0, Vz € A, 1q||zr —allec <dona|f(z) —I|e <e&.

e Si la limite existe, elle est unique.

o Sia € A et que la limite existe, elle vaut nécessairement | = f(a), on dit alors que f est continue
en a.

Définition IT1.7

Soit A une partie de R et f : A — RP une application. On dit que [ est continue sur A si elle est
continue en tout point a € A.
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2. Définitions pour les fonctions de R¢ dans R? 19

Remarque II1.8
e Dans cette définition, il y a deux normes 1 différentes qui sont utilisées : celle sur R? et celle sur
RP. Malgré que la notation soit la méme il faut faire tres attention aux objets en présence.

e D’apres le théoreme d’équivalence des normes en dimension finie (Théoréeme I.14), on obtient une
définition équivalente, si on utilise n’importe quelle norme N sur R¢ et n’importe quelle norme
N sur RP. Celle-ci devient

Ve >0, 30 >0, Ve € A, tg N(x — a) <5,0na1\~f(f(x)—f(a)) <e.

e Parler de la limite d’une fonction f définie sur A en un point qui n’est pas adhérent a A n’a aucun
sens car il n’y a aucune valeur de f connue prés de ce point ...

En réalité, comme on va le voir ci-dessous, toute I’étude des limites de fonctions a valeurs vectorielles peut se
résumer a I’étude de fonctions a valeurs réelles. La difficulté de ce chapitre viendra plutdt du fait que le nombre de
variables peut étre plus grand que 1.

Lemme II1.9

Soit A une partie non vide de R%, a € A etl € RP. Soit f : A — RP une fonction. Nous avons
I’équivalence suivante

lim f(x) =1 & lim |[f(z) 1] =0,

r—a

Théoreme II1.10 (des gendarmes, cas p = 1)

Soient A une partie non vide de R, a € A, et f,g1,92 : A — R trois fonctions a valeurs réelles
vérifiant
g1(z) < f(z) < g2(z), Vo € A

On suppose que les limites lim,, gy et lim, g existent et sont égales. Alors la limite lim,, f existe et vaut
la valeur commune des deux limites précédentes.

Remarque II1.11

Dans le théoréeme précédent, il suffit que les inégalités aient lieu au voisinage de a, c’est-a-dire qu’il
existe R > 0 tel que
gl(x) < f(l') < g2(£)7 Ve e AN B(CL,R)

En effet, les valeurs de f, g1 et g2 en dehors de AN B(a, R) n’ont aucune influence sur la limite en a de
ces fonctions.

On utilise tres souvent le corollaire suivant.
Corollaire II1.12

Soient A une partie non vide de R% a € A, f : A —RP, | € RP et g : A — R. On suppose que
1f (@) =1l < g(x), Vo€ A,
et que lim, g = 0.

Alors on a

lim f =1.

Remarque I11.13

La encore il suffit que I'inégalité soit vérifiée au voisinage du point a. Voir la remarque II1.11.
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20 Chapitre II1. Limites de fonctions en un point. Fonctions continues

Notons pour terminer la petite propriété suivante que I’on utilise assez souvent (parfois méme sans le dire)

Proposition 111.14

Soit f : A — RP une fonction qui admet une limite en un point a € A, alors f est bornée au voisinage
du point a. Cela signifie qu’il existe R > 0 et M > 0 tels que

Vz € ANB(a,R), ||f(x)]|es < M.

Preuve :
Soit [ = lim, f. On utilise la définition de la limite avec, par exemple, ¢ = 1. On en déduit I’existence d’un
0 > 0tel que
Vee A, |lzr—a| <d= |f(z) = <e=1.

Sionpose R=¢det M =1+ |||/, on a bien

Ve € AN B(a,R), [[f()lec < f(x) =lllcc + [llloc <1+ [ll]loc = M.

|
3 Caractérisations par les suites
Proposition II1.15
Soit ACRY, f: A—RP, ac Aetl € RP. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f admet | comme limite en a.
2. Pour toute suite (x,,), d’éléments de A qui converge vers a, on a
g flen) =4
Preuve :
1 = 2 On utilise simplement les définitions.
2 = 1 C’est un raisonnement par 1’absurde.
|

On utilise souvent cette caractérisation pour montrer qu’une fonction n’admet pas de limite par exemple en
exhibant deux suites (z,,),, et (y, ), convergeant vers a telles que (f(z,))n et (f(yn))n n’ont pas la méme limite.

Corollaire II1.16

f est continue sur A si et seulement si pour toute suite (), C A qui converge vers un point x de A,
la suite (f (x,,))n converge vers f(x), ce que I’on résume en

lim f(z,)=7f ( lim xn) .

n— oo n—oo

Théoreme III.17 (Critere de Cauchy pour les limites de fonctions)

Soit A C RY, f : A — RP une fonction et a € A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. f admet une limite en a.

2. La propriété suivante est vérifiée :

Ve > 0,30 >0, tgVx,y € B(a,0) NA, ||f(z) = f(y)]leo <e. (1IL.1)

Preuve :
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4. Opérations sur les fonctions continues 21

1. = 2. Comme toujours, ce sens est évident et provient de I'inégalité triangulaire. Si [ est la limite de f en a, on
écrit
1f (@) = fW)lloe < 1F(2) = lllco + 111 = fla)loc,

et on utilise la définition de la limite.
2. = 1. On va utiliser le critere de Cauchy pour les suites. Soit donc une suite (x,,),, d’éléments de A qui converge
vers a. Une telle suite existe par définition de 1’adhérence de A.

En utilisant la propriété 2. et le fait que la suite (x,, ), converge vers a, on voit que la suite (f(z,)), est de
Cauchy dans RP. Cette suite admet donc une limite qu’on appelle [. On va montrer que [ est bien la limite
de la fonction f au point a.

D’aprés la proposition ci-dessus, il suffit de montrer que pour toute autre suite (y,, ), d’éléments de A qui
converge vers a, la suite (f(y,))n converge également vers .
D’apres le raisonnement ci-dessus on sait déja que la suite ( f (., )),, est convergente. On construit maintenant
la suite z,, définie par

22n = Tn, 2n+1 = Yn-
Cette suite est également une suite d’éléments de A qui converge vers a et donc, par le méme raisonnement

(f(2n))n est également convergente. Comme (f(2,,))n et (f(yn))n sont toutes deux extraites de cette suite
convergente, elles ont nécessairement la méme limite.

Ceci démontre bien que [ est la limite de la fonction f en a.

4 Opérations sur les fonctions continues

On admet les démonstrations de la plupart des résultats de cette section car ils s’obtiennent de facon similaire
au cas des fonctions de R dans R en remplacant la valeur absolue par la norme (le faire en exercice ! !).

Proposition I11.18 (Sommes de deux fonctions continues)

Soit A C R Si f: A RP et g : A — RP sont deux fonctions continues, alors I’application somme
frg:zedm f(x)+9(r) €RP,

est continue

Proposition II1.19 (Produit de fonctions continues)

Soit A C R% Si X\ : A+ R est une fonction scalaire continue et f : A — RP est une application
continue, alors I’application produit

Az e A= MNa)f(x) € RP,

est continue.

Proposition IT1.20 (Quotient de fonctions continues)

Soit A C R Si A : A+ R est une fonction scalaire continue et f : A +— RP est une application
continue, alors :

o [l existe un ouvert U de RP tel que
{z eRY Mz)#0} =UnA.

e [’application quotient
{:xGUﬂAl—)@ERP,

Az)

est bien définie et continue sur U N A.
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Preuve :
On va seulement démontrer I’existence de 1’ouvert U.

e Soita € A tel que A(a) # 0. Montrons qu’il existe §, > 0 (dépendant de a) tel que X ne s’annulle pas sur
AN B(a,d,).
Pour cela, on pose £ = 3|A(a)|, et comme X est continue, il existe bien un J, > 0 tel que Vo € A, ||z —
alloc < da = |A(z) — AMa)| < e. Vérifions que ce §, vérifie la propriété souhaitée. En effet, si x €
AN B(a,d,) ona

A(@)] = [Ma) + Alx) = Aa)] = [A(a)] — [A(z) — Aa)| = %\)\(a)\ >0,

et donc A ne s’annulle pas sur B(a, d,) N A.

o [ suffit maintenant de prendre

U= | Bla,da),

acA

qui est bien un ouvert comme réunion (quelconque) de boules ouvertes.

Proposition II1.21 (Composition de fonctions continues)

Soit A CRY et f : A RP et g : RP s RY deux fonctions continues, alors la composée
gof:xe A g(f(x)) € RY,

est continue.

5 Méthodologie

Remarque I11.22 (Continuité le long de chemins)

Si g : RP? +— RY est une fonction continue alors pour toute fonction continue v : I C R — RP, la
composée g o~y : I — R? est continue. L’application v est appelée un chemin dans RP et on dit alors
que g est continue le long des chemins.

Cette remarque est souvent utilisée pour démontrer qu’une fonction g n’est pas continue ou n’admet
pas de limite, ou encore pour intuiter la valeur d’une limite si on ne la connait pas a priori.

L’idée est que ’on est plus a I’aise pour manipuler des fonctions de R dans R et qu’il ne faut pas se
priver de s’y ramener si on le peut.

Exercice I11.1
Etudier la continuité des applications suivantes définies sur R? \ {(0,0)} par
filew) = s flew) = oV o) = @+ 9)sin(1/a)sinfy)
z,Y) = 5, z,Y) = 5=, z,y) = (z sin(1/x) sin .
1 Yy .’132 + y2 2 Yy mQ ¥ yz 3 Yy Yy Y
22y z2y
fa(z,y) = m, f5(z,y) = m
In(1+xy)
fG(xvy> - I2+y2
et qui prennent la valeur 0 en (0,0).

11 faut remarquer qu’il existe des fonctions qui sont continues le long de toute droite passant par (0, 0) mais qui
ne sont pas continues globalement (voir par exemple la fonction f5)!
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Remarque II1.23

1l faut également se méfier des interversions de limites. Ainsi, pour une fonction f : R? — R, les trois

quantités suivantes

Ih= lim f(z,y), lp=lim (lim f(amy)) , et l3=lim (lim f(x,y)) ,

(z,9)—(0,0) z—0 \ y—0 y—0 \z—0

n’ont en général aucun lien entre elles.
On pourra par exemple considérer les fonctions suivantes sur R? \ {(0,0)} :

22 sin(x)

fl('r’y) = u fg(l‘,y) &27 f3(96,y) = T, f4(.13,y) = Szn(y)

5 =
552 + y2 1.2 + Yy T
Vérifier que :

e Deux des trois limites ci-dessus peuvent exister sans que la troisiéme n’existe.

e L’une de ces limites peut exister mais pas les deux autres.

o Les limites 5 et I3 peuvent exister sans étre égales.

Démontrer néanmoins que si ly et lo existent, alors elles sont égales.

Pour démontrer qu’une fonction de plusieurs variables admet une limite / en un point, on commence par deviner
la valeur possible de [ en étudiant la limite de la fonction le long de chemins tres simples (on prend souvent des
droites par exemple). Si d’aventure la limite qu’on obtient dépend du chemin choisi alors on sait que la fonction
n’admet pas de limite au point étudié.

En revanche, si on soupgonne ’existence de cette limite, on calcule la quantité f(x,y) — [ et on essaie de

majorer | f(x,y) — {| par une quantité la plus simple possible qui tend vers 0.

6 Quelques exemples fondamentaux

Proposition I11.24

o Les fonctions constantes sont continues.

e Les applications polynomiales (a plusieurs variables) sont continues.

Définition I11.25

Soit A C R% et f : A — RP une application. On dit que f est lipschitzienne sur A s’il existe une

constante K > 0 telle que

Ve,y € A, |f(@) = f(W)lloe < K2 = yl|oo-

Quand on veut préciser la valeur de la constante K, on dit que f est K-lipschitzienne.

Théoréeme I11.26

Soit A C RY. Toute fonction lipschtizienne sur A est continue sur A.

Preuve :

Soita € Aete > 0, on pose 6 = %.Onaalors

Ve e A ||z —alleo <= |f(z) — fla)|]|oo < Kb <e.
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Corollaire II1.27

L’application i-ieme coordonnée p; : x € RY — wi(x) = x; est continue de R4 dans R.

Preuve :
11 suffit d’appliquer la définition de la norme infinie :

Va e RY, Yz € RY, ona lpi(x) — pi(a)] = |z; — a;| = [(x — a);| < ||z — @ co-

Ainsi ¢; est lipschitzienne et donc continue. ]
Si f: A C R? > RP est une application, on peut écrire f sous la forme
fi(x)
fl)y=1 : |, VzeA,
fo(2)

ot pourtout 1 <7 <p, f; : A— Restlai-ieme application coordonnée de f.
Si on note e; le i-ieme vecteur de la base canonique de RP, on peut écrire

ﬂ@=2ﬁmq (I11.2)

Proposition IT1.28

Une application f : A — RP est continue si et seulement si pour tout 1 < i < p, Uapplication f;,
i-ieme coordonnée de f, est continue de A dans R.

Preuve :

e Si on suppose que f est continue, on peut écrire f; = ; o f et comme (p; est continue, par composition de
fonctions continues, on obtient bien que f; est continue.

e Si on suppose maintenant que toutes les f; sont continues, alors d’aprés la formule (II1.2), on voit que f est
continue comme somme et produit de fonctions continues (les f; et les fonctions constantes égales a e;).

Corollaire I11.29

Si N est une norme sur R?, alors N est une application continue de R% dans R.

Preuve :

e Commencons par démontrer une premiére propriété utile. Tout élément z € R? s”écrit

n
z = E Zi€i,
=1

de sorte que, par inégalité triangulaire et homogénéité, on a

N(2) <) JzilN(ei) < (Z N(@i)) [12]]co-
=1 i=1

On a donc obtenu ’existence d’une constante C' > 0 qui ne dépend que de N telle que

VzeRY N(2) < C|2]lso- (I11.3)
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e On a maintenant pour tous z,y € R?
N(z)=N(z—y+y) <N(@@—y)+ N(y),

et donc
N(z) = N(y) < N(z —y).

On peut échanger les rdles de x et y et ainsi obtenir
IN(x) = N(y)| < N(z —y). (I11.4)
En utilisant I’inégalité (III.3), on trouve
va,y €RY, [N(z) = N(y)| < Cllz — yll.

Ceci implique que NV est lipschitzienne et donc continue.

|
L’inégalité (I11.4) démontrée ci-dessus est fort utile et parfois appelée inégalité triangulaire inversée. Il peut
étre bon de la retenir.

7 Propriétés topologiques associées a la continuité

A la lumiere des définitions précédentes, on peut donner des caractérisations équivalentes, plus topologiques
de la continuité des fonctions de R? dans R?.

Proposition I11.30

Soit 2 un ouvert de R et f : Q — RP une application. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est continue sur ).

2. Pour tout ouvert U C RP, I'image réciproque f~'(U) est un ouvert de R,

Preuve :

1 = 2 Soit U un ouvert de R?, on veut montrer que f~!(U) est ouvert. On raisonne par 1’absurde en supposant que
f~1(U) n’est pas ouvert. Il existe donc a € f~1(U) tel quaucune boule ouverte B(a, §) n’est incluse dans
f~Y(U). Tout d’abord, comme £ est ouvert, il existe a > 0 tel que B(a, ) C €. De plus, pour tout n > 1,
nous avons

(%

B(a7%) ¢ f~HU), et Bla,2) c Q.

n
Ainsi, pour tout n > 1, il existe z,, € B(a,2) C Qtel que z,, & f~(U), c’est-a-dire f(x,) & U, ou
encore f(x,) € U°.

Par construction, la suite (x,,),, est dans Q et tend vers a et donc, comme on a supposé que f est continue, la
suite (f(zy))n converge vers f(a). Mais pour tout n, ona f(x,) € U®et U est un fermé, donc f(a) € U°.
Ceci exprime que a ¢ f~1(U). Ceci est absurde et prouve le résultat.

2 = 1 On veut montrer que f est continue sur {. Soit donc a € Q ete > 0. On pose U = B(f(a),e) qui est un
ouvert de R”. Par hypothése, f~*(U) est un ouvert de R? qui contient a car f(a) € U par construction.
Par définition des ouverts, cela signifie qu’il existe § > 0 tel que B(a,§) C f~1(U). Cette assertion signifie
exactement que

Ve e Q, tq ||z —al|l < 9, ona ||f(z) — fla)|le <e.

De fagon analogue on peut montrer que :

Exercice I11.2

Soit A un fermé de R? et f : A — RP une application. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est continue sur A.

2. Pour tout fermé F C RP, 'image réciproque f~1(F) est un fermé de R

F. BOYER - VERSION DU 25 AVRIL 2015



26

Chapitre II1. Limites de fonctions en un point. Fonctions continues

Ces deux résultats permettent aussi de montrer aisément que certains ensembles sont ouverts ou fermés.

Théoreme I11.31 (Prolongement par continuité)

Soit A C R%, B une autre partie de R? telle que A C B C A et enfin f : A — RP une fonction
continue sur A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. 1l existe une fonction f : B — RP? continue sur B telle f|A = f.
2. f admet une limite en tout point de B.

Si ces propriétés sont vérifiées, la fonction f vérifiant les propriétés du premier point est définie de
fagon unique. On I’appelle : le prolongement par continuité de f sur B.

Preuve :

1. = 2. Soit @ € B C A. Par définition de la continuité de f , On sait que f admet une limite (qui vaut f (a)) en a.

2. = 1.

Cela signifie que

Ve>0, 36 >0, Vz € B, tq ||z — alloc <6, ona || f(z) — f(a)]le < &.
Mais comme A C B et que la restriction de f 2 A est égale 2 f, on déduit

Ve>0, 30>0, Ve € A, tq]|z —allec <8, onallf(z)— f(a)|e < e,

ce qui exprime bien que f admet une limite en a.

Supposons que f admette une limite en tout point de B. On définit alors fdela fagon suivante :
— Pourtout a € A, f(a) = f(a).
— Pourtout a € B\ A, f(a) = lim,_,, f(z).

Soita € Bete > 0.

— Sia € A. Comme f est continue sur A, il ez(iste 0 > 0 tel que pour tout x € A, ||« — a||0~O < §, on ait
IIf(z) — f(a)|lo < e, ouencore ||f(x) — f(a)|leo < €, par définition du prolongement f.

— Sia € B\ A. Comme f(a) estlalimite de fena,ilexiste § > 0 tel que pourtoutz € A, ||[r—allo <6,
onait || f(z) — f(a)]|co < &, ouencore || f(x) — f(a)]|leo < €, par définition du prolongement f.

En résumé, dans tous les cas on a obtenu
Vz € A, ||z —alle <= ||f(z) = fla)]l <e.

Pour démontrer la continuité de f sur B il faut montrer que cette propriété est encore vraie pour tout z € B
et pas seulement dans A. Il reste donc a étudier la situation dans B \ A.

Soit donc x € B\ A tel que ||z — allo < 0/2. Comme f(z) est la limite de f en z, il existe &’ > 0 tel que
Vy e A lly — 2]l < & = || f(x) — f(y)|lo < . Deplus, on peut toujours choisir &' < §/2.

Ainsi, comme z est dans A, il existe un y € A tel que ||y — = < 6’ < /2 et donc tel que IIf(x) —
f@W) |l < €. Mais alors on a

17 (2) = F@)lloe < |lf(2) = F@)lloo + 1 (4) = F(a) 1,

<e <e

cette derniere inégalité étant due au fait que

1y — allee <y = 2lloo + Iz — allo <8/2+6/2=46.

Proposition I11.32

Toute fonction lipschitzienne sur un ensemble A se prolonge par continuité i A.
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Preuve :
Pour démontrer qu’une telle fonction f se prolonge par continuité a A, il suffit de montrer que f admet une

limite en tout pointa € A\ A. Pour cela, on va utiliser le critere de Cauchy pour les fonctions (Théoreme I11.17).
Soit donc € > 0. On pose § = 5%, de sorte que :

Y,y € B(a,0), ona |z =yl < [lz = alloc + [ly = afloc <20 <

R
et donc, en utilisant le caractere Lipschitz de f, on a
Va,y € B(a,6), onallf(z) = f(y)llw < Kllz -yl <&,
ce qui montre bien que le critere de Cauchy pour f en a est vérifié et donc que f admet une limite en a. |

8 Continuité des applications linéaires

8.1 Cadre général

Rappel : L’ensemble des applications linéaires de R? dans R” est un R-espace vectoriel de dimension d x p,
on le note L(RY, RP).

Théoreme I11.33

Toute application linéaire u : R — RP est continue.
De facon plus précise, il existe une constante M > 0 (qui dépend de u) telle que

Ve e RY [Ju(z)]so < M| so- (11L.5)

En particulier, toute application linéaire est Lipschitzienne.

Preuve :
1l suffit de démontrer (IIL.5). En effet, dans ce cas, on obtient le caractere Lipschitz trivialement par linéarité
de u

lu(z) = u@)lloc = ul@ = Y)llo < M|z = ylloo, Va,y € R,

et on en déduit la continuité.
14 (o d
Tout élément de R s’écrit sous la forme z = > ,—1 Ti€i, et on a donc

[u(@)]|oo = u(e;) < Z |2i|lu(e)]le < <Z [[u(e; ||OO> [E P>
o0
| —
=M
ce qui démontre le résultat. ]
Remarque 111.34

Comme d’habitude, ce résultat reste vrai si on prend n’importe quelle norme Ni sur R? et n’importe
quelle norme Ny sur RP. Cela peut néanmoins changer la valeur de la constante M.

Définition et proposition I11.35

11 existe une plus petite valeur de M pour laquelle (I11.5) est vraie, on la note |||u||.
On a alors les formules suivantes

ull = sup Jfu(e) oo = sup LA ee.
zeR? z€R? Hx”oo
llzlloc <1 220
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Remarque II1.36

o [l faut donc retenir que l’on a

Vo € RY, u(@)]loo < llull [l2]loo,

et que |||u||| est la plus petite valeur pour laquelle cette propriété est vraie.

o [l faut également retenir que la notation |||u|| peut étre trompeuse car sa valeur dépend des normes
considérées sur l’espace de départ et I’espace d’arrivée. En cas de confusions possibles, on pourra
par exemple noter

‘”uHthAbv

ou de toute autre facon permettant de lever toute ambiguité.

Preuve :
Notons S et So, les deux supremum suivants

Si= sup [[u(2)s,
zeR?
llz]loo <1

5 sup @l
;ce]Rd Hx”OO
x#0

On va montrer qu’ils sont bien définis, qu’ils sont égaux et qu’ils vérifient la propriété annoncée.

e On a vu qu’il existe un M tel que (IIL.5) soit vérifiée. On constate alors aisément que M majore les deux
ensembles dont on souhaite prendre le supremum. Comme toute partie majorée de R admet un sup, on a
bien obtenu I’existence de S et de So. De plus, M étant un majorant, nous avons

S1 <M, et So <M,

et ce, pour toute valeur de M qui convient.

e Montrons que 51 = Ss.
Pour tout z, vérifiant ||z||. < 1,0na

U)o £ —5—— < o,
(@)l < T <

et donc 57 < Ss.
Maintenant, pour tout z € R, x # 0, on a

)l
[0 [2llo0 / {loo

car z/||z|| est de norme égale a 1. On a donc prouvé que So < Sp, d’ol le résultat.

e Par définition de S5, il est clair que ’on a
[u(@)[loe < Saf|2 0o

et donc que S7 = S5 est bien la plus petite valeur qui vérifie cette propriété.

Théoreme I11.37

L’application u € L(RY,RP) v |||u|| est une norme sur ’espace vectoriel L(R?, RP).
Cette norme est dite associée aux normes infinies sur R% et RP. Si on change les normes que I’on prend
sur ces deux espaces, on change bien siir la triple norme associée.

Preuve :
Il nous faut vérifier les différentes propriétés d’une norme.
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e Pour tout u € L(RY RP), il est bien clair que |||uf|| est positif. De plus, si [||u||| = 0, cela signifie que
u(z) = 0 pour tout z € R? et donc que u = 0.
e Soit maintenant u € L(RY,RP) et A € R. Nous avons
[Au(z)] [[u()]]
Al = sup =272 = (A sup === = [A|fful]l
#0 2]l oo e£0 |7 ]loo
e Soient u,v € L(R%,RP) et € R?. Nous avons
[u(z) + v(2) oo < [lu(@)]lo + ()]0 < [lulllllzlloo + [Wll[ll2]loc = (el + l[olD]z]loo,
comme |||u + v]|| est le plus petit réel vérifiant cette propriété, nous avons bien obtenu
[l + vl < {llulll + vl
|

Exercice I11.3

L(R4,RP) et v € L(RP,R?). Montrer que wov € L(RY RY) et que I’on a

e o wllf < fllufi[{lI2]]l

Exercice I11.4

x) avec k < n un polyndéme scindé a racines simples.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie. Quelle est sa dimension ?

2. Vérifier que 'application

k n+1
NP) =Y P+ Y [PP(0),
i=1 i=k+1

est une norme sur F.

est continue.

8.2 Matrices et normes matricielles

1l existe un lien étroit entre matrices et applications linéaires. Rappelons-le ici.

Proposition I11.38

Vr e RY  u(z) = A

Réciproquement, pour toute telle matrice A, il existe une unique application linéaire associée.

Pour toute application linéaire u € L(R?, RP), il existe une unique matrice A € M, 4(R) telle que

On considere les trois espaces RY, RP et RY munis de leurs normes infinies respectives. Soient u €

Soit E = R, [z] [’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal an. Soit A= (X —x1)--- (X —

3. On considere I’application f : E — E qui a tout polynome P associe le reste R de la division
euclidienne de P par A. Montrer que f est 1-lipschitzienne pour la norme N, en déduire que f

Rappelons que la matrice en question dépend implicitement de la base choisie (ici les bases canoniques de R¢

et RP) et que si on change les bases, alors on change la matrice de u.
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Définition et proposition I11.39

L’application ||| - |||co définie sur M, 4(R) par

A
[|A][loc = sup I x||oo7
zER? 2] 0
z#0

est une norme sur M, 4(R), appelée norme associée a la norme infinie.

Exercice II1.5

On a la formule suivante
d

Al = sup | D" laiyl
1<i<

SUSp j=1
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Chapitre IV

Compacité

Encore une fois, toutes les notions de ce paragraphe sont valables dans n’importe quel R-espace vectoriel
normé de dimension finie.

1 Définition. Caractérisation. Premieres propriétés

Définition IV.1

Soit A une partie quelconque de RY. On dit que A est compacte (ou que A est un compact) si : pour
toute suite (xy,), d’éléments de A, on peut trouver au moins une sous-suite (ou suite extraite) (T ,(n))n
qui converge vers un élément de A.

Un compact est donc un ensemble dans lequel toutes les suites ont des bonnes propriétés de convergence, a
sous-suite pres.
Commencons par montrer quelques propriétés de base sur les compacts.

Proposition IV.2

Soit A un compact de R%. Si F est un fermé contenu dans A, alors F est compact.

Preuve :
Soit (x,, ), une suite quelconque d’éléments de F'. Comme F' C A, la suite (x,),, est aussi une suite d’éléments
de A. Par compacité de A, il existe une sous-suite (,(y,))n et un élement | € A tels que (2, (,))n converge vers [.
Mais, par ailleurs, tous les z,(,) sont dans le fermé F' et donc leur limite [ appartient nécessairement a F’
également. On a donc bien montré que F' est compact. [ ]

Proposition IV.3

Soit A un compact de R et B un compact de R4, alors A x B est un compact de RPT4,

Preuve :

Soit (x,,), une suite d’élements de A x B. Par définition du produit cartésient, celle-ci s’écrit =, = (ay,, by,)
aveca, € Aetb, € B.

On considere la suite (a,,)n, qui est une suite d’éléments de A. Comme A est supposé compact, il existe une
sous-suite (a,(n))n et un élément a € A tels que (a,(p)), converge vers a.

Toute la subtilité consiste maintenant a considérer la suite (by(y,))» qui est une suite d’éléments du compact B.
On peut donc trouver une nouvelle sous-suite (b, (y(n)))n €t un élément b € B tels que (by(y(n)))n cONverge vers
b.

Comme, par ailleurs, (@, (y(n)))n €St une suite extraite de (a,(n) ), elle converge vers a.

Ainsi, on a bien

To(wn) = (Ap(p(n): bewm) 7= (a:b),

¢’est-a-dire qu’on a trouvé une sous-suite convergente de la suite (z,,),, ce qu’il fallait démontrer.
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Proposition 1V.4

1. Tout intervalle fermé borné [, 3] est un compact de R.

2. Tout intervalle compact I C R est de la forme I = [« ).

Preuve :

1. Soit donc (x,, ), une suite de réels appartenant a [, 3.
Pour tout £ > 0, on note

Yk = SUD .
n>k

Comme la suite (z,,),, est bornée, ce supremum est bien défini et vérifie o < y; < g pour tout k.

De plus, on a la propriété suivante
Vk 2 07 Yk+1 S Yk,

car le premier supremum est pris sur un sous-ensemble du second.
En conséquence, la suite (yy ) est minorée et décroissante, elle est donc convergente et sa limite est égale a
la borne inférieure de la suite que 1’on note

I = inf(sup z,,).
k n>k

e Par définition, on a [ < yo sup,, >y, il existe donc un indice noté (1) tel que z, (1) > 1 — 1.

e Supposons avoir contruit des indices p(1) < ¢(2) < -+ < p(m) tels que

1
Vi<k<m, m@(k)zl—%.

Par définition, on a | < Y, (m)41 = SUPy,> ()41 Tn €t il existe donc un indice noté p(m + 1) tel que
p(m+1) > @(m) ettel que Ty(my1) > 1 — o5
Gréce a cette construction, on a donc une suite extraite (2, (y,))n qui vérifie

1
Vm > 1, Tymm) 21— —.

e(m m

Mais par ailleurs, on a

Tp(m) < nggfm) T = Yo(m)-

D’ou )
Ym > 1, Yo(m) = Tp(m) 2 l— ool

Les deux quantités qui encadrent x,(,,,) convergent vers la méme limite /, ce qui prouve donc le résultat, par
le théoreme des gendarmes.

2. Soit I un intervalle compact de R. On note 5 = sup I et & = inf I (ces deux bornes peuvent a priori étre
infinies, mais on va voir qu’il n’en est rien).
Par définition de la borne supérieure d’un ensemble non vide, il existe une suite (x,,),, d’éléments de I qui
converge vers 3 = sup /. Comme I est supposé compact, il existe une sous-suite (,(,)), qui converge vers
un élément de . Ceci montre que, nécessairement, 5 € I. En particulier, 3 est donc fini.

De la méme facon, on montre que o € [.

Comme I est un intervalle, on a nécessairement [, 3] C 1.

Mais par ailleurs, Vo € I,onaa < z < 8, c’est-a-dire I C [, f].
On a donc bien, finalement, 1’égalité des deux ensembles I = [, 5].

De tous les résultats précédents, on en déduit le résultat fondamental de ce paragraphe.

Théoréeme IV.5

Une partie A de R? est compacte si et seulement si elle est bornée et fermée.
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On rappelle qu’un ensemble est dit borné, s’il existe R > 0 tel que A C B(0, R). On a également la caractéri-
sation suivante
Aestbornée <= IR > 0tel que A C [~ R, R]%.

Preuve :

= Supposons A compacte et montrons qu’elle est fermée et bornée. Pour montrer que A est fermée, on va
montrer que A = A. Comme on a toujours I’inclusion A C A, il suffit de montrer I’inclusion inverse. Soit
donc ! € A.

Par définition de I’adhérence, il existe donc une suite (), d’éléments de A qui converge vers [. Mais,
comme A est compacte, il existe une suite extraite (,(,,)), qui converge vers un élément de A ! Mais cette
sous-suite converge aussi vers [, ce qui prouve que [ € A et donc que A est fermé.

Montrons maintenant que A est bornée. Supposons que ca ne soit pas le cas. Dans ce cas, on a
VYn > 1, Jx, € A, telque ||z,] 00 > n.

Comme A est supposé compact, on peut trouver une sous-suite () )n qui converge vers un élément [ € A.
Mais on a alors

H%p(n)”oc > 90(”)7
or ||z, (n)|loo converge vers ||| alors que ¢(n) tend vers I'infini, ce qui n’est pas possible !

< Comme A est borné, il existe R > 0 tel que A C [~R, R]%. Or, [~ R, R] est un compact de R d’apres la
proposition IV.4 et donc [~ R, R]? est un produit cartésien de compacts, ¢’est donc un compact de R? d’apres
la proposition IV.3.

Finalement A est un fermé (par hypothése) contenu dans un compact, c’est donc un compact d’apres la
proposition IV.2.

|
S’en suivent des propriétés utiles et tout a fait triviales a démontrer :

Proposition IV.6

e [’intersection d’un fermé et d’un compact est un compact.
e Toute union finie de compacts est compacte.
e Toute intersection quelconque de compacts est compacte.

o Si A est un ensemble borné quelconque, alors A est compact.

Exemple I'V.7

Les ensembles finis sont des compacts.

Les boules fermées sont des compacts.

Les spheres sont des compacts.

e Un sous-espace vectoriel E de R est compact si et seulement s’il est trivial E = {0}.

2 Fonctions continues sur les compacts

Nous allons voir trois propriétés fondamentales des fonctions continues définies sur des compacts.

Théoréeme IV.8

Soit A C R% et f : A+ RP une application continue.
Si A est un compact non vide, alors f(A) est aussi un compact non vide.

Preuve :
Prenons une suite (y,, ), quelconque dans f(A). Par définition de f(A), pour tout n > 0, il existe z,, € A tel
que yn = f(z).
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La suite (x,, ), ainsi construite est une suite de points de A qui est compact par hypothese. Il existe donc une
sous-suite (Z,(n))n qui converge vers une limite [ € A.

Mais alors, par continuité de f (caractérisation par les suites), on sait que la suite (Y,(n))n = (f(Tpn)))n
converge vers f(I) et comme [ € A, on abien f(I) € f(A). On a donc bien montré I’existence d’une sous-dsuite
de (yn)n qui converge dans f(A), ce qui prouve que f(A) est bien un compact. [

Le théoréeme qui suit est ’un des plus importants de I’analyse.

Théoréme IV.9

Soit A C R? un compact non vide. Toute fonction continue f : A — R est bornée et atteint ses deux
bornes, c’est-a-dire qu’il existe x € A et T € A tels que

f(z) = inf f = min f,

f(T) = sup f = max f.
A A

Bien entendu, T et £ ne sont pas uniques en général (si f est constante par exemple ...).
Preuve :

e Montrons tout d’abord que f est bornée sur A. Comme f est continue, et que A est compact, d’apres le
théoréme précédent, on a vu que f(A) est un compact de R. Comme tout ensemble compact est borné, on
en déduit que f(A) est borné et donc que la fonction f est bornée sur A.

e Montrons maintenant que f atteint son maximum en un point de A. Le raisonnement pour le minimum serait
identique (on peut aussi appliquer ce qui suit a — f).
On note M = sup 4 f, qui est un nombre fini d’apres ce qui précede. Par définition du supremum, pour tout
n > 1, on peut trouver z,, € A tel que

M- < ) < M. av.1

Comme A est compacte, on peut extraire de (), une suite (z,(,)), qui converge dans A vers une limite
notée T € A. Par continuité de f, ona f(x,,)) — f(Z) et donc d’apres (IV.1), on obtient

f(@) =M =sup f,
A

ce qui prouve bien le résultat annoncé.

Exercice IV.1

Soit u € L(R? RP) une application linéaire. Montrer qu’il existe xo € R\ {0} tel que

[w(@o)lloo = I/l oo

Définition IV.10

Soit A C R un ensemble quelconque et f : A — RP une application définie sur A. On dit que f est
uniformément continue sur A si :

Ve >0, 36 >0, Vo,y € A, [z —yloo = [If(z) = F(Y)llo <&

Proposition IV.11

1. Toute application uniformément continue sur A est continue sur A.

2. Toute application Lipschitzienne sur A est uniformément continue sur A.

Les réciproques de ces implications sont fausses.
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Preuve :

Les preuves (élémentaires) sont laissées en exercice.

Contentons-nous de donner des contre-exemples aux réciproques. L’application z € R + 22 € R est continue
sur R mais pas uniformément continue sur R. L’application = € [0, 1] — +/z est uniformément continue sur [0, 1]
mais pas Lipschitzienne. ]

Le théoreme fondamental de la fin de ce paragraphe est le résultat suivant :

Théoréeme IV.12 (de Heine)

Soit A C R% un compact non vide. Toute application continue sur A est uniformément continue sur A.

Preuve :
On va raisonner par 1’absurde et supposer qu’une fonction f, continue sur A, n’est pas uniformément continue
sur A. Il existe donc un € > 0 tel que pour tout § > 0, il existe x,y € A vérifiant ||z — y|lcc < d et || f(z) —

F@W)lloc > &
Appliquons cette assertion pour § = *, n > 1. Il existe donc z,,, y, € A tels que

1
lzn = ynllee < = et [[f(zn) = Fyn)lloc > &

Comme A est compact, on peut extraire des deux suites (x,,), et (y,), des sous-suites convergentes notées
(Ty(n))n €t (Yp(n))n et dont les limites sont notées T € Aety € A.

Par hypothese, on a
1
||.’E n) —Y n”oog 5
p(n) »(n) o(n)

et donc en passant a la limite on trouve
17 = Flloo <0,

ce qui prouve que T = y. Mais comme f est continue, on a aussi

e < f(@om) = FWom)lloe = /(@) = f(@)]lo = 0,
ce qui est absurde car € > 0. [ |

Exercice IV.2

e Si f: R — R est continue et admet des limites finies en +oo, alors elle est uniformément
continue sur R.

e Si f: R — R est continue et périodique : il existe T > 0 tel que f(x +T) = f(x) pour tout
x € R, alors f est uniformément continue.

Un exemple d’application du théoreme de Heine a la convergence d’une méthode numérique de calcul des
intégrales de fonctions continues sur des compacts. Cette méthode est appelée méthode des rectangles a gauche
pour des raisons géométriques assez évidentes.

Théoreme IV.13 (Convergence de la méthode des rectangles a gauche)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Pour tout n. > 1, on considére le découpage uniforme de
Vintervalle [a,b] en n intervalles [x;,z;i11), i = 0, -+ ,n — 1, définis par z; = a + i*=%.
Si on définit alors le nombre réel suivant

SEE(f) = > F),
ona la convergence suivante

b
Sffc(f)—>/ f(z)dx, quandn — oc.
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Preuve :
Soit e > 0. Comme f est continue sur le compact [a, b], le théoréme de Heine nous dit qu’elle y est uniformé-
ment continue. Il existe donc un 6 > 0 tel que |z —y| <d=|f(x) - fly)] <e.

Choisisons ensuite un entier ng > b 2. Pour tout n > ng nous avons

b L1+1 n—1
/ f(z)dx — SEG(f) = Z/ z)dx — Z(xi+1 — ;) f(xs)
a =0
n—1 .z
<Y [ 1@ - o
i=0 v ¥i
Ti4+1
SEZ/ ldz = (b—a)e,
car pour touti € {0,--- ,n — 1}, ettout & € [x;, x;41], 0na |z — x| < |zip1 — 2] < b’Ta < 4.
Ceci prouve le résultat. ]

3 Equivalence des normes sur R

On peut maintenant conclure le chapitre de Topologie par la démonstration du théoréme fondamental que 1’on
a énoncé au début du chapitre.

Théoreme 1V.14 (Equivalence des normes en dimension finie)

Toutes les normes sur R? sont équivalentes.
Autrement dit, pour toutes normes N et No définies sur RY, il existe C > 0 et C > 0 telles que

Vz € RY, CNi(z) < Np(z) < CNy(2).

Remarque IV.15

Ce théoreme est valable dans n’importe quel R-espace vectoriel F/ de dimension finie et s’énonce de la
méme facon : toutes les normes sur E son équivalentes.

Preuve :

11 suffit de considérer le cas ot [Ny est la norme infinie. En effet, si on démontre que tout norme N est équiva-
lente a la norme infinie, alors deux normes quelconques seront aussi équivalentes en combinant les inégalités.

On va donc considérer N1 = || - ||oo et on note No = N pour simplifier I’écriture.

e On a déja vu plus haut que la moitié de 1’inégalité est vraie. En effet, on a

d d d
=N (ZLCZQ) Z l’le ez < (Z N(62)> ||x||007
i=1 i=1

etdonc C = 2% | N(e;) convient.
e On a aussi vu plus haut (inégalité triangulaire inversée, etc ...) que 1’application NV est continue sur R%.

De plus, on a vu que la sphere unité S = {z € R?, ||z|o = 1} est un compact non vide de R?. D’apres le
théoréme fondamental sur les fonctions continues sur les compacts, on sait que N est bornée sur .S et atteint
ses bornes. Ce qui nous intéresse ici, ¢’est I’existence d’un z € S en lequel [V atteint son infimum

N(z) = 1r§fN.

Notons C' = N(z). Par définition d’une norme, nous avons C' > 0 car si cette constante était nulle, cela
impliquerait que z = 0, ce qui n’est pas possible vu que z € S (il est donc de norme infinie égale a 1).
On a donc montré le résultat suivant

Vo € RY tel que [|z]|oo = 1, ona C < N(z).
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Prenons maintenant z € R? quelconque non nul, on peut appliquer I’inégalité précédente a x/|| x|/~ qui est

bien de norme 1. On trouve
C<N (fﬂ) _ N=)
[zlloc / llzlloo
et donc
Cllzlloo < N().

Ceci est donc vrai pour tout x non nul, mais également pour = 0 de facon évidente, on a bien montré le
résultat souhaité.

|

En conclusion de ce chapitre, il faut donc insister a nouveau sur le fait que, d’apres le théoreme précédent,

toutes les définitions et les énoncés généraux dans lequel on fait intervenir la norme infinie, sont en réalité valables

pour n’importe quel choix de normes sur R? et méme dans n’importe quel R-espace vectoriel de dimension finie.

Il y a bien siir un certain nombre de choses qui changent quand on change la norme : les boules et les spheres

sont différentes, la valeur des normes ||| - ||| d’applications linéaires, etc ... Vous verrez en TD que le choix de la
bonne norme peut parfois étre crucial pour démontrer plus facilement certaines propriétés.
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