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Exercice 1. Questions de cours ou d’application immédiate du cours
Les questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres et peuvent étre traitées
dans n’importe quel ordre.

1. Soient Uy, ..., U, des ouverts non vides de R%. Démontrer que U = (i, U; est un ouvert
de R%.
Donner un exemple montrant qu'une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre un
ouvert.

2. Donner la définition de la frontiere OA d’une partie A de R? et démontrer que c’est un
fermé de RY.

3. Parmi les inclusions suivantes, lesquelles sont toujours vraies pour toutes parties A, B de
R?
ANBcC ANB,
ANBC ANB,
Justifier & chaque fois vos réponses (soit par une preuve soit par un contre-exmple le cas
échéant)

Exercice 2. Un probleme de point fixe
On considere une fonction f : R? — RY qui vérifie la propriété suivante : il existe un réel k < 1
tel que

1F @) = FW)lle < Kllz = ylloo, Va,y € R™

On dit que f est contractante.
Soit 7y € R? fixé. On définit par récurrence une suite (z,,), par la formule

Tpr1 = f(xn), Yn>0.
1. Démontrer que pour tout n > 0, on a
||xn+1 - xn”oo < anxl - IOHOO'

2. Démontrer que pour tout n,p > 0, on a

n

1—k

[Zn1p = Znlloo < 21 = 2olloo-

3. En déduire que la suite (z,), converge. On note z* sa limite.

4. Montrer que (f(x,)), converge vers f(z*) et en déduire que z* est solution de ’équation
sulvante

fla*) =" (1)

5. Montrer que '’équation f(x) = x n’a pas d’autre solution dans R?.



Exercice 3. Diamétre des parties bornées de R?
Dans tout cet exercice, on se donne une norme quelconque ||.|| sur R%. On rappelle qu'une partie
P C R? est bornée si et seulement si

M > 0, tel que, pour tout z € P on a ||z|| < M.
On définit alors le diametre d’une partie bornée P de R? par la formule

diam(P) = sup ||z — y||.
zeP

yeP

On fixe désormais une partie bornée A de R,
1. Vérifier que 'on a diam(A) < +o0.
2. Montrer que A est également bornée et vérifie diam(A) < diam(A).

o

Donner un exemple de partie A de R telle que diam(A) n’est pas égal a diam(A).
3. Pour tout > 0 on définit

As = | B(x,9).

r€A
(a) Montrer que As est bornée et vérifie diam(As) < diam(A) + 24.
(b) Montrer que A C Ag, pour tout § > 0.
En déduire que A est bornée et que diam(A) = diam(A).
4. Montrer que 0A est bornée et que diam(0A) < diam(A).

5. Question bonus : Soient z,y deux points distincts quelconques de A. On considére
I’ensemble
T ={t €0,+0], tel que =+ t(x —y) € A}.
(a) Démontrer que 'ensemble 7" est non vide et borné. On note t* = sup 7" € [0, 4o0].
(b) Démontrer qu'il existe une suite (¢,), C T telle que ¢,, —— t* et en déduire que le

n—oo

point noté X* =z + t*(x — y) vérifie
X* e A

(¢) Onsuppose que X* € A. Montrer qu'il existe alors § > 0 tel que z+(t*+6)(z—y) € A.
En quoi cela constitue-t’il une contradiction ?

(d) On a donc finalement montré que X* € 0A. De la méme fagon, on admet qu’on peut
montrer qu'il existe ¢, > 0 tel que Y, =y + t.(y — z) € 0A.
Vérifier que || X* —Yi|| = (1 +t* + t.)]|Jx — y|| et en conclure que

diam(9A) = diam(A) = diam(A).



