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Exercice 1. Questions de cours ou d’application immédiate du cours
Voir les notes de cours ou les TDs.

Exercice 2. Un problème de point fixe

1. Il s’agit de faire une récurrence sur n. Le cas n = 0 est évident car les deux membres
de l’inégalité sont égaux. Supposons l’inégalité proposée vraie au rang n et écrivons, en
utilisant l’hypothèse sur f , puis l’hypothèse de récurrence

‖xn+2 − xn+1‖∞ = ‖f(xn+1)− f(xn)‖∞
≤ k‖xn+1 − xn‖∞
≤ kkn‖x1 − x0‖∞
= kn+1‖x1 − x0‖∞.

Le résultat est prouvé.

2. On fixe n ≥ 0 et p ≥ 1 et on écrit la somme télescopique suivante

xn+p − xn =

p∑
i=1

(xn+i − xn+i−1).

Si vous n’êtes pas convaincu par cette formule, elle se démontre par récurrence sur p.

On prend alors la norme de cette égalité, puis on utilise l’inégalité triangulaire et le
résultat de la question précédente pour obtenir

‖xn+p − xn‖∞ ≤
p∑
i=1

‖xn+i − xn+i−1‖∞

≤

(
p∑
i=1

kn+i−1

)
‖x1 − x0‖∞

=
kn − kn+p

1− k
‖x1 − x0‖∞

≤ kn

1− k
‖x1 − x0‖∞.

On a ici utilisé les calculs usuels de sommes partielles de séries géométriques.

3. La majoration précédente montre que la suite (xn)n est de Cauchy. En effet, vu que k < 1
par hypothèse, on sait que la suite kn/(1− k)‖x1 − x0‖∞ tend vers 0 quand n tend vers
l’infini et donc si on se fixe un ε > 0, il existe un rang n0 ≥ 1 tel que

∀n ≥ n0,
kn

1− k
‖x1 − x0‖∞ ≤ ε.

D’après la question précédente, cela implique que

∀n ≥ n0,∀p ≥ 0, ‖xn+p − xn‖∞ ≤ ε.

Le résultat est démontré.



4. On utilise l’hypothèse sur f qui montre en particulier que

‖f(xn)− f(x∗)‖∞ ≤ k‖xn − x∗‖∞
n→∞−−−→ 0,

c’est-à-dire que (f(xn))n tend vers f(x∗).

Comme par ailleurs, on a l’égalité xn+1 = f(xn) et que la suite (xn+1)n est extraite de la
suite (xn)n et qu’à ce titre elle converge donc vers la même limite x∗, on peut passer à la
limite dans l’égalité et obtenir

f(x∗) = x∗.

5. Supposons qu’il existe un autre point x̄ tel que f(x̄) = x̄. Par soustraction et en utilisant
l’hypothèse sur f , on trouve

‖x∗ − x̄‖∞ = ‖f(x∗)− f(x̄)‖∞
≤ k‖x∗ − x̄‖∞.

Comme k < 1, cette inégalité n’est possible que si ‖x∗ − x̄‖∞ = 0 c’est-à-dire si x∗ = x̄,
ce qui montre bien l’unicité de la solution de l’équation proposée.

Exercice 3. Diamètre des parties bornées de Rd

1. Soit M une borne des éléments de A comme dans la définition rappelée dans l’énoncé.
Pour tous x, y ∈ A, nous avons par inégalité triangulaire

‖x− y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ≤ 2M,

et donc 2M est un majorant de l’ensemble {‖x− y‖, x, y ∈ A}. La borne supérieure de
cet ensemble est donc bien finie (et vérifie diam(A) ≤ 2M).

2. On va en fait montrer que si B est un ensemble tel que B ⊂ A, alors il est borné et
vérifie diam(B) ≤ diam(A). La première propriété est évidente (et la même valeur de M
convient). La seconde est due à l’inclusion

{‖x− y‖, x ∈ B, y ∈ B} ⊂ {‖x− y‖, x ∈ A, y ∈ A},

qui se traduit en termes de bornes supérieures par l’inégalité

diam(B) ≤ diam(A).

Comme Å ⊂ A pour tout ensemble A, nous en déduisons bien la propriété attendue.

Considérons par exemple l’ensemble A = [0, 1] ∪ {2} dont le diamètre vaut 2, alors que
Å =]0, 1[ a pour diamètre 1.

3. (a) Soit y ∈ Aδ. Par définition, il existe x ∈ A tel que y ∈ B(x, δ). Par inégalité
triangulaire, on déduit

‖y‖ = ‖x+ (y − x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖y − x‖ ≤M + δ.

Ainsi Aδ est bien une partie bornée.

De plus, si y1, y2 ∈ Aδ, on peut trouver x1, x2 ∈ A tels que ‖y1−x1‖ < δ, ‖y2−x2‖ < δ
et donc on a

‖y1−y2‖ = ‖(y1−x1)+(x1−x2)+(x2−y2)‖ ≤ ‖y1−x1‖+‖x1−x2‖+‖x2−y2‖ ≤ 2δ+‖x1−x2‖.

Comme x1, x2 sont dans A, on en déduit ‖y1 − y2‖ ≤ diam(A) + 2δ. Cette inégalité
étant vraie pour tous les éléments y1, y2 de Aδ, on peut prendre la borne supérieure
et obtenir

diam(Aδ) ≤ diam(A) + 2δ.
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(b) On a vu en cours que pour tout δ > 0 et tout x ∈ A on a B(x, δ) ∩ A 6= ∅. Cela
signifie que

∀x ∈ A, ∃x̃ ∈ A, tel que x ∈ B(x̃, δ) ⊂ Aδ.

D’après la propriété établie plus haut, cela implique que A est bornée et que son
diamètre vérifie

diam(A) ≤ diam(A) + 2δ,

et comme on a aussi A ⊂ A et donc diam(A) ≤ diam(A), on a finalement obtenu

diam(A) ≤ diam(A) ≤ diam(A) + 2δ.

En passant à la limite quand δ → 0, on obtient le résultat attendu.

4. Comme ∂A ⊂ A le résultat est immédiat par le même raisonnement qu’à la question 2.

5. Question bonus : Soient x, y deux points distincts quelconques de A. On considère
l’ensemble

T = {t ∈ [0,+∞[, tel que x+ t(x− y) ∈ A}.

(a) Comme x ∈ A, on a 0 ∈ T et T est donc bien non vide. Par ailleurs, pour tout t ∈ T ,
on a x+ t(x− y) et x qui sont dans A donc, par définition du diamètre nous avons

diam(A) ≥ ‖(x+ t(x− y))− x‖ = t‖x− y‖.

Vu que ‖x− y‖ 6= 0, on peut écrire

∀t ∈ T, t ≤ diam(A)

‖x− y‖
,

ce qui prouve à l’évidence que T est borné.

(b) Pour tout entier n on a t∗ − 1/n < t∗ et donc t∗ − 1/n n’est pas un majorant de T
(par définition de la borne supérieure). Il existe donc au moins un tn ∈ T tel que

t∗ − 1

n
≤ tn ≤ t∗.

Par le théorème des gendarmes, on a bien que tn → t∗.

On note Xn = x + tn(x − y) qui, par construction, est un point de A. Par ailleurs,
on a

‖X∗ −Xn‖ = ‖(x+ t∗(x− y))− (x+ tn(x− y))‖ = |t∗ − tn|‖x− y‖
n→∞−−−→ 0.

Donc X∗ = limn→∞Xn et comme les (Xn)n sont dans A qui est fermé, on en déduit
que X∗ ∈ A.

(c) On suppose que X∗ ∈ Å, ce qui signifie qu’il existe r > 0 tel que B(X∗, r) ⊂ A.

En particulier, si on pose δ = r
‖x−y‖ , on a bien

X∗ + δ(x− y) ∈ B(X∗, r) ⊂ A ⊂ A.

Ceci s’écrit aussi
x+ (t∗ + δ)(x− y) ∈ A,

et donc t∗ + δ ∈ T . Ceci est une contradiction car t∗ est la borne supérieure de T .

On déduit de tout cela que X∗ ∈ A et que X∗ 6∈ Å, ce qui montre que X∗ ∈ ∂A.
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(d) Un simple calcul montre que

‖X∗−Y∗‖ = ‖(x+t∗(x−y))−(y+t∗(y−x))‖ = ‖(1+t∗+t∗)(x−y)‖ = (1+t∗+t∗)‖x−y‖.

En particulier, on obtient

‖x− y‖ ≤ (1 + t∗ + t∗)‖x− y‖ = ‖X∗ − Y∗‖ ≤ diam(∂A),

cette dernière inégalité étant due au fait que X∗ et Y∗ sont, par construction, dans
la frontière de A.

En conclusion, on a montré que pour tous points x, y ∈ A, on a

‖x− y‖ ≤ diam(∂A),

le cas où x = y étant trivial.

Par passage à la borne supérieure, on obtient

diam(A) ≤ diam(∂A).

L’inégalité inverse ayant été obtenue précédemment, on a bien finalement montré
l’inégalité.
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