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Chapitre |

PREREQUIS

1 Convergences forte, faible, faible-x dans les espaces L”

Proposition 1.1

Soit (un)n une suite bornée de LP(Q2), 1 < p < 400, alors on peut extraire de la suite (u,,), une
sous-suite faiblement convergente, c’est-a-dire

Iup, )k, Ju € LP(Q), Yy € LP(Q), lim Up, o dr = / wp d.
Q Q

k—-+o0

D’apres le théoreme de Banach-Steinhaus, on a le résultat suivant :

Corollaire 1.2

Si (wn,)n converge faiblement vers w dans LP alors on a

lulloe < liminf |ju,| Le.
n—oo

Ce résultat est faux dans L'(Q) (car cet espace n’est pas réflexif), en revanche on a un résultat similaire
dans L°°(2) a condition de considérer la topologie faible-x sur cet espace, qui est le dual de 1’espace séparable
LY(Q).

Proposition 1.3

Soit (uy )y une suite bornée de L>°(Q), alors on peut extraire de la suite (u,), une sous-suite
faiblement-x convergente, c’est-a-dire

I(tun, )k, Ju € LZ(Q), Vo € LYH(Q), lim U, pdr = / upde.
Q Q

k—+oo
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2 Chapitre I. Prérequis

Le produit de deux suites faiblement convergentes ne converge pas nécessairement faiblement vers le pro-
duit des limites. En revanche, si I’'une des convergences est forte, le résultat est vrai.

Proposition 1.4

Soient p, q et r trois réels dans [1, +o0| tels que

1 1 1

r P g

Si (up,)n, est une suite de LP(QY) qui converge fortement vers u dans LP(S2), (vy,)n, une suite de L(€2)
qui converge faiblement vers v dans L1(Y) alors la suite produit (u, vy, ), converge faiblement vers
uv dans L™ ().

Remarque : Il y a en fait un résultat plus général qui dit que si B est une application bilinéaire continue de
E x F dans G et que u,, cvge faiblement vers u dans F et v,, cvge fortement vers v dans F, alors B(u,,, v,)
converge faiblement vers B(u, v) dans G.

On a enfin le critere suivant de convergence forte.

Proposition 1.5

Soient 1 < p < 400, et (uy), une suite de fonctions de L?()) qui converge faiblement vers u dans
LP(Q). Si on suppose

lim sup ||[un||r < |JullLe,

n—-+o0o

alors la suite (uy,), converge fortement vers u.

D’apres le corollaire 1.2, I’hypothése est équivalente a dire que la suite des normes (||uy||zr ), converge vers
[ 2o

La preuve dans le cas p = 2 découle immédiatemment de I’identité du parallelogramme, elle est en revanche
plus délicate dans le cas p # 2. Par ailleurs, cette propriété est fausse dans L' (le cas de la suite régularisante !)
et dans L™ (le cas d’un tanh(x/e) élégamment tronqué).

2 Rappels de théorie de I'intégration de Lebesgue et
conséquences

2.1 Théoreme d’Egoroff
Théoreme 1.6 (Egoroff)

Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables qui converge presque partout vers une fonction f, alors
pour tout € > 0 il existe un ensemble mesurable A tel que |A°| < € et (fn)n converge uniformément
vers [ sur A.

2.2 Régularité de la mesure et densité des fonctions continues

Proposition 1.7

Toute mesure i borélienne sur R, finie sur les compacts (en particulier la mesure de Lebesgue) est
réguliere, c’est-a-dire que pour tout borélien A et tout € > 0, il existe un compact K et un ouvert
U tels que

KCcACU, et p(U\K) <e.
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2. Rappels de théorie de I'intégration de Lebesgue et conséquences 3

Lemme 1.8 (de Urysohn)

Soient K un compact et U un ouvert de R? tels que K C U. Il existe une fonction continue 0 <
p < 1telle que p =1 sur K et p = 0 sur U°.

La conséquence de ces deux résultats est la densité des fonctions continues a support compact dans L? pour
tout p < +00.

Théoreme 1.9

Pour tout p € [1,00] et tout 2 ouvert de R%, I’ensemble des fonctions continues & support compact
est dense dans LP(QQ).

Preuve :

11 suffit de démontrer le cas 2 = R<. Pour cela on utilise la densité des fonctions étagées dans L?(R?), ce
qui ramene le probléme & approcher ’indicatrice d’un borélien borné A par une fonction continue a support
compact. Pour cela, par régularité de la mesure, on construit K et U telsque K C A C Uet |U \ K| < &, 0on
utilise ensuite le lemme d’Uryshon pour construire une fonction continue a support compact ¢ pour laquelle
ona

/ |cp71A\pdx§/ lo—1a|Pdx <2P|U\ K| < 2P¢,
R? U\K

i £ £ 2
d’otiona || — 14]|rr < 2e? et le résultat est démontré. [

2.3 Continuité de I’opérateur de translation. Convolution

Soit h € R? on définit 1’opérateur de translation 73, sur LP(R%), avec p < +oc par

mf (@) = flz—h).
Cet opérateur est une isométrie de L”.

Proposition 1.10

Pour tout f € LP, ona
Tnf —— f, dans LP.
h—0

Preuve :
Démontrons tout d’abord le résultat pour une fonction f € C2(R9) a support inclus dans un compact K.
Une telle fonction est absolument continue (de module d’absolue continuité w,). Nous avons donc

1
- p < v .
lTnf = fllzr < |K|?wys(h) o 0

Soit maintenant f € LP quelconque et € > 0 fixé. D’apres les résultats du paragraphe précédent, il existe f.
continue a support compact telle que || f- — f||z» < €. On a alors

o f = flle < llmnf — mnfellee + Imafe = felle + 1fe = flloe
< 2||f - fe”LP + ||Thfs - fs”LP <2+ HThfs - f5||LP~

Le réel ¢ étant fixé, on peut maintenant choisir h assez petit pour que le dernier terme soit plus petit que €, ce
qui démontre le résultat. [ |

On déduit de tout cela la densité des fonctions régulieres a support compact.
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4 Chapitre L. Prérequis

Théoréeme 1.11

Soit p € LP(R?) et 1) un noyau régularisant, i.e. n > 0, C>, a support compact tel que fn=1
alors, pour tout € > 0 la fonction
Pe = P *MNe,s
avec 1z (x) = Sn(x/e), est de classe C*° et converge dans L¥ (R?) vers p.
Si p € WHP(R?) on a la convergence de p. vers p dans WP,

3 Lespace W'P(I), I intervalle de R

Lemme 1.12

Soient g € L'(Ja,b]) et C € R, on considére la fonction f définie par
t

ft) = C—I—/ g(s)ds.

a

Alors f est continue sur [a,b), de plus f € W'1(]a, b]) et sa dérivée au sens des distributions est g.

Preuve :
Pour tout ¢y € [a, b] et h > 0 assez petit, on a

to+h b
ﬂm+m—fm0=/ a@wzjwmwﬁm@maw—%a

to " h—0

d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Un raisonnement similaire avec 2 < 0 montre la
continuité de f.

Il s’agit maintenant de vérifier que la dérivée de f au sens des distributions est bien la fonction g. Soit

» € D(Ja,b]),on a
—vawwwz—qfwwﬁ—LXLE@www)w

Le premier terme est nul car ¢(a) = ¢(b) = 0 et on applique le théoréme de Fubini au second terme (la
fonction (¢, s) — ¢’(t)g(s) est bien intégrable par rapport aux deux variables), il vient :

/abf(t)cp’(t) dt = /ab (/abl[agsgﬂg(s)w’(t) ds) dt
_ / ' ( / bl[agsgt]g(s)go/(t) dt) ds
=—[(ﬂﬂ[¢@ﬁ>%:j[@®W@—w®D%

=LZ@¢@@

Ceci prouve bien que g = f’ au sens des distributions et donc f € Wt1(]a, b[). [
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3. Lespace W'P(I), I intervalle de R 5

Corollaire 1.13

Toute fonction f de W' (Ja, b]) est égale presque partout & une fonction continue f sur [a,b] et on
a pour tous x,y € [a, D]

f) = o)+ [ " (s ds,

autrement dit, on a pour presque tous x,y € [a, b],

f) = s+ [ " fr(s) ds.

Preuve :
Soit f € Wh1(]a, b[). On introduit

g(t) = / ' f(s)ds.

— D’apres le lemme 1.12, 1a fonction g est continue, dans W1 (]a, b[) et sa dérivée au sens des distributions
est f'. Ainsi, f — g est une fonction dont la dérivée-distribution est nulle, on sait alors qu’il existe une
constante C telle que f — g = C presque partout. Si on pose f = C'+ g, on a bien montré que [ coincide
avec la fonction continue f, presque partout.

— Par définition de f, il est clair que pour tout z,y € [a, b], on a

) - @) = (c [ re ds) - (c [ 1 ds) = [ sy

3.1 Compacité

On dit qu’une application non-linéaire S d’un espace métrique X dans un espace métrique Y est compacte
si ’image de tout borné par S est précompact.

Théoréme 1.14 (Point fixe de Schauder)

Soit X un espace de Banach et C un convexe fermé non vide de X. Toute application continue et
compacte S qui envoie C' dans C admet un point fixe dans C.

3.2 Espaces de Sobolev
3.2.1 Définitions et premieres propriétés

Pour ces différents points, on peut se référer, par exemple, au livre [Bre83].

— Définitions

Théorémes de trace pour W1 (£2)

— Continuité de la trace par rapport au domaine

Théoremes de relevement de la trace

Définition de I’espace VVO1 "P(Q) et caractérisations équivalentes dans le cas d’un ouvert régulier.

3.2.2 Champs LP a divergence L?

On définit I’espace
E, ={ve (LP(Q)?, dive € LP(Q)},

muni de la norme )
[vlle, = ([v]le + [[div v][re)7 .

Cet espace est un Banach et nous avons le résultat de densité suivant :
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6 Chapitre L. Prérequis

Théoreme 1.15

Soit Q un ouvert borné régulier. L’ensemble des champs de vecteurs de classe (C>(Q0))? est dense
dans Ey,.

Pour démontrer ce résultat on utilise une conséquence du théoreme de Hahn-Banach.

Lemme 1.16

Soit E un espace de Banach et F' un sous-espace de E. Alors F est dense dans E si et seulement si
toute forme linéaire continue sur E qui s’annulle sur F est identiquement nulle.

Proposition 1.17

Soit Q un ouvert lipschitzien de R%. L’application v, qui a u € (C*°(Q2))? associe (u - v) a0 (oit v

est la normale sortante au bord de I’ouvert (1) se prolonge en une application linéaire continue de
1

E(Q) dans H2(09Q) et on a la formule de Stokes suivante :

Vu € E(Q), Yw € H' (Q), /

u-dea:+/wdivudzz(*yuu,“yow> _
Q

H-% g3
Q 9

oil o est I'opérateur de trace de H'(Q) dans H= (992).
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Chapitre 1l

DONNEES REGULIERES

1 La méthode des caractéristiques

Soient €2 un ouvert borné lipschitzien de RY, et v(¢, ) un champ de vecteurs donné Lipschitzien de R x
dans R? vérifiant v - v = 0 sur 9€). On se donne également une fonction réelle Lipschitzienne c(t, z) définie
sur R x €. On s’intéresse a la résolution du probleme de Cauchy pour I’équation de transport-réaction :

Otp+v-Vp+cp=0, dans €, (LD
p(0,z) = po(x), pourtoutz € Q. ’

Sous les hypotheses de régularité sur le champ de vecteurs v ci-dessus, on peut résoudre aisément (II.1) par
la méthode des caractéristiques. Celle-ci revient a constater que la solution de (IL.1), si elle existe et si elle est
suffisamment réguliere, vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre le long des trajectoires du
flot associé a v. Ces trajectoires sont appelées les courbes caractéristiques de 1’équation.

De facon plus précise, on introduit la fonction X solution de :

d
{ T X(s,t,2) = v(s, X(s,1,2), (I1.2)
X(t,t,x) =€ Q.

La fonction X n’est rien d’autre que la position a I’instant s d’une particule fluide située au point x a I’instant
t. Cette fonction est appellée le flot associé au champ de vecteurs v.

On a alors le résultat suivant :
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10 Chapitre I1. Données régulieres

Proposition I1.1

La fonction X est définie pour tout x € Q et toust,s € R, etona
X(s,t,x) € Q.

De plus, on a les propriétés suivantes :
1. Pour tous t1,t2,t3 € Rona X(tl, to, X(tQ, ts, )) = X(tl, ts, )
2. Pourtous s,t e Retx € Q, ona

WX (s,t,x) + VX (s,t,x).0(t,x) =0,

soit encore
W Xi(s,t,x) +v(t,x) - VX;(s, t,x) =0,

ou, pour tout i € {1,...,d}, X; est la i-iéme composante de X.

Preuve :

C’estici qu’on utilise de facon cruciale la condition au bord sur le champ de vitesse.

Comme v € C!(R x Q), c’est par définition la restriction 2 R x Q d’une fonction ¢ de C! (R x R?). Comme
U-v =wv-v=0sur0f), le champ de vitesse v est tangent a JS2, et donc les trajectoires de 1’équation

d -
X (s t,2) = 5(s, X (5,1,2)), (IL3)

X(t,t,x) =z € RY,

posée sur RY tout entier, issues de points de OS2 restent dans 952. Ceci montre que X (s, , ) ne peut se trouver
sur le bord a aucun moment si z € 2 (sinon par unicité toute la trajectoire serait dans 0€2) et en particulier
s+ X(s,t,x) ne peut quitter €.

Par ailleurs, il est clair que les trajectoires de 1’équation définies par ¥ qui sont dans €2 sont bien les trajec-

toires du systeme (I1.2).

On a ainsi montré que les solutions de (I1.2) sont globales, car le domaine €2 est borné et interdit donc toute

explosion en temps fini pour le probleme (I1.3) avec données dans ).

Montrons les deux autres propriétés.

1. Ce n’est autre que la propriété de semi-groupe qui provient du théoreme de Cauchy-Lipschitz. En effet,
pour tout x € €, la fonction ¢ : s — X (s,ta, X(to,t3,x)) est solution de I’équation différentielle
caractéristique et vérifie p(ta) = X(to,ts,x), or ¢ : s — X(s,ts,x) est aussi solution de 1’équa-
tion caractéristique et vérifie ¥ (t2) = X (t2,ts,x). D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ces deux
solutions sont nécessairement égales, ce qui donne le résultat.

2. Posons (s, t,x) = 0: X (s,t,x) + VX (s, t,z).v(t, x).

— On constate tout d’abord que (¢, ¢, ) = 0 pour tout ¢ et .. En effet, par définitionona X (¢,¢,2) = z
pour tout ¢ et x, donc en dérivant par rapport au temps on obtient, en utilisant 1’équation différentielle

0=0,X(tt,2) + X (t,t, ) = B X (L, 1, 2) + v(t, ).

De plus VX (¢,¢,z) = 1d, donc la relation précédente montre que (¢, ¢, ) = 0 pour tout ¢ et tout .

— Montrons maintenant que y vérifie une équation différentielle linéaire. On utilise pour cela les résultats
classiques de dérivation des solutions d’une EDO par rapport a des parametres et a la donnée initiale.
11 vient

d d
%’Y(S,t,l’) = % (8tX(s,t,z) + VX(S,LI).'U(t,I))

— %asx(s,t,x) + (VO X (s,t,2)) 0(t, )

= %(v(s, X(s,t, :c))) + (V(v(s, X (s,t,2)))) .v(t, z)
= Vu(s, X(s,t,2)).0: X (s,t,2) + Vu(s, X(s,t,2)).VX(s,t,x)0(t, x)

= Vu(s, X(s,t,2)).7(s,t,x).
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1. La méthode des caractéristiques 11

Ainsi s — (s, t, x) vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre et de plus v(¢, ¢, x) =
0 donc ~y est identiquement nulle.
|

Proposition I1.2

Soit v un champ de vecteurs de classe C* de R x Q dans R? vérifiant la condition au bord v - v = 0
et c une fonction réelle continue sur R x ). Si po est une fonction bornée de classe C* de Q dans R,
alors l'unique solution de classe C' du probléme linéaire (11.1) est donnée par

p(t,x) = po(X(0,¢,z)) X exp (/o —c(s, X (s,t,2)) ds> . (IL.4)

Preuve :
1. Unicité :

Supposons qu’il existe deux solutions régulieres p; et ps de (I1.1), alors la différence p = p1 — po vérifie :
dp
ot
p(0) =0.

En multipliant I’équation précédente par p et en intégrant sur {2 on obtient, comme v - V|go = 0 :

+v-Vp4+cp=0,

1d 9 1. o
3z POz +/Q (C— Sdiv v) p?dx = 0.
1l vient
1d 1. -
()13 < (c— L aiv ) ool

et donc, en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient que

T —

1 .
||P(f)L2§||po|L2><€XP</ (c—dev) ds>,
0

o0

ce qui montre en particulier que p = 0 et donc I’unicité des solutions de I’équation.

2. Existence :
Vérifions que la formule proposée dans 1’énoncé vérifie bien I’équation.
On commence par montrer que pour toute fonction f réguliere et tout s € R, on a

@ +v-V) (f(X(s,t,x))) = (atX(&t,x) + VX(s,t,x).v(t,x)) V(X (s,t,2)) =0,

d’apres la propriété 2) de la Proposition II.1.
Ainsi, si on applique I’opérateur (0; + v - V) a la formule (IL.4), on voit que le terme qui va concerner pg
va s’annuler, de méme que le terme de dérivation a I’intérieur de 1’intégrale qui est dans I’exponentielle.
Ainsi, il reste

Op+v(t,x) - Vp=—c(t,z)p.

Le fait que p(0, ) = po(z) est clair.

Remarque I1.3

On peut sans encombre appliquer la méthode précédente pour résoudre I’équation de transport avec
un second membre f(t, ) régulier (et un terme de réaction ¢ = 0 pour simplifier). La solution s’écrit
alors

plte) = po(X(0.t2) + [ Fls X(suta)) s
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12 Chapitre I1. Données régulieres

Remarque 11.4

Les résultats précédents permettent également de résoudre 1’équation de continuité

% + div (pv) = 0,

il suffit pour cela de prendre ¢ = div v.

2 Le théoréeme du transport

On se place dans le cadre précédent et on note ®;(x) = X (¢,0,x), le flot issu de 0 associé au champ v.

Théoreme I1.5

Pour tout w C Q ouvert, on note {2y = ®;(w). Soit f une fonction de classe C* dans les variables
(t, X) définie sur R x €. On a alors la formule suivante :

d of

@ Jo. [, X)dX = o <8t + div (fv)) dX.

Preuve :
At fixé, le changement de variables X = ®;(x) assure que

£t X)aX = [ f @)l (6 0)lda
Q4 w
ol J(t, z) est le déterminant jacobien de 1’application ®; au point x.
Par ailleurs, le déterminant est une application trilinéaire par rapport a la famille de ses 3 vecteurs lignes.
Ainsi, en tenant compte de

57w, ) = ag ar (10) = 5 (it 2(t2)),

Lj

on obtient, en omettant d’écrire les points ou sont évaluées les dérivées,

Gu Ou Ou | [0 0B 0% | | 0%y 0By 0B
81'1 8%2 81'3 81'1 81‘2 (91’3 8%1 8x2 81'3
8‘1)2 8<I>2 3@2 31)2 87)2 81)2 8@2 8@2 3(132
— J(t - IZe 72 s 2= 2= = 7=
dt J( ’ I) 8$1 8.232 6]}3 + (9331 8332 8$3 + 8.231 81‘2 (9.’1;3
81'1 81'2 (9333 8$1 8%2 a{L'g axl 8x2 8$3
Par la formule de dérivation des fonctions composées, on a :
0 °. Ouy 0D,
— P = —(t, P — . II.
al_j (Uk(t7 (t,$))) o 8Xl (ta (t’x))alj (t,l’) ( 5)

Notons Ly, et My, les vecteurs lignes

(0B, 0D 0Dy
Lk: - (81'1 (t7.’17), 3:172 (t,(lf)7 8x3 (t,l’)) )

My = (G (0200, 0) 5 (010,800 2)) 5 (1. (1))
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2. Le théoréme du transport 13

La formule (II.5) montre que

ainsi, il vient

3
dvy
det(My, Lo, L3) = det (Z Ll,L2,L3> = Z %d t(Li, L2, L3)

vy
*7dtL Lo, L3) =
aXl e( 1, L2, 3)

puisque le déterminant est trilinéaire et alterné.

Par des calculs similaires, on a :

6’02
0X2

81}3

det(Ll,Mg,Lg,) oX
3

G2 4, 0(t,2)) J, det(Ly, Lo, Ms) = —3-(t, ®(t, z)) J.

Or on a vu que I’on peut écrire

887;] = det(Ml, Lg7 L‘g,) + det(Ll, MQ, L3) + det(Ll, LQ, Mg)
Il en résulte que
9J gt""”) = (divv)(t, B(t, 2)) J(t, 2).

Par hypothése, ®(t) est un C!-difféomorphisme qui dépend continiment de ¢, donc son jacobien J ne s’annule
pas, et prend donc toutes ses valeurs dans R ou dans R, , domaines sur lesquels la fonction “valeur absolue”
est C™ et a pour dérivée la fonction “signe”. Donc la fonction |J| est dérivable, et

% = sgn(J)aa—i = sgn(J)(divv)(t, ®(t,x)) J = (div v)(t, D(¢, x)) |J].

En appliquant le théoréme de dérivation des intégrales a parametres, on obtient :

ch f(t X)dX = — /ftcptx))\J(t x)| dx
/ ot )| (¢, 2)]) de.
Par ailleurs,
0 _Bf 0P 0
i ol It )) =5 0. 9) 191+ (57 ) - V114 fle.8) 11
(?){(t D) +v-Vf+ ft,P)(divo)(t, (¢ x))) [.]].
Par le changement de variables inverse du précédent, il en résulte que
of
7 f(t X)dX = (erv Vf+fd1vv) dX

:/ (g{ + div (fv)) X

|
On déduit de ce résultat le théoréme suivant.
Théoreme I1.6 (de Liouville)
Pour tout t, X, on note j(t,X) = Jac(®; ") (X) = ——2—. Alors la fonction j vérifie I"équa-

J(t, @y (X))
tion de continuité
O + div (jv) = 0,

et 7(0,2) = 1 pour tout x € QL.

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



14 Chapitre I1. Données régulieres

Preuve :

On applique le résultat précédent avec f = j et on note que

Jac(@; 1) (X) dX = / 1dz = |,
Q w

/Qtj(t,X)dX:

est une quantité indépendante du temps. [ ]

Remarque I1.7

Dans le cas, assez important, ot le champ de vecteurs considéré est a divergence nulle, on obtient
J(t,x) = 1 pour tout (t,z) et j(t,X) = 1.

3 Plus loin que Cauchy-Lipschitz

On sait bien que la continuité de v est suffisante pour avoir 1’existence locale de solutions & I’équation
différentielle (I1.2). En revanche, I’unicité n’est pas assurée et donc aussi la régularité de la solution en fonction
des données. Il est donc, a priori hors de question de pouvoir définir le flot X associé a v.

On peut quand méme aller un peu plus loin. Pour cela on se donne une fonction w vérifiant

1

. . . . dr
w : RT — R’ est continue, croissante, nulle en 0 et strictement positive ailleurs telle que / (7) = 400.
0 w\Tr

(IL6)

Définition I1.8

Soient (X, d) un espace métrique et E un espace de Banach. On note C,(X, E) I'ensemble des
Sfonctions u continues et bornées de (X, d) dans E et telles que

lulle, = flullzm + sup L&) —vWls |

r#yeX w(d(m, y))

Muni de cette norme, [’espace C,, est un espace de Banach.

Théoreme I1.9 (Chemin, Lerner [CL95, Che04])
1

Soient E un Banach, () un ouvert de E, I un intervalle ouvert de R. Soit v € L;,.(I,C,(Q, E)),

avec w vérifiant (11.6).
Alors pour tout (to, xo) € I X E, il existe un intervalle J tel que ty € J C I et une unique application

Lipschitzienne x telle que
t
x(t) = xo —|—/ v(s,x(s)) ds,
to

pour toutt € J.

Admettons pour le moment le résultat suivant qui est une généralisation du lemme de Gronwall.
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3. Plus loin que Cauchy-Lipschitz 15

Lemme II.10 (Lemme d’Osgood)

Soit w vérifiant (11.6) et u une fonction mesurable positive telle que

t
u(t) <a +/ a(s)w(u(s))ds, pourpresque toutt € I,
to

ota > 0eta € L} (I) est une fonction positive.
Alors, si a = 0 la fonction u est nulle presque partout. Si a est non nul, on a l’estimation

ou

Preuve (du Théoréeme):
— Pour I'unicité, il suffit de soustraire deux solutions, de prendre la norme et d’appliquer le lemme de
Gronwall.
— Pour I’existence, on effectue un schéma de Picard

t
1 (t) = xo —l—/ v(s,xi(s)) ds.
to
Pour J assez petit, on peut assurer le fait que les fonctions zj, restent dans le domaine de définition de v
et forment une suite bornée dans L°°(.J). Ensuite, on pose
P (t) = [[Tpsn(t) — 22 (t)]| -

Il vient en soustrayant deux itérations de Picard

0< prinn(® < [ alshlpun(s) ds.

to

On pose maintenant py(t) = sup,, px.»(t) et p(t) = supy, px(t). Comme w est croissante, il vient

0< pna(®) < [ als)lon(s) ds.

to

En passant a la limite supérieure, par convergence dominée par exemple, on trouve :

t
0<5(0) < [ als)la(s) ds
to
et donc p = 0 d’aprés Gronwall. Ainsi, pour tout ¢ € J, la suite (4(¢))s est de Cauchy et donc
convergente. Il est ensuite aisé de passer a la limite dans la formulation intégrale.
|
I1 nous reste a démontrer le Lemme II.10.
Preuve (du Lemme):
— On commence par supposer a > 0. On pose alors h(t) = a + j;to a(s)w(u(s)) ds qui est une fonction
dans W11(I). De plus, on a
B() = a(t)w(u(t) < a(t)w(h(b)),

car w est croissante et « positive. On en déduit que

Q2o h)(t) < aft),
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16 Chapitre I1. Données régulieres

et donc par intégration

Q(h(t)) < Q(a) +/ a(s) ds.

to

Mais par ailleurs, €2 est elle aussi croissante donc il vient

2u(t) < a) + [ als)ds,

to

ce qui donne 1I’estimation attendue.
— Sia = 0, il est clair que u vérifie I’hypothese pour n’importe quelle valeur strictement positive de a, on
a donc I’estimation

Q(t) < Qfa) —l—/t a(s)ds.

Si on fait tendre a vers 0, on a {2(a) — —o0, et on obtient donc que V¢ € I, Q(u(t)) = —oo, c’est-a-dire
u(t) = 0.
[ |
En guise dd’ exemple au théoréme précédent, on peut citer a nouveau [CL95]. D’apres Fujita et Kato pour
tout vy € (H27%(Q))? a divergence nulle, il existe une unique solution maximale aux équations de Navier-
Stokes v € L2([0, T*[, (H 2 (£2))%). Alors, Chemin et Lerner ont montré que v € L}, .([0,7*],C,,.) pour tout
e > 0avec we(s) = s(1 —log s)%“.

Pour un tel champ de vecteurs, on peut donc définir le flot associé d’apres le théoreme ci-dessus.

4 Solutions faibles

La méthode des caractéristiques présentée ci-dessus ne peut fonctionner que le si le champ de vecteurs v
et la donnée initiale py sont suffisamment réguliers (au moins lipschitziens). On obtient alors des solutions au
sens classique de 1’équation de transport.

Néanmoins, dans beaucoup d’applications (par exemple en mécanique des fluides) les données initiales ne
sont pas régulieres. Par exemple celle-ci peut prendre deux valeurs distinctes si elle modélise la densité dans
un mélange de deux fluides. Par ailleurs, le champ de vitesse peut lui aussi ne pas étre régulier. Dans 1’étude
des équations de Navier-Stokes on trouve typiquement des champs v dans 1’espace L?(]0, T'[, (H'(£2))%).

On est donc amenés a s’intéresser a la notion de solution faible de I’équation de transport.

Définition II.11 (Solution faible - premiere version)

Soient Q) un ouvert borné lipschitzien de R, py € L>(Q) et v € L*(]0,T[, (L*(2))?) tel que
divv € LY(]0,T[xQ) etv-v = 0 sur 9N et enfin c € L*(J0, T[x).

On dit qu’une fonction p € L>(]0, T[xQ) est solution faible de (I1.1) si pour toute fonction test
0 € CH[0,T] x Q) telle que o(T) = 0 ona

T
/ / p(&p—l—v-Vgo—f—(divv—c) cp) dtdw—i—/ po(0, ) dx = 0. (IL.7)
o Ja \ Ot Q

On se contentera dans ce cours de la théorie du transport pour des données initiales L°° mais il est possible
d’établir une théorie dans le cadre L?, p € [1, +oo[ (voir par exemple [DL89]).
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4. Solutions faibles 17

Proposition I1.12

Toute solution faible p peut étre modifée sur un ensemble de mesure nulle de sorte que p(t) €
L2 (82) pour tout t et telle que p soit continue en temps a valeurs dans L (S2) faible-x. De plus, on
a p(0,-) = po et pour tous tq,tz € [0,T] et tout ¢ € C*([0,T] x Q)

to
/ / p (890 +v-Vo+ (dive —c) cp> dt dx+/ p(t1, x)p(ty, x) dx—/ p(ta, x)p(ta, ) dz = 0.
v Jo \ Ot Q Q

Preuve :
Soit 7* €]0,T[. Pour tout 0 < ¢ < T'— T* et t € [0, T*] on définit la fonction 6 qui est nulle sur [0, ¢],
qui vaut 1 sur [t + &, T*] et qui est affine entre ¢ et ¢ 4 ¢ (voir la figure IL.1).

0 t t+¢ T

FIGURE IL.1 — La fonction 6%

Pour toute fonction 1/ € C1(€2) on définit sur [0, 7*] 1a famille de fonctions

t+e
/ / p(s,z)v(x) dxds,

qui est une fonction continue en temps et bornée pour tout € et tout ). Montrons que cette famille de fonctions
est équicontinue. Pour cela, on utilise la fonction test p(t, ) = (01 (t) — 622 (¢)) 1 (z) dans (I1.7). On obtient

T
p¥ (t1) — p¥ (t2) = / (01 — 022)g(t) dt, (IL.8)
0

ol g est la fonction de L' (]0, T'[) définie par g(t) = [, p(v - Vi) + (div v — ¢)v) de. 1l vient

P2 (t2) — A ()] < /A o(t) dt,

e,t1,ty

ot A, 4, ¢, est I'ensemble des temps ot 02t £ 02 Cet ensemble vérifie |A. ¢, 1,| < |t1 — t2| + £. Ainsi on
obtient 1’équi-continuité de la famille p¥ .

D’aprés le théoréme d’Ascoli, il existe une sous-famille, toujours notée p?¥ pour simplifier, qui converge
uniformément sur [0, 7*] vers une fonction continue p¥ (¢).

Pour toute fonction 7 € C}(]0,T*[) on a

/0 " n(t)p (t) dt = /Q /O T*i /t ” p(s, 2)(x)n(t) dt ds da
= [ [ st (1 [ i) asas
e—0 // ()dxds
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18 Chapitre I1. Données régulieres

Si on passe a la limite dans le premier terme on a obtenu

/0 t)dt = // Yo (x) dx ds,

et donc la limite p¥ ne dépend pas de la sous-suite choisie, ce qui montre la convergence uniforme de toute la
suite pY (t) vers p¥(t) pour tout 1.

Enfin, ¢ étant fixé, il est clair que [p¥ ()| < C||p||r=||v|| 1+ et que I'application v +— p¥(t) est linéaire. Il
existe donc, par le théoreme de représentation de Riesz, un unique p; € L () tel que

/Q pr(@)d(@) dz = P (2), et [pellimie) < [Pl imsey,

et comme t — p¥ () est continue, on a bien la continuité L>°-faible étoile de ¢ — p;. Par ailleurs, en reprenant
un calcul ci-dessus on obtient

//,ot txdtdm—// (t,z)p(t,x) dt dz,

pour toute fonction ¢ réguliere, ce qui montre que p(¢, x) = p;(x) pour presque tout (¢, ).
La formulation faible entre les instants ¢; et t5 est alors immédiate en passant a la limite dans (I1.8). [ |

4.1 Existence dans le cas général

En régularisant les données et en utilisant la méthode des caractéristiques introduites précédemment, il
est assez aisé de construire des solutions faibles de 1’équation de transport. Plus précisément on a le résultat
suivant.

Théoreme I1.13

Pour toutes données ), po, v et ¢ comme dans la définition II.11, telles que de plus ¢~ €
LY(J0,T[, L>=(Q)), il existe au moins une solution faible p € L>(]0,T[xQ) de I’équation de
transport (I11.1).

Preuve :

On peut montrer (Cf. par exemple un résultat similaire dans [BF06]) que I’ensemble des champs de vecteurs
de classe C* par rapport & (¢, ) a support compact est dense dans 1’ensemble des champs de vecteurs de
LY(J0, T, (L*(£2))?) a divergence L' et tels que v - v = 0 sur le bord. Il existe donc une suite de champs
de vecteurs réguliers (v,,),, vérifiant les conditions aux limites, qui converge vers v dans L! et tel que div v,
converge vers div v dans L'. De méme on considere une famille (¢, ),, de fonctions régulieres, avec (c;, ),
bornée dans L*(]0, T'[, L°°(£2)) et qui converge vers ¢ dans L' (]0, T[x ().

De la méme fagon, par densité, il existe une suite de fonctions (p{} ), dans D(£2), bornée dans L>°(12) et
qui converge vers pg dans tous les espaces L (€2) avec p < +oo et dans L™ (€2) faible-x.

On peut alors utiliser la proposition II.2 qui montre, pour tout n, I’existence d’une solution classique p™ de
I’équation de transport pour les données v,,, ¢, et p(. Par ailleurs, d’apres cette proposition on a

0™ || oe qo.rp,L= ) < llpllp=elonlzras < c.

Il existe donc une fonction p € L*(]0,T[x) et une sous-suite (toujours notée (p™),, pour simplifier les

notations) telle que
n

p

p, dans L% (]0, T[x€2) faible-x.

n—-+oo
Par ailleurs, comme p", v, et ¢, sont réguliers et vérifient I’équation de transport au sens classique ainsi que
la condition au bord v,, - ¥ = 0, ce sont aussi des solutions faibles. Il vient donc pour toute fonction test ¢

/ / ( + v, - Vo + (div o, — cn)go) dt dx + / p0e(0, ) dx = 0.
Q

Par construction (pf}),, converge vers po dans L*(£2) par exemple, ce qui permet de passer 2 la limite dans le
second terme. Pour le premier terme, la converge faible-x de (p™),, dans L>° et la convergence forte de (vy, ).,
(div vy,),, et (c,)n dans L' permettent de passer également 2 la limite. Ceci montre que la fonction limite p est
bien une solution faible de I’équation de transport attendue. [ ]
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4. Solutions faibles 19

4.2 Le cas d’un champ régulier

On a vu que si pg, v et ¢ sont réguliers alors il y a une unique solution solution réguliere a notre probleme
donnée par (IL.4). Cette solution régulicre est alors également une solution faible du probleme.

Proposition 11.14

On se donne py € L™ (), et on suppose que v et ¢ sont réguliers. Alors, la formule

p(t, 7) = po(X(0,t,2)) x exp (— / s, X(s,1,1) ds) |

définit une fonction p € L>°(]0, T[xQ) qui est ’'unique solution faible de [’équation de transport.

Preuve :

On approche la donnée po par une suite de fonctions régulieres (pf)), qui converge dans L faible-x
et dans tous les LY vers pg. La solution p™(t,z) = pj(X(0,¢,2))exp™ Jo e(s:X(s,t:2)) ds ge "équation de
transport associée a ces données converge alors également faible étoile vers la solution p du probleme limite.
1l reste donc a identifier cette limite p.

Soit ¢ € C2°(]0, T[x€2), on a par changement de variables en x pour tout ¢

T T
/ / (X0, 1, 2))lt, 7) dt do = / / PR )e(t, X (1,0,y)) J(t,y) dt dy
0 Q 0 Q

- / oY) ( / p(t, X (£,0.9)) J () dt) dy.
Q 0

L’intégrale en temps est une fonction de y dans L*(£2), on peut donc passer a la limite en 7. On obtient

n— oo

/ /p3<X<o,t,x>>so<t,x>dtdx—> po() (/ so(t,X<t7o,y>>J<t,y>dt> dy
0 Q Q 0

T
- / / po(X (0,1, 7))ot ) dt do
0 Q

en utilisant a nouveau le théoréme de Fubini et un changement de variables inverse.

Il reste a démontrer 1’unicité. Cette propriété, duale de celle de I’existence, se démontre grace a la remarque
11.3. En effet, si ¢ est une fonction réguliere sur |0, 7[x (2, il existe une fonction ¢ réguliere telle que o(7T") = 0
et +v-Vo+ (dive — c)p = .

Ainsi, si p est n’importe quelle solution faible pour la donnée initiale pg = 0, on met cette fonction ¢ dans

la formulation faible et il vient -
/ / pYdtdr =0,
o Ja

ceci étant vrai pour tout ¢ régulier, on trouve bien p = 0. |
Citons maintenant quelques propriétés de ces solutions faibles dans le cas ou le terme de réaction c est
nul.

Proposition II.15

On suppose ici que ¢ = 0.
Soit pg € L>(QY), v régulier et p 'unique solution faible de I’équation de transport associée.

1. Pour toute fonction continue bornée 3 la fonction B(p) est I'unique solution faible de I’équa-
tion de transport associée a la donnée initiale 3(p).

2. L’application t — p(t,-) est bien définie pour tout t et continue a valeurs dans L () faible
étoile et L1(Q) fort pour tout q € [1,400[. En conséquence, la formulation faible est encore
valable entre deux instants t; et to quelconques dans [0, T).
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20 Chapitre I1. Données régulieres

3. Si p} et p3 sont deux données initiales bornées, et p1, ps les solutions faibles associées, on a
0 < Pk <
Po =Py = P1 = P2,

et p1p est 'unique solution faible associée a la donnée initiale p§p?.

4. Dans le cas particulier ot v est a divergence nulle alors :
— Pour tout intervalle I de R, et pour tout t € [0,T], on a

o € Q, plt,a) € I}| = [{z € Q. polx) € T}].

— Pour tout q € [1,400] la norme L1 de p(t) est égale pour tout t € [0,T) a celle de py.

Preuve :

1. Cette propriété est évidente d’apres la formule définissant la solution p. Notons que ce résultat est encore
vrai avec une fonction  mesurable et bornée (attention : on ne parle pas ici de la classe d’équivalence
presque partout de 5 !!).

2. Tout d’abord, cela a bien un sens de parler de p(t, -) car X (0, ¢, -) est un difféomorphisme de 2. Ensuite
il est clair que

o, Lo = llpoll Lo
Pour le cas ¢ € [1, +o0[, on fait le changement de variable

/Q Ip(t, )| di = /Q 1po(X (0,1, 2))|7 du = /Q Ipo(y)|Jac(t,y) dy < C /Q o)l dy.

De plus, on voit que la norme L? de p est continue par rapport au temps. Ceci fournit la continuité en
temps a valeurs dans tous les L9.

3. Cette propriété se lit de facon évidente sur la formule qui définit les solutions faibles.

4. Comme div v = 0, le jacobien J(t, z) vaut identiquement 1, la propriété cherchée est donc une consé-
quence de la formule de changement de variable.

4.3 Premiers éléments dans le cas général

Contrairement au cas ol le champ est lipschitzien, il n’y a pas unicité dans le cas général d’un champ de
vecteurs peu régulier. Le chapitre suivant sera consacré en grande partie a 1I’étude du probleme de 1’unicité et
des propriétés qualitatives des solutions pour des champs peu réguliers.

Théoreme I1.16 (voir aussi [CL02])

Soit v € LY(]0,T[, L*()?) un champ de vecteurs & divergence dans L*(]0,T[xQ) et tel que
v-v=0surdQetce L]0, T[xQ). On suppose que (divv — c)* € L*(]0, T[, L>°(£2)).

Alors toute solution faible bornée positive de I'équation de transport pour la donnée initiale nulle
est identiquement nulle sur |0, T[x €.

Preuve :
On définit la fonction numérique a(t) = ||(div v(t) — (t))* || L~ puis on prend (¢, z) = (T — t)e~ Jo
dans la formulation faible (IL.7) (avec pg = 0), on obtient

T
/ / p(Opp + (divo — c)p)dt dz =0,
o Ja
ce qui donne

/T/pe_f(;“ (=1 = (a(t) —divo+c)(T —t)) dtdx = 0.
0o Jo

<-1<0

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



4. Solutions faibles 21

Comme p est supposée positive, la fonction sous 1’intégrale est négative ou nulle, elle est donc identiquement
nulle. On obtient bien p = 0. [ ]

Ce résultat pourrait impliquer 1’unicité des solutions si la propriété dite de renormalisation était vraie,
c’est-a-dire si pour toute solution bornée p de 1’équation de transport pour la donnée pg alors p? est aussi
solution pour la donnée initiale p3 et le coefficient de réaction 2c. Dans le cas de solutions régulieres, cette
propriété est triviale et résulte de la formule de dérivation des fonctions composées.

On va donner maintenant un contre-exemple a ’unicité des solutions bornées, qui montre donc également
que la propriété de renormalisation n’est pas vraie en général pour les solutions faibles.

Théoreme I1.17 (N. Depauw, [Dep03])

Il existe un champ de vecteurs v : R x R? s R? borné, a divergence nulle telle que I’équation de
transport

Ogp+v-Vp=0,

admette une solution bornée non triviale pour la donnée initiale nulle.

Le contre-exemple proposé est donné dans R? tout entier mais en fait, on peut 1’adapter a la géométrie d’un
ouvert borné bien choisi (par exemple un pavé).
Preuve :

On se place en dimension d = 2 et on prend un temps final 7' = 1.

2 o ) .
Onnote @ = |—3, £ le carré unité centré en 0. On pose ensuite

(—4x2,0) laou |z1| < |za] < %
c(r) =4¢ (0,4z1) laou x| < x| < g
(0,0) en dehors de Q.

Ce champ de vecteurs est bien a divergence nulle au sens des distributions.
De plus, on peut définir un flot associé a ¢ (qui est autonome). Il existe une application (.(7, x) telle que
pour tout z € R2, I"application 7 + (.(7, ) est Lipschitzienne et telle que

Ce(t,x) =+ /OT c(Ce(s, ) ds.

De plus, I’application Cc(%, -) a une géométrie simple : c’est I’identité en dehors de %Q et la rotation d’angle
/2 dans le carré £Q.
On pose ensuite
b(a) =Y clx—k),

keA

ou A =Z(3,%)+Z(—1%,3) estle réseau engendré par les coins de (. En d’autres termes, tous les termes dans
la somme qui définit b sont disjoints. Comme le flot associé a c est constant sur les bords des carrés, on voit
que les choses se passent bien et qu’on peut définir sans probleme le flot ;, associé au champ de vecteurs b. De
plus, (3, -) agit comme I'identité en dehors du damier 3, .\ k + 3Q et comme la rotation d’angle 7 /2 dans
chaque carré de ce damier.

Définissons maintenant le champ de vecteurs v(t, z) pour ¢ €]0,1[ par v(t,z) = b(2'x) pour t € I; =
127G+ 277, Le flot du champ v (qui lui n’est plus autonome) est obtenu pour ¢ €]0, 1[ en collant bout 2 bout
(par continuité aux instants ¢; = 277) les flots du champ b apres scaling.

On voit donc qu’on définit un flot Lipschitzien en ¢ sur les instants positifs ®(¢, s, 2) pour tout s,¢ €]0, 1]
et pour tout z € R2. Ce flot vérifie

t
O(t,s,z) =z + / (T, ®(7, 8, x)) dr.

On construit maintenant 1’'unique fonction pr Z2-périodique définie par po(x) = sgn (z122) pour z € Q.
On définit maintenant pour tout ¢ > 0 :

p(t,.%‘) = pT((b(lvta z)).
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22 Chapitre I1. Données régulieres

Il est clair que p n’est pas identiquement nulle. On va maintenant s’ assurer qu’elle vérifie I’équation de transport
avec la donnée initiale nulle.
On veut donc démontrer que pour toute fonction test ¢ € CL([0, T x RY) telle que ¢(T) = 0, on a

T
t,x) (Opp+v-Vo)dtde =0 :/ 0 x(0,z)dx | . (I1.9)
| [ ot @e+o-vo) [ o xew

=donnée initiale nulle

Pour cela, on commence par constater que, p étant bornée et ¢ réguliere a support compact, on a

Jj—+oo

tj
/ / p(t,x) (Opp +v - V) dt dv — 0,
0 JRr2

cart; — 0 quand j — oo. Pour montrer (I1.9), il suffit donc de montrer que

T
/ / p(t,x) (Orp +v - Vo) dt dv — 0.
t; R2 Jj—+oo

Utilisons la définition de p et le fait que pour tout ¢ > 0, x — ®(1,¢, ) est bijective d’inverse y — P(t, 1,y)
et de Jacobien 1. Il vient (via Fubini)

g T
/ / p(t,x) (Op +v- V) dtdx:/ / pr(®(1,t,2)) (Oyp + v - Vo) dt dx
b R t; R2
Z/t_ /R pr () (Brp +v - V) (B(t, 1,y)) dt dy

T
:/ pr(y) (/ (Orp+v - Vo) (‘I)(talal/))dt> dy.
R2 ¢

J

Pour tout y € R?, t +— ®(¢, 1, y) est Lipschitzienne, de sorte qu’en composant par  qui est réguliere on a

%@(u (I)(tv L, y)) = at(P + (8tq)) Vo = 8t@(ta (I)(tv L, y)) + U(t7 (I)(tv L, y)) : V‘ﬂ(m (b(t’ L, y))

11 vient donc (en utilisant le fait que (7, -) = 0)
T
[ [ ot @esv-voydas=— [ prwet. o 1.0) dy
t; JE R

_ / pr(®(1,t5,2))p(t;, ) do.
R?

Posons maintenant p;(z) = pr(®(1,t;,x)). En utilisant la définition du champ v et de la donnée finale p7, on
montre aisément que p;(x) = pr(27x). Par ailleurs, en utilisant le fait que pr est bornée et que ¢ est réguliere
en temps, on a

[ I @ollptts x) = 9(0,2)| de ——0.

j—o0

On est donc ramenés a démontrer que I’intégrale
I = / pr(2a)p(x) dz,
R2

tend vers 0 quand j tend vers 'infini pour toute fonction C!(R?). Pour cela, on effectue le changement de
variables y = 27x on trouve

I = 2*23'/ pr(y)e(277y) dy.
R2

On utilise ensuite la Z2-périodicité de pr (et le fait que ¢ est & support compact) pour écrire

L=2"%%" /Q/JT(y)tp(Tj(y + k) dy.

keZ?
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4. Solutions faibles 23

Le point crucial consiste a observer maintenant que pp est a moyenne nulle. On a donc

=2 [ orlo) etz +) = o2 0|

keZ?

Soit maintenant G une fonction positive, réguliere a support compact et telle que G > 1 sur tous les points a
distance inférieure ou égale a 1 du support de . Par le théoréme des accroissements finis (et comme || pr /o0 =
1), on obtient la majoration

L] < CVg)22 3 / 273G (y + k) dy
kez?2 Q

< C||V<,0Hoo2_j/ G(z)de —— 0.
Rd

Jj—+o0o

Remarque I1.18

— Ce résultat implique que la solution p ainsi construite n’est pas une solution renormalisée (sinon
p? = 1 serait solution pour la donnée initiale nulle, ce qui n’est évidemment pas le cas).

— Cela prouve également qu’il est important, dans la définition de la renormalisation, d’inclure aussi
la propriété de renormalisation de la donnée initiale.
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Chapitre |l

SOLUTIONS RENORMALISEES ET
APPLICATIONS

1 Unicité des solutions faibles. Renormalisation

On a vu dans le chapitre précédent que, des que le champ de vitesse n’est pas suffisament régulier (disons
qui n’est pas Lipschitzien), alors on peut perdre ’unicité des solutions faibles. Par ailleurs, comme on ne peut
a priori plus définir un flot X on ne dispose plus de la formule qui donne explicitement la solution en fonction
de la donnée initiale.

Pour obtenir I’unicité de telles solutions, on aurait envie de soustraire les deux formulations faibles qu’elles
vérifient puis de prendre comme fonction test la différence de ces deux solutions comme on 1’a fait pour les
solutions régulieres. Ceci semble bien siir voué a 1’échec ici car la différence de deux solutions faibles est
seulement dans L°° ce qui est tres insuffisant pour justifier ce calcul.

La méthode des solutions renormalisées (due a R. Di Perna et P.L.. Lions, voir [DL89]) apporte un remede a
ce probléme en montrant que, sous des hypotheses de régularité de type Sobolev pour v (beaucoup plus faibles
que Lipschitzien), le calcul ébauché ci-dessus peut étre justifié, c’est-a-dire que pour toute solution faible p de
I’équation, on a “le droit” de prendre n’importe quelle fonction de p comme fonction test dans 1’équation. Le
résultat exact est le suivant.
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26 Chapitre III. Solutions renormalisées et applications

Théoreme II1.1

Soient Q un ouvert borné lipschitzien de RY, py € L>(Q), v € L*(J0,T[,(W1(Q))?) tel que

v-v = 0 sur O et enfin ¢ € L*(J0,T[xQ). Si p est une solution faible quelconque dans

L*°(]0, T[x Q) de I’équation de transport (I1.1) pour ces données, on a :

i) La fonction p est dans® C°([0,T], LP(2)) pour tout p € [1,+oc|, et de plus p(0) = po. Par
ailleurs, pour tous ty,t5 € [0,T) et toute fonction test ¢ € C1([0,T] x Q)

/ / ( +v-Veo+ (dive—c)p >dtdx+/ﬂp(t1,) (t1, )dz_/Qp(t%) (t,-) da.

(IIL.1)

ii) Pour toute fonction numérique 3 : R — R de classe C?, la fonction 3(p) est une solution faible

de I’équation de transport pour le champ de vecteurs v, un coefficient de réaction nul, le terme
source —pf'(p)c et la donnée initiale B(py).

a. plus exactement : “admet un représentant p.p. dans”

Ce théoreme fournit tout d’abord un résultat de régularité en temps sur les solutions faibles, qui sont a priori
seulement mesurables et bornées. En outre, le point ii) est évidemment trivial pour les solutions de 1’équation
au sens classique. En effet, si p est une solution réguliere de (IL.1) alors on peut multiplier I’équation par 5'(p)
ce qui donne de fagon élémentaire

0B(p)

S0+ VB(6) + cpB(p).

dp
0=7 \Y =
B (p) ( 5 T Ve te )
Le point clé de la preuve du théoréme ci-dessus consiste a justifier ce calcul pour des solutions non régulicres.

Remarquons également que la conclusion du point ii) reste valable pour des fonctions 3 € W°(Q) telles
que tout point de R est un point de Lebesgue de 3’, par exemple pour les fonctions s — |s| ou s +— sT.

Preuve :

e Etape 1 : On note py, p, € les prolongements par 0 respectifs de pg, p et ¢ en dehors de 2. De méme, on
choisit v € L1(]0, T[, (W11 (R9))?) un prolongement (que 1’on peut prendre & support compact) de v & tout
RZ. On peut le construire de sorte que div o = 0 en dehors de €.

D’apres (11.7), on a pour toute fonction test ¢ € C°([0, T[xR%)

/ / ( +7-Veo+ (divi —¢)p ) dtdx+/ pop(0,-)dx = 0. (1.2)
Rd Rd

Remarquons également que py est dans L>(R?) et méme dans tous les LP?(R9), p € [1,+00]. De méme,
p € L>(]0,T[, LP(R%)) pour tout p € [1, +oc]. Ainsi, 5 est une solution faible de 1’équation de transport dans
tout R? pour la donnée initiale po, le champ de vecteurs © et le coefficient de réaction é.

e Etape 2 : On veut convoler 1’équation avec un noyau de régularisation en espace. Considérons donc une

fonction 7 € D(IR?) a support dans la boule unité de R?, positive, radiale et telle que / n(z) de = 1. Pour
Rd
tout € > 0, on pose

ne(z) = gidn (f)

9

pe(t) = p(t) xn-, et pg = po*1e.

On rappelle ici sans démonstration les propriétés de ces fonctions régularisées en espace.

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



1. Unicité des solutions faibles. Renormalisation 27

Lemme II1.2

Pour tout € > 0, on a

19 | oo (o, 71x Ry < NPl Loe o, xre)> €t 115l oo (ray < [P0l Loo (RaYs

Vk >0, p. € L>=(]0,T[,C*(R?)), et p5 € CF(R?).

Far ailleurs, on a les convergences

De = p dans L*(]0, T[xRY) pour tout p < 400,
e—

25 = po dans LP(R?) pour tout p < 400,
e—

ainsi que les convergences L™ faible-*.

Pour toute fonction ¢ € C>°([0, T[xR?), et pour tout 7 € R on construit une nouvelle fonction test ¢ par
c p Y Yp

o(t,z) =¥t y)n(z — y),

que I’on introduit dans la formulation (III.2). On integre ensuite cette formulation par rapport a ¥, ce qui donne

/// tw ty)na(fc— )dtdxdy+/ / po(2)Y(0,y)n:(x — y) dx dy
Rrd JRd 81& R

+ /0 /Rd /Rd p(t,z) [<di" ) (t,x) — &t x)} ne (@ — y)(t, y) dt dz dy

//]Rd/]Rd (t,2)v(t, y)o(t,2) - Ve(ne(z — y)) dt dvdy = 0.

En utilisant la définition de p., le fait que V. (n.(z — y)) = —V,(n:( — y)) et la parité du noyau 7, il vient
T a,l/) T
| [ eenGienaan [ smeona+ [ ] oave-a)en o
0 Rd (9?? Rd Rd

/ /R/R,i (t, 2)(t, y)o(t,z) - Vy(ne(x — y)) dt dx dy = 0.

L’idée est de “remplacer” o(t, ) dans le dernier terme par (¢, y) en rajoutant au second membre de 1’équation
le terme correcteur nécessaire. On obtient

/O /dee(t,y)%f(t,y)dtdw/R ﬁ%(y)w(o,y)dy+/0 /Rd(ﬁ(divz‘)—E))*ngw(t,y)dtdy

R ]Rd
Rd JRd /,7

On peut maintenant intégrer par parties le quatriéme terme par rapport a y (car v est suffisamment régulier en
espace et 1) est a support compact en ¥), ce qui donne :

s pult) Gy (o) dedy + [ ()00, dy + | otaivo = vy aray

T
* \A /Rd [Rd p(t, z)div 31(17(157 Y)W (t,y))ne(x —y) dt dv dy
- / / / p(t, z)Y(t,y)(0(t,2) — 9(t,y)) - Vy(n(z — y)) dt dz dy.
0 Rd JRd
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28 Chapitre III. Solutions renormalisées et applications

D’apres la définition de p., on a finalement obtenu

[ L et (G e+ aiv ottt ~ eteapitean ) dedy+ [ giwwio.ndy

Rd
T
_ / Re(t,y)b(t, y)dt dy, (IIL3)
0 R4

ol on a noté pour tout (¢,y) :

Relto) ™ [ pt.)(00,) ~ o0) - Tyl ) o~ |pfaiv )| .

=Rl(ty) =R2(t,y)
+ [ ptta)ielt,z) = clt. (o~ 9) do
R

=R3(t,y)

(IIL4)

Comme (II1.3) est vraie pour toute fonction test ¢, on a ainsi montré que p. est solution faible de I’équation
O0pe
ot

+v-Vp. +ep. = —R., (IIL5)

avec la donnée initiale p.(0) = p§.

e Etape 3 : Il s’agit maintenant d’estimer le terme de reste R.. Le terme le plus délicat étant R} qui doit
étre vu comme un commutateur entre I’opérateur différentiel peu régulier v - V et I’opérateur de convolution
par le noyau 7)., appliqué a p. A priori, comme p est seulement dans L°°(]0, T[x€2), ce commutateur semble
vivre dans un espace de Sobolev d’exposant négatif ce qui ne permettrait pas d’avancer dans I’étude. En fait,
comme souvent des que 1’on travaille sur des commutateurs entre opérateurs différentiels, on ne perd pas autant
de dérivées que prévu. Le résultat exact est le suivant.

Lemme II1.3
Sous les hypotheses du théoreme, le terme R. tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 dans [’espace
L]0, T[xQ).

Preuve :

Commengons par étudier le terme R! qui intervient dans la définition de .. En explicitant le terme en ).
et en effectuant le changement de variables z = *—¥ dont le jacobien est 6%, il vient

R = [ 0 LMD gy (220) Lo

S 9

v(t —o(t
[ty en OIS gy g

Commencons par supposer que p et ¥ sont tres réguliers en temps et en espace, alors la fonction de z sous
le signe intégral ci-dessus est bornée par || 9|l ||V7||o0 || V7| et converge quand ¢ tend vers 0 et pour tout
(t,y,z) vers

—p(t,y)(Vo(t, y).2) - Vi(2).
Ainsi par convergence dominée, nous avons

Ri(t) =3 =pt) [ (Vilt.)2) - Vn(e)dz.

En intégrant par parties en z dans cette derniére intégrale on trouve que la limite de R.(¢,y) est donnée par

pt,y) /| - n(z)div, (Vo(t,y).z) dz = p(t,y)Tr(Vo(t, y))/ n(z)dz

|21<1
= p(t,y)(div v)(t,y).
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1. Unicité des solutions faibles. Renormalisation 29

Par convergence dominée 4 nouveau, cela montre bien que R’ tend vers p(div ¥) dans L (]0, T'[, L* (R%)) sous
I’hypothese de régularité de p et de v.

Par ailleurs, le terme R? converge également vers p(div v) dans L' (]0, T[x ).

De méme, si on suppose que ¢ est continu & support compact, alors le terme R se majore par

IRZ) Lr < [17]| Lo we(e),

ol w est le module d’uniforme continuité de ¢.
Ainsi, on a démontré que si p, v et ¢ sont suffisament réguliers on a bien la convergence vers 0 de R. =
R! — R? + R? dans L.

Si p et v ont seulement la régularité du théoreme, alors on a

B v(t,y) —v(t,y +ez
L e B I e O
z|<1
_ v(t,y) —v(t,y +ez
< Clpll= Vgl [ A= bo ) g,
|z|<1 €

d’ou il vient

T T
[ [l aedy <l 9l [ (/ /
0 Jrd lz1<1 \Jo JRd

Pour tout z € B(0,1) et e > 0 fixés, en utilisant la formule de Taylor (d’abord pour des v réguliers puis en
raisonnant par densité), on voit que ’intégrale en (¢, y) dans le membre de droite ci-dessus est majorée par

T
/ / Va(t, )| dt da.
0 R4

Ainsi, on a montré une borne uniforme en € qui s’ écrit

’E(tv y) — ’E(tv Y+ 62)
S

dt dy) dz.

IR 1 go,rixrey < Cllalle Vnll Lo V0]l L2 o, 7(xRa)-

De la méme facon par 1’inégalité de Young on obtient

T T
| [ wldeay < [ty ool < ol laiv ol
o JRr 0
Enfin, concernant le troisieéme terme, I’inégalité de Young nous fournit encore
IRZ]|ze < lIpllpoellell 2
En réalité, on obtient également pour tout 1 < p < +00 (et p’ I’exposant conjugué) les estimations

IR Lr + B2z < CIVllz 16l 2o VD] Lo
IR2]Lr < Clpllzelle] Lo -

On conclut alors par un argument de densité. En effet, on a montré que 1’application bilinéaire . qui a
(p,v) € L>=(]0, T[xRY) x L*(J0,T[, (WHL(R?))9) associe le terme R} — R2 € L(]0, T[xR?) est continue
pour les topologies de cet espace mais aussi pour la topologie de LP(]0, T[x ) x L (]0, T[, (W (R%))9)
uniformément en ¢ et que par ailleurs ¥.(p,v) — 0 quand ¢ tend vers 0 dés que p et ¥ sont suffisamment
réguliers.

Détaillons 1’argument. Soient (5,7) € L>(]0, T[xR?) x L(]0,T[, (W' (R?))9). Pour tout > 0, il
existe v, € C2°(]0, T[xR?) tel que [0 — vy||r1 w11y < 7. Ensuite, il existe p, € L*(]0, T[xR?) tel que
o —pnllez < \Ivn\anzml) . On a donc, pour tout ¢ > 0

1We(p, D)l < 1We(p, 0) = We(p, vp)llLr + [[We(py vn) = Welpn, vg)l[ L + [[We(pn, vg) [ 21
< Clipllzeslv = vnllrqwrry + Cllo = pollezllvgll L2y + 19e (o, vg)l 22
< Cllplleen + Cn+ [We(py, vyl
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30 Chapitre III. Solutions renormalisées et applications

Pour tout > 0, comme p,, et v, sont réguliers, le dernier terme tend vers 0 quand € — 0. On obtient donc

i sup [¥e(p, 0)[zr < Cllpllzeen + Cn,

ceci étant vrai pour tout 77 > 0, on a bien démontré la convergence vers 0 de R! — R2 pour tout p et ©.
On raisonne de la méme fagon pour le terme R2. [ |
Revenons maintenant 2 la preuve du théoréme. Pour tout € > 0, les fonctions p. sont dans L>(]0, T[, CL(R?))
(d’apres le lemme II1.2) et vérifient I’équation (II1.5) avec un second membre —R,. dans L'. Ceci prouve en
- ap
particulier que % est dans L'(]0, T[x ) et donc p. est dans I’espace C°([0, T, L*(£2)).
Grace a la régularité des différents termes on voit que la formulation (II1.3) peut se prolonger par densité
aux fonctions tests ¢ dans I’espace

X = {w e CY([0,T], L*(R%) N L>(]0, T[,C}(R?)), telles que %‘f € Ll(]O,T[de)}. (I11.6)

e Etape 4 :

Fixons € > 0 et considérons 0 < t; < to < T'. Pour tout § > 0 assez petit, on introduit la fonction 0;5(t) qui
vaut 0 pour ¢ < ¢y ett > o, qui vaut 1 sur intervalle [t; + 0, to — ] et qui est affine sur [¢1, t1 + 9] et [ta — 9, t2].
Pour toute fonction test ¢ € X, on construit la fonction test 1 (¢, y) = 05(t)(t, y) qui est également dans X.
On met alors cette fonction ¢ dans la formulation (II1.3) et il vient

1 t1+6 1 to
/ / (-i—dlv (vgo)—cap) dtdy+g/ (/ ,oggody> dt—g (/ pggody) dt
R4 th Rd to—0 R4
= / / 05(t) R dt dy.
t1 R4

11 est clair que 05(t) converge vers 1 quand ¢ tend vers 0 pour tout ¢ € [¢1,t3], ce qui permet de passer a la
limite aisément par rapport a § dans le premier terme et dans le second membre par convergence dominée.
Enfin, comme p. ¢ est une fonction continue en temps & valeurs dans L'(R?), les termes avec les facteurs %
tendent respectivement vers

/ Pe(tr, Yoltr, ) dy, et / Pe(ta, Yoltz, ) dy.

Ainsi, on a obtenu pour toute fonction test ¢ € X

to 9 to
/ /ﬁe <a<p+diV(w)—C<p) dtdy+/ ﬁe(hv')‘p(tlv')dy_/ ﬁa(tz,-)w(tz,-)dyz/ /Rewdtdy-
t, Jra t Rd Rd t, Jra

(II1.7)
En prenant ¢; = 0, to = T et une fonction test ¢ qui s’annule au temps 7', et en comparant a (II.3), on obtient
en particulier p.(t = 0) = p§.
e Etape S :
Soient maintenant €1, <o > 0. Formons la différence entre la formulation (II1.7) prise pour € = ¢ et celle
pour € = €9, il vient

2 0 R _ _
| o) (G oo ivo o) dedyt [ (gt = paltr Dot dy
ty JR R4

- [ et = peatta etz vy = [ (e Repdray

Or, nous avons vu que p., et p., sont régulicres et plus précisément sont dans I’espace de fonctions tests X
défini en (II1.6). Ainsi nous pouvons prendre ¢ = p., — pe, dans I’équation précédente. En utilisant (IIL.5), il
vient

to to
/ / p61 p52 62 - 51 dt dy + / / le Cles 20 ,051 - ﬁ52)2 dt dy
t; JR4

ta
+ / 1Pes (b1, 7) — e (11, ) Py — / Pes (b2, ) — i (t2, )P dy = / / (Re, — Rey)(per — poy) dt dy,
R4 Rd tq R4
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d’ou I’on déduit, avec t; = 0 et en prenant le sup en ¢, :

sup ||pe, (t,-) = pey (8, )72 < 195" = 52172 + 4llpll oo || Rey — Re, || 1
te[0,7)

T
+ / / |div © — 2¢||p., (1) — p, (t)|* dxdt. (IIL8)
0 Q

D’apres les lemmes I11.2 et 1113, on sait que la suite (R.). converge dans L'(]0, T[xR?) et (p5)- converge
dans L?(R9), en particulier ces suites sont de Cauchy dans ces espaces. En conséquence, les deux premiers
termes du membre de droite de (II1.8) sont aussi petits que 1’on veut pour 1 et o proches de 0.

Par ailleurs, quitte & prendre €1, €5 dans une suite qui tend vers 0 bien choisie, on a la convergence presque
partout de p., et p., vers p (d’apres la “réciproque” du théoreme de Lebesgue). Par le théoréeme de convergence
dominée (comme div ¥ et ¢ sont L), le troisiéme terme dans (II1.8) peut également étre rendu petit.

In fine, on a donc montré que, quitte a extraire une sous-suite (ce qu’on ne mentionne pas explicitement
ici pour simplifier les écritures), la famille (p. ). est de Cauchy dans C°([0, T, L?(R%)). Ainsi (p. ). converge
dans C°([0, 7], L?(R?)) mais sa limite ne peut étre que p d’aprés le lemme II1.2. Ceci prouve que la fonction
limite p est bien dans I’espace C°([0, T, L?(R%)).

Il est maintenant aisé de passer a la limite dans (II1.7) pour obtenir (III.1) en utilisant le lemme III.3. Ceci
prouve la premiere partie du théoreme.

Par ailleurs, comme p est nulle en dehors de €2, 1a fonction p est bien dans C°([0, 7], L?(£2)) et méme dans
C°([0,T], LP(£2)) pour tout p < +oc car elle est bornée par hypothese.

e Etape 6 :

Soit f une fonction numérique réelle de classe C*. D’aprés ce qui précede si ¢ € C°([0, T[xR?), alors
1 = f(pe)p est dans I’espace X et donc peut étre choisie comme fonction test dans (IIL.3). Par ailleurs, p. est
suffisament réguliere pour justifier que I’on a

(+7°%) U00) =) (B 050 ) + 100 (55 + 0 7%
= —of'(p)(Re + 2pe) + f(pe) (%: o W’) :

En reportant ce calcul dans (II1.3), il vient

/ /Rd < +0- Vo + (divo)e > dtdy+/w P51 (95)(0, ) dy
/OT /Rd(Rs+Eﬁs)(f(ﬁs)Jrﬁsf/(,ﬁs))cpdtdy.

Soit maintenant 3 € C2(R) telle que 3(0) = 0 (cette restriction sera levée par la suite). On pose f(z) = 8 gﬂ)

qui est bien de classe C!. Avec ce choix de f, ona f(x) + zf'(x) = B'(x) de sorte que la formule ci-dessus
devient

/ /]Rd < + div (w)) dt dy + Adﬁ(pg)w(o,')dy = /OT /Rd(RE +¢ep=)B' (pe)pdt dy. (I1L9)

Ceci montre, ¢ étant fixé, que I’équation (II1.5) implique 1’égalité suivante

95(p:)
ot

+0-VB(pe) = —B'(pe)(Re + p2),

au sens des distributions. Autrement dit, on a justifié le calcul formel qui consiste & multiplier (IIL.5) par 3’( 5. ).

11 suffit maintenant de montrer que 1’on peut passer a la limite quand ¢ tend vers 0 dans (III.9). Comme
on I’a vu plus haut la suite (p.). converge vers p dans C°([0,T], LP(R?)) pour tout p fini et donc presque
partout (2 une sous-suite pres). Ceci justifie le passage a la limite dans le premier terme de (II1.9) en utilisant le
théoréme de convergence dominée. Le passage a la limite dans le second terme se fait exactement de la méme
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facon en utilisant le lemme II1.2. Enfin, le terme contenant R. dans le membre de droite dans (II1.9) est majoré

par
T
sup 18] el / / IR.| dt dy,
[=llAlloo s 17l o0] 0 JRrd

et donc converge vers 0 quand ¢ tend vers 0 d’apres le lemme II1.3. A la limite on a donc obtenu

/OT /Rd B(p) (884? + div (v¢)> dtdy — /OT /Rd pB' (p)ey dt dy + /Rd B(p0)(0,-) dy =0,

mais on a supposé que 3(0) = 0 et comme g = 0 et pp = 0 en dehors de €2, ceci implique

T T
[ [0 (5 +av o) atan— [ [ poicedvdy+ [ somp.rdy =0, anio)

pour toute fonction test ¢ € C°([0, T[x ). Par ailleurs, par intégration par parties nous avons

T
/ /<8‘p + div (w)) dtdy+/so(0,~)dy:07
0o Ja\Ot @

et donc si on rajoute n’importe quelle constante a la fonction 3 la formulation (III.10) reste vraie. Le second
point du théoréme est donc démontré pour toute fonction 3 € C2(R). [ |

Les conséquences du théoreme précédent sont nombreuses et trés importantes. La premiere d’entre elles
est I'unicité des solutions faibles de 1’équation de transport que nous démontrons ci-dessous.

On se donne une fonction w vérifiant (I1.6).
Définition I11.4
On définit I’ensemble L*(0,T, LL(2)) des fonctions f de L'(]0,T[xQ) telles qu’il existe o €

L(]0, T|) positive telle que pour tout borélien A de ) on a

/f(t,a:)d;c < a(t)w(|A]).
A

pour presque tout t €]0,T],

Exemple IIL.5

— Toute fonction f € L*(]0,T[, L>(Q)) est dans 'espace L*(]0, T[, LL(Q)) avec w(r) = r.

— Toute fonction f telle qu’il existe C > 0 vérifiant eI/l € L'(]0,T[xQ) est dans I’espace
LY(]0,T[, LL(Q)) avec par exemple

L |m]Q)

w(r) = o8] r(l+Inr),

et dans ce cas la fonction o qui intervient dans la définition est donnée par a(t) = fQ eClI 2 dy
pour presque tout t €]0,T.
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Corollaire I11.6
Soient Q un ouvert borné lipschitzien de R%, py € L>=(Q), v € L (10, T[, W1(Q))¥) etv-v =0
sur 99, et c € L*(]0, T[, L*(Q)).
1. Sic™ € LY(0,T[, L>=(Q)) et (divv)t € LY(]0,T[,LL(Q)) pour un certain w comme ci-
dessus, alors il existe une unique solution faible p € L>(]0, T[xQ) de I’équation de transport
pour ces données au sens de la définition I1.11.

Par ailleurs, cette solution est continue en temps a valeurs dans tous les espaces LP(Q)) pour
p < 400 et pour toute fonction 3 € C*(R), la fonction B(p) est I'unique solution faible de
I’équation de transport pour la donnée initiale 3(po).

2. Side plus, on a c € L*(]0,T[, L°°(2)) alors pour tout t € [0, T) et presque tout x € €2, on a

+ _ t
(%f p0> X exp <_/0 sgpc ds) — (H(lzf po) X exp <_/0 1gfc ds)

<p(t,x) <

+ t - t
(sup p0> X exp (—/ inf ¢ ds) — (sup po> X exp <—/ sup ¢ ds> .
Q 0o @ Q 0o Q

3. Si on suppose maintenant (div v —c)* € L'(]0,T[, L*°), alors on a I’estimation L' suivante

t

t
vt € [0,T], [lp()lz1 (@) < llpollzr (o) exp (/ (div v — )|z (o) ds) :
0

Preuve :

1. L’existence d’une solution est donnée par le théoreme II.13, il reste donc a montrer 1’unicité de celle-ci.
L’équation étant linéaire, il suffit de démontrer que 0 est la seule solution faible pour la donnée initiale
nulle. Soit donc p € L°°(]0, T[x£2) une solution faible pour la donnée initiale nulle. D’aprés le point ii)
du théoreme III.1 appliqué avec n’importe quelle fonction 3 de classe C? telle que 3(0) = Oett; = 0,
on a pour tout ¢ € [0, T et toute fonction test

ta a(p ) to , _
/ Jw(m+mww0mM—AL@wwwﬁm—nmmwmm»w—a

Prenons ¢ = 1 dans cette expression, il vient

w2 e 0.7) [ Bottam)dr= [ [ (Blo)divo—ps (o)) de e

Soit 1 : R — R une fonction de classe C?, positive telle que ¢ = 0 sur | — 00, 0] et ¢» = 1 sur [1, +o0].
On pose S.(s) = (s/e) et on applique la formule ci-dessus a cette fonction .. Il vient

v e 0.7} [ Aulpttza)da= [ [ (Buloptive = ppip)e)ded

On voit que 3. (p(t2, x)) converge presque partout vers I’indicatrice de I’ensemble A;, = {xz, p(t2,x) >
0}. De plus, pBL(p) = 29'(p/e) converge presque partout vers 0 quand ¢ tend vers 0. Ainsi, par conver-
gence dominée, on obtient

Vs € 0,71, |As,| §/0t2 </At(divv(t,x))+dx) §/0t2a(t)w(|At|)dt,

par hypothese sur (div v)*, on peut alors appliquer le Lemme d’Osgood II.10 et obtenir que |A;| = 0
pour tout ¢ € [0, 7.

Par définition de A, cela montre que p < 0 pour presque tout (¢, ). Un raisonnement similaire montre
que p > 0 et donc que p = 0.

Les propriétés de continuité en temps et de renormalisation sont données par le théoreme I11.1.

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



34

Chapitre III. Solutions renormalisées et applications

2. Démontrons maintenant les bornes infinies sous la nouvelle hypothese ¢ € L'(]0,T[, L>(2)). Pour

cela, soit v € L*(]0,T]) une fonction numérique. En prenant ¢ (¢, ) x exp( fot ~) dans la formulation
faible du probleme, on obtient que la fonction bornée R(t, ) = p(t,z) x exp(, J ~y) vérifie I’équation

de transport suivante
OR+v-VR+ (c—v)R=0,

avec la donnée initiale R(0) = po.

— Cas ou supg po > 0:
On choisit une fonction 3 : R + R de classe C?, positive croissante et telle que 3(s) = 0 si et
seulement si s < supgq, po-
D’apres la propriété de renormalisation appliquée a Iz, nous avons

OB(R) +v-VB(R) + (c—7)RB'(R) =0,

avec B(R(0)) = B(po) = 0 par construction de 3. Intégrons 1’équation obtenue sur |0, ¢[x €2, il vient

/QB(R(t)) dm—i—/ot/ﬂ(c—'y)Rﬁ’(R) dsdz — /(:/Q(div v)B(R) dsdx = 0. (IML.11)

Si on choisit v de telle sorte que ¢ — - soit positive presque partout (c’est le cas avec v(t) = infq ¢(t))
alors le second terme est positif et on a finalement

/QB(R(t)) d:ES/J/g(diV@)*B(R) ds dx.

Ceci est vrai pour toute fonction 3 telle que 5(s) = 0 pour s < supg Po = Pmaz- On prend maintenant
B:(s) = ¥((8 — pmaz)/€) et on fait tendre e vers 0. On trouve

vt [0,7), \At|§/0 a(s)w(|Ay]) ds,

ou Ay = {R(t,-) > pmax}- Par le Lemme d’Osgood II.10, on conclut que |A;| = 0 pour tout
t € [0,7] et donc on en déduit que R(t,x) < supg po pour presque tout (¢,x), ce qui conclut la
preuve de la majoration dans ce cas.

— Cas ousupg pg <0:
On choisit cette fois une fonction 3 toujours de classe C2, positive et telle que 3(s) = 0 si et seulement
si s < supg po, mais on demande en plus que 3 = 1 sur [0, +oo[. La conclusion s’obtiendra de la
méme fagon.
Drapres (II1.11), le second terme sera positif des que ¢ — ~y est négatif partout, ce qui est assuré si on
prend v(t) = supg, c(t), et on obtient le second terme de la majoration.

Les minorations s’obtiennent en changeant p en —p.

. Démontrons maintenant I’estimation L* a 1’aide de la nouvelle hypothése sur (div v — ¢)*. On repart de

la propriété de renormalisation qui donne

/Q/B(P(tvx))dz/Qﬂ(PO)Jr/Ot/Q(divvc)pﬂ’(p) ds dz.

Par un argument maintenant usuel d’approximation, on vérifie que 1’on peut utiliser la formule précédente
avec 3(s) = |s| et s8'(s) = |s| (en prenant par exemple 5. (s) = Vs + €2). Ainsi, on a

t
[ wttalde = [ iml+ [ [ @ive-olpldsd
Q Q 0 Q

t
oIz < [lpoll s +/0 I(div v — )" (s)][ L= llp(s) 2 ds,

d’ou

et on conclut par le lemme de Gronwall.
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Remarque II1.7

— On peut raffiner le résultat précédent de plusieurs manieres. Par exemple, si on suppose seulement
que c= € L'(]0,T[, L>(Q)), alors on a

t
1ot, Yl < llpollz~ exp ( [ swe s -)ds) |
0

— Equation d’advection seule : Dans le cas ot ¢ = 0 on obtient

inf po < p(t,z) < sup pp.
Q Q

— Cas général :
— Sisupg po < 0 alors supy rixq p(t, ) <0.
- Siinfq po > 0 alors infjg pxq p(t, ) > 0.

1.1 Propriétés qualitatives
Toujours en utilisant la renormalisation, on démontre aisément les propriétés suivantes :

Proposition I11.8

Sous les hypotheses qui assurent la renormalisation, nous avons :

— Principe de comparaison : Si p} < pg sont deux données initiales alors les solutions p; et ps
associées vérifient p1 < pa.

— Principe de produit : Si p; et po sont solutions de

Op1 +v-Vpr +c1p1 =0,
Oip2 +v-Vpa +capa =0,
alors le produit pyps vérifie
9e(p1p2) +v - V(p1p2) + (c1 + c2)p1p2 = 0.

— Convergence forte de I’approximation parabolique :
On suppose de plus que que (div v —2¢)* € L*(]0, T[, L>°(2)) (cette hypothése n’est probable-
ment pas optimale). Pour tout € > 0 on considere ['unique solution p. du probleme

Oipe +v - Ve + cpe — €2A/56 =0,

Ipe

=0
v ’
Pe = po-

Alors, si on note p la solution du probleme limite, on a la convergence forte

19 = pllcoqo, 11,7 (0)) (f 0,

E—

pour tout p € [1,+00].

En particulier si p; est solution de 1’équation de transport 9, p; +v-Vp; = 0 et po une solution de I’équation
de continuité dyps + div (pav) = 0 alors le produit p; po est aussi solution de 1’équation de continuité.
Preuve :

Les deux premieres propriétés se prouvent de fagcon maintenant standard.
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Etudions I’approximation parabolique proposée. L’idée est d’utiliser I’approximation par convolution p,.
construite et étudiée précédemment. On a en effet démontré au cours de la preuve du théoreme principal que
pe convergeait dans tous les espaces C°([0, 7], LP(£2)) vers la solution p du probléme limite.

On peut tout d’abord montrer aisément un principe du maximum pour ce probléme qui fournit une borne
L sur les p.. On peut donc extraire une sous-suite qui converge dans L faible-x et on peut voir facilement
que cette limite est solution faible du probleme limite. Cette limite étant unique, toute la famille converge
faiblement vers p. De plus, de la méme facon on montre que pour tout ¢ € [0, 7], p.(t) converge faiblement
dans tous les L? vers p(t). Tout le probleme est donc maintenant d’obtenir la convergence forte.

Remarquons tout d’abord qu’en changeant j. en j. X exp ( fot ~(s) ds), on obtient la méme équation ol

c(t, z) est remplacé par c(t, ) — ~y(t). Ainsi en choisissant
+
Vvt € [0,T], ~(t)=—-1—sup <div v(t,x) — 2c(t,x)> ,
z€Q

qui est bien une fonction L' par hypothése, on peut se ramener au cas ol 2¢ — div v > 1 pour presque tout
(t, ). On suppose maintenant que cette propriété est vérifiée.
Ecrivons alors I’estimation d’énergie pour le probleme parabolique

1. . t 1. . t_ 1
Sl + [ [ (c2dwv) el dods + 22 [ [ ds = 5 ool (IIL12)
0 Q 0

En passant a la limite supérieure, il vient

) 1 t 1. . 1
lim sup (2pa<t>||%z+ / / (c—dev) |pa|2da:ds) < 5lipollz-.
e—0 0 Q

Notons que la suite p.4/c — %div v converge faiblement dans L?(]0, T'[x ) vers py/c — %div v. Par ailleurs,
en appliquant la propriété de renormalisation a 1’équation vérifiée par p on obtient I’estimation d’énergie

1 t 1. 1
slol+ [ [ (e= Gaivo) o deds = gl
0 Q

En combinant les résultats ci-dessus, on a la propriété de convergence faible et de convergence en norme qui

implique la convergence forte de f. (t) vers p(t) pour tout ¢, ainsi que la convergence forte de j./c — 2div v

dans L2(]0, T[x ).
Ceci ne donne pas la convergence uniforme donnée dans 1’énoncé. Pour la démontrer, on revient a (I11.12)
qui nous donne maintenant, avec les convergences fortes obtenues ci-dessus,

eVpe —» 0, dans L%(]0, T[xQ).
—

€
Soustrayons maintenant 1’équation parabolique a I’équation de transport vérifiée par p., on obtient
Ot(pe — pe) +v - V(pe — pe) + c(pe — pe) — 52Aﬁa = R,
(P(0) = p=(0)) = po — P5-

Si on multiplie cette équation par (p. — p.), ce qui est licite au vu de la régularité des fonctions en jeu, on
obtient (en utilisant les bornes .°° dans le terme contenant R.)

1 o T 1. . "o o -
5 sup || pe _,05”%2 +/ / (C_ §d1V U) |pe —p€|2d8dl‘+€2/ / Ve - V(pe — pe) dt dzx
t€[0,7] 0o Ja 0o Ja

1 12
< §||Po —Pollzz + Cll Ry (IL13)
Le terme délicat a contrdler est le terme contenant les gradients. La premiere partie de ce terme est de la forme

£2(|V pe ||%2 qui tend vers 0 comme on vient de le voir (en réalité cette contribution a le bon signe, on n’était
donc pas obligé de le controler).
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Pour la seconde partie de ce terme il est nécessaire d’estimer le gradient de p.. On dispose pour cela de
I’estimation

_ 1
IVPellzz < —llollzee,

obtenue en faisant porter la dérivation sur le noyau de convolution dans la définition de p. et ainsi on a

T
52/ / Ve - Vpe dtdz < e||V .| 2]l pll L~ — O.
0 Q e—0

Ainsi, (II.13) montre bien la convergence forte vers 0 de j. — p. dans I'espace C°([0, T], L%(2)). Par ailleurs,
comme p € C°([0,T7],L3(£2)), il est facile de voir que la suite des régularisations en espace (p.). converge
vers p, dans I’espace C°([0, T, L?(£2)). On obtient le résultat annoncé en mettant bout & bout les convergences
obtenues.

La convergence dans C°([0, 7], L?(£2)) pour tout p < oo est alors immédiate. [

2 Compacité - stabilité

La méthode des solutions renormalisées présentée ici permet également d’obtenir un résultat fondamental
de compacité sur des familles de solutions de 1’équation de transport.

Théoréeme I11.9

Soit Q un ouvert borné lipschitzien. Pour tout n € N, on se donne p{; dans L*(Q2), v,, dans
L]0, T[, (WHH(Q))9) tel que vy, - v = 0 sur O et c,, dans L*(]0, T[x2). On suppose que :
— La suite (p}})n, est bornée dans L™ (Q) et converge dans L*(Q) vers une fonction py € L>°.
— Pour tout n, il existe wy, telle que (div v,)™ € L'(]0,T[, L}, ().
— La suite (vy,),, converge dans L*(]0, T[x Q) vers un champ de vecteurs v tel que
e A0, T, (W @),
— Il existe w tel que (div v)*™ € L'(]0, T, LL ().
— La suite (div vy,),, converge dans L*(]0, T[x ) vers div v.
— La suite (c;, )y, est bornée dans L*(]0,T[,L°°(Q)) et (cn)n converge dans L*(]0, T[xQ) vers
une fonction c telle que ¢~ € L*(]0, T'[, L°°(12)).
Pour tout n € N, on note p,, l'unique solution faible du probleme

%L;+Unvpn+cnpn:07
pn(0) = pg -

Alors, la suite (py, )y converge fortement dans LP(]0, T[x ) pour tout p fini vers ['unique solution
faible p du probleme limite

%+U~Vp+cp:0,
p(0) = po,

et de plus, pour toutt € [0,T) on a

pn(t) — p(t), dans LP(Q) pour tout p < +o0.

n——+00

Remarquons que nous avons besoin de la régularité de type Sobolev en espace sur v,, et sur v pour as-
surer 1’unicité des solutions faibles et les propriétés de renormalisation obtenues dans les théorémes précé-
dents. Par contre nous demandons seulement que la convergence forte de (vy, )., (div v, ), et (¢, ) ait lieu dans
LY(]0, T[x ). Notons également que le champ de vecteurs limite v vérifie nécessairement v - v = 0 sur le
bord.

Preuve :
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Tout d’abord, comme la suite des données initiales (p{}),, est bornée dans L>°(2) et que (c;, ), est bornée
dans L1(]0, T'[, L®°(£2)), alors d’apres la remarque I11.7 (suite au corollaire II1.6), la suite des solutions faibles
(pn)n est bornée dans L°°(]0, T[x§2) et donc on peut en extraire une sous-suite (p,, )r qui converge dans
L (]0, T[x Q) faible-* vers une certaine fonction p.

De plus, les propriétés de convergence des suites (vy,)n, (div vp,)s €t (¢n)n, et (p{)n permettent aisément
de passer a la limite dans la formulation faible de 1’équation de transport (en utilisant la proposition 1.4) et donc
de montrer que la fonction p est bien une solution faible de I’équation de transport pour le champ de vecteurs
v, le coefficient de réaction c et la donnée initiale py.

D’apres les hypotheses sur v et div v, cette solution est unique. Donc, par un argument classique, toute la
suite (py,)n converge dans L faible-x vers p. Ceci implique également la convergence faible dans tous les
espaces LP(]0, T'[x ) pour tout p € [1, +o0].

Maintenant, d’apres la propriété de renormalisation (appliquée sur 1’équation numéro n), on sait que p2 so-
lution du probléme de transport pour le champ v,,, la donnée initiale (p?)? et le terme de réaction 2c,,. Comme
(p9)2 converge dans L' vers (pg)?, on déduit du raisonnement précédent que (p,,)? converge faiblement vers
I’unique solution R du probleme de transport

OR+v-VR+2cR =0, R(0)=p3.

D’apres la propriété de renormalisation appliqué a p, cette solution R n’est autre que p2. On a donc finalement
obtenu la convergence faible de (p?2),, vers p? dans tous les L? et dans L faible-*. Ceci montre en particulier
que ”p”H%?(]O,T[xQ) — ||p||2LQGO,T[XQ) et donc la convergence forte de (p,,),, vers p dans L%(]0, T[x2). En
utilisant les bornes infinies, on a immédiatement le résultat dans tous les LP qui en découle.

Le raisonnement est similaire pour I’étude de la convergence de (p,,(t)),, pour tout ¢. [

3 Retour a I’équation caractéristique

On utilise ici les résultats précédents pour définir une notion convenable de flot pour I’équation caractéris-
tique. Pour éviter tout phénomene d’explosion en temps fini, on ne va considérer ici que des champs de vecteurs
qui sont bornés.

On notera Qr =0, T'[x.

Définition II1.10

On dit qu’une application mesurable ® : [0,T] x Q — § est un flot lagrangien régulier pour un
champ de vecteurs borné v défini sur Q si et seulement si

1. La mesure positive |13 définie par

. T
wa() [t o)dus(t,z) = / / F(6,®(t,2)) dt de, Vf € COQr),
Qr 0 JQ

vérifie
Ho S C)\Q:rw
ou C' est une constante positive et \q,. est la mesure de lebesgue sur Q.

2. Le probleme 0;®(t,x) = v(t, ®(¢t,z)), ®(0,x) = x est satisfait au sens des distributions de
QT, ie.

T T
/ / O(t,x) - Opp(t, ) dtd:c—f—/ / z/;(t,:v)m(t@(t,:v))dtdx—{—/ ¥(0,2)-xdx =0,
0o Ja 0o Ja Q
(I1.14)
pour toute fonction test vectorielle 1 réguliére telle que 1(T') = 0.

La premiere hypotheése implique que la fonction (¢, z) — v(t, (¢, x)) est bien définie méme si v est définie
presque partout. En effet si ¢ est une fonction égale a v presque partout. Onnote A = {(¢, ), v(t, z) # 0(t,z)}
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qui est donc de mesure de Lebesgue nulle. Par I’hypothese 1 de la définition ci-dessus, on a g (A) = 0 et donc

/OT/Q1,4(75,<I>(t,ac))dtdgc—07

ce qui signifie que I’ensemble des (¢, (¢, x)) qui appartiennent a A est de mesure nulle. Ainsi v(¢, ®(¢, z)) =
0(t, ®(t,x)) pour presque tout (t, x).

Proposition IT1.11

Soit v comme dans la définition précédente et ® un flot lagrangien régulier pour v. Alors pour
presque tout x € €, Uapplication t s ®(t,z) est dans W (]0,T|), elle est donc égale presque
partout a une fonction Lipschitzienne ®,. On a alors pour de tels x € ()

- Lip(®,) < [[v] .

- 0,(0) =z et D (t) = v(t, Dy (t)) pour presque tour t €]0,T.

Preuve :

Soit (v, ), € CHR), avec o, (T') = 0 une suite de fonctions dense dans {f € W11(]0,T), f(T) = 0} et
1) € C1(Q). On applique alors la formulation faible (III.14) a la fonction test cv,, (¢)1 (). On obtient ainsi pour
tout n et tout ¢

an(O)/Qz/J(x)-xdm—i—/Qz/J(aﬁ) (/()Tatan(t)q)(t,x) dt) dx—i—/Qw(a:) (/()Tan(t)v(t,fb(tx))dt) dz = 0.

Ainsi pour tout n, il existe un ensemble de mesure nulle A,, C €2 tel que pour tout x &€ A,, on a

a,(0)x + /OT Orau, (1) D (t, x) dt + /OT ap (t)v(t, ®(t,z)) dt = 0.

Par densité des «,, on obtient que pour tout x ¢ | J A,, (¢’est-a-dire pour presque tout x € €2) on a

T T
a(0)z + / D0 (t)D(t, ) dt + / a(t)o(t, &(t, 2)) dt = 0.
0 0
Le reste de la preuve est immédiat. [ ]
D’apres le théoreme de Radon-Nykodim, on peut donner la définition suivante.

Définition II1.12

Soit ® est un flot régulier Lagrangien pour un champ v. Comme o < C\q,., il existe une fonction
j € L>*(]0,T[xQ), avec ||f||=~ < C, telle que

T T
/‘ ﬂmmwwﬁ@:/ F(t, (¢, 2)) dt do,
0 Q 0 Q

pour toute fonction f mesurable bornée. Cette fonction j est appellée la densité du flot .

De facon similaire, on peut montrer le résultat suivant.

Théoreme I11.13 (Flot régulier lagrangien et solutions faibles de I’équation de continuité)

Pour toute fonction mesurable bornée py € L™ () il existe une unique fonction p € L>(]0,T[xQ)
telle que

/OT/Qf(t,y)p(t,y) dtdy_/OT/Qf(t7(I)(t,I))po(gs)dtdl‘,

pour toute fonction f mesurable bornée. De plus cette fonction p est solution faible de I’équation de
continuité Oyp + div (pv) = 0 pour la donnée initiale py.

En particulier, la densité j définie ci-dessus vérifie I’équation de continuité 0yj + div (jv) = 0 et la
donnée initiale j(0) = 1.
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Preuve :
Soit ¢) une fonction test réguliere telle que ¢)(T") = 0, on veut montrer que

T
/ / o, 2) (Ot + v - V) dt das +/ potb(0) d = 0.
0 JO Q
Par définition de p, le terme de gauche s’écrit
T
/ po(x) (/ (Op(t, @(t,x)) + v(t, P(t,x)) - V1/J(t,<I>(t,x)))dt> dx,
Q 0

il nous faut donc maintenant calculer la parenthese. D’apres la proposition II1.11, pour presque tout z € €2, on
a ®(t,x) = D, (t) pour presque tout ¢. Pour de tels x € €2, la parenthése s’écrit

/0 (Ot Ba(t)) + 0(t, B(t)) - VOS(E, B (1)) .

Comme 1) est réguliere et @, lipschitzienne, on a la formule de dérivation

%1/)(157 q)x<t)) - atdj(ta (I)m(t)) + %(pz(t) ’ V'l/)(t, q):c(tv ZE)) = 5't1/)(t7 q)ac(t)) + U(t, (pac(t)) : V¢(tv o, (tv l‘))
De plus (0, ®,(0)) = (0, z) et (T, @, (T')) = 0 car ¢ vérifie (T) = 0. [

On va donc maintenant s’intéresser a la question de I’existence et 1’unicité d’un flot régulier Lagrangien
pour des champs de vecteurs peu réguliers.

Théoreme I11.14

On considere un champ de vecteurs v € L*(]0,T[, (W11(Q))?) N L>(]0, T[xQ) tel que v-v =0
sur 0S). On suppose que

— Il existe w tel que (divv)* € L*(]0, T[, LL(2)).

— (divv)~ € L*(]0, T[, L>()).

Alors, il existe un unique flot régulier Lagrangien ® pour le champ v. De plus, on a ® €
C([0, 7Y, (LP(2))4) pour tout p < +oo.

Preuve :
e Unicité : Soient ¢ et ¥ deux flots réguliers Lagrangiens pour le champ v. Pour toute fonction pg €
L°(), on définit pg et py par les formules

/OT/Qf(t,y)%(ty)dtdy:/OT/Qf(tCI)(t,:c))po(:v)dtdm,

T T
/0 /Q F(ty)pu(t,y) dt dy = / /Q F(6 W () po(x) dt da,

pour toute fonction f mesurable positive.

D’apres le théoreme II1.13, pg et py sont deux solutions faibles bornées de I’équation de continuité pour le
champ v et pour la donnée initiale pg. D apres le corollaire II1.6, les hypothéses sur v impliquent qu’une telle
solution est unique, et donc nous avons

/OT/Qf(t,¢(t,x))Po(x)dtdx:/OT/Qf(t,\I/(t,x))po(x)dtdx,

pour tout pg et tout f. En prenant f(¢,y) = «(t)y on obtient

/0 /Q@(t,x)a(t)po(x)dtdx:/o /Q\Il(t,m)a(t)po(x)dtdm, Yo, Vpo,

ce qui implique évidemment que & = ¥ presque partout par un argument classique de densité.
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e Existence : On va bien entendu procéder par régularisation et passage a la limite.

On note (v, ), une suite de champs de vecteurs réguliers bornée dans L (]0, T'[, (W11 (2))))NL>(]0, T[x2)
et telle que (div v,,) ™ est bornée dans L'(]0, T[, L>°(£2)) et qui converge vers v dans L!. Cette suite s’ obtient
par convolution de facon relativement standard (en prenant garde au bord).

Chacun de ces champs de vecteurs étant réguliers, on peut définir le flot usuel @,,(¢,2) = X,,(¢,0, x) par
le théoreme de Cauchy-Lipschitz (voir le chapitre II).

Par ailleurs, la densité j,, de ce champ est donnée par 1’inverse du Jacobien du flot et vérifie donc une

estimation
T
[jnllz < Cexp (/ [[(div v,) ™ || oo ds) ,
0

qui est uniforme en n d’apres I’hypothese. On peut aussi obtenir cette information a partir de 1’équation de
continuité dont elle est solution 9 j,, + div (j,v,) = 0, avec j,(0) = 1.

Comme ®,, est une application bornée uniformément en (¢, z) et en n, on peut donc extraire une sous-
suite, toujours notée (P,,),, qui converge vers une fonction bornée ® dans L faible-x. On va montrer que
cette convergence est forte dans L'.

Pour cela, pour tout s € [0, T, on pose I'? (x) = X,, (s, t, ), de sorte que I'S est solution, composante par
composante, du probleme de transport rétrograde (voir la proposition II.1)

oI + VI v, =0,
I(s,x) =

En vertu du théoréme de stabilité II1.9, on sait que I'S (0) = ®,,(s) converge fortement dans tous les L? vers
I's(0) ot I'® est la solution du probléme limite. Ainsi, par convergence dominée, nous obtenons la convergence
forte de ®,, vers une certaine fonction qui ne peut étre que sa limite faible-x .
De plus, pour tout temps s, on a (s,-) = I'*(0, -). Montrons que ® est continue en temps a valeurs dans
LY(Q).
— Continuité en 0 : On note ¥ la solution du probleme direct
¥+ VV¥.u =0,
U(0,z) ==
Celle-ci est continue en temps a valeurs L', ainsi pour tout § > 0 assez petiton a || ¥ (6, ) — Idg||: < e.
Ainsi ¥ — I'? est solution de 1’équation de transport avec une donnée finale a I’instant § de taille & dans
L'. En utilisant la troisieme partie du Corollaire II1.6 dans lequel le temps est inversé (ce qui revient a
changer le signe de v et ¢ dans ce corollaire), on obtient I’estimation a I’instant initial
s
(6, ) = 2(0,) 1 = [IT°(0) = L(0) [ 1
~——

=1Idg
<||T°(8) — W(0)|| 11 x exp (/ [[(div U)_”Loo) < Ce.
0
— Continuité en un point s > 0 : Pour tout § € R (assez petit) on pose

Go9(t, ) =I5+ (t('=>‘+5)’ x> 7

S

55 s5+0 ts
0 (¢ —

QG (t, x) + VG v*(t, x) = 0,
G*O(s,z) =TT (s + 6,2) = x.

qui vérifient le probleme

Quand 0 tend vers 0, 059 tend vers v dans L' et div v5° tend vers div v dans L!. D’apres le théoreme
de stabilité on a donc G*°(t) qui converge vers I'*(¢) dans L' pour tout ¢. En particulier, en ¢ = 0 on
obtient que G*(0,-) = I'**%(0,-) = ®(s + 6, -) converge vers ®(s, -).
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On a donc montré la convergence forte dans L' de ®,, vers ®. Quitte & extraire une nouvelle sous-suite, on
peut supposer que cette convergence a aussi lieu presque partout. Or on a vu que pour tout n

T T
/ / F(t, B (t,2)) dt de| < / / P69 n(ty) dt dy < C| f]111,
0 Q 0 Q

et par convergence dominée, on obtient

T
/ / F(t Bt 2) dt dz| < C|[f|1r,
0 Q

pour toute fonction f continue. Ceci montre bien que la mesure pg vérifie pe < CA.

Il reste maintenant a démontrer que 1’équation différentielle ordinaire est satisfaite au sens des distributions.
Pour cela, il faut démontrer que v,, (¢, ®,,(¢, z)) converge dans L' vers v(t, ®(¢, x)).

Dans cet objectif, énoncons et démontrons le lemme suivant.

Lemme II1.15

Soit Q un ouvert borné de RN et (f,,),, une suite de fonctions qui converge dans L~1 (Q) et presque
partout vers une fonction f € LY(Q) alors, pour tout & > 0 il existe des fonctions f, et f continues
sur @ telles que

1. Pour toutn, || fn — fullpr <eet|f - fllp: <e

2. La suite fn converge vers f uniformément sur Q.

Preuve (du lemme):

Comme la suite (f,,),, converge dans L, elle est équi-intégrable. Il existe donc un § > 0 tel que pour tout
borélien B de mesure inférieure 2 d on a [ | f,| < e pourtoutnet [ [f] <e.

On utilise ensuite le théoreme d’Egoroff (théoréeme 1.6) qui nous dit que, comme f,, — f presque partout,
pour tout 6 > 0 il existe un ensemble mesurable A C @ tel que |A°| < ¢ et tel que f,, converge vers f
uniformément sur A.

Posons maintenant g, = f,14 et g = f14, de sorte que (gy,),, converge vers g uniformément partout. Par
ailleurs nous avons

||f’n _gn”Ll :/ |fn‘ < g, car |AC| < 5’
Ac

etde méme || f — g1 <e. ~

On prolonge g,, et g par 0 en dehors de () sans changer de notation et on pose maintenant f, = g, * 1
et f = g x 19 ol 7 est un noyau de régularisation. On va montrer que pour ¢ suffisament petit, ces fonctions
vérifient les propriétés du lemme.

Tout d’abord, pour toute valeur de 6 fixée la convergence de f,, vers f est uniforme. En effet

Fue) = F@) < [ 10n(0) ~ a0 lra(o — ) do < lgn = glu= 0.
Par ailleurs

||fn — gnllzr = llgn * 10 — gnllLr
<\lgn*n6—g*nellcr +lg*ns — gllr + g — gnll
<2llg—gnllr +llg*xn0 — gl

Ainsi on peut trouver Ny et 6 tel que pour tout n > Ny et tout § < 6, on ait || fn — gnllr < e. Quitte a
prendre 0, encore plus petit, on peut maintenant s’assurer que cette propriété est encore vraie pour les n < Ny
et le lemme est démontré.
|
Appliquons le lemme précédent avec @@ =]0, T [x(2, € > 0 fixé et la suite (v,,),, (de laquelle on a extrait
une sous-suite pour assurer la convergence presque partout). On obtient donc des fonctions continues v,, et v
comme dans le lemme.
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Tout d’abord comme v,, converge uniformément vers v qui est une fonction continue et que ®,, converge
presque partout vers ®, on obtient

O (t, P (t, ) — 0(t, P(t,x)), presque partout.
n—oQ
Comme tous les champs de vecteurs considérés sont bornés, on obtient la convergence dans L' de 9,, (¢, ®,, (¢, ))
vers (¢, ®(t, x)). Il vient donc (en notant abusivement v o ® 1’application (¢, x) — v(t, ®(¢, x)))

limsup ||v, © @, — v 0 @1 < limsup||Ty 0 @y, — 00 @ L1 + limsup |[(v, — Up) © Pyl 1 + || (v — D) 0 @12
n—oo n—oo n—00

< Climsup ||vy, — Oz + Cllv — 0|1 < Cé,
n— o0

I’avant derniere inégalité provenant de la borne infinie sur les densités j,, et j associées a ®,, et D.

L’estimation obtenue étant vraie pour tout € > 0 on obtient la convergence annoncée et donc le théoreme.
|

En fait la démonstration ci-dessus implique la propriété de stabilité suivante :

Théoreme I11.16

Soit (v,)y, une suite bornée de champs de vecteurs dans L*(]0, T[, (W(Q))4) N L>(]0, T[xQ)
tels que div v,, est bornée dans L*(]0,T[, L>=°(Q)) qui converge dans L' vers un champ v €
L0, T[, (WEE(Q))4)) N L>=(]0, T[x2), alors I'unique flot régulier Lagrangien ®,, associé a
vy, converge fortement dans L' vers I'unique flot régulier Lagrangien ® associé i v.

Une derniere propriété importante est la propriété de semi-groupe. Nous avons défini précédemment le flot
® d’un champ de vecteur a partir de I’instant initial ¢ = 0. En reprenant les notations du premier chapitre on a
défini ®(t,z) = X (¢,0,x). On peut bien entendu définir de fagon analogue le flot (¢, z) — X (¢, s, x) a partir
de n’importe quel instant s € [0, T']. On a alors la propriété suivante

Théoreme I11.17

On a la propriété de semi-groupe
X(t17t27X(t2;t371‘)) = X(t17t37x)7

pour presque tous t1,12,t3 et x.
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Chapitre IV

SCHEMAS NUMERIQUES POUR
I ADVECTION EN 1D

1 Les schémas linéaires de base par une approche différences
finies

1.1 Introduction

On va s’intéresser ici a la résolution numérique de I’équation d’advection linéaire 1D a vitesse constante
Oyu + cOyu = 0, av.1n)

avec ¢ > 0 pour I'instant pour fixer les idées.

On se donne une grille uniforme en espace de pas h et un pas de temps 7. Les cellules de la grille sont
notées C; =|z;_1,x;, 1[etle centre de la grille est noté z;.

On suppose le schéma posé sur R tout entier ou sur un domaine périodique, ce qui évite les problemes dus
aux conditions aux limites.

On note u;' une approximation de la solution au temps ¢,, et sur la maille C;. Dans une optique “différences
finies”, on interprétera «}" comme une approximation de u(x;, t,, ), alors que dans une approche “volumes finis”
on I’interprétera comme une approximation de la moyenne de u sur le volume de contrdle C;.

Considérons tout d’abord les schémas usuels pour ce probleme :

Le schéma Décentré Amont : u?"’l =u — c%(u? —ul ), ((DA))
Le schéma Centré : u ™! = ul" — ci(uﬁrl —ul ), (&)}
On appelle nombre de CFL le nombre
.
V= CE.

Le schéma Décentré Amont est d’ordre 1 en temps et en espace et le schéma Centré est d’ordre 1 en
temps et d’ordre 2 en espace. On va voir que le premier est conditionnellement stable alors que le second est
inconditionnellement instable.
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1.2 Les schémas d’ordre élevé

On se donne r et s deux entiers positifs, et on cherche a construire un schéma avec un stencil de taille
r + s + 1 de la forme

S
uf =" ey, AV.2)
k=—r

ol 7y, est un coefficient qui dépend du nombre CFL v.
L’erreur de consistance, au sens des différences finies, pour ces schémas est définie, par

s
R,? = u(t"”q,xi) — Z ’qu(tn,dfi+k),
k=—r

pour toute fonction réguliere u solution de 1’équation (IV.1).
Cette définition générale peut étre simplifiée par le fait qu’on sait résoudre explicitement 1’équation (IV.1)
et que donc toute solution vérifie
uw(t" T zy) = u(t”, x; — cr).

L’erreur de consistance s’écrit alors (en oubliant la dépendance en temps qui ne joue plus)

R =u(z; —cr) — Z Yru(Tipr).
k=—r

Théoréme IV.1

On suppose que le nombre CFL v = c7 est donné, alors I’ordre en espace du schéma (1V.2) est au
plus p = r + s, c’est-a-dire que [’on a pour toute fonction réguliere u

|R2| S CuThp.

De plus, r et s étant fixés il existe un unique choix des vy, qui fournissent un schéma d’ordre p
appellé schéma optimal de stencil (r, s)

Preuve :

Supposons z; = 0 ce qui ne change rien par translation, et écrivons un développement limité en 0 de toutes
les quantités en présence.

On trouve (comme zp = 0 + kh)

u(—cr) = u(0) — cru/(0) + S (_JCT)J w9 (0) + O(rP+1),
wlen) = u(0) + K (0) 1 3 Ufﬁ)j ((0) + O(hP+).

Si on veut que I’erreur de consistance au sens des différences finies soit d’ordre p + 1 il faut donc que

> Ko = (—v), Vj€{0,....p}.
k=—r

Ces équations forment un systeme linéaire de type Vandermonde pour les 7. Il existe donc un unique jeu de
tels coefficients.

Par ailleurs, on voit que I’erreur de consistance sera nulle si u est un polynome de degré p. En conséquence,
on va trouver les coefficients +y; en prenant pour u I'interpolation de Lagrange P(x) aux points (T;45)—r<k<s
des valeurs (u;1). Ce polyndme d’interpolation de Lagrange s’écrit

S

P(z) = Z Litp(@)uitg, avec Liyi(z) = H

k=—r l=—7r
1%k

L — T4l

LTitk — Tiyl
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En remplacant ceci dans la définition de I’erreur de consistance, on obtient que la valeur de j, est alors donnée
par
Tj — Tjy — TC St

Y = Liyx(2i —7c) = H —— = s

l=—r

|

Remarquons tout d’abord que si v est égal a un entier compris entre —s et r, alors I’erreur de consistance

est nulle (le point z; — 7c est alors égal a I’'un des x; et donc la formule d’interpolation de Lagrange est
exacte). Par ailleurs, I’erreur de consistance du schéma d’ordre p est de la forme

ortly

p+1
CV’Ch Oxptl

+ O(hP*?),

ce qui implique la remarque suivante :
— SiI’ordre du schéma p est impair, le schéma est dissipatif.
— SiI’ordre du schéma p est pair, le schéma est dispersif.
Donnons maintenant quelques exemples :

— Ordre 1:
- r=1s5=0:ontrouve y_1 = ety = 1 — v, c’est-a-dire le schéma décentré amont ((DA)).
- r=0,s=1:ontrouve 7o = 1 + v etvy; = —v, c’est-a-dire le schéma décentré aval
=l = vy, — ).
— Ordre 2 :
—r=2,5=0:o0ntrouve y_o = @, v =v(2—-v)ety = %, c’est la méthode dite

Beam-Warming :

3ul’ —4u ; +ul V2
uptt = uf — v — 12 — +5(U?*2U?—1+U?—2)~
~Opu ~0Zu
—r =1, = 1:ontrouve y_; = w, Y =1—-12v = ”(”2_1), c’est-a-dire le schéma de
Lax-Wendroff :
n+l _ n V. n n V2 n Qs n V.3
U = Up — §(Ui+1 —uiq) + ?(Uz‘ﬂ = 2u; +uiq). (IV.3)

— r =0, s = 2: on obtient des formules symétriques a celles du cas » = 2 et s = 0. On verra pourquoi
cette méthode n’est pas utilisée et n’a donc pas de nom ...

— Ordre 3 :
— r=3,5 =0:c’estle schéma d’ordre 3 totalement décentré, ce schéma n’est pas utilisable non plus
pour des raisons de stabilité (voir le Théoréme 1V.2).
2 2
7 =25 = 1:onobtient y_o = =D o = HIEIC) L GV o oy =

W, ce qui donne le schéma du troisiéme ordre partiellement décentré.

1.3 Stabilité L>
Théoreme IV.2 (Voir [HV03])

On suppose v > 0 et on considére le schéma linéaire optimal de la forme (IV.2) pour un stencil
(r,s) donné.

1. Sir = s, le schéma est L? stable si v < 1.
2. Sir=s+1, le schéma est L*? stable si v < 1.
3. Sir=s+2, le schéma est L? stable si v < 2.

Pour les autres valeurs de r et s, le schéma est instable au moins pour v petit.
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On peut bien sur écrire un résultat équivalent pour v < 0 mais alors le décentrement a lieu dans I’autre sens
(s=r+lets=r-+2).

Par ailleurs, on peut montrer que ces conditions suffisantes de stabilité sont également nécessaires mais
c’est plus complexe.
Preuve :

On utilise ici la caractérisation de la stabilité L? au sens de Von Neumann c’est-a-dire en calculant le facteur
d’amplification de données initiales de la forme ondes e%¢*. Le facteur d’amplification s’écrit pour le schéma
considéré

€)= 3 e,
k=—r

La condition de stabilité est donc |a(§)] < 1 pour tout .
On prend zo = 0 pour fixer les idées. On considere le polyndme d’interpolation

Popo(@,§) =Y Li(x)e.

k=—r

On a par définition P_,. s(xo—7¢) = > i, Yk '€k = q(£h), on aura donc la stabilité si on montre I’ inégalité
|P_, s(—7c,&)| < 1 pour toutes les valeurs de £. En ramenant tout & & = 1 il faut donc montrer

|P_,.o(—1,€)| <1, pour tout & € R et tout v convenable,

ol on a noté
S
x—1

k—1

ﬁ—r,s(xag) = Z Ek(x)eikgv zk(x) =

k=—1 l=—7r

— Casr = s.
On aura en particulier démontré la stabilité pour » < 1 si on montre que |P_, ,(,£)| < 1 pour tout &
et tout € [—1,0]. Comme le polyndme considéré est symétrique, c’est en fait équivalent & montrer la
borne pour x € [0, 1]. De méme, par périodicité, il suffit d’étudier le cas & € [0, 7].
Pour cela, on pose P = ﬁ_s,s pour ne pas alourdir les notations et on écrit ce polyndme sous la forme
P(z,§) = C(z,&) +iS(x, &), avec C et S deux polyndmes réels. Comme on a L_j(—x) = Ly (z) pour
tout x, on constate immédiatemment que

P(—.’l?,f) = P(.’[},f)7

ce qui montre que = — C(x, &) est pair (donc d’ordre 2r) et x — S(x, &) est impair (d’ordre 21 — 1).
Deplus, par définition ces polyndmes sont les interpolations de Lagrange de cos(£x) et sin(£x) respecti-

vement aux points —r, ..., r. Ainsi, on a la relation

oC

8—£($,0) = —x5(z,0),
car les deux membres de cette relation définissent des polynomes d’ordre 27 qui sont égaux aux points
—r,...,r. De facon similaire zC' et 0¢S sont deux polyndmes de degré au plus 2r + 1 qui sont égaux
aux points —r, ..., r, on a donc la relation

2C = 0:S=M [] (x—k).

k=—r

Il reste donc a déterminer le coefficient M de plus haut degré de ce polyndme qui n’est autre que le
coefficient dominant de C' et qui vaut donc

= T ;COS = - (_D;kcos
Y=L = = 2 i )
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1. Les schémas linéaires de base par une approche différences finies 51

d’ou

M =Re ( 27: (_(;)f)'_k ( r%:k ) ei£k> - @Re (eii/z — e—z‘f/z)%

k=—r

_ (_1>S . T
- (2’[“)' (QSIH(£/2))2

Au final, ceci démontre que 2C' — 9¢.S > 0 pour tout & et tout z € [0, 1].
On peut donc calculer maintenant

85(02 + 5% = 2(C0:C + S0:5) = 25(—xC + 0¢S).
On a vu que le second facteur est toujours positif pour les valeurs de x et £ auxquelles on s’intéresse. Il
reste a étudier le signe de S. Pour cela, on va démontrer tout d’abord que pour tout £ assez petit on a

S(x,€) > %xf, vz € [0, 1]. (IV.4)

En effet, d’apres I’estimation d’erreur de I’interpolation de Lagrange appliquée, £ étant fixé, a la fonction
x +— sin(£x) on obtient

r

I @—%

k=—r

1S(2,€) — sin(éa)| < € €7+ < Colalle™+, Ve € [0, 1.

Par ailleurs, pour tout £ assez petitet z € [0, 1], on a
|sin(¢z) — 2] < Cséal® < Calall¢]*,

En rassemblant tout cela, on obtient la minoration (IV.4). Donc S(+, &) est strictement positif sur |0, 1]
pour tout £ assez petit. Par ailleurs, nous avons S(1,£) = sin(§) et donc S(1, &) ne s’annulle pas pour
tout & € [0, 7r]. Par continuité des racines du polyndme S(x, §), on voit que S ne peut pas devenir négatif
pour z € [0,1] et & € [0, 7).
Au final on a donc 9¢(C? + S?%) < 0 et C?(x,0)? + S?(z,0) = 1 donc le module de P est bien plus
petit que 1 dans le domaine d’intérét des valeurs considéré.
Ceci démontre bien la stabilité pour v < 1 du schéma centré.

— Casr=s+2.
Avec les notations précédentes, ona P_s_s 4(x,&) = e‘iEP,S,l,SH (x+1,60)donconabien |P_s_g s(z,8)| <
1 pour tout £ et tout z € [—2,0].

— Casr=s5+1
On utilise une formule de récurrence sur les polyndmes de Lagrange qui s’écrit

T—T_gq x

—
P—s,s(mvf) + - P—s—l,s—l(xv 9)’
Ts —T_5-1 T_s—1 — Ts

P—s—l,s(l'vg) =

d’ol I’on déduit la stabilité des que —1 < z < 0 en utilisant les deux cas précédents.
On ne démontrera pas ici le caractere instable des schémas pour les autres valeurs de 7 et s.
|
Exercice : Tracer la fonction d’amplification a(§) pour différents schémas et différentes valeurs du nombre
de CFL. En déduire une région de stabilité pour les schémas considérés.

La preuve de stabilité au sens de Von Neumann est souvent plus simple pour des schémas linéaires, mais il
est tres instructif de savior démontrer a la main la stabilité des schémas numériques car les méthodes s’adaptent
plus facilement au cadre non-linéaire.

Preuve (de la stabilité du schéma de Lax-Wendroff):

On veut montrer une estimation L? sur la solution du schéma de LW. Pour cela on multiplie le schéma
(IV.3) au point ¢ et a I'instant ¢,, par hu] (Si le schéma était implicite on devrait multiplier par u?“). On
somme sur i et on utilise la formule (a — b)b = a?/2 — b*/2 — (a — b)?/2, il vient

1 n 1 n 1 n n V2 n n
SN L = 10 g = S0 = U7 = _?Zh(uﬂ-l —up')?. (IV.5)
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On note maintenant ¢ u;'y — ug de sorte que le shéma s’écrit

i+1/2 —
n+1 n V V2 n
Up Uy = (5z+1/2 + 07 1)9) + (5z+1/2 6i1/2)
Z/(V—l) " V(V—|—1) "
= 9 i+1/2 9 51'71/2’

Si |v| < 1, on déduit de cela (par I'inégalité de Jensen i.e. la convexité de z — 2)

7 n (1 B V) 1 + V) n ?
|Uil+1 — ui |2 S ]/2 (2 7’+1/2’ + i—1/2‘
(1-v) | (1+V) _—
SVQ( 5 i+1/2‘ T i—1/2‘ :

En multipliant par h et en sommant sur ¢ on obtient

[+t — Uz, < v Zh|5b+1/2|2'

lzz- u

1.4 Un mot sur les grilles non uniformes

Dans le cas d’une grille de discrétisation non uniforme en 1D, on peut généraliser I’approche précédente,
et mener tous les calculs. Un schéma linéaire de stencil (r, s) s’écrit alors

urtt = Z SIRTA (AV.6)
k=—r

et on peut obtenir ainsi par interpolation un schéma d’ordre r 4 s au sens des différences finies.
ATTENTION : En général on va perdre la conservativité du schéma.

2 Etude générale des schémas

2.1 Schémas conservatifs

On note U € R” - S(U) € RZ un schéma numérique pour I’équation d’advection c’est-a-dire que
I’itération en temps s’ écrit
U7L+1 _ S(Un)

On suppose a priori que :
— Le schéma est une fonction Lipschitzienne de tous ses arguments.
Le schéma a un stencil fini (r, s), ¢’est-a-dire que S(U); ne dépend que des valeurs de U aux points

=Ty ...yl .., T+ S,
- Le schema resout les constantes exactement, ¢’est-a-dire que si u; = « pour tout ¢ alors S(U ( ) = « pour
tout 7.

— Le schéma est conservatif, c’est-a-dire que pour tout U on a

> (SU)): = ZU. (IV.7)

%

Notons que les schémas linéaires (IV.2) introduits précédemment vérifient toutes ces propriétés. On peut
mettre ces schémas sous une forme particuliere dite conservative.
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Proposition I'V.3

Tout schéma vérifiant les hypotheéses ci-dessus se mettent de facon unique sous la forme

+1 _ T
ui™ = uj — E(fnﬂ/z = fi12)s (IV.8)
avec
;l+1/2 — FH%(U;LTH, Uy, et f;’fl/Q = ijé(u?ﬂﬂ, e UL ).
Preuve :
On pose
J
Fivs (@)= D (Sk(U) —up),
k=—oc0

dont on vérifie (en utilisant le stencil de S et la conservativité) qu’elle ne dépend en fait que de w41, - ., Ujts,
et on obtient immédiatement la propriété souhaitée. [ ]

La fonction F; . 1 est appellée flux numérique au point ;. 1 Si le schéma est invariant par translation alors
Fj+% = Fj;% pour tout j, on la note alors F'.
Comme le schéma résout exactement les constantes il est facile de voir que

U — Fi+1/2(u, ,u)

est une fonction de u indépendante de i, on la note f(u) et le schéma S est alors une approximation consistante
de la loi de conservation

Le cas ol f(u) = cu redonne bien entendu 1’équation d’advection a vitesse constante.
A partir d’un schéma linéaire qui s’écrit (IV.2), on trouve 1’expression de la fonction F' par

S

F(U_T+1,...,us) = Z 6kuk7

k=—r+1

—%(ﬂk — Br+1) = Y,

avec f_, = Bs41 = 0ety, = i, si k # 0ety = 7o — 1. Noter que les conditions de consistance sur le
schéma implique que la somme des 7, est nulle, ce qui assure I’existence et I’unicité des coefficients (.

Exemples pour I’équation d’avection - On obtient la formule suivante pour le flux numérique dans les cas
suivants
— Schéma décentré amont :

n _ n
f¢+1/2 = cu; .

— Schéma Beam-Warming :

" 3—v ., 1—-v
i+1/2 — € B) Uz — B) U1

|
Q
<

— Schéma de Lax-Wendroff :

n 1—-v , 1+v
fivip=c Tui+1+Tui
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54 Chapitre IV. Schémas numériques pour I’advection en 1D

— Schéma du troisieme ordre partiellement décentré (appellé DST3 par certains auteurs) :

6

l—v|l14v, , " 2—-v, . "
5 3 (uf —wuiq) + 3 (uiyq — ')

1 1 1
B =e(=§L= Pl + G406 -2l + 2= ) -l

=cu +c

2.2 Nouvelles propriétés qualitatives des schémas

On a obtenu précédemment des conditions de stabilité L? de ces schémas qui permettent de dire quels sont,
parmi ces schéma, ceux qui permettent de passer le calcul sans exploser en temps fini.
On s’intéresse maintenant a de nouvelles propriétés qualitatives de ces schémas.

Définition I'V.4

1. On dit qu’un schéma S est monotone si pour tous U, V on a
U>V = SU)>SV).
2. On dit que le schéma S est contractant dans L' si pour tout U,V € I*(Z) ona
[S(U) = SWV)llpr < [|U = V][
3. On dit que le schéma S est TVD (pour Total Variation Dimishing) si pour tout U € R” on a
V(S(U)) <V(U),

ou V(U) = Zz |ui+1 — ui\.
4. On dit que le schéma S est MP (pour monotonicity preserving) si pour tout U croissante en i
(resp. décroissante) alors S(U) est croissante (resp. décroissante).

La propriété de monotonie implique par exemple que si la donnée initiale est positive, la solution numérique
va rester positive, ce qui est fort agréable. La propriété TVD est naturelle car la norme BV de la solution
d’une équation de transport monodimensionnelle est conservée, et la norme BV de la solution d’une loi de
conservation scalaire diminiue au cours du temps.

Le théoreme suivant est vrai pour les schémas numériques pour les lois de conservation non-linéaires mais
on ne le démontrera que dans le cadre de 1’équation d’advection, ce qui est bien str plus simple.

Théoreme IV.5

Pour tout schéma lipschtizien S, on a les implications suivantes

monotone < contractant dans ' = TVD = MP.

Preuve :

— Montrons la derniere implication et supposons que le schéma S soit TVD. Supposons que S ne soit pas
MP, il existe donc U croissante (par exemple) et ig tels que S(U);y+1 < S(U);,- Quitte a rendre U
constante au voisinage de I’infini (avec pour limites u_ o, et 4 ), on ne change pas la monotonie de U
ni les valeurs S(U);, et S(U);,+1 car S a un stencil borné.

Deplus, comme S résout les constantes, S(U) est également constant a I’infini et posséde les mémes
limites en +00. On en déduit que

[tgo0 = ool = | D (S(U)ig1 = SU))| < D IS(U)iss = S(U)i| = V(S(V)),
or comme S est TVD on a également V(S(U)) < V(U) = |u400 — U—oo| car U est monotone. On en

déduit que I’inégalité écrite ci-dessus est en fait une inégalité. Ceci implique que tous les termes de la
somme sont positifs, ce qui contredit I’hypothese S(U)i,+1 < S(U)i,-
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— Montrons la seconde implication. Supposons que S soit contractant dans L et soit U € ['(Z). On définit
le translaté V' de U par
Vi = Uj41-

D’apres la propriété de contraction L' on a
1S(V) = SOl < |U = V|p1,

mais, par définition de V, cette inégalité n’est autre que V (S(U)) < V(U).

— Montrons enfin la premiere équivalence.
En utilisant la conservativité du schéma, qui est vraie pour tout vecteur U et en dérivant par rapport a uy,
k étant donné, on obtient

Vk € Z,YW € R” (W) =1. V.9
Z M ) (IV.9)

Remarquons que toutes les sommes sont finies car le stencil du schéma est suppose borné.

— Supposons maintenant que le schéma est monotone, ce qui implique que =1 est positif pour tout ¢ et
tout k.

Soient U et V' deux vecteurs. Si on note s; le signe de S;(U) — S;(V') on a

IIS(U)fS(V)IID:Zsi(Si(U Zsz/ 5551 (0U + (1= 0)V) do

(9U+ (1—6)V)db

8i

<Z|Uk—vk|/ Z
= Jux —vx| = |U = V|-
k

0)V)db

— Supposons que le schéma est contractant dans L' et montrons qu’il est monotone. Soient U et V' deux
vecteurs qui ne different qu'en ¢ = 0 et tels que ug > vg. Si on montre que S(U) > S(V') on aura
montré le résultat. Pour cela on écrit

0 < h(ug—vo) hZul ;) Z V)) < 1S)=S(V)||r < |lU=V]|11 = h(ug—vo),

donc toutes les inégalités sont des égalités. Il en résulte que S(U) > S(V) et le résultat est démontré.
|

Remarque 1V.6

Si le schéma S est linéaire alors la contraction L' est évidemment équivalente a la propriété de

diminution de la norme L*.

2.3 Quelques mauvaises nouvelles ...
Théoreme IV.7 (Godunov)

1. Un schéma linéaire (i.e. de la forme (IV.2)) préserve la monotonie si et seulement si tous les
coefficients i sont positifs. Dans le cadre linéaire toutes les propriétés de la définition 1V.4
sont donc équivalentes.

2. Si v n’est pas entier, tout schéma linéaire d’ordre au moins 2 ne préserve pas la monotonie.

Preuve :
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1. Supposons que tous les 7, soient positifs, et soit U un vecteur croissant alors on a

Sip1(U) = Si(U) = > e Uisrir — Usyr) > 0.
~ — —
k5o >0

Soit maintenant kg un entier positif. On construit U (qui est croissante) en posant u; = 0 pour ¢ < kg et
u; = 1 pour ¢ > ky. On a alors

S1(U) = So(U) = W (Uks1 = Ur) = 1y >0,
i
car S(U) doit étre croissante.
2. On a vu que I’erreur de consistance d’un schéma d’ordre au moins 2 est une dérivée au moins troisieme
de la fonction. Un tel schéma est donc exact pour la donnée initiale (0, z) = (§ — %)2 — %. Autrement
dit si on pose u; = (i — 5)? — § pour tout ¢, on a

zi—er 1\° 1 (. 1\* 1 , 1, 1 ,
99(T»$i)<h—2) —4<Z—V—2> _4;’7k|:(l+k—2) it Vi

>0, Vk

Comme les 7y, sont supposés positifs (car on suppose que le schéma préserve la monotonie), on déduit
de cela que pour tout ¢ on a

1\? 1
(iz/)(iyl)<iu2> - 720, ¥,

et on voit que ceci n’est possible que si v est un entier.

|
Conclusions : Les schémas linéaires sont condammnés a étre du premier ordre ou alors a ne vérifier aucune
des propriétés agréables de la définition IV.4. Donc, la morale est :

MEME POUR UN PROBLEME LINEAIRE SIMPLE, ON SEMBLE CONTRAINTS D’ UTILISER DES SCHEMAS
NON-LINEAIRES !

Les ennuis ne sont malheureusement pas terminés ...

Théoreéme IV.8 (Voir [HHL76])

Tout schéma S (méme non-linéaire) de classe C?, invariant par translation, conservatif et monotone
ne peut étre d’ordre supérieur a 1 sur les solutions réguliéres de la loi de conservation.

Preuve :
Pour tout u € R, on note U le vecteur constant égal a u. D’aprés, I’invariance par translation le schéma
s’écrit -
S(W) =U = 2(g(U) = g(TV)),

ou 7" est I’opérateur de translation vers la gauche : (T'U); = U,_1. De plus, d’apres la relation de consistance,
ona

9(0) = f(u),

ce qui donne en dérivant

et ainsi
9Sj iy_s T (99 7 _099°T
S =su- (- B @)
T (9 5y 99 5
— Tk h <3uk (U) 8uk+1 U)

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



2. Etude générale des schémas 57

et
0%S; - T g - 0%goT
aukaul (U) n _E (6‘uk6ul (U) B 8uk8ul (U))
T g ?g -
E <8uk8ul (U) B 3uk+18ul+1 (U)> '
On déduit de tout cela les propriétés suivantes
> %(U) =1, (IV.10)
("
k
08 = _ T _ 99 = 09 -
S =) gor0) = = 20 (G0~ g 0)
5 av.an
T g - T .
= _EZT( ) = _ﬁf (U)7
. k
et
825' — T ag — 629 _
kE—1)>?—(U)=—— k—l2<U—U)
%l:( ) 8uk6ul( ) h k:,l( ) 8uk( ) 8uk+18ul+1( ) (IV.12)

On choisit maintenant un indice 7, on introduit le vecteur constant U = (u(z;)), et U = (u(zy)) de sorte
que les formules de Taylor donnent

— ulay) - ol (o)) f (u(zy) + hPo (Z(k - j)?asjw(x))u'(x))
o k

8uk

+1h2u’(xj)22 %5, (O).(k — §)(I — k) + O(h®).
k

X = 5, (0).(k — Z (). Z 5, (=i —k)
— OurOu; ° 7 8uk8ul 8uk8ul / ’
=0, voir (IV.12) =X
et donc X = 0.
Au final, il reste donc
(U = wl) — 2 1,20 _ 295 / 3
S(U) = ()~ (Flua) + gt (Z(k P2 @) (@) | +O(h?).

Par ailleurs, si u est une solution réguliere de la loi de conservation, on a

02u = =0 (f (u)0pu) = — " (u)Opudpu— f'(u)0r0pu = f (u) f'(u)Oputf (u)dy (f (u)Opu) = Op(f(u)*Opu).
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11 vient donc
1
w(zj,t+7) = u(x;) + TOu(x;, t) + 5728,52u($j,t) + 0(73)

— ) =T (Fu)) + 570 (0P Ori) e, + O,

En mettant tous ces calculs bout a bout, on obtient une erreur de consistance qui s’écrit

R™ = —720, (B(u(x))dpu) + O(7%),

J

ou [ est la fonction (qui dépend de u et du schéma) définie par

05; ) _ 1

(0) = 5 (f'(w))*.

Blu) = ooy Sk ) -
k

auk

On va maintenant montrer que (3 est une fonction strictement positive. Ceci montrera que le schéma est consis-
tant 2 I’ordre 3 avec la solution v de la régularisation parabolique d;v + 0, f(v) — 720, (8(u)dv) = 0 qui
approche seulement a 1’ordre 2 la fonction .

Pour montrer que [ est positive, on va utiliser I’hypothése de monotonie (que 1’on a pas utilisée jusqu’a
présent ! !). On part de (IV.12) qui donne

2 s\
ﬁ(f (u))? < (Z(k_])auk> .

k

Comme le schéma est monotone, les dérivées partielles qui apparaissent ici sont positives. On peut donc appli-
quer I’inégalité de Cauchy-Schwarz et obtenir, avec (IV.10),

72 2085 09, 1209,

() < (;@—J)Zau;) (Z 6u> - (;w—ﬁgu;) .
Ceci prouve exactement que /3 est positive ou nulle. Elle ne peut étre nulle que si on a égalité dans Cauchy-
Schwarz, ce qui ne peut arriver que si S; ne dépend que d’une seule variable, ce qui donne pour .S un simple
opérateur de translation. [ |

Pour les schéma linéaires d’ordre élevé étudiés précédemment, on ne peut espérer d’apres le théoréme de

Godounov qu’ils soient positifs, TVD, etc ... L’idée est donc de les modifier de fagon non-linéaire pour assurer
le caractere monotone (et donc TVD) du schéma, tout en conservant la conservativité, c’est pour cela qu’on
travaille sur la forme conservative du schéma.

2.4 Convergence et estimation d’erreur
Théoréme IV.9

On suppose donnée une norme || - || pour laquelle le schéma est faiblement contractant sous la
condition CFL v < vy, i.e. il existe a > 0 ne dépendant que de vy tel que pour tous U,V on a

1S(U) =SVl < (1 +an)|U = V]|

, ¢’est-a-

Par ailleurs on suppose que l’erreur de troncature du schéma est d’ordre p en norme || -
dire que
[(u(as, t"1))i = S((u(zi,t"))s)|| < MThP.

Alors le schéma converge alors I'ordre p, c’est-a-dire que pour tout T > 0 et tout n tel que nd; < T
ona
(i, t7)); = U™ < MTe" (77 4 hP),

ot U est la donnée initiale et U™ la solution du schéma a Uitération n.
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Preuve :
On note U™ la solution exacte a I’instant ¢,,, et e” = U™ — U™ I’erreur a I'instant n. Par la propriété de
faible contraction on obtient
le"* | < [T = S@™)|| +18(T™) - S|
< M7h? + (1 + aT)|le™.

Si on somme ceci entre les itérations n = 0 et n = N avec N7 < T, on trouve (vu que eV =0)

sup ||e"|| < MhP ZT(l +ar)N 7 < MeTTh?,
n<N n
|
On peut appliquer ce lemme avec les schémas linéaires L? stables, ou bien avec les schémas éventuellement
non-linéaires contractants dans L' (i.e. monotones).
En pratique, on verra que les schémas d’ordre élevé ne sont jamais monotones. La propriété de contraction
(méme faible) est alors difficile a montrer pour ces schémas.
On va voir que I’on peut montrer la convergence du schéma en utilisant la propriété TVD (ou la propriété
plus faible de Total Variation Bounded).

Définition IV.10

On dit qu’un schéma S est TVB si pour toute donnée initiale U & variation bornée, pour tout T > 0
et tout 0 < 7 < 79, il existe R > 0 tel que

V({U") <R,

pour tout n tel que nt < T.

La remarque évidente est qu'un schéma TVD est aussi TVB car la variation totale diminue au cours du
temps.

Théoreme IV.11

Tout schéma TVB converge dans Lj ., quand T et h tendent vers O en respectant la CFL, vers
I’unique solution faible de I’équation d’advection.

Preuve :
Pour tout 7 et & on note u. j, la fonction constante par morceaux égale a U]* sur |n7, (n + 1)7[x C;.
La fonction u, j, est dans ’espace BV (]0, T[xR) et on a

urnllay <D _(IU = U1 + 7V (U™)).

On souhaite montrer que cette famille de fonctions est bornée dans BV'. Le schéma étant supposé TVB, il est
clair que le second terme de la somme est controlé, il reste donc a controler le terme de dérivée temporelle.
Pour cela, on revient a la forme conservative du schéma pour trouver pour tout U

[S(U) = Ul = TZ [Fj1/2(Uj—ri1s - Ujts) = Fjo12(Wjmrs - Ujgs—1))
J
<ty (|Fj+1/2(ujr+17 s Wits) = Fipaya(ug, - uy)
J

+ 1 Fjra2(uy, - yug) = Fjoayo(uj—p, .. 7Uj+s—1)>

S
<TLY Y fujk —uy

j k=-r
< 7L V(U),
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ou on a utilisé la consistance et la régularité (Lipschitz) des flux.

On déduit de tout cela que la famille (u, ), ) est bornée dans BV. D apres le théoreme de Helly, I'in-
jection de BV dans L! est compacte, on peut donc extraire une sous-suite qui converge fortement dans L' vers
une fonction u € L(]0, T[xR). Il reste & montrer que cette fonction est solution du probléeme. Comme on a
unicité de la solution faible du probleme, on en déduira immédiatement la convergence de toute la suite vers
cette limite.

Soit ¢ une fonction test a support compact en espace et telle que ¢ = 0 au voisinage de I’instant final 7". On
note 3 = @(x,t™). On multiplie le schéma sous forme conservative par @’ et on somme en espace temps. Il

vient .
Dot —up) = 5 SIS A (e~ filge).

En effectuant une intégration par parties discrete, on trouve

LTI @F =i = 1 3D 0k — ) e

n>1 i nooi

Ceci s’écrit encore

—Z’W Zth”‘pz Vi ZZ h%“ i e

n>1 14

Comme ¢ est réguliere, on montre aisément par des formules de Taylor que les quotients différentiels présents
dans cette formule convergent dans L vers les dérivées 0;¢ et 0, ¢ de la fonction test. Si on a pris soin de
prendre pour u! la moyenne de u sur la cellule C;, on voit qu’on peut passer a la limite dans le membre de
gauche de I’identité.

Il reste a passer a la limite dans le membre de droite. Bien que I’équation soit linéaire, le schéma est
éventuellement non-linéaire. Pour passer a la limite dans ce terme on utilise sa régularité Lipschitz

|Fi+1/2(u§bﬁr+17 e 7U;L+s - f(u;” < CZ ‘U?Jrk - u?'?
k

d’ou
£ )2 — flurn)lzr < h ZTV(Uk) — 0.
k

Par ailleurs, comme . , converge fortement vers u dans L', on a la convergence forte de f(u, ) vers f(u),
ce qui clos la preuve du théoreme. [ ]

3 Approche volumes finis des schémas

Les inconvénients de I’approche différences finies étudiée plus haut sont multiples. Tout d’abord, leur dé-
veloppement et analyse sont basés sur des développements de Taylor et donc sur la régularité de la solution, on
a vu alors que I’ordre de convergence était dégradé 1a ou la solution n’est pas réguliere. De plus, elles ne sont
pas conservatives dans le cas général d’un maillage non uniforme.

Pour toutes ces raisons, on va aborder maintenant 1’approximation numérique de 1’équation par I’optique
volumes finis. On verra qu’on peut ainsi réinterpréter les schémas différences finies sur maillage régulier
comme des schémas volumes finis, ce qui permettra de mieux les comprendre et de les modifier pour les
améliorer.

3.1 Schémas avec limiteurs de flux

On a obtenu précédemment des schémas sous forme conservative que I’on peut interpréter aisément comme
des schémas volumes finis, les f; 1 représentant des approximations des flux sur les bords des volumes de
controle.

On a vu que I’on disposait de deux types de schémas linéaire :
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— Les schémas du premier ordre (le décentré amont par exemple) qui sont TVD et se comportent donc bien
face aux discontinuités, le prix a payer étant une trop forte diffusion numérique.

— Les schémas d’ordre supérieur qui ne sont pas monotones, TVD ou méme MP (monotonicity preserving)
d’apres le théoreme de Godounov. Néanmoins, il apparait assez clairement que la perte de monotonie
par exemple doit étre dans ce cas localisée au voisinage des discontinuités, 1a ot I’analyse de troncature
usuelle n’est pas pertinente.

On sait par ailleurs que méme les schémas non-linéaires d’ordre élevé ne peuvent étre monotones ou encore

contractants dans L',

L’idée que nous allons donc mettre en place c’est une technique de schémas adaptatifs : on a envie d’utiliser
le schéma DA pres des discontinuités et d’utiliser un schéma d’ordre élevé dans les zones ou la solution est
réguliere. Bien entendu, la solution est inconnue et il faut donc utiliser les informations données par la solution
approchée a I’instant n pour déterminer ces lieux.

Si on regarde comment sont construits les flux des différents schémas exposés plus haut, on constate qu’ils
se mettent tous sous la forme

l—v n n n
f1+1/2 cuy + c——— 5 6?Z.+%(ui+1—ui)7 (IV.13)
ou 0;‘ = 0 pour le schéma décentré amont, 9;‘+ ; = 1 pour le schéma de Law-Wendroff et 6; 11/, =
2
2ov 4 1?’ eri pour le schéma DST3.

Ceci donne donc I’idée de construire un schéma ayant pour flux la formule (IV.13) en prenant pour co-

efficient 67", | /o une fonction v, du quotient d1fferent1el ————=. En effet, prés d’un point ot la solution est
+1 L

réguliere (et tel que 0, u # 0), alors 77" il est proche de 1 alors que pres d’un point ot la solution est discontinue,

ce quotient peut étre trés petit ol tres grand
En résumé, on va maintenant étudier les schémas dits a limiteur de flux définis par la formule

1—-v
Friaje = eul + e, (1 ) (i — ), (IV.14)

ou v, est une fonction a priori non linéaire appellée le limiteur.
Le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition IV.12

Le schéma défini par le flux (IV.14) est d’ordre 2 au voisinage des points non extrémaux de la
solution si et seulement si (1) = 1 et si 1 est lipschitzienne au voisinage de r = 1.
Ce méme schéma est d’ordre 3 au voisinage de ces mémes points si 1, (r) = 2% + H‘”r au

3
voisinage de r = 1.

Il reste a démontrer que de tels schémas peuvent étre TVD. Pour cela on a besoin du théoréme suivant dfi a
Harten.

Théoréme 1V.13

Supposons donné un schéma écrit sous la forme

n+l _ , n mn n n n n n
w T =i — Oy (i —wi ) + Dy o (uihy — uf),

out les coefficients C et D peuvent éventuellement dépendre de la solution elle-méme.
Alors, le schéma est TVD si les conditions suivantes sont vérifiées :

Cit1220, Dit1220, Cipr1/2+ Diy1y0 <1, Vi, (IV.15)
Preuve :
Ona
“?ﬂl —uptt = (1 Cliaye — Divijo)(uiy —uit) + gy 2 0(wf! — uiy) + Dy g o (uilyy — uiyq).
H/—’ SN——
>0 >0
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On peut prendre la valeur absolue et obtenir

n+1 n+1 n n n n n n n n n n
luifs —ui < (1= Gl o — Dty p)luiy — uf [+ Oy po|ui’ — wil g | + Dy poluifys — uiq].
On somme maintenant sur ¢ et on obtient le résultat. [ |
Théoreme I1V.14

Soit v € [0,1]. Le schéma défini par un limiteur de flux v, i.e. par le flux numérigue (IV.14), est
TVD si les conditions suivantes sont réunies :

oswy(msmn(” 2 )

v'l—v

et (r)=0sir <O.

Remarquons que si ¥ = 1 le schéma est exact ... Par ailleurs, si on veut un limiteur ¢ indépendant du
nombre CFL, il suffit qu’il vérifie la condition

0 < ¢(r) < min(2r,2).

Preuve :
Le schéma s’écrit
1 T
U?Jr =ug — E( ;l% - ff_%)
v(l—v) v(l—v)

= = (v + Sy (e ) (s — )+ iy + Sy (e ) (= ).

11 faut essayer de I’écrire sous la forme du théoreme de Harten. Il y a plusieurs facon de faire cela. On écrit par
exemple Le schéma s’écrit

n+l _ ,n
i — Y

;

On obtient la forme d’Harten en posant

v(l—v) (2% (T?H/z)

C; 5

i—1/2 =V Tt

-y (7";-11/2> )

n
Tit1/2

et
?+1/2 =0.

Le schéma est donc TVD des lors que 0 < C7" /2 < 1, ce qui est donc le cas si pour tous 7, s on a

v(l—v) (%(r)

0<v+

7 (M ) <.

On en déduit donc que

%(0) =0,
Py, (r) < 2%, Vr > 0.

En réalité, on va choisir 1, positive et nulle pour des valeurs de r négatives. En effet, quand r; 1 /5 est négatif
cela signifie que la solution connait un maximum au voisinage du point %, auquel cas, on sait que les schémas
ne peuvent étre d’ordre 2, on choisit donc d’utiliser le flux décentré amont usuel dans ce cadre.

Les conditions ci-dessus impliquent alors les relations

2
1—v

Yu(s) <
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Remarque IV.15

— Le schéma est du second ordre loin des extrémas si 1, (1) = 1 et si ¥, est lipschitzienne au
voisinage de r = 1.

— Le schéma est aussi du second ordre prés des extrémas non dégénérés (i.e. tels que v’ # 0) si on
a,(—1) + 1, (3) = 2, ¢’est-a-dire si 1, (3) = 2.

Par ailleurs, Sweeby a montré que pour qu’un limiteur se comporte bien (en un sens a préciser, voir plus
loin) il faut également qu’il vérifie
¥y, (r) > min(r, 1), Vr > 0.

3.2 La méthode de Godunov pour les lois de conservation scalaires. Algorithme REA

On consideére provisoirement la loi de conservation scalaire
Ou+ Oy f (u) =0,

dont I’équation d’advection n’est qu’un cas particulier avec f(u) = cu.
Une méthode volumes finis a pour but d’approcher
sur |t,,, tp4+1[ X C;, on obtient alors

tn+1 tn+1
/ u(tnt1,2) dr — / u(ty, ) dv + / fut, ipy2)) dt — / flu(t,i1/2))dt = 0.
C; C; t t

n n

Si on interprete uf* non plus comme une approximation de la valeur de u au point x; et a I'instant ¢,, mais
comme une approximation de la moyenne de w sur la cellule C; a I’instant ¢,,, on voit que la forme conservative
est naturelle et le flux numérique f;, /o est une approximation de la moyenne en temps de f(u) au point
Tit1/2-

Bien entendu comme on ne connait pas u on doit approcher cette intégrale. Pour un schéma explicite, on
choisit de 1’approcher par la méthode du rectangle i.e. par 7 multiplié par la valeur de f(u) au point ;5 et
a l’instant ¢,,.

Lalgorithme REA (Reconstruct/Evolve/Average) s’écrit de la facon suivante :

1. A partir de (u]'); qui sont des approximations de la moyenne de la solution sur C;, on reconstruit une
fonction u™ réguliere par morceaux (i.e. sur chaque volume de controle) ayant une structure simple. On
effectue cette étape de fagon conservative, ¢’est-a-dire de sorte que |, o, Ut dr = uy.

2. On calcule la solution exacte de I’équation sur un pas de temps avec comme donnée initiale la fonction
@™, On obtient une fonction @" 1.

n+1

3. On projette la fonction @™ sur le maillage en prenant pour (u]

chaque volume de controle C;.

); les moyennes de cette fonction sur

Par nature, cet algorithme est conservatif. Par ailleurs, on vérifie que les deux dernieres étapes sont TVD :
en effet I’étape de résolution exacte de I’équation est TVD par construction et 1’étape de projection est TVD
car on a I’inégalité suivante

1 1
|C|/C u(z) de = |C»+1|/C u(z) dz| < [Du|(C; U Ciy1),
! ‘ v i1

ol Du est la mesure dérivée de u. Ceci se montre par densité des fonctions régulieres dans BV (R).

3.2.1 Reconstruction constante par mailles

Si on prend pour %" la fonction constante par maille qui vaut u}" sur le volume de controle C;, on obtient
le schéma dit de Godunov.
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Proposition IV.16 (Schéma décentré amont)

Le schéma de Godunov appliqué a I’équation d’advection donne exactement le schéma décentré
amont.

Dans le cas d’une loi de conservation non-linéaire la résolution exacte de 1’équation n’est pas évidente pour
des fonctions qui ne sont pas constantes par morceaux. On peut alors remplacer celle-ci par une résolution
approchée du probleme de Riemann. De nombreuses méthodes existent alors mais ce n’est pas 1’objet de ce
cours.

3.2.2 Reconstruction affine par morceaux

1l s’agit maintenant d’effectuer une reconstruction plus précise, pour cela on peut penser a construire % (on
oublie la dépendance en n pour ne pas alourdir les notations) de facon affine par maille. On cherche donc ©
sous la forme

a(z) = ul + ol (x — x;),
ol o; est une approximation de la pente, que 1’on déterminera plus loin.

Calculons alors la solution a I’instant ¢,, 1 :

Ti—1/2 Lit1/2—CT
hultt = / " (x —7c)dr = / " (y) dy + / a"(y) dt
C T

i i—1/2—CT Ti—1/2

zi—1+h/2 zi+h/2—cT
-/ (g ol - aa))dy+ [l ol - ) dy
z;—1+h/2—Tc z;—h/2

h/2 h/2—cT
/ (WP, + of ) dy + / (u + ol'y) dy
h/2—cT —h/2

2
cTu —|—0’n_1 b 2— E—c7' —I—hu"—m'u”—i—ﬁ E—CT 2— b 2
o2 1\ 2 2 ‘ o2 |\2 2

— (o — ol 1)(h —cT).

n n n
hul —er(ul —ul ) —
Le schéma s’écrit donc en toute généralité
n+1l __
=

U ui —y(ui —uiy) — (1 = )h(o] — 0 y),

ou encore sous la forme volumes finis avec les flux définis par
fifa) = cu; +§(h707)01- =c|u} +§(hfc7')0i .

e Choix des pentes :
— Si on prend une définition centrée de la pente

n n
n_ Wit — Ui

AT
on obtient le schéma dit de Fromm.
— Si on prend une définition décentrée amont
n __ u? - u?—l
9 =T

on obtient le schéma Beam-Warming.
— Si on prend une définition décentrée aval

n n
no_ Mgl T U

>

on obtient le schéma de Lax-Wendroff.
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On voit, en faisant des dessins, que I’étape de reconstruction ne sera pas TVD si les pentes sont trop

importantes.

Théoréme IV.17

— Le limiteur minmod :

n n n n

n_ Uy — Uiy Ui — Uy

o,;" = minmod , ,
h h

— Le limiteur superbee
n _
"=

o maxmod(oy,03),

n

L’étape de reconstruction est TVD si on prend comme pente, ['un des choix suivants :

n n n n
. Ujqpr — Uy U7 — Ui g . Uipr — Uy
01 = minmod ,2 , 09 = minmod | 2

h h h

— Le limiteur MC (i.e. monotonized central-difference limiter) défini par

2h h h

Rappel : la fonction minmod est définie par

a siab>0et|a] < D]
minmod(a,b) = ¢ b siab>0et|b] < |al
0 siab<0

Dans tous les cas, la pente peut s’écrire a 1’aide d’un limiteur sous la forme

ul o —ut

n __ n i+1 i

0, = wu(ri+1/2) h )

o, estle quotient entre les pentes (u.? —up q)et(uf, —up).
On peut alors démontrer la propriété suivante

Proposition IV.18

Pour que ’étape de reconstruction préserve la convexité, le limiteur doit vérifier

¥, (r) > min(1,r), Vr > 0.

n n n
Uy — Uj_q
, .
h

n n n n n n
ul, , — ul uly, —ul ul— ol
. 1 -1 1 -1
crl”mmmod< s =l g it L,2-=2 : >

(Iv.16)

Ceci explique pourquoi on choisit souvent des limiteurs vérifiant la propriété donnée dans cette proposition.
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Probléemes
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SCHEMAS POUR L’ADVECTION
SCALAIRE EN 2D

On se propose d’étudier quelques schémas numériques pour le probleéme bidimensionnel suivant

IV.17)

Oyu + adyu + boyu = 0, dans R?
u(0) = uyp,

ol a et b sont deux constantes strictement positives et ug une fonction bornée a support compact.

Notations et rappels

— Dans tout le probléme on se donne un maillage cartésien uniforme bidimensionnel de tout R? caractérisé
par un pas d’espace dz dans la direction x et un pas dy dans la direction y. Les points du maillage sont
donc donnés par X; ; = (idz, joy) pour tout (i,5) € Z? et les mailles M; ; sont les rectangles de taille
dx x oy centrés en X; ;. On travaillera dans tout le probleme avec des fonctions a support compact de
sorte qu’il ne se posera aucun probléme de bord ou de sommation a I’infini.

— En vue de la discrétisation en temps du probleme on notera 6t le pas de temps et on introduit les nombres

CFL suivants
adt bot

=T T gy

On notera usuellement uf ; I’approximation de la valeur de la solution u de (IV.17) au point X ; et a
I’instant t,, = ndt.
Pour toute fonction v continue sur R2, on note Pv la projection de v sur le maillage définie par

Po= (v(xm)m_.

~8i S : R@) s RZ) est un schéma pour I’équation de transport (IV.17), on rappelle que I’erreur de
consistance du schéma a I’instant n est définie (comme dans le cours mais en utilisant les notations

ci-dessus) par
R" — P |:u(tn+17 ):| S (]P; [u(t”, ):|> e R(Z?)7

ou u est une solution réguliere de (IV.17).

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



70 Chapitre IV. Schémas numériques pour I’advection en 1D

On dira que I’erreur de consistance est d’ordre p pour une norme || - || si, v, et v, étant fixés, on a
[|IR"|| < Cét max(dz, dy)P, Vn.

— On définit enfin les normes LP discretes par

=

Ulle = | D dadylui P |, YU € R,

.3

Ul = sup |us ;], YU € R,
i.j

1 Généralités

Q1- Existence et unicité de la solution :

1. Montrer que pour toute donnée initiale u, de classe C' et 4 support compact, le probléme (IV.17) admet
une unique solution u de classe C*. Calculer cette solution en fonction de ug, a et b.

2. Montrer que pour tout donnée initiale uy dans L°° et a support compact, le probleme (IV.17) admet une
unique solution faible u que 1’on calculera.

2 Le schéma décentré amont naif

On considere dans cette partie, le schéma (appelé DCU pour Donor-Cell Upwind) défini par
ufjl = ufj — Vm(u?’j — u?fl_’j) — uy(uﬁj — u2j71)7 Vi, 7, Vn. (IV.18)
On rappelle que a et b (et donc v, et v,) sont positifs.
Q2- Stencil du schéma :
Faire un petit dessin du stencil du schéma et du vecteur du transport (a, b). Avez-vous des commentaires ?
Q3- Analyse directe du schéma :
Dans toute la suite on suppose v, et v, fixés.
1. Montrer, par une estimation d’énergie, que la solution de (IV.18) vérifie

U™+ Iz < Uz,

des que v, + v, < 1.
2. Montrer que I’erreur de consistance de ce schéma est d’ordre 1.
3. Montrer que le terme principal de I’erreur de consistance R™ peut s’écrire sous la forme

R, = div (AVu)(t", X, ;) + O(0z° + 6y°), (IV.19)

ol A est une matrice symétrique dont les coefficients dépendents de v, v, dx et 6y qu’on calculera.
Comment interpréter sur la matrice A la condition de stabilité v, + v, < 17?
Que déduisez-vous (sans démonstration) de cette écriture de 1’erreur de consistance sur le comportement
qualitatif attendu du schéma ?
Q4- Analyse de Von Neumann de la stabilité :
Montrer que pour tous &, 7 € R, il existe a(£,n) € C (que ’on calculera) tel que
n \/?1(1‘5-1-1'77)’%'7]' — = a(€, n)e\/jl(i£+jn),Vi,j.

Uiy =¢€ i,

Retrouver la condition de stabilité de la question précédente et montrer qu’elle est optimale.

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



3. Un schéma de type Lax-Wendroff 71

3 Un schéma de type Lax-Wendroff

Q5- Le probléme du stencil :
On envisage dans cette question un schéma a 5 points s’écrivant sous la forme

n-{,—l

_ n n n n
U5 = V0,0 U5 + V1,0 U1 5+ V0,1 Uip1 +V—1,0U 15 + V0,1 U5 1

Montrer, en choisissant convenablement la fonction u pour laquelle vous calculerez 1’erreur de consistance,
qu’un tel schéma ne peut pas étre d’ordre 2.

Q6- Un schéma de Lax-Wendroff :

Afin d’obtenir un schéma d’ordre 2 on propose de rajouter un degré de liberté au schéma que 1’on cherche
maintenant sous la forme

n+1

o n n n n
ij = 0,0Ui 5 T V10Ut Y0,1%i 41 T Y-1,0%-1 5 T V0,~1%; 51

+T <“?+1,j+1 — Uy T U T u?—l,j—l) . (IV.20)
1. On suppose que ce schéma est d’ordre 2, montrer (quasiment sans calcul) que 1’on a nécessairement
2
Y0,0 + 70,1+ 7,1 =1—137,

Vg
V1,0 = —?(1 — V),

v
Y—-1,0 = Ex(l + VJL)

2. De la mé&me facon établir que
Y0,0 +7-1,0 + 71,0 =1 — 17,

V.
Yo, = *3‘11(1 — ),

Yy

To-1=7 (1+vy).

3. Vérifier que toutes les relations précédentes sont compatibles et calculer tous les coefficients vy ;. En dé-
duire qu’il existe une unique valeur de I tel que le schéma (I'V.20) soit effectivement d’ordre 2. Comment
interprétez-vous le terme contenant I" ?

4. Ecrire le schéma obtenu sous une forme de volumes finis

n+l _ n
wi T =i+ fiviyeg — fic12,5 T Gigri2 — Gig—1/2,

ou les flux f41/2 j et g; j+1/2 sont des fonctions de U™ sur I’on précisera.
4 Méthodes de splitting directionnel

Q7- Le splitting sur le probléeme continu :
Montrer que la solution u(t) a I'instant ¢ du probleme (IV.17) vérifie
u(t) = S} 0 Si(uo) = SL 0 S, (uo), (Iv.21)
ou pour toute fonction vy € L™ (RQ) on note S ;, Vo (resp. Sf/ vp) la valeur a I’instant ¢ de la solution du probleme
Orv + adyv = 0 (resp. 0v + bOyv = 0) pour la donnée initiale vy.
Q8- Etude générale des schémas de splitting :

L’idée générale des méthodes numériques de splitting pour le probleme (IV.17), consiste a s’inspirer de la
formule (IV.21) pour définir une itération en temps. Plus précisément on se donne :
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— Un schéma (pour I'instant quelconque) pour I’équation d;v + ad,v = 0, dont I’opérateur itération en
temps est noté S2¢. Autrement dit, le schéma pour cette équation s’écrit

Vit = Stve,

— De la méme facon, on se donne un schéma pour I’équation d;v + bdyv = 0, dont on note Sgé I’ opérateur
itération en temps.
On définit maintenant un schéma pour le probléme initial (IV.17) par

Uttt = 8§t o S3LU™, Wn > 0,
(IV.22)
U = Puy.

1. On se donne une norme discréte || - || sur R*) pour laquelle les deux schémas S2% et 5% vérifient
ISUl < U], U € RED.

Montrer que le schéma défini par (IV.22) est stable dans la norme en question.

2. On suppose que, les nombres CFL v, et v, étant fixés, les deux schémas SJ% et S sont linéaires et
d’ordre p € N*. Montrer que le schéma défini par (IV.22) est également d’ordre p.

Q9- Exemple1 :
On choisit pour 5‘?; et S’gf/ les schémas décentrés amont en x et en y respectivement.

1. Ecrire explicitement le schéma (IV.22) obtenu dans ce cas, par exemple sous une forme ressemblant a
(IV.18). Montrer que le schéma obtenu est stable pour toutes les normes LP discretes, sous une condition
sur v, et v, qu’on explicitera (sans calcul ou presque). Cette condition est-elle optimale ?

2. Montrer que le terme principal de I’erreur de consistance peut également s’écrire sous la forme (IV.19) ot
A est une nouvelle matrice symétrique que 1’on calculera également. Comment interpréter la condition
de stabilité ?

3. Intuitivement, pouvez-vous expliquer (en comparant les stencils par exemple) pourquoi ce schéma est
plus stable (au sens ou la condition de stabilité est moins contraignante) que le schéma DCU étudié dans
la partie 2 ?

4. Montrer que, sous cette condition de stabilité, ce schéma peut s’interpréter via 1’approche REA de Go-
dunov suivante :

- U™ = (u};);,; étant donné, on note (z,y) — @"(x,y) la fonction constante par mailles qui vaut u;’ ;
sur la maille centrée en X ;.
— On construit (z,y) — @"T!(z,y) la solution exacte de I’équation d’advection 2D (IV.17) pour la

donnée initiale ©™ aprés un temps dt.
— On définit enfin U™ *! en moyennant %" sur les mailles

1
n+l _ —n-+1
Uiy = Sxdy //M,7 u"" (2, y) dz dy.

Q10- Exemple 2 :

On choisit pour Sg; et Sg; les schémas de Lax-Wendroff monodimensionnels usuels en z et en y respecti-

vement.
Ecrire le schéma de splitting correspondant a ce choix. Le schéma de Lax-Wendroff 2D étudié dans la partie

3 est-il un schéma de splitting ?
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PROBLEME AU BORD POUR LE
TRANSPORT STATIONNAIRE

On se propose d’étudier le probleme de transport stationnaire suivant, dans un domaine 2 de R?,
p+v-Vp=f dansQ (IV.23)

ol v € (H'(Q))? est un champ de vecteurs a divergence nulle et f une fonction de L>(£2).

1 Exemples

Q1- Champ tournant dans un disque :

On suppose ici que d = 2 et que Q = B(0, 1) est le disque unité de R? et on considere le champ de vecteurs

o(z,y) = ( ;y )

Tracer sur un dessin quelques caractéristiques du champ v.
Montrer que pour toute fonction continue f, il existe une unique solution p de classe C* de (IV.23) que I’on
calculera explicitement (un passage en coordonnées polaires peut aider ...).

Q2- Champ constant dans une bande :

On suppose toujours d = 2 et maintenant 2 est la bande |0, 1[xR. On considere le champ constant

U(x,y)=<(1)>.

On pourra ici aussi illustrer le propos par un dessin et éventuellement tracer les caractéristiques du champ v.

1. Pourquoi dans ces conditions, contrairement a 1I’exemple précédent, le probleme (IV.23) n’est-il pas bien
posé ?

2. Proposer une condition supplémentaire pour le rendre bien posé (attention : plusieurs réponses pos-
sibles !). Calculer alors la solution du probleme avec cette condition que vous aurez proposé.
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2 Théoreme de trace dans un ouvert borné

Dans cette question €2 est un ouvert borné régulier et connexe de R? et v un champ de vecteurs a divergence
nulle dans H'(Q))%.

On note I' = 9N le bord de 2 et v la normale sortante a 2. On introduit 't = {x € T, v(z) - v > 0},
I“={zel, vx) v<0}letl'* =T+ Ul

Q3- Opérateur de convolution dans (2 :

— On suppose qu’il existe un champ de vecteurs régulier N € (C?(€2))? qui coincide avec la normale
sortante v sur I et tel que

Ve €]0,1[,Vy € Q, B(y —2eN(y),e) C Q,
ol B(x,r) est la boule de centre x et de rayon 7.

Remarque a caractere informatif : En gros, N doit étre compris comme un prolongement régulier de la normale sor-
tante v. Ce résultat peut se démontrer (ce n’est pas demandé ici ! !) sous I"hypothese que 1’ouvert €2 soit suffisamment

régulier et avec un bord de courbure pas trop grande.

— On se donne un noyau 7 € C*(R%), radial (qui ne dépend que de |x|), positif, & support dans B(0, 1) et
tel que [, n(x) dz = 1. Pour tout £ > 0, on définit 1e (z) = Sn(z/e).
— Pour toute fonction g € L°°(§2) on note g * 7. la fonction définie par

g*nne(y) = /Q g(x)n-(y — x — 2eN(y)) dx. (IV.24)

Montrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout € > 0, et pour tout y € {2, on a
/ Ne(y —a —2eN(y))dx = 1.
Q

2. Pour tout g € L>°(Q) ona g xn 1. € CH(Q) et

sup |g *n 7 (2)] < (|9l L= (0)-
e

3. Enfin, pour tout g € L*°(2), on a

g*N n. — g, dans L'(Q).
e—0

Pourquoi cette convergence a-t’elle aussi lieu dans tous les espaces LP (), p < +00?

Q4- Renormalisation :

Soit p € L*°(), une solution au sens des distributions de 1’équation (IV.23). On note p. = p xn 7)- la
convolution de p par le noyau 1 définie par (IV.24).

1. Montrer que p. vérifie I’équation suivante au sens des distributions
pe +v-Vp. = fo + Re,

ol R, est une fonction de L' (2) donnée par
Relo) = [ p6o) (000) 9 [ty =2 = 2N + 00 9y ity — 2 = 2N )] )

2. Montrer que la suite (R ). tend vers 0 dans L' () quand ¢ tend vers 0.
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3. Montrer que pour toute fonction 3 € C*(R) on a

5/<P5)Pa +v-VpB(p:) = fsBI(PE) + Raﬁl(pa)-

En déduire que 1’équation suivante est vérifiée au sens des distributions

B'(p)p+v-VB(p) = fB(p)

Q5- Existence de la trace et renormalisation :

1. Montrer que pour tous €1,e2 > 0 on a

2(B(per) — Bl0en)) (B (0er)pes — B'(pes)es) +0- ¥ [(mpm) - 5<p52>>2}

=2 (o R (02) = (s Res)(9)) (0) = Blpa)). - 1V25)
2. Soit € C'(Q). En prenant ¢ comme fonction test dans (IV.25), montrer que

/F(/B(pal) — B(pey)) (v -v)do —— 0.

61,62*}0
3. Soit (¢, ), une suite de fonctions réguliéres, i.e. dans C1 ()4, telle que ¢,, — (v-N) dans H'(£2) quand
n — 0.

Rappeler la raison pour laquelle cette on a la convergence ¢y, — (v-v)r dans L2(T).
Démontrer qu’il existe C'z > 0 dépendant de 3 mais indépendant de €1, € et n telle que

/F (B(per) — Blpen))? |0 v do < Cllv - v — ull oy + / (B(per) — Bpe2))?pnlv - ) dor
4. Déduire de tout cela que

/F (B(per) — Blpes))? v - v]? do ——— 0.

81762—>O

5. Conclure que pour toute fonction 3, il existe une fonction dans L°°(I") notée v”(p) telle que

/(ﬁ(pe) =7(p))?*v - v[* do — 0.
r

Montrer qu’une telle fonction est définie de facon unique sur I'* (au sens presque partout bien entendu).

On note tout simplement ~(p), que I’on appelle la trace de p, la fonction y14(p) ot Id : s > sestla
fonction identité de R.

6. Montrer que I’on a
7(p) = B((p)), VB € C*(R),

et que donc les fonctions p et yp vérifient la formulation faible suivante

/Q B (p)ppdi — /Q Bp)o - Vipda + /F Bv(p)) o (v v) do = /Q 18 (o) d,

pour toute fonction 3 € C2(R) et toute fonction-test ¢ € C1(€2).

F. BOYER - VERSION DU 21 JUIN 2014



76 Chapitre IV. Schémas numériques pour I’advection en 1D

3 Le probléme au bord

On se donne une fonction g € L°°(T"), on souhaite démontrer qu’il existe une unique solution au probleme

+v-Vp=f, dans (,
{p p=1 (IV.26)

v(p) =g, sur ',
ol y(p) est la trace définie et étudiée dans la partie précédente.
Q6- Unicité :

En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer qu’il existe au plus une seule solution p € L ()
au probleme (IV.26).

Q7- Approximation elliptique du probléme :

Pour tout € > 0, on s’intéresse au probleme elliptique suivant

—eAp® + p° +v-Vp® = f, dans Q,
0p° (IV.27)

¢ — -v)” =0, surT.
X g w) =0, s
olt z~ et T désignent les partie négatives et positives d’un réel x définies par v~ = (|z| — z)/2 et 2T =
(z + |z|)/2 de sorte que
r=zt -2, et |z| =2t + 2.

1. Le réel positif € étant fixé, écrire la formulation faible (dans I’espace H'(£2)) correspondant au probleme
av.zm.

2. Montrer qu’il existe une unique solution p° € H'(Q) de ce probleéme et qu’on a 1’égalité
167 iy + NV gy + 5 [0 )17 do 5 [ (0ow)1F gl d
PllLz) T EINVP lIL2() 2 Jr p g D) p-—g| ao

r
1
— [ oot s [@o)loPdo
Q 2 Jr
En déduire que (p°). et (/Vp®). sont bornées dans L?(£2).

Q8- Principe du maximum et passage a la limite :

1. Montrer que si g et f sont positives alors p© est positive, pour tout € > (. Pour cela, on pourra introduire
la fonction convexe /3 : R — R définie par

B(s) :{ 52, Vs <0,

0, Vs>0,
et utiliser 5’(p°) comme fonction test dans la formulation faible du probleme (IV.27).

2. En déduire que, pour toutes données f et g bornées, la solution p* de (IV.27) est également bornée et
vérifie
1% Lo (@) < max(|| fllze (s 19l Lo (r))-

3. Conclure que I’on peut trouver une sous-suite (p., )r qui converge (en un sens a préciser) vers une
fonction p € L°°(€2) qui est solution du probleme (IV.26).
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