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Exercice 1

Dans une étude clinique, on observe 27 patients dont on enregistre le poids, l'age, le genre (homme/femme) et
la présence de chirurgie dans leur historique médical (oui/non). Puis on mesure leur score & un test physique
(noté continument entre 0 et 20, 20 désignant une performance maximale). L’objectif de Papprentissage est de
prédire le score en fonction du poids, de 'age, du genre et de la présence de chirurgie.

1) Formaliser cette étude comme un probleme d’apprentissage dans le cadre du cours. Indiquer d, n, la
nature des variables (quantitatives ou qualitatives) et sil s’agit d’un probleme de régression ou de classification.
Expliciter aussi 'espace d’entrée X.

2) On considere deux patients. Le premier est une femme de 40 ans pesant 60kg et n’ayant pas d’historique
de chirurgie. Le second est un homme de 30 ans pesant 80kg et n’ayant pas d’historique de chirurgie. Calculer
la distance D entre ces deux patients.

Exercice 2

On consideére I'espace X = R3 (trois variables quantitatives). On considére n = 4 individus définis par

z® 1 -2 0
z®2 1 0 2
@ T -1 -1 -2
e -1 2 -3

Calculer la matrice M de taille 4 x 4 définie par, pour 4,5 € {1,2,3,4}, M, ; = D(z®, 2(7)).

Exercice 3

On considere I'espace X = R? x {1,2,3} (deux variables quantitatives et une variable qualitative). On considere
n = 4 individus définis par

z® 1 2 1
@ -1 1 1
2@ 10 2 2
z®) 2 -2 3

Calculer la matrice M de taille 4 x 4 définie par, pour 4,5 € {1,2,3,4}, M, ; = D(z®, 2(7)).

Exercice 4

On considere 'espace X = R3 (trois variables quantitatives). On considére n = 4 individus définis par

z® 1 2 1
@1 -1 1 1
2710 2 2
PAC)) 2 -2 3

On consideére une probleme de régression avec les observations associées

Y1 -2
va|_| 3
Y3 4
Ya —4



Pour z = (1,0, 1), calculer gppv,2,4(x), le prédicteur de y par 2-plus proches voisins.

Exercice 5

On considere 'espace X = R x {1,2} x {1,2,3} (une variable quantitative et deux variables qualitatives). On
considere n = 8 individus définis par

A 11 1
(2 -2 1 1
z®) 0 1 2
s® | 2 1 2
2713 2 3
2(6) -1 2 3
2D 4 2 3
2® 2 2 3

On considere un probleme de classification avec N = 2 et avec les observations associées

Y1
Y2
Ys
Y4
Ys
Ye
Yr
Ys

NN~ NN

Pour = = (1,2, 3), calculer §ppv.3,8(), le classifieur de y par 3-plus proches voisins.

Exercice 6

On considére un probléme de régression avec d = 1 variable quantitative et avec () = 0,2(2) = 1/4,x(3) =
1/2,2% =3/4,20) = 1. Pouri € {1,...,5} on a y; = 1 + (z(V)2. Tracer la courbe de la fonction

Qppv,275: [0, ].] — R

xXr — ’ijpv7275(f£).

Exercice 7

On considére un probléme de classification avec d = 2 variable quantitatives, N = 2 classes et avec z(!) =
(070)793(2) = (1,0),I’(3) = (0,1)71’(4) = (1/2,1/2)71’(5) = (131) On a Y1 = 17y2 = 17y3 = 17y4 = 27y5 =2
Tracer dans le plan I’ensemble

{JC S [0, 1}23yppv,1,5(x) = 1}

Exercice 8

On considére X3, X5, X uniformément distribués sur [0,1] et indépendants. On pose Y1 = X; + €1, =
Xs + €,Y = X + ¢, avec €1, €2, € independants de X, Xo, X et identiquement distribués de loi N(0,1).
a) Prouver soigneusement que, pour tout z,z(M, 2 € [0, 1],

N 2 2
E ( (y . ypwg(x)) ‘ X =z, XU =20 x@ — m(z)) _ (m _ xuppv,l(x))) Lo

b) Montrer que pour 0 <t < 1/2,

P (’X - XUPMW‘ > t‘ X = ;) —(1—20)2.



Exercice 9

On considere un probleme de régression avec d variables quantitatives et les entrées aléatoires XM, ... X" X
indépendantes et presque surement contenues dans [0, 1]%. On définit Y = 22:1 X,+eet,pouri=1,...,n,

Y; = 2221 Xc(f) + €; avec €, €1, ..., ¢, indépendants, de loi N'(0,1), et indépendants de X, X1 ... X (™),
On admet que pour u € [0,1]¢, E(Y|X = u) = 25:1 uq et Var(Y|X =u) = 1.
a) Prouver que pour u,v € [0,1]¢,

E(Y|X =u) —E(Y|X =0)| < Vd||u —v]|.

On pourra éventuellement utiliser Cauchy-Schwarz.
b) Montrer que pour p € {1,...,n},

E ((Y - Yppvvp,n(X)f) < (1 + ;) + dE <D (x - Xwa(f)))z) .

On admettra que 'inégalité finale de la section IIT du cours est vraie dans le cadre de ’exercice.

Exercice 10

On considere 'espace X = R x {1,2} x {1,2,3} (une variable quantitative et deux variables qualitatives). On
considere n = 4 individus définis par

z® 1 1 3
@ -2 2 3
2@ 11 1 2
2@ 2 2 2

On considere un probleme de classification avec N = 2 et avec les observations associées

1
Y2
Ys
Y4

N N = =

On considére 'ensemble d’entrainement E = {1,2} et l'ensemble de validation V' = {3,4}. On considére la
classification par plus proches voisins avec p = 1. Calculer TEg y.

Exercice 11

On considere I'espace X = R? (deux variables quantitatives). On considére n = 6 individus définis par

(1) 1 )
22 0 2
z®) 11
@O 2 2
2®) 0 0
2(6) 2 =2

On considere un probleme de régression avec les observations associées

Y1 0
Yo 1
ys| _ |2
Y4 1
Ys 2
Y6 0

On considere la validation croisée k-fold avec k = 3 et avec Vi = {1,2}, Vo = {3,6} et V5 = {4,5}. On considere
la régression par plus proches voisins avec p = 1. Calculer EQMy, v, v, -



