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CAHIERS DE TOPOLOGIE ET Volume XLV -,
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES ome 22009

LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL
par Denis-Charles CISINSKI

ABSTRACT. In Pursuing stacks, Grothendieck defines ba-
sic localizors as classes of weak equivalences in the category
of small categories satisfying good descent properties (closely
related to Quillen’s theorem A). For example, the usual weak
equivalences (defined by the nerve functor) form a basic local-
izor W,,. More generally, every cohomological theory on small
categories defines canonically a basic localizor. In this paper,
we give a proof of Grothendieck’s conjecture that states that
W is the smallest basic localizor. Furthermore, we get a sec-
ond caracterization of W, involving Quillen’s theorem B. This
gives an elementary and axiomatic way to define the classical
homotopy theory of CW-complexes.

Introduction

Cet article forme le deuxiéme volet d’une série de trois. Dans le pre-
mier [3] (logiquement indépendant de celui-ci), la notion de dérivateur
a été introduite, et il a été démontré que toute catégorie de modeles
au sens de Quillen définit un tel objet. Les présentes notes sont elles
consacrées a différentes caractérisations algébrico-combinatoires de la
théorie de ’homotopie des petites catégories. Le dernier [5] utilise ces
descriptions pour caractériser la théorie de I’homotopie des CW-comp-
lexes par une propriété universelle (en termes de dérivateurs), ce qui
permet de répondre & quelques questions de cohérence homotopique
posées par Hovey dans [10].

Le fait que la catégorie Cat des petites catégories modele tous les
types d’homotopie est bien connu depuis plusieurs décennies (cf. [11,
15]). Un des intéréts de ce modele se retrouve dans le formalisme de
descente tel qu’il est énoncé dans les théoréemes A et B de Quillen
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[14], directement lié & I'intuition que nous fournit la cohomologie des
(pré)faisceaux. Dans Pursuing stacks [8], ce sont ces propriétés formelles
qui retiennent ’attention de Grothendieck, lorsqu’il cherche & dégager
des conditions suffisantes pour qu’une catégorie modele les types d’ho-
motopie. Il en a dégagé la notion de localisateur fondamental par un
petit ensemble simple d’axiomes : ce sont des parties W C FlCat sat-
isfaisant de bonnes propriétés de descente (du méme type que celle de
’énoncé du théoréme A de Quillen). Toute théorie cohomologique définie
sur la catégorie des petites catégories donne lieu un localisateur fonda-
mental (par exemple la cohomologie & coefficients en A-modules pour un
anneau A, ou bien & coefficients localement constants, & coefficients lo-
calement constants profinis, etc). En particulier, les équivalences faibles
usuelles de Cat (i.e. les foncteurs induisant une équivalence d’homotopie
entre les espaces classifiants correspondants) forment un localisateur
fondamental, noté ici Wy,. La catégorie localisée W 'Cat est donc dans
ce cas équivalente & celle des CW-complexes & homotopie pres. Le but
principal de cet article est de prouver 1’énoncé ci-dessous (2.2.11).

Conjecture (Grothendieck). Le localisateur fondamental Wy, est le
localisateur fondamental minimal. Autrement dit, Wy est un localisa-
teur fondamental, et tout localisateur fondamental contient Wy,

Outre une description algébrico-combinatoire élémentaire de la thé-
orie de I’homotopie classique, ce résultat est une interprétation con-
sistante de 'intuition suivante : tout objet de Hot est localement as-
phérique dans le sens ou il est une colimite homotopique d’un dia-
gramme formé d’espaces ayant le type d’homotopie du point, et la
théorie homotopique des CW-complexes est universelle pour cette pro-
priété (ce qui est & rapprocher de “I’hypothése inspiratrice”, laquelle
affirme que la sous-catégorie pleine des endofoncteurs de Hot formée
des auto-équivalences est équivalente a la catégorie finale [8, § 28, p.
30]). Le papier [5] se place dans un cadre permettant de donner un sens
précis a cette affirmation, puis de la démontrer, illustrant de la sorte la
force de cette conjecture. D’un point de vue plus technique, cela signi-
fie aussi que (modulo des questions ensemblistes) pour tout localisateur
fondamental W, la catégorie localisée W~'Cat est une localisation de
Bousfield & gauche de Hot (par exemple au sens de [9)).

Voici un plan grossier de ce texte. Ces notes s’ouvrent sur les pro-
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priétés formelles résultant des axiomes de Grothendieck, en vue de la
démonstration de la conjecture, les méthodes invoquées étant directe-
ment tirées de [8]. Une autre partie des ingrédients de démonstration
comporte des outils simpliciaux classiques, rappelés au paragraphe 2.1
(ot on démontre au passage que W, est bien un localisateur fondamen-
tal (2.1.13)). Nous avons par ailleurs dégagé une autre caractérisation
de W,,, non pas en termes de minimalité, mais en tant que localisateur
fondamental satisfaisant & I’énoncé du théoréme B de Quillen (2:3.6).

Le présent travail a été exposé au printemps 2001, dans le cadre
du groupe de travail Algébre et topologie homotopiques, & 1'Institut
de Mathématiques de Jussieu. Je me dois enfin de remercier Georges
Maltsiniotis, pour ses encouragements, et pour m’avoir initié au “yoga
de la Poursuite”.

1 L’axiomatique de Grothendieck

1.1 Localisateurs fondamentaux

La théorie des localisateurs fondamentaux telle qu’elle est exposée
ici est entierement due & Grothendieck [8]. Un exposé plus complet en
est donné dans [12].

1.1.1. Soient M une catégorie et W C FIM un ensemble de fleches
de M. On appellera W-équivalences, ou bien, si cela n’est pas ambigu,
équivalence faibles, les éléments de W.

On dit que W est faiblement saturée si les axiomes suivants sont

vérifiés.

FS1 Les identités sont dans W.

FS2 Si deux des trois fleches d’un triangle commutatif sont des équiv-
alences faibles, il en est de méme de la troisiéme.

FS3 Sii: X — Y etr:Y — X sont deux fleches de M telles que
ri = lx et ir € W, alors r est une équivalence faible.
1.1.2. On désigne par Cat la catégorie des petites catégories, et on note
e la catégorie finale (i.e. la catégorie ayant un unique objet et comme
seul morphisme l’identité).
Soit © : A —> B un foncteur entre petites catégories. Si b est un
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objet de B, on note A/b la catégorie dont les objets sont les couples
(a, f), a étant un objet de A et f : u(a) —> b un morphisme de B, et
dont les fleches o : (a, f) — (a’, f') sont les morphismes o : a — o’
de A satisfaisant ’équation f'u(a) = f. On définit un foncteur d’oubli
évident

Alb— A (a,f)—a,

et un foncteur
u/b : AJb— B/b , (a, f) — (u(a), f) .
On vérifie enfin aussitét que le carré commutatif

Alb— A

| l

B/b—B
est cartésien dans Cat. Si

A

- B

c
est un triangle commutatif de Cat, pour tout objet ¢ de C, on obtient
ainsi canoniquement un morphisme au-dessus de C/c

ufc : AJle — Bjc , (a, f) — (u(a), f) .

Pour une partie W de FlCat fixée, on introduit la terminologie suiv-
ante. Une petite catégorie A est asphérique si le morphisme canonique
A — e est une équivalence faible. Un foncteur u : A — B est as-
phérique si pour tout objet b de B, la catégorie A/b est asphérique. Un
C-morphisme u : A — B, c’est-a-dire un morphisme de Cat/C de la
forme

A = B

N A

C
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est asphérique au-dessus de C si c’est une équivalence faible localement
au-dessus de C, i.e. si pour tout objet c de C, le foncteur u/c : A/c —
B/c est une équivalence faible.

Définition 1.1.3 (Grothendieck). Un localisateur fondamental est
une partie W C FlCat satisfaisant les axiomes suivants.

LF1 La partie W est faiblement saturée.
LF2 Toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique.

LF3 Tout morphisme asphérique au-dessus d’une petite catégorie est
une équivalence faible.

Remarque 1.1.4. L’axiome LF3 est une version relative de 1’énoncé
de [14, théoréme A] : si u : A — B est un foncteur asphérique, il
est a fortiori asphérique au-dessus de B, et par conséquent est une
équivalence faible.

On fize une fois pour toute (dans cette section) un localisateur fon-
damental W.

Proposition 1.1.5. Les équivalences faibles sont stables par petites som-
mes.

Démonstration. Soient I un petit ensemble, et u; : A; — By, 1 € I,
une famille d’équivalences faibles indexées par I. On obtient le triangle
commutatif canonique suivant dans Cat (I étant vu comme une catégorie
discrete).

II:E 1 Ui

z € I 1 € I

Les identifications (][; ¢ ; Ai)/¢ ~ A; permettent de constater que le
foncteur [[; o ; u; est asphérique au-dessus de I, ce qui prouve la propo-
sition. O
Lemme 1.1.6. Si A est une petite catégorie admettant un objet final,

alors pour toute petite catégorie B, la projection A x B — B est
asphérique.

Démonstration. Pour tout objet b de B, la catégorie B/b admet (b, 1;)
comme objet final, et on a un isomorphisme canonique (A x B)/b ~
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A x B/b. Or on vérifie aussitdt que A x B/b admet un objet final et
donc est asphérique. O

Proposition 1.1.7. Les équivalences faibles sont stables par produits
finis.

Démonstration. Soient v : A — B une équivalence faible et C' une
petite catégorie. Pour montrer que le foncteur u x 1¢ est une équiva-
lence faible (ce qui implique ’énoncé car les équivalences faibles sont
en particulier stables par composition), il suffit de montrer que c’est un
morphisme asphérique au-dessus de C' (via les projections canoniques
sur C). Or pour tout objet ¢ de C, le morphisme (u x 1¢)/c s’identifie
au foncteur produit u X 1¢/.. On a donc le carré commutatif suivant.

ux 1C/c

AxCle—= B xCJc

l l

A m B

Or la catégorie C/c admet (c,1.) comme objet final, et donc en vertu
du lemme ci-dessus, les fleches verticales sont des équivalences faibles.
L’assertion résulte a présent directement de ’axiome FS2. O

1.1.8. Soient A et B sont deux petites catégories, et deux foncteurs u et
v de A vers B. On dit que u est homotope d v s’il existe un morphisme de
foncteurs de u vers v, ou de maniére équivalente s’il existe un foncteur
h : Ax A, — B (4, désignant la catégorie associée & 1’ensemble
ordonné {0 < 1}) tel que hlax{o} = u et hlax1y =~ v. En utilisant la
proposition ci-dessus et le fait que la catégorie A; admet 1 comme objet
final, I’énoncé suivant devient un exercice facile.

Proposition 1.1.9. Tout foncteur homotope d une équivalence faible
est une équivalence faible.

Corollaire 1.1.10. Tout foncteur admettant un adjoint d¢ gauche ou a
droite est une équivalence faible. En particulier, toute équivalence de
catégories est une équivalence faible.

Corollaire 1.1.11. Toute petite catégorie admettant un objet initial est
asphérique.
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1.1.12. L’énoncé 1.1.7 peut étre considéré comme un cas particulier
d’une situation plus générale faisant intervenir la notion de catégorie
(co-)fibrée. On dira qu’un foncteur X — Y est une fibration (resp.
une cofibration) s’il fait de X une catégorie fibrée (resp. cofibrée) sur Y.
Nous renvoyons le lecteur par exemple & [7, exposé VI} pour ces notions.
Les seules propriétés que nous utiliserons sont les suivantes :

- Un foncteur p : X — Y est une cofibration si et seulement si
le foncteur p° : X° — Y° est une fibration (X° désignant la
catégorie opposée a X).

- Les cofibrations sont stables par composition et par images ré-
ciproques.

- Sip: X — Y est une cofibration, alors pour tout objet y de Y,
le foncteur canonique (X, désignant la fibre de p au-dessus de y)

X, — Xy , z — (z,1,)

admet un adjoint & gauche.

Proposition 1.1.13. Soient S une petite catégorie et u: X — Y un
S-morphisme. On suppose que X et Y sont des catégories cofibrées sur
S et que pour tout objet s de S, le foncteur induit entre les fibres X, —»
Y, est une équivalence faible. Alors le morphisme u est asphérique au-
dessus de S (et donc en particulier une équivalence faible).

Démonstration. Pour chaque objet s de S on a le carré commutatif
suivant.
X, —Y,

|

X/s—>Y/s

Or les fleches verticales admettent toutes deux des adjoints & gauche et
sont donc des équivalences faibles (1.1.10). On en déduit immédiatement
I’assertion. a

1.2 Intégration des catégories

1.2.1. Soit I une petite catégorie, et soit F : I — Cat un foncteur.
Si i est un objet de I, on notera F(z) ou encore F; la fibre de F en

-115-



CISINSKI - LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL

i, i.e. Pévaluation de F' en 4. On lui associe une catégorie cofibrée [F
au-dessus de I, appelée la construction de Grothendieck associée & F,
ou encore de maniere plus concise, I'intégrale de F, comme suit. La
catégorie [F a pour objets les couples (i,a), ol 7 est un objet de I, et
a un objet de F(7). Une fleche

(¢,a) — (7', d')

est un couple (k, f), ol k : i —> ¢’ est une fleche de I, et f : F(k)(a) —
a’' une fleche de F(¢'). Si

(k, f) : (3,0) — (¢,a") et (K, f"):(,a) — (&', a")
sont deux fleches de [F, le morphisme composé
(k' f) o (k, f) : (i,a) — (", a")

est défini par la formule
(k' f') o (k, f) = (K'k, f" o F(K')(f))

F(K'k)(a) = F(K)F(k)(a) —29% pk) (@) 2L o .

Enfin, si (i,a) est un objet de [F, l'identité de (i, a) est définie par la
formule 1(; o) = (1;, 15). Le foncteur structural

(lequel est donc une cofibration) est simplement la projection (i, a) —
t.Sia : F — F' est un morphisme de foncteurs, on obtient un
I-foncteur (cocartésien)

fa : [F— [F
défini par [a(i,a) = (i, @;(a)). On obtient de la sorte un foncteur défini
sur la catégorie des foncteurs de I & valeurs dans Cat vers la catégorie

des I-catégories

(f,8) : Hom(I,Cat) — Cat/I .
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En oubliant le morphisme structural vers I, on a ainsi un foncteur
J :Hom(I,Cat) — Cat .

Soit v : J — I un foncteur entre petites catégories. Ce dernier
induit un foncteur image inverse

u* : Hom(Z,Cat) — Hom(J,Cat) Fr— Fou.

On vérifie aussitot que pour tout foncteur F de I vers Cat, on a un carré
cartésien canonique

fu*F—-—»fF
ou"Fl loi‘
J——1

dans lequel le foncteur [u*F — [F est défini par la formule (4, @) —
(u(j), a). En particulier, pour tout objet ¢ de I et tout foncteur F' de I
vers Cat, on a un carré cartésien canonique

F—[F

|

e———i—>I

Exemple 1.2.2. Si A et B sont deux petites catégories, et si B désigne
aussi le foncteur constant sur A de valeur B, alors f B=AxB.

1.2.3. Soit I une petite catégorie. On note W' I’ensemble des équiva-
lences faibles étagées sur I, i.e. des morphismes F' — G de la catégorie
de foncteurs Hom(7,Cat) tels que pour tout objet i de I, le foncteur
F;, — @G; soient des équivalences faibles.

Proposition 1.2.4. Pour toute petite catégorie I, le foncteur d’inté-
gration

J :Hom(I,Cat) — Cat

envoie les équivalences faibles étagées sur des équivalences faibles.
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Démonstration. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.1.13 et
du fait que pour tout foncteur F' de I vers Cat, les fibres de [F au-dessus
de I s’identifient canoniquement aux fibres de F'. O

1.2.5. Soit v : A — B un foncteur entre petites catégories. On lui
associe Un foncteur

Y(u) :B°x A—Cat |, (b,a) — Homp(b, u(a)) ,

les ensembles Homp(b, u(a)) étant vus comme des catégories discrétes.
On obtient ainsi une catégorie cofibrée S(u) = [T(u) sur B® x A. Plus
explicitement, la catégorie S(u) a pour objets les triplets (a, b, f), ol a
est un objet de A, b un objet de B, et f : b — u(a) une fleche de B,
et pour fleches (a,b, f) — (a, ¥, f') les couples (g,h), o0 g: a — o
est une fleche de A, et h : b — b une fleche de B, tels que le carré
suivant commute dans B.

b —L > u(a)

b e

b 5 u(a’)
En composant la cofibration canonique 02(,‘) avec chacune des projec-
tions (ces derniéres étant des cofibrations), on obtient deux cofibrations
canoniques
B° 2~ S(u) 5 A

telles que Oy, = (Su,tu). Cette construction est bien entendu foncto-
rielle en u, en un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser
s’il en est besoin. Une premiére utilisation de cette construction vient
immédiatement.

Proposition 1.2.6. Pour qu’un foncteur u : A — B entre petites
catégories soit une équivalence faible, il faut et il suffit que le foncteur
u® : A° — B° entre les catégories opposées en soit une.

Démonstration. Supposons que u soit une équivalence faible. Par fonc-
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torialité, on a le diagramme commutatif suivant dans Cat.

t1,4

e S14 S(IA) A

u° u

B° <5 S(1g) o B

Le foncteur ¢;, est une cofibration, et pour tout objet a de A, la fibre
de t, au-dessus de a est S(14)q ~ (A/a)°. En particulier, elle admet un
objet initial et donc est asphérique (1.1.11). En vertu de la proposition
1.1.13, le foncteur t;,, est donc une équivalence faible. De méme, le fonc-
teur s;, est une cofibration, et pour tout objet a de A°, la fibre S(14)a
s’identifie & la catégorie A/a, laquelle admet un objet final et donc est
asphérique. Une nouvelle application de la proposition 1.1.13 implique
donc que s;, est une équivalence faible. Ces constatations permettent
de conclure facilement. O

1.2.7. La proposition ci-dessus permet de dualiser les énoncés concer-
nant l’asphéricité. Plus précisément, si u : A — B est un foncteur
entre petites catégories, et si b est un objet de B, on note b\A = (A4°/b)°
la catégorie des objets de A sous b.

Si C est une petite catégorie, et u : A — B un C-morphisme, on
dira que u est coasphérique au-dessus de C si pour tout objet ¢ de C, le
foncteur induit o

c\u :c\A — c\B

est une équivalence faible (dans le cas ou C' = B et ou le morphisme
structural de B vers B est l'identité, on dira alors simplement que u est
coasphérique). La proposition précédente et I’axiome LF3 impliquent
aussitot que tout foncteur coasphérique au-dessus de C est une équiva-
lence faible.

L’autre conséquence immédiate concerne les propriétés homotopi-
ques des fibrations : si S est une petite catégorie, tout S-morphisme
entre catégories fibrées sur S induisant des équivalences faibles entre les
fibres au-dessus de chaque objet de S est une équivalence faible (il s’agit
de I’énoncé dual de la proposition 1.1.13).
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1.3 Préfaisceaux intégrés

1.3.1. Soit A une petite catégorie. Si F' est préfaisceau en petites caté-
gories sur A, on lui associe une catégorie fibrée VF' sur A en posant

VF = ([F°)°,
la fibration structurale (; : VF — A étant le foncteur (8.)° (cf.
1.2.1).
Considérons & présent deux petites catégories A et B, ainsi qu'un

foncteur F' défini sur A° x B & valeur dans Cat. En (co-)intégrant terme
a terme, on obtient deux foncteurs

fF :A°—Cat et VF :B— Cat.

Si A et B désignent aussi les foncteurs constants correspondants, on
obtient de la sorte deux morphismes de foncteurs

GF:fF——)B et CF:VF_)A-

On vérifie aussitét que I'isomorphisme d’échange A x B ~ B x A induit
un isomorphisme canonique au-dessus de A X B entre V[F et [VF.

V/[F - [VF
gﬁ\\ //ﬁ; (1.3.1.1)

Ax B

1.3.2. Soit A une petite catégorie. Pour chaque préfaisceau X sur A,
on note A/X la catégorie dont les objets sont les couples (a,z), ol a
est un objet de A, et z : a — X une section de X au-dessus de a (i.e.
en vertu du lemme de Yoneda, un élément de I’ensemble X,), et dont
les fleches (a,z) — (a’,2') sont les fleches f : a — o' de A telles' que
2’ f = z. De maniere plus concise, on peut voir X comme un préfaisceau
en catégories discrétes, et A/X comme la catégorie fibrée associée i.e.

AIX = ([X°) = (JX)°

(la seconde identification étant due au fait que si E est une catégorie
discréte, E° = E). On obtient de la sorte un foncteur de la catégorie
des préfaisceaux (d’ensembles) sur A vers celle des petites catégories

i, :A—Cat |, X— A/X .
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1.3.3. Soit A la catégorie des simplexes, i.e. dont les objets sont les
ensembles

A, ={0,...,n} n>0,
munis de I’ordre naturel, et dont les fleches sont les applications crois-
santes. On rappelle qu’un ensemble simplicial est un préfaisceau sur A.
L’inclusion pleine canonique i : A —» Cat induit un foncteur pleine-
ment fidéle et admettant un adjoint & gauche, le foncteur nerf

N :Cat — A

qui associe a chaque petite catégorie C' ’ensemble simplicial N C, défini
par
An — (NC), = Homeg(A,,C) .

1.3.4. Soit A une petite catégorie. On notera parfois par abus A/A au
lieu de A/ N A. On définit un foncteur (naturel en A)
a, :AJA=A/NA— A

par o, (A, u : A, — A) = u(n) sur les objets, et associant & chaque
fleche f : (Am,u) — (An,v) le morphisme a,(f) = v(f(m) < n):
u(m) — v(n). L

Lemme 1.3.5. Pour toute petite catégorie A, le foncteur composé
A4 cat LA
commute auzx petites limites inductives et auz produits fibrés.

Démonstration. Le foncteur a4 défini ci-dessus induit un foncteur image
inverse R o

ay tA— A/NA~A/NA.
Il est immédiat que ce dernier commute aux petites limites inductives
et projectives. Le foncteur d’oubli i/ de A/ N A vers A commutant aux

petites limites inductives et aux produits fibrés, il en est donc de méme
du foncteur composé

A2 A/NA LA

Or on vérifie que le foncteur Ni, est canoniquement isomorphe au fonc-
teur composé Ua’ (exercice laissé au lecteur). O
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Lemme 1.3.6. Le foncteuri, : A —» Cat commute auz petites limites
inductives et aur produits fibrés. En outre, il admet pour adjoint a droite
le foncteur i% : Cat — A qui d toute petite catégorie C' associe le
préfaisceau a — Homeg(A/a, C).

Démonstration. Cela résulte aussitot du lemme précédent et du fait que
le foncteur nerf est pleinement fidele. a

1.3.7. Soient I une petite catégorie et F un foncteur défini sur I a
valeur dans Cat. Pour chaque objet ¢ de I, on désigne par

& : Fi — limF

le morphisme canonique. Cela permet de définir le morphisme naturel
en F

Kp : [F— l'ﬂF
par K(i,a) = ¢;(a).

Lemme 1.3.8. Soient A et I deuz petites catégories, et F' un foncteur
défini sur I a valeurs dans A. Le morphisme

K; p ¢ JiaF — limi F >~ i, im F

est une fibration. En outre, c’est une équivalence faible si l'une des con-
ditions suivantes est vérifiée.

(a) I est ’ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la fléche Fy —> Fy est
un monomorphisme;

(b) I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < 7' dans I, la
fléeche F; — Fy est un monomorphisme.

Démonstration. Pour montrer la premiére assertion, quitte & remplacer
A par A/ li_n@F, on peut supposer que _l_iE’F est le préfaisceau final sur
A. D’autre part, on peut considérer les préfaisceaux d’ensembles sur A
comme des préfaisceaux en catégories discretes. Or avec cette conven-
tion, [i,F s'identifie & [VF ~V [F, et le foncteur K; p 4 la fibration
structurale V [F — A.

Pour montrer la seconde assertion, il suffit de montrer le cas parti-
culier o A = e est la catégorie ponctuelle, i.e. ol F est un foncteur
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en catégories discretes (cela résulte de (1.3.1.1) et de I’assertion duale
de la proposition 1.2.4 qui assure que le foncteur V envoie les équiva-
lences faibles étagées sur des équivalences faibles). En outre, en vertu de
I’énoncé dual de la proposition 1.1.13, il suffit de montrer que les fibres
du foncteur K sont asphériques.

Dans le cas (a), si  est un élément de _lygF, on distingue deux sit-
uations. Si z n’est pas dans I'image de Fy; — l_iI_llF, alors ( f F)g est
I'intégrale du diagramme

S —F g—>e
l ou du diagramme l
e 1%}

et donc est la catégorie ponctuelle (en particulier asphérique). Si z est
dans 'image de F; — MF, alors l’application (Fy), — (F}), est
bijective (puisque Fy — F) est une injection), et (F3), est la catégorie
ponctuelle. La fibre ([F), est isomorphe & la catégorie C, intégrale du
diagramme

(Fb)z — €

1

(Fl)z

Or si C' désigne l'intégrale du diagramme (Fp), — e (indexé par 4,),
on a une inclusion pleine évidente C' — C, laquelle admet un adjoint
a gauche (on identifie (Fp), et (F});)

r:C—C , (a,i) — r(a,i) = (a,1) 81-z'=0,2,
(a,0) sii=1.

En vertu de 1.1.10, il suffit & présent de montrer que C’ est asphérique.
On vérifie aussitot que la catégorie C' admet un objet final (c’est en fait
le cone de (Fp)g, i.e. la catégorie (Fy), a laquelle on a ajouté formelle-
ment un objet final), ce qui implique que aussitot ’assertion.

Dans le cas (b), si z est un élément de l_irl\)F, comme les morphismes
F, — @_;F sont des injections, on a pour tout i € I, (F;), = & ou bien
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(F;); = e. On pose I, = {i € I | (F}); # @} I, est un sous-ensemble or-
donné non vide de I, et comme I est bien ordonné, il admet un élément
initial. En vertu du corollaire 1.1.11, la catégorie I, est donc asphérique.
Or la catégorie ([ F), s’identifie canoniquement & I'intégrale du foncteur
constant sur I, de valeur la catégorie ponctuelle, c’est-a-dire & I, ce qui
acheve la démonstration. O

1.3.9. Si A est une petite catégorie, on dit qu’un morphisme de pré-
faisceaux sur A est une équivalence faible si son image dans Cat par le
foncteur i, est une équivalence faible. Un morphisme de préfaisceaux
sur A est une cofibration triviale si c’est a la fois une équivalence faible
et un monomorphisme.

Théoréme 1.3.10 (Grothendieck). Soit A une petite catégorie. Les

cofibrations triviales de A sont stables par images directes et par compo-

sitions transfinies. Autrement dit, si Z & XL yestun diagramme

de A et si g est une cofibration triviale, alors le morphisme canonique
Z — ZUxY est une cofibration triviale, et si I est un ensemble bien
ordonné, F : I — A un foncteur tel que pour tous i < j dans I, le
morphisme F; — F} soit une cofibration triviale, alors le morphisme
Fo — UmF est une cofibration triviale (0 désignant I’élément initial
de I).

Démonstration. Si I est une petite catégorie telle que pour tout foncteur
F : I —» A vérifiant une certaine propriété P, le morphisme canon-
ique [i, F — i, lim F soit une équivalence faxble, alors il résulte de la

proposition 1.2.4 que les équivalences faibles de A sont stables pé,r lim-
ites inductives de foncteurs vérifiant ladite propriété P et indexées par

I. 1l résulte donc du lemme 1.3.8 que pour tout diagramme commutatif
de A de la forme

Xl“——Xo—"-Xz

nl 1fo lfz

Y1ﬂ1Y032Y2 ’

dans lequel o; et $; sont des monomorphismes, et fo, fi, fo sont des
équivalences faibles, la fleche canonique X; IIx, X2 — Y; 11y, Y; est une
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équivalence faible. On en déduit aussitét que les cofibrations triviales
sont stables par images directes. On procéde de maniére analogue pour
le cas des compositions transfinies. a

2 Caractérisations de la classe
des oo-équivalences

2.1 Le localisateur fondamental W,

2.1.1. Pour n > 1 et 0 < i < n, on note 8§, : A,_; — A, 'unique
injection croissante qui ne prend pas la valeur i. Pour n > 0, on définit
un sous-préfaisceau 9 4, de 4,, :

04n= |J Imé,, n>1, et 04 =0.

0 <i<n

On note i, : 0 A, — A, linclusion, et on définit I = {4, | n > 0}.
Pour n > 0 et e = 0,1, on a un carré cartésien d’ensembles simpli-
ciaux, dont toutes les fleches sont des monomorphismes :

loa, X&}_e
_—

04, 04, x 4,

l li,.xlAl
A, WAH X 4,
On écrit A, x {e} U0 A, x A; = A, g4, 84, x Ay, et on note
Jne 1 An x {e}UBA, x Ay — A, x A

la fleche induite par le carré commutatif ci-dessus. Les fleches j, . sont
des monomorphismes, et on définit J = {jp. | n >0, e =0,1}.

On renvoie & [13, chapitre I, paragraphe 5] pour les propriétés de
relevement & droite ou & gauche. On rappelle qu’une fibration de Kan
est un morphisme d’ensembles simpliciaux qui vérifie la propriété de
relevement & droite relativement a4 J. On note W& la classe des mor-

phismes de A de la forme f = pi, ou ¢ vérifie la propriété de relevement
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a gauche relativement aux fibrations de Kan, et p la propriété de releve-
ment & droite relativement & I.

Théoréme 2.1.2 (Quillen). La catégorie A des ensembles simplici-
auz admet une structure de catégorie de modéles fermée dont les équiv-
alences faibles sont les éléments de Wy, les fibrations sont les fibrations
de Kan, et les cofibrations sont les monomorphismes.

Démonstration. Voir [13, chapitre II, paragraphe 3, théoréme 3}. O

2.1.3. On note A (resp. A_) la sous-catégorie de A formée des mono-
morphismes (resp. des épimorphismes) de A. Ceci définit une structure
de Reedy sur A au sens de [10, définition 5.2.1], ce qui va nous permettre
d’étudier ’algébre homotopique des ensembles bisimpliciaux, i.e. des
préfaisceaux sur la catégorie produit A x A (voir aussi [2]).

On se fixe un entier positif n, et on note n* : A—» &Ens le foncteur
d’évaluation en 4,. On va définir deux foncteurs L, : A — &ns et
M, : A — Ens comme suit. On considére A,, comme un objet de A_
(resp. de A.), et on note d_ A, (resp. 4+ A,) la sous-catégorie pleine
de A,\A_ (resp. de A,/A,) définie par

Ob(8- An) = 0b(4n\A-) = {(4n, 14,)}

(resp. Ob(d;+ Ap) = Ob(AL/AL) — {(An,14,)})-

On note A, :0-A, — A (resp. pp : 04+ An —> A) le foncteur
composé

O_Ap — ANA_ — A (resp. 9y A, — Ay /A, — A).
Enfin, si X est un ensemble simplicial, on pose
L X =limAX et MpX =limpu X .

On remarque que ces foncteurs peuvent étre décrits beaucoup plus
simplement : L,X = n*Sk" !X = (Sk™'X), (ou Sk® !X désigne le
n — 1-eme squelette de X [6, chapitre II, paragraphe 3]), et M, X =
Homa(a An, X)

Les foncteurs 9_ A, — A,\A et 9, A, — A/A, induisent des
morphismes de foncteurs L, — n* et n* — M,,. On vérifie que le pre-
mier est I'image par le foncteur n* de I’inclusion canonique Sk™ ! — 1 A
et que le second est induit par l'inclusion 9 4, — A,.
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Lemme 2.1.4. Soit u: K — K' un morphisme d’ensembles simplici-
auz. Pour chaque n > 0, on a un carré commutatif

L,K—K

LnK' —s K

qui induit une application v, : L,K'l x K — K'. Pour que u
soit un monomorphisme, il faut et il suffit que les applications v, soient
injectives pour tous n > 0.

Démonstration. Cela résulte facilement de [6, chapitre II, paragraphe
3.4]. O

Théoréme 2.1.5. La catégorie A x A des ensembles bisimpliciauz ad-
met une structure de catégorie de modéles fermée dont les cofibrations
sont les monomorphismes et dont les équialences faibles sont les mor-
phismes X —s Y tels que pour tout m > 0, la fleche Xppe — Yo
soit une équivalin_ﬁe\ faible d’ensembles simpliciauz. Si on note pour
m>0, M, :AxA— A le foncteur X — (4, — MpX.p), €t
m* A xA— Ale foncteur X — X, ., on a un morphisme canon-
ique m* — M,, (induit par son analogue décrit au numéro 2.1.3). Les

fibrations de A XA sont les morphismes X — Y tels que pour tous
m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz

Xm,o — Ym,o X MY MmX

soit une fibration de Kan.

Démonstration. Cela résulte de [10, théoréme 5.2.5], du lemme 2.1.4, et
des descriptions des foncteurs L,, et M,, du numéro 2.1.3. O

2.1.6. On note § : A — A x A le foncteur diagonal. Il induit un
foncteur

5* AXA—A | X (Av— Xnn)
lequel admet un adjoint & droite

b :A—AXA , X+ ((Am A) — Homz(Am X Ag, X)) .
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Proposition 2.1.7. Soit X — Y un morphisme d’ensembles bisim-
pliciauz tel que pour tout m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz
Xme — Yo soit une équivalence faible. Alors 6*X — 6*Y est une
équivalence faible.

Démonstration. On veut montrer que le foncteur 6* respecte les équiv-
alences faibles au sens des théoreémes 2.1.2 et 2.1.5. Vu que tous les
ensembles bisimpliciaux sont cofibrants pour ladite structure de caté-
gorie de modeles fermée, le lemme de Ken Brown [10, lemme 1.1.12)
montre qu’il suffit de vérifier que 6* respecte les cofibrations triviales,
ou encore, de maniére équivalente, que 6, respecte les fibrations. Soit
p : X — Y un morphisme d’ensembles simpliciaux. Pour m > 0, la
fleche (0. X)me — (0.Y)me XM,6.y Mm0.X s’identifie au morphisme
suivant (2.1.3)

Hom(Am, X) — Hom(Am,Y’) XHom(@ am,v) Hom(0 Am, X) ,

Hom désignant le Hom interne de A. Par conséquent, si p est une fibra-
tion de Kan, d,p est une fibration (en vertu de [6, chapitre VI, para-
graphe 4.3] et de la description des fibrations du théoréme 2.1.5). O

2.1.8. Soit C une petite catégorie. On rappelle la construction du fonc-
teur de Bousfield-Kan [1]

II, : Hom(C,A) — A x A .

On a un foncteur ag. : A/C° — C° (1.3.4), ce qui induit un foncteur
image inverse

Qgo x1a)*

Hom(C, &) - AJC XA

Sip: AxA — A désigne la premiére projection, on a un isomorphisme
canonique de catégories AW A ~ m/p* NC°. Le foncteur II,
est obtenu comme de composé du foncteur (oo X 1a)* et du foncteur
d’oubli de la catégorie AxA /p* N C° dans A x A. Plus explicitement,
si F' est un foncteur défini sur C et & valeurs dans 3, pour m > 0, on a

(LF)me= [ Fm)= [[ Flem).

Am u yCo Cm——Cp
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En composant II, avec le foncteur 6* (2.1.6), on obtient le foncteur

holim = holim = ¢*IL, : Hom(C,A) — A .
C

Soit g : A x A —> A la seconde projection. Si F est un foncteur sur C'
3 valeurs dans la catégorie des ensembles simpliciaux, les morphismes
canoniques F'(c) — ImF, ce Ob C, induisent pour chaque m > 0 un
morphisme

(U F)me — Iim F = (¢* im F)m,0 ,
d’ott un morphisme I, F —» q*li_rgF. On vérifie que cela détermine

un morphisme de foncteurs I, — ¢*lim, ot lim : Hom(C, A) — A
désigne le foncteur limite inductive. Comme 6*¢* = (¢é)* = 13, on en
déduit un morphisme de foncteurs holim — lim.

Proposition 2.1.9 (Bousfield-Kan). Soit F — G un morphisme
de Hom(C, A) tel que pour tout objet ¢ de C, F(c) — G(c) soit une
équivalence faible. Alors holim F' —» holim G est une équivalence faible.

Démonstration. Pour chaque objet ¢ de C, le morphisme

[ Fle)— I Glen)

Cm——CQ Cm ——3Cg

est une somme d’équivalences faibles et donc est une équivalence faible.
L’assertion est par conséquent une application directe de la proposition
2.1.7. a

2.1.10. Soit C' une petite catégorie. On désigne par
©c¢ :Cat/C — Hom(C,Cat)

le foncteur (A — C) — (¢ — A/c). Le foncteur nerf induit un
foncteur encore noté N

N : Hom(C,Cat) — Hom(C, A) .

On en déduit un foncteur composé holig; NO¢ :Cat/C —> A
. holig) R
Cat/C 2% Hom(C, Cat) = Hom(C, A) —=» A,
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et un morphisme de foncteurs holigN Oc — Er_r;N O¢. D’autre part,
on a un morphisme de foncteurs lmN — N_li_r[f, et les limites in-
ductives étant universelles dans Cat, on vérifie facilement que si Ug :
Cat/C —> Cat est le foncteur d’oubli, on a un isomorphisme canonique
1_'1!1}@0 ~ Ug. On en déduit un morphisme de foncteurs

holir_t;N@c — NU¢ .

Lemme 2.1.11 (Quillen). Pour tout objet (A, ) de Cat/C (A étant
une petite catégorie et a : A — C un foncteur), le morphisme

holimN ©¢(4,a) — NUq(4,2) =N A

est une équivalence faible.

Démonstration. Le morphisme holimN©¢(A,a) — N A est I'image
par le foncteur §* du morphisme II, N©¢(A4,a) — ¢* N A défini pour
m > 0 par les fleches

(ILNOc(A,0))me= ] NA/ecm —NA=(¢"NA)p,

Cm—F—Co

induites par les foncteurs d’oubli A/c — A, ¢ € ObC (voir 2.1.8). Or
on vérifie que pour tout n > 0, le morphisme (II, NO¢(4, a))epn —
(¢* N A)en est une équivalence faible. Pour le voir, on remarque qu’il
s’identife au morphisme

[T Nceoje@)— ] 4,

aQ—>—aAn ag—>:—>0n

somme des fleches N(C°/a(a)) — Ao, a € ObA. Les catégorie de
la forme C°/a(a) admettant toutes un objet final, leurs nerfs sont des
ensembles simpliciaux contractiles. Le lemme résulte & présent de la
proposition 2.1.7. O

2.1.12. On dit qu'une fléche de Cat est une co-équivalence si son image
dans A par le foncteur nerf est une équivalence faible. On note Wy =
N~ W

Théoréme 2.1.13. Les co-équivalénces forment un localisateur fonda-
mental.
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Démonstration. La vérification des axiomes LF1 et LF2 est un exercice
facile laissé au lecteur. Nous allons démontrer ’axiome LF3. Soit

. B
C
un foncteur au-dessus d’une petite catégorie C tel que pour tout objet

c de C, le foncteur induit A/c — B/c soit une co-équivalence. On a
alors un carré commutatif

A

holimN©¢(4,2) —N 4

holig}Nec(u) l lNu
holimN©¢(B, 5) —=NB

dont les deux fléches horizontales sont des équivalences faibles (2.1.11),
et il résulte de la proposition 2.1.9 appliquée au morphisme N ©¢(u) que
holim N O©c(u) est aussi une équivalence faible. On en déduit aussitot
que u est une oo-équivalence. 0

2.1.14. Si X est un ensemble simplicial, on lui associe le foncteur suiv-
ant.

ox A/X — A (Ap,u: 4, — X)— A,
Il est bien connu que le morphisme lim px — X induit par les fleches
u : Ap — X est un isomorphisme. D’autre part, les foncteurs a4 :

A/A, — A, (1.3.4) définissent un morphisme de foncteurs sur A, et
donc on obtient un morphisme

limNiyox — limopx .

En vertu de 1.3.5, cela définit un morphisme ay : NA/X — X.
Explicitement, le morphisme ay associe & un m-simplexe

Ano_'.‘_‘_)Am_l‘L)..._“L)Anm_“_,X

de NA/X le m-simplexe uv : Ay, — X de X, 00 v: Ay — A, est
’application
k— Um -uk+1(nk) .
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On vérifie qu'on a ainsi défini un morphisme de foncteurs
a :Niy — 13 .

Lemme 2.1.15 (Quillen). Pour tout ensemble simplicial X, le mor-
phisme ay est une équivalence faible.

Démonstration. On a un carré commutatif (2.1.8)

hOIi!!})NiA(pX B — N A/X
hOll!S VX X

En vertu de 2.1.9 le morphisme

holigN iapx — holir_r; Yx

est une équivalence faible (les morphismes NA/A, — A, sont des
équivalences faibles, puisque les catégories de la forme A/A, admet-
tent un objet final et sont donc contractiles). On remarque qu’avec les -
notations de 2.1.10, on a l’identification

Nijpx = NOa/x(A/X,1a/x)
et donc il résulte du lemme 2.1.11 que que le morphisme
holimNiypx — limNijpx >~ A/X
est une équivalence faible. Il suffit ainsi de montrer que le morphisme

holim o —» X

est une équivalence faible. Or c’est 'image par le foncteur 6* du mor-
phisme d’ensembles bisimpliciaux

px — ¢'X ~g¢"limpyx .

Or pour n > 0, la fleche (IL.px)en — (¢*X)en est une équivalence
faible. En effet, elle se décrit comme le morphisme

I Na/xy/(anw) — ] 4,

An—X An—3X
somme des équivalences d’homotopie N((A/X)°/(An,u)) — Ay. La
proposition 2.1.7 acheéve ainsi la démonstration. O
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Théoréme 2.1.16 (Quillen). On a l’égalité W; = ix'Weo. En outre,
le foncteur nerf N et le foncteur i, induisent deuz équivalences de caté-
gories quasi-inverses l’une de l’autre

N :Wx'Cat = WI'A et iy : W'A 5 W'Cat .

Démonstration. La premiére assertion résulte aussitot du lemme précé-
dent. Ce dernier donne par ailleurs un morphisme i, N — 1¢,; qui se
révele étre une équivalence faible (grace a la pleine fidélité du foncteur
nerf). Le foncteur ¢, induit ainsi un quasi-inverse de N. a

2.2 Critére de minimalité

2.2.1. On fize pour le moment un localisateur fondamental W.

Lemme 2.2.2. Soit A une petite catégorie admettant un objet final w.
Alors la catégorie AJA est asphérique.

Démonstration. On définit un foncteur D : A/A — A/A par

D(Am, a) = (Am+1,Da) y

ak) sik<m
w sik=m+1,

Da(k) = {

etsi f : (Am,a) — (An, B) est une fleche de A/A, on pose

_ f(k) sik<m
Df(k)_{n—l-] sik=m+1.

On note Q : A/A — A/A le foncteur constant de valeur (Ag,w). Les
inclusions A,, — Apq1, k— k, et Ag — A, 0 —> m+1 induisent
des morphismes de foncteurs

1a74 Q
AJAT § TAJA et AJAT § A/A.
D D

Ceci montre bien que A/A est une catégorie contractile. a
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Proposition 2.2.3 (Grothendieck). Pour toute petite catégorie A,
le foncteur o, : A/A — A est asphérique (et donc en particulier une
équivalence faible).

Démonstration. Soit a un objet de A. On vérifie que les catégories
A/(A/a) et (A/A)/a sont canoniquement isomorphes. La catégorie A/a
admettant un objet final, le lemme précédent permet de conclure. [

Corollaire 2.2.4. On a légalité W = N~1i'W.

Remarque 2.2.5. Si on note W, = i;'W, les foncteurs N et i, in-
duisent des équivalences de catégories quasi-inverse I'une de 'autre entre
WA et W™iCat.

Lemme 2.2.6. Pour tout ensemble simplicial X, les projections X X
A, — X, n >0, sont dans iZIW.

Démonstration. Si X = A,, pour un entier m > 0, cela résulte aussitot
de 2.2.2. Dans le cas général, Si (4,,,a) est un objet de A/X, alors
(A/(X x A,))/(Am, ) est canoniquement isomorphe & A/A,, x A, et
donc est asphérique. Cela montre que le foncteur A/(X x 4,) — A/X
est asphérique. O

Remarque 2.2.7. Le lemme ci-dessus implique que i;'W est stable
par produits finis. En effet, si X — Y € i;'W et si Z est un ensemble
simplicial, pour tout n-simplexe u : 4, — Z, on a les identifications

(A/(X x 2))[(An,u) = A/(X x Ay)

(A/(Y x 2))/(An,u) = A/(Y x An) ,

ce qui montre que le foncteur A/(X x Z) — A/(Y x Z) est asphérique
au-dessus de A/Z. Cela montre bien que i;' W est stable par le foncteur
X—XxZ.

Lemme 2.2.8. Soit W une partie faiblement saturée de Fl ZS, telle que
pour tout ensemble simplicial X, la projection X x Ay — X soit dans
W. Alors toute fibration triviale de A au sens de la structure de catégorie
de modéles fermée du théoréme 2.1.2 est dans W.

Démonstration. Soit p : X — Y une fibration triviale. Comme @ —
Y est une cofibration, p admet une section s. Pour montrer que p est

-134 -



CISINSKI ~ LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL

dans W, il suffit donc de montrer que sp est dans W. Le carré commu-

tatif
(1X ,sp)

NN ———s X

(lxxé?,lxxts(l))l /h/ - lp

-

XXA15;.1—>1\ —P)}

admettant un relévement h : X x A, — X, cela montre que sp et 1x
sont homotopes. Or on vérifie aussitdt que tout morphisme homotope a
un élément de W est lui-méme dans W, ce qui permet de conclure. [

Proposition 2.2.9. On a Vinclusion W; C iz'W.
Démonstration. Les projections du type X x4, — X étant dans iZIW
(2.2.6), on en déduit qu’il en est de méme des morphismes 1x X 67

X —XxA,e=0,1.0rpourn>0ete=01, on ale diagramme
commutatif suivant dont toutes les fleches sont des monomorphismes.

04, x {e}

A, x {e}
t cocartésien l

E)An X Al'——*aAn XA1UAn X {e}

Jne
An X Al

Il résulte du théoreme 1.3.10 que le morphisme j,. est dans ix'W.
Considérons a présent un élément f de W.. Par I’argument du petit
objet appliqué & J (voir la preuve de [6, chapitre VI, proposition 5.5.1]),
il admet une factorisation de la forme f = pi, ou i est un composé
transfini d’images directes de sommes d’éléments de J, et oll p est une
fibration de Kan. Comme % est dans W, il en est de méme de p, et
donc p est une fibration triviale. Or ce qui précede, le lemme 1.1.5 et le
théoréme 1.3.10 montrent que i est dans i;'W, et en vertu du lemme
2.2.8, le morphisme p est aussi dans iZ\IW. O

2.2.10. La notion de localisateur fondamental est stable par intersec-
tions. On définit le localisateur fondamental minimal comme 'intersec-
tion de tous les localisateurs fondamentaux.
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Théoréme 2.2.11. Les co-équivalences forment le localisateur fonda-
mental minimal.

Démonstration. Soit W un localisateur fondamental. En vertu de 2.2.9,
on a l'inclusion Wi C ix'W, et donc il résulte de 2.2.4 que Wy =

Nt Wz C€ W. Comme Wy, est un localisateur fondamental (2.1.13),
cela acheve la démonstration. O

2.3 Critere local

2.3.1. Soit W C FICat. Un foncteur entre petites catégories u : A —
B est W-localement constant si pour toute fleche b — V' de B, le
foncteur induit A/b —> A/Y est dans W.

Théoréme 2.3.2 (Quillen). Soit v : A — B un foncteur We-lo-
calement constant. Alors pour tout objet b de B, le carré suivant est
homotopiquement cartésien dans A.

NA/b——NA
Nu/bl Nu
NB/b——=NB
Démonstration. 1l s’agit d’une interprétation directe de [14, théoréme
B] dans la catégorie des ensembles simpliciaux. O

Corollaire 2.3.3. Une foncteur Wy -localement constant est une oo-
équivalence si et seulement s’il est asphérique (au sens de Wy, ).

Démonstration. C’est une condition suffisante car Wy, est un localisa-
teur fondamental (2.1.13). Il résulte aussitot du théoréme précédent que
c’est aussi une condition nécessaire. O

Proposition 2.3.4. Si A — B est une co-équivalence, alors l’appli-
cation induite mgA — moB est bijective.

Démonstration. Cela résulte de la propriété analogue pour les équiva-
lences faibles de A et du fait que le foncteur nerf commute aux sommes.
Une autre maniére de la montrer consiste & considérer la classe W, des
fleches de Cat induisant une bijection aprés application du foncteur .
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On remarque que le foncteur my : Cat — Ens commute aux petites
limites inductives, car ¢’est un adjoint & gauche de I'inclusion canonique
Ens —> Cat. Cela permet de vérifier facilement que Wy est un local-
isateur fondamental (car comme les limites inductives sont universelles
dans Cat, si A — B est un foncteur, alors A est canoniquement iso-
morphe 4 la limite inductive des catégories A/b, b € Ob B). Le théoréme
2.2.11 implique alors I'assertion. O

2.3.5. Le corollaire 2.3.3 et la proposition 2.3.4 caractérisent totalement
le localisateur fondamental W, :

Théoréme 2.3.6. Soit W un localisateur fondamental tel que toute W-
équivalence A — B induise un bijection mgA —> moB, et tel que

toute W-équivalence W-localement constante soit W-asphérique. Alors
W = Wy.

Démonstration. En vertu du théoreme 2.2.11, on sait déja que Wy, C
W. La démonstration de I'inclusion inverse se fait en plusieurs étapes.
On appellera aussi W-équivalences les morphismes d’ensembles simpli-
ciaux dont I'image par le foncteur i, est dans W. Un ensemble simplicial
X sera dit W-asphérique si X — A( est une W-équivalence. En vertu
de 2.2.4, il suffit de montrer que route W-équivalence en ce sens est une
équivalence faible au sens de 2.1.2.

2.3.6.1. Sip: X — Y est une fibration de Kan, alors le foncteur ipp
est W-localement constant.

Pour toutes fleches u : A,, — A, et 4, — Y, si on forme les
carrés cartésiens

Apxy X == A, xy X — X

| L

Ap —— A, -y

la fleche v est dans Wi (propreté a droite de la structure de catégorie
de modeles fermée 2.1.2, cf. [2]). Comme le foncteur i, commute aux

produits fibrés (1.3.6) et envoie Wy dans W (2.2.9), cela montre I'asser-
tion.

2.3.6.2. Une fibration de Kan est une W-équivalence si et seulement si
ses fibres sont W-asphériques.
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Cela résulte de 2.3.6.1, de I’hypothése qu’une W-équivalence W-lo-
calement constante est WW-asphérique, et du lemme 1.3.6.

2.3.6.3. Un compleze de Kan W-asphérique est Wy, -asphérique.

Soit X un complexe de Kan W-asphérique. Comme 7y X est ’ensem-
ble & un élément, X est en particuler non vide. Soit z un O-simplexe
de X. On va montrer que I’espace des lacets Q(X,z) est aussi W-as-
phérique. Les projections X x X — X sont encore des W-équiva-
lences (2.2.7), et comme X est un complexe de Kan, les morphismes
Hom(4;,X) — X induits par les faces 87 et 6} sont des fibrations
triviales, et par suite, des W-équivalences (2.2.9). Par saturatlon, on en
déduit que la fibration de Kan

Hom(4;,X) — Hom(84;,X) ~ X x X

est une W-équivalence. Or l’espace des lacets est obtenu par le carré
cartésien ci-dessous.

Q(X, ) Hom(A4,, X)
AO = Ao X Ao " X xX

Il résulte donc de 2.3.6.2 que (X, z) est W-asphérique. On en déduit
par récurrence que pour tout n > 0, Q™(X, z) est W-asphérique. Comme
W C W, cela implique que les groupes d’homotopie 7, (X, z) sont tous
triviaux, ce qui prouve l’assertion.

2.3.6.4. Toute fibration de Kan qui est une W-équivalence est une Wyo-
équivalence.

Soit p : X —> Y une telle fibration de Kan. Comme ’application
meX — moY est bijective, il suffit de montrer que pour tout n > 1,
et tout O-simplexe r de X, m(X,z) — m,(Y,y), vy = p(z), est un
isomorphisme de groupes. Or si X, désigne la fibre de p en y, c’est un
complexe de Kan qui est, en vertu de 2.3.6.2, W-asphérique. Il résulte
donc de 2.3.6.3 que X, est W-asphérique, et la longue suite exacte de
Serre associée & p permet de conclure.

2.3.6.5. Toute W-équivalence est une Wy, -équivalence.

-138 -



CISINSKI - LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL

Soit u une W-équivalence. On factorise u en une cofibration triviale
i suivie d’une fibration de Kan p. En vertu de 2.2.9, ¢ est une W-équiva-
lence, et donc par saturation, il en est de méme de p. Il résulte donc de

2.3.6.4 que p est une Wyo-équivalence, ce qui achéve la démonstration.
O

Remarque 2.3.7. On peut montrer qu’un localisateur fondamental
vérifie la condition de connexité ci-dessus si et seulement s’il est non
trivial dans le sens ol il ne contient pas toutes les fleches entre caté-
gories non vides (cf. [4, § 7.2]).
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