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í [AîïgjYmhð] [�e�ñ_òaXïeAhf]

ó�ôGó õjö�÷0ø�ù¦úoû<ü¦øËýÿþ�� ÷��&÷*û�������÷ ù¦ü£ý¸ö
	�ü��
��÷
��� v�u���w���v�k��������Jv3È£ÒKwxÐSy��<v���Ð��<u=È��� �&¢¦���s���¥���£�¤���|�
�����À�¤�£�#�������|�K�������"!·µ$#>�|�

n
�GÌ��4�=�¤�����4�&%

m
���4¢£���|�3�|�K�£�4µ3���Â�

(x1, x2, · · · , xm)
�|�|���������|�������¸�|��!qµ$#¦�|����«|«S�£���£�¢£���#�#�£���¡���o�('3«4�����#���¤�����¤�G�A���G�A�������|�������4�A���)!qµ$#Ý�G�o±}���4¢Á�¤�����Å���

(x1, x2, · · · , xm)�£�����K�$���������������s�$���Q���������G���+*|���#��²��£�4�,!x�¤���4�����G¢¦���4���#�£�Ó¯|�¤�-#���������¢¦���.%/!·µ$#Á�100����G�#�������¤�£��������²��|�G�4���G�#�£���G�

��� v�u���w���vQÆ1� ���K�����4���¤���������������G�������|��¬ �����G�






2x +y +z = 1
3x +3y −z = 2
x +y +4z = 3

��� v�u���w���v�Î�� ���G�����s���������$�����À�¤�£�#�����|��¬ �����2%��·Ä �������$�����¥���#�¦��*|�����$���o«|��¬����Ý�|�3 ���4���G°��£�����¥�À�¤���4²��4���������G��¢G�������£�����Å���K�A¬=�����£�|�³�����Å«4���³���#�¦�¤�����¤�£�£�
m 4

(S) =















2x + 5 y − 8 z = 8
4x + 3 y − 9 z = 9
2x + 3 y +mz = 7
mx + 8 y − 7 z = m

��� v�u���w���v/5�� µ3�����G���

A =





2 1 −1
1 −1 1
4 3 1



 ∈M(3, 3,R), X =





x1

x2

x3



 ,
�¦�
B =





1
2
3



 .

�



6 798$×�:>ß£ÖÕá�Ú<;>=Å×�Ù@?AàÝØ¡á�Ú�Ù,ßBA�CÝ×�ßÀá�Ú
���G�����s�������������������£�#�������|�K�������

AX = B
«4�����¥�����£�D*|�������|�Å«4��¬�������� 3 ���s���G�

�E� v�u���wF��vE~1��G ���4�$«|�¤��¿À�¦�¤�(HË�|��«4���¤���£���4��¢¦���4¢¦���|�¤�����Ë�¤�G¢£�����¤�£�#�£�����·Ä ����«|�¤��¶¢I*4�����,� G ���4��� ¬��JH������4�A���G�����£�$'o�����³��¯|���G���Å�����4�����K�����4��¬=����� 4 ¡���4���¥�|��� ¼ K  Ã��=��*|�£�&�=�¤��Ì��|�K� § ��� ���¼��|²�������� � V 6 �-6½¾��±}���¤�&�=���¥Ì��|� 6 �Gº �G»Ã��=���G�|�|� L ­ �G»
���¦�¤�����|¬��JH$���G��¢¦�3��M
¢¦���£���³������¢I*4��Ì��|���£«4���G�|¬����

�E� v�u���wF��v/N��1 �Å¢£����¢£�|�����¥�Ë�4�����PO4�s�����
N
�*Ä �|�¸�£���4�|��������%�«4�����¤���A�������K�A�|���¤�G�

n1 n2

�£�
n3

�4���4�>���¤���¥�>�&�=�¤���G���K�>��QT�G¢¦���£�K�9���K�9¢£���(M
¢¦���£���¤�9�£�������£�³�>«S�����Â�¤�Â±x�
x
°
y
�£�
z«4���9����±}�����Ó�|���

N = xn1 +yn2 +zn3

�R00�G�>¬=�����G�|�¤�9���G�Ý¢¦�3��M
¢¦���£���³�8�����9�£�����G²����¤�£�K�£°�&���¥������¢£���|�4���Â�$���#�|�����SOs�4�������¦�$���K���|�����G��«4�����&�������£�¤�Ë�����¤���������£���4�|�������³�£��TÕ���|��������¤���¥�����£�#���£���4�|�������K°3�|�|�$�|�G�9���¤���¥�>�|�����G�Ý�G���Ý�&���4Ì��4���������¦�Ý���
�·Ä �Ë���G��«4����¢¦�£��«4����|��«4���³���#�£���¤�
λ
�  �����|���4¢������¤��¯4���K��� 4

n1 n2 n3

Ê������UO4�s�����
N

©8���4�|��������� 4 4 12 14 114©8���4�|�������$V 4 8 7 11 92©8���4�|��������¨ 4 12 19 λ 131

 �E¢I*|�£�³¢I*|��%��¤�¦���¤���4¬��£�����G�Ë¢¦�3��M
¢¦���£���³�
x y

�¦�
z
°,«|�|�¥�.%����£���¤���|¬��£���������N���K�¬=�����£�|�³�A«s��������¯|���K�A���������|�������&���sÌ��s�������

λ
�

���A©9¢£�����¤���������3�����G�#�������|�G�����¤�����³�����|�¥�¤���������#�����|�|�£��¢£�Â¶¾���G�¤���4�£�
©9¢£�����¤�$¢¦�����������G���������4�>�4�|��±}�����#���K¢I*|�£�����4�|�£�$�GÌ��|��¬ �����G�����.!x���
�¤�G¢£���#�&���4���«S���|�����#���|�Â�¤�������|��«4����¢I*4���|²��£�A�·Ä ���¤���¤�����G���KÌ��4�=�¤�����4�¡�¦��¬=���¤����¯|���G�I#Á�

V��
V$���¤¢¦�|���£�&���|��¬ �����Ó�¥��¬=�����£�4�Ó���
λ
�����³���|² ���Å¢£�¸�����À�¤�£�#���Õ©>� ���G���4���¤�¸Ì��|�«S���|�Õ�¤�����¤�A¬ �����G�|�8���A���$�|�����

λ
�£�����¤��º��£�9V�º|°=¢£�A�����À�¤�£�#�A�����#�¦�8�|�4�A���������¤�����

(x, y, z)
�|�|�¥Ì��|���0©W'�«|�����#�£���¥��¢¦���#«S���¤�������

z
���
¢£�¦���¤�
�������|�������Q�£� ±}���4¢¦����������

λ
�

¨|�A©>�.�¤�£�&���³Ì��4�����#Ì��4�¸���G�&���£�|�¥�#����¬��¥���£�|�³�#����§�������������°8¨4°8�|°��K�|°ÕV����£�o§���°���£���G���#���|�£�&���G�&¬=�����G�|�¤���G���¤���G���K�&���
λ
�G���¤����ºQ�¦�¸V�º�«S���4�
���K��Ì��|�G�����G�

z
�K�À��|���G�������£��«S�����Â�¤�Â±À�XV��£���G���#���|�£���¥�Y!}�������K��#A¬=�����G�|�-!q��#A�|�

λ
�£���¤����º#�£�$V�º#«S���|��¥��Ì��|�G�����Z!}���
���K��Ì��|�G�����G�I#����K�#���¤���¥�&¢¦�3�(M&¢£���G���¤�
�������
�£���¤���G�¤�&«S����������±x�£�
[$�|�£��������������������³�¡���K��¬=�����£�|�³�A����¢¦�K��¢¦�3��M
¢¦���£���³��\
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��� v�u���w���vEk��� ��¢¦���s���¥���£�¤�����K�A�&�=���¤�¥¢¦�G�

A =

(

1 0 2
−1 1 1

) �¦�
X =





x1 x4

x2 x5

x3 x3



 .

���
0,�G�Ý«|�¤�����|���¤�
AX

�£�
XA

������¶ ���¥�Ý�|�¸���£�4�X\$©8�A���S���|�·°�Ì��4�£�����K�Ý�������Ý���G�¡�����#�£��¶�������4���|�G�A�&�=�¤���¥¢¦�K�A�¦�
AX

�¦�
XA

!x���K��«S�G¢¦����¬��£�#�G���g#$\
V|�  ���¤��«|«S�£�����¡Ì��4�

I2 =

(

1 0
0 1

) � ©9¢£�������9���A���������G���¡�*Ä �GÌ��4�=�¤�����4�0Ì��|�A������¬��£���
¬��£�¤�hO4�£�A���G��¬=���¤�¥��¯|���G�

x1, x2, x3, x4, x5

«s���|��Ì��|�
AX = I2

�
¨4�����G�����4�|�������������À�¤�£�#��¢¦��¶ �|�G�¤���4�A«s�����¥�Ó�#�£�D*|����������«|��¬�������� 3 ���4�¤�G�
»s� G �£�¤�hO4�(H�¬������¤�$�¤�G���|���¤���A�G�¸�¤�G������¬=�����Ý�����)i£�#�����������G����«4���A�|�|���#�¦��*|���������Â¶���K¢Á����!x���s����¢G�=�¤����� 4 �����$���|�¤�¡�|�4�8���jOs�|�Â�¤�9���9���������¤�����4�lkÁ���G�*¬=�����¥��¯|���G� x1, x2, x3, x5«s���|���¤�����¡���������K���£Ä �G¢£�����¤�$�G�¸±}���4¢Á�¤�����Å�|�

x4

#Á�

��� v�u���w���v�Æl�m �Å����Os�|�Â���|�4�$�&�=�¤���¥¢¦�
A = (aij) ∈M(3, 3)

¢¦���#�������|�Â� 4 «s���|��¤�����
i, j ∈ {1, 2, 3} ° aij = 1

���
i < j

�¦�
aij = 0

�����|���0�
���A©9¢¦�¤���¤����'�«|����¢£�Â�¤�£�#�£�����¥���#�����¤��¢£�

A
�

V|�� ¡���¥¢¦�|���£�
A2

!x�������
A.A

#A«|�|�¥�
A3
�

¨4�
00���&�=���¤�¥¢¦�
A
�G����¶ �£���������3¬��£�³����¯|����\.[$�4�£�*�G���������¸�³���4²2\

��� v�u���w���v Îl�n�Bo£ympsv�u=ÈGwqÐsyq�Jv�ÑE{�ÒGu=w���v$� µ3���Â���¥�#�#�����¤��¢£�

M =









1 − 1 0 − 1
2 0 − 1 − 1
3 1 − 2 − 2
1 − 2 1 − 1









����Ã��������¤�£��Ì��|�
M2 +M + I4 = 0

°��Rr
I4
�G���������&�=�¤���¥¢¦���¥���£�����������,Ä ���¤���¤��»4�

V|�A©>�����G���4���¤��Ì��|�
M3 = I4

�
¨4��Ã��������¤�£��Ì��|�

M
�G�������3¬��G�¤����¯|�����¦��¢G���¥¢¦�|���£�

M−1
�

��� v�u���w���vs5��S�Bo£ympsv�u=ÈGwqÐsyt�Jv�ÑE{�ÒGu=w���v$� µ3�����
A ∈ M(n, n,R)

�|�|���&�=�¤���¥¢¦��¤�£������Ì��|�
A2 = A+ In

�|Ã��������¤�(H�Ì��|�
A
�G�������3¬��G�¤����¯|�����¦��¢G���¥¢¦�|���£�

A−1
�

��� v�u���w���v�~1�$�BuÝu={|yJÈ£Ô9ÐSÈKw}ÒGwqÐsy��Jv�ÑE{�Ò£u=wF��v$� TÕ���|�*�¤�����¤�8�&�=���¤�¥¢¦�
A ∈ M(m,n,R)

°���������¤�������|���
AT ∈M(n,m,R)

«s���
[AT ]ij = Aji

«S���|�<�������
1 ≤ i ≤ n

°
1 ≤ j ≤ m

�
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����Ã��������¤�(H�Ì��4�$«S���|�¡�¤�����¤�G�A�&�=�¤���¥¢¦�K�

A ∈ M(m,n,R)
�¦�
B ∈M(n, p,R)

°�����
(AB)T = BTAT �V���µ3�����G���

A1, · · · , Am ∈ M(n, 1,R)
�¦�������Â�

A ∈ M(m,n,R)
�¥�
�&�����¤��¢£�Ó����������G������²��|�K���������

AT
1 , · · · , AT

m

�
Ã��������¤�(H�Ì��|� «s���|���¤�����

Y =







Y1���
Ym






∈ M(m, 1,R)

°���� �
ATY =

∑m

j=1
YjAj

�



;R= v$=
ÚÝÜw:*×"7JÚÝÜyxJÚ�7�Ö
zAá�ß¾Ú9ÙJÜ ­
ó�ôD{ |�÷�}�	"e`��÷t~"�
e9û<øS�Õü���ù¦÷
(W�·:&��( �
�8/��D����)�������+|)n���I�Õ/��D���À)��n�����0+$�J23+����T)n���E�8-�)
��� v�u���w���vðk��

R
2
°,�Ë�|�4�9���&�¥�¸�����9�������G���4��!��¦���|�������������J#

+
�4���|�£�����&�£�Ë���&�¥�¸������('��¤�£�¤�|�.!��Á�Ë�4�Â�¤��«|���¥¢£�=�¤�����o«4���9�|�Å��¢G���¥�������w�(#Õ���(O4�|���$«s���

λ(x, y) = (λx, 0)
°3�G����¶ ���T�|��K��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�,���|�

R
\

��� v�u���w���v Æl�.�D���Jv3È£ÒKwxÐSy��Jvs��Ð��<u=È�� µ3�����G���
u1, · · · , um

���K�&¬��K¢Á���G�|�³�&�*Ä �4��K��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�
E
�j�8�¤��¯|������¢£���¤���K¢Á���G�#�£���¡���G���|�£�j'�����O4�4�Â�¤�����4�����|��¬=�����¤�G�G�

{�� {u1, · · · , um}
�G�����|�����������G��������¯|�������

{ ���*��'��¥�À�¤���|�|�«S���4�A�����|���
���G�����������

λ1u1 + · · ·+ λmum = 0
� ¬��G¢

λ1, · · · , λm ∈ R
°��������³�Ý���K�Ý¢£���(M
¢¦���£���¤�

λ1, · · · , λm ∈ R







�������A�¤���4�A�|���¸�3�|�¥��������A�¤���4���3�|�¥��|����������«4���¡�¤���4�A�3�|�¥�
tn�

S = {u1, · · · , um}
{ �G���A�4�������À�¤�£�#��²��G�|�£�³�=�¤�£�|��,Ä �G����«4���A�|�������À�¤�£�#��²��£�4�£�³�=���G�|� ���

E
���

{ ���*�('����������|�«s���|�A������� ¬��G¢Á�¤�£�|� { ¬ ∈ E¬ ∈ S�������³�
v
�G����¢¦���Ó¯|���4���¥�����o�����4�G�����¤���*Ä �£���£�#�G���³�����

{ ©µ
.

��� v�u���w���v�Î�� µ3�����Ý���������À�¤�£�#�
S = {e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 2), e3 = (1, 2, 3)}���

R
3
�

����Ã��������¤�£��Ì��|�
S
�G�����|�|��¯4���������

R
3
�

V|�� ¡���¥¢¦�|���£�����G��¢£�����¤�|���|�|�G�G�A����¬��K¢Á�¤�£�|�
v = (5, 7, 12)

�|���4��¢¦�¦������¯4�������

��� v�u���w���v.5��> ���Ë�|�4�Â�
F =

{

A ∈M2,2 :
[

1 −1
]

×A×
[

1
1

]

=
[

0
]

}

���K�A��«S�£�³�=�¤�����4�¡�4���4�£�����K�����G���&�����¤��¢£�G�G�
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����Ã��������¤�£��Ì��|�

F
�K�À���|���K��«4��¢¦��¬��K¢Á�¤���¤���G�q�

V���Ã��������¤�£��Ì��|� ([

1 0
0 1

]

,

[

0 1
1 0

]

,

[

0 1
0 1

]) �K�À���|�|��±x���#������������¯|�����
¨|��Ã��������¤�£��Ì��|� ([

1 0
0 1

]

,

[

0 1
1 0

]

,

[

0 1
0 1

]) �K�À���|�|��¯s�������|�
F
�

�E� v�u���wF��vQ~l� V$���4�
R

3
°s�������G�������G�A¬��G¢Á�¤�£�|�³�

u =





1
2
1





�¦�
v =





m
4
2



 .

V��£���G���#���|�(H����K��¬ �����G�|�³�$«S���¤����¯|���G�����
m
«s���|��Ì��|�

(u, v)
���������|�Q���������G��������¯|�¤���¦�¢¦����«4���£���(H#¢¦�&�����À�¤�£�#��� ¬��G¢Ó�|�Q¬��G¢¦���G�|�

w
«S���|��Ì��|�

(u, v, w)
±}�����#���|�|�#¯4�����#���

R
3
�

(W�q:&�·5 �&�@��-�;K)<-R���W�T)0-y�9)��S2j�>+^��)���-
�E� v�u���wF��v�Nl� µ������ P3

�qÄ �G��«4��¢¦��¬��G¢Á�¤���¤���G�0���K��«S�������^���#�G�$���Ë���G²��¤�����|±}�£�¤���G�|������£²�����%Ó¨|°��¦�
E
�qÄ �£�s���G�Ë¯|�������K�9«S�����3�$���#�G�

P
��� P3

���£�¥�¡Ì��4�
P (1) = 0

�£�
P (2) = 0

�
��������«|«S�£���£���¥�Ó���(O4�|�����������*Ä �|�|��±x���#������������¯|�¤��°��*Ä �|�|��±x���#��������²��£�4�£�³�=���¤�¥¢¦��°3�*Ä �|�|�¯4�������*Ä �|���G��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�·�
V��
V$�£�#�����¤���G��Ì��4�

E
�K�À���|�������4��¶ �G��«4��¢£��¬��K¢Á�¤���¤���G�T�|� P3

�
¨|��µ3���Â�

P = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3
�|�Å«s�����3�$���#����� P3

�©9¢£�����¤�>���K�0¢£���4�����������s�
P (1) = 0

�¦�
P (2) = 0

�����4�*±}�����#�>�*Ä �|�Ë�����À�¤�£�#�>�����4�G�����¤��G�Å���G�A���4¢£���|�3�|�K�
ai

�[$�|�G�,�G���������³���4²�����¢£�����������£�#��\���K�����4���¤��¢¦�����������G�����
»4�A©>�
�|�G���|���¤�¡�4�|�¡±x���#������������«s�����3�$���#�G�<±}���¤�&�����8�|�|��¯4�����A���

E
�^!  �Ó¬��£�¤��Os�£�³�������²��|�G�4���£�#�£����Ì��,Ä ���¥�¡±}���¤���G���A�4�|��¯4�����-#¦�[$�|�G�������G�������#�����#�£�4�����������

E
\

�E� v�u���wF��v Él� ! ���Jv3È£ÒKwxÐSy��Jv���Ð��<u=È�� µ3���Â�
E
�4� �K��«4��¢¦�¸¬��G¢¦���������£�·°<�£�
�������G���

V,W
���K�������4��¶·�K��«s��¢¦�K�9¬��G¢¦�����¤���£�¥�¡�|�

E
�

���A©9����¶¾¢¦��Ì��|�
V ∩W �G���¡�|�������4��¶·�K��«s��¢¦��¬��G¢¦���������£�T���

E
\�µ3�T���|�T�����|�£�#�������¤�£�K°���,�|���,° ¿À�4�����hO4�£���¥�����G«s���4�����

V���ÃYiG�#��Ì��4�G���������Å«s���|�
V ∪W �

�E� v�u���wF��v����& �����K����²��4�o«4���
E
�·Ä �£�4���£�Ó¯|���Å���G�Ë���¤��«|���£�¤�

(x, y, z)
���

R
3
���£�¥�Ì��|�

2x+ y − z = a
°��Rr

a
�G���A�4�Å�¤�£�G�,�����4�|���$V$���|�4�£���|�|��¢£���4�|�Â�¤�����¸�|�K¢¦�K���¤���������¦����$M&�¤�����¤��«S���4��Ì��4�

E
���������|�������4�À¶ �G��«4��¢¦��¬��G¢¦���������£�*���

R
3
�
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��� v�u���w���v_�l�
����Ã��������¤�(H�Ì��|���·Ä �G�4���G�Ë¯|���

F
�|�G���&�=�¤���¥¢¦�K�

M =





a b c
c a b
b c a



 ,

�>r
a, b, c ∈ R

�G�����|�������4��¶·�K��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�*��� M3,3(R)
�

V|��Ã��������¤�(H�Ì��|���������������£�#�
(I, J)

°4�>r
I
�G���������&�=�¤���¥¢¦���¥���£���¤�Â�¤���*Ä ���¤�|����¨#�¦�

J =





0 1 0
0 0 1
1 0 0





�G��������¯|�¤���©>�|���s¢¦�(HQ��� ��*|�£�����G�#� ���N�¥�E¯4�����Q���s¢¦���#«|���¦�¤���� Ý���#«|���¦�¤�(H
(I, J)

«4�����|�|��#�����¤��¢£�
K
�¤�£������Ì��|�

(I, J,K)
���������|�|��¯4���������

F
�

��� v�u���w���vEkw��� V$���4�
R

3
°4�������

Fm = {(x, y, z) ∈ R
3|x− 2y + z = m} m ∈ R.���
V��£���£�¤�#���4�(H

m0

«s���|��Ì��|�
Fm0

�������A�4�������s�À¶ �G��«4��¢£��¬��G¢Á�¤���¤���G�,���
R

3
�

V|��µ3�����£�������K��¬��K¢Á�¤�£�|�³�

u =





1
1
1





�¦�
v =





0
1
2



 .

����«|«S�£���(H��¥�Ó�|��O4�|���������Å�*Ä �|�Å�����À�¤�£�#������¯|�¤��°|�*Ä �|�����������£�#��²��G�|�£�³�=�¤�£�|�K°��,Ä �|�4�¯4�������90,�����������G���
(u, v)

�K�À��¶·���A����¯|�¤��\ÅÃ��������¤�(HÅÌ��|�
(u, v)

�G�����4�|�¸¯s�����¸���
Fm0

�

��� v�u���w���v kSk�� µ������
E = M(2, 2,R)

�·Ä �K��«s��¢¦��¬��G¢¦���������£�S���G�Ý�&�=���¤�¥¢¦�G�Ý¢£�����¤�£�K�>����À�3«S�G��VÓ�¦���������
F =

{

A =

(

a b
c d

)

: a+ d = 0

}

.

Ã��������¤�(H�Ì��4�
F
�G�����|�������4��¶·�K��«s��¢¦�$¬��K¢Á���������£�*���

E
��V��£���£�¤�#���4�(H��|�|��¯4���������

E
�

��� v�u���w���v�k�Æl�� �Å¢£���4���¥���£�¤���qÄ �G��«4��¢£��¬��G¢¦���������£�
E = R

3
�  ��¢£���4�����|�£�¤�

F ⊂ E�����|�|��«4���
F =











x1

x2

x3



 ∈ E : x2 = x3







.
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����Ã��������¤�£��Ì��|�

F
�K�À���|�������4��¶ �G��«4��¢£�$¬��G¢Á�¤���¤���G�*���

E
�

V���Ã��������¤�£��Ì��|�
S :=







y





0
1
1



 ,





1
1
1



 ,





1
−2
−2











�K�À���|�������À�¤�£�#��²��£�4�£�³�=���G�|�����
F
�

¨|�
00�����������£�#�
S
�G����¶ ���,�4�������À�¤�£�#������¯|�¤��\�! ¿À�4�À�¤��Os�£��¬������¤�����G«s���4���-#Á�

»4�
�<�����|¬��G�A�|�|��¯4���������
F
!}¬����4�A«S���|¬��(H�¬����4�A������«S�£�4���£���|���|�£�#���4�����³�=�¤������#Á�
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ó�ô�  ¡¢}£}�ù¦ü�e`	�û<ü£ø�ý¸÷jù¦ü¦ýÅö
	�üg�9��÷
(W�x?���( ¤R��¥�)��S2$�B�
�À2j�n��-w��+(¥�)��S2$�B�
�À2j�n���E��¦@�W�.�U��/��
�9)
��� v�u���w���vfkX���D���<v3ÈGÒGwxÐSy§�Jvy��Ð��<u=È�� µ������£���

E
�¦�
F
���K���K��«4��¢¦�K��¬��G¢¦���������£�¥�£°�£���������

f : E → F
�|�|�&��«|«4���¥¢£���������������|�G�����¤���,Ã��������¤�£��Ì��4�����#�|�=����� ���

f
�K�À���|������4��¶ �G��«4��¢£��¬��G¢¦���������£�J���

E
°T�£��Ì��|���qÄ ���&��²��Ë���

f
�G���$�|�Q�����4��¶·�K��«4��¢¦��¬��G¢Á�¤���¤���G�<���

F
�

��� v�u���w���vNÆ1�� ��¢£���4�����|�£�¤���4�|����«|«4���¥¢£��������������Os�|�����,Ä �|���G�4���£�Ë¯4���
E
¬��£�³�A�|��G�4���G�Ë¯|���

F
��¦¶£[$�4���4�Å���Â��¶·���ÅÌ��|��¢£�¦��������«4«|���¥¢£���������¸�G��� 4 �R#¡���|�x¿À�K¢Á�¤��¬���\�¯�#¡���=¿À�G¢¦����¬���\V ¶oµ3���Â�
E = F = {0, 1} �jV��£���G���#���|�£���¤�����¤�G�����G����«|«|���¥¢£�=�¤�����4����� E �|���4� F �£�«|���K¢¦�¥�����������*�£�����G�������������|�q¿À�G¢¦����¬��K��°|����¿À�G¢Á�¤��¬��G�A���¸���G���|�£�j'*�

��� v�u���w���v Îl� µ3�����G���
E,F,G

���G���K��«s��¢¦�K��¬��K¢Á���������£�¥�G°s�£�Ë�������G���
f : E → F

�¦�
g : F → G

���K����«|«|���¥¢£�=�¤�����4�������|�K�������K�£�  � ���|«|«S�����&Ì��|�
g ◦ f = 0

�,Ã��������¤�£��Ì��|��·Ä ���&��²��¡���
f
�G���9¢¦�����¤�£�3�|�A�|���s�Õ�����|�=���������

g
�=©9����¶¾¢¦��Ì��|�A�¥�$�¤�G¢£��«4����Ì��|�A�G���8¬��³������\

(W�x?��q5 ¨©�J23+����T)sª.«��E��)§�9�E���D���m�J2$�B�@�¢���D���l�W��+|)
��� v�u���w���v/5�� µ3����� E = (e1, e2, e3)

�|�|��¯4�������*Ä �|���G��«4��¢£�$¬��G¢¦�����¤���£�
E
�  �¸�4�����

T
�·Ä �£�4�����#���¤«$*|�¥���#�$�|�

E
����Os�|�T«4���

T (e1) = T (e3) = e3
°
T (e2) = −e1 + e2 + e3

�
���
V��£���£�¤�#���4�£�������|�=�����¸���

T
�

V|�A©9¢¦�¤���¤�������&�=�¤���¥¢¦�����
T
�|���4�A����¯4����� E �¨4�  � «S�����

f1 = e1 − e3
°
f2 = e1 − e2

°
f3 = −e1 + e2 + e3

�,Ã��������¤�£��Ì��|�#�¥�±x���#������� F = {f1, f2, f3}
�G�����|�|��¯4���������

E
�

»s�� ¡���¥¢¦�|���£�
T (f1)

°
T (f2)

°
T (f3)

�G�Å±}���4¢¦�����������
f1, f2, f3

�
�|�A©>�����G���4���¤�������4�����|�¤�����

T
�

64�A©9¢¦�¤���¤�������&�=�¤���¥¢¦�����
T
�|���4�A����¯4����� F �

��� v�u���w���v1~1� µ3�����
E = R3[X ]

�qÄ �G��«4��¢£��¬��G¢Á�¤���¤���G�$���K�Å«s�����3�$�����K�¸�|�Q���G²��¤�����±}�£�¤���£�|�A���¸�£²����m%Ó¨4��µ������
f : E → E

�·Ä ��«|«|���¥¢£�=�¤�����oÌ��|�l%Ó�|�¸«S�����3�$���#�
P
���¤���3¢£����¤�Ó�|�£�¤��¬��£�

P ′
�Sµ3����� C = (1, X,X2, X3)

�
��� G �£�¤�hO4�£�ÕÌ��|�

f
�K�À�J�|�|�A��«|«|���¥¢£�=�¤�����������|�K���������JT>�¤�G¢£�����£�J���������#��²��>�£�Õ�������4�=�����0�

V|��Ã��������¤�£�ÝÌ��4� C �K�À�9�4�|��¯4�������|� E �¦�Ý�G¢¦�¤�������¥���&�=�¤���¥¢¦���|� f �|���4�Ý¢¦�£�����$¯4�������¨4�
V��£���£�¤�#���4�£���¥���#�����¤��¢£�����
f ◦ f �|���4�A�¥��¯4����� C �
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�E� v�u���wF��v�Nl�
¬o{�ÔJÔ9v3nB� µ������£���

E
�£�
F
���G�j'��G��«4��¢£�G��¬��G¢¦�����¤���£�¥�£�Tµ3�����£��� E �|�|�¯4�����
���

E
�¦� F �|�|�
¯4�����¸���

F
�900���|���¤���������

ME
F(φ)

���K����²��4�&�����&�����¤��¢£�o�*Ä �|�|���«|«4���¥¢£���������Å�����|�G�����¤�����
E
�|���4�

F
���G��������¬��G���G���A���j'o¯4�����K� E �£� F �

 ���|����� E = {(1, 0), (0, 1)}, ���E�³��«|«S�£�����ÅÌ��|�¸¢�Ä �K�À�#�|�|�¸¯4�����¸��� R
2.
µ3���Â�

φ�qÄ ��«4«|���¥¢£�������������
R

2
�|���s�

R
2
����O4�4����«4��� 4

φ(x, y) = (4x+ y, 3x+ 2y).�¦¶
Ã������¤���G�AÌ��|���·Ä ��«|«|���¥¢£�=�¤�����
φ
�G���������|�G�����¤���V ¶¸ ¡���¥¢¦�|���£�

ME
E (φ)

�G����'�«|����Ì��4������¢£���#�#�£�������Å��¯��¤���G���������¤�G���|�Â�³�=�K�

�E� v�u���wF��vQÉl�l �Å�Ó�|�|�����qÄ �G��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�
R

3
�����¤��¯4������¢£���4���|�¥Ì��|�

B3 :=











1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





0
0
1











,

�¦���·Ä �K��«s��¢¦��¬��G¢Á�¤���¤���G�
R

3
��������¯4������¢£���|���4��Ì��|�

B4 :=























1
0
0
0









,









0
1
0
0









,









0
0
1
0









,









0
0
0
1























.

 �Å¢£���4���¥���£�¤���qÄ ��«|«4���¥¢£���������Å�����|�G�����¤�
φ
���

R
3
�|���4�

R
4
�����|�|�£��«4���

φ(





x1

x2

x3



) =









x2 − x3

x1 − x3

4x2 − 4x3

x1 − x3









���
V$���|�4�£���¥���#�����¤��¢£�����
φ
°
MB3

B4
(φ)

�|���s�A���K��¯4�����G� B3

�£� B4

���K��«S�G¢¦����¬��£�#�G���K�
V��
V$�¦�¤�£�¤�����|�G�E­��£�

φ = {u ∈ R
3 : φ(u) = 0} °��¦���G�o�¤�����|¬��G�¡�4�|��¯4�������¨|�
V$�¦�¤�£�¤�����|�G�J�4�|�9¯4�����¡���¡�qÄ ���&��²��Ý�|�

φ
°=Ì��4���K�À�J���A�����4�0�G��«4��¢£�9½¾�

φ = φ(R3) ⊂
R

4
�

»4�
V$���|�4�£���¥���#�����¤��¢£�����
φ
�|���4�A���G�A�|���|¬��G�����G�A¯4�����K�

E :=











1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





1
1
1











,

�£�

F :=























0
1
0
1









,









1
0
4
0









,









0
0
1
0









,









0
0
0
1























.

!x�����|�����G�#���4����«4��������¬��G���hO4�£��Ì��|��¢¦�������������K�A¯4�����G�I#Á�



;R= �^=o×�:@:9Ù,ß(7Õ×�ÖJß(z&A�Ü�Ù,ßBA�CÝ×�ßÀá�ÚÝÜ � �
��� v�u���w���v+�l�> ���|���¤�>«4���

IdR2

�·Ä ��«|«|����¢G�=�¤�������¥���G���¤�Â�¤�9���
R

2
�£�
e = {(1, 0), (0, 1)} �µ3���Â�

φ
�qÄ ��«|«4���¥¢£�������������

R
2
�|���s�

R
2
����O4�4����«4��� 4

φ(x, y) = (4x+ y, 3x+ 2y).

�¦¶
Ã��������¤�£��Ì��|���qÄ ��«4«|���¥¢£���������
φ
�K�À�������|�K���������V ¶¸ ¡����¢£�|���G�

Me
e (φ)

�¨=¶  ��¢¦���4���¥���G�����qÄ ��«4«|���¥¢£���������Å�����|�K�������
ψ1 = φ− idR2¨|���¦¶&Ã��������¤�£��Ì��|�������|�=�����¸���

ψ1

�G�����|�������4�A�K��«4��¢¦��¬��K¢Á���������£�·�¨|��V ¶o ¡���¥¢¦�|���£���|�4��¯4�����������|�=�����¸���
ψ1

�  ���|�����
f1
¢£�¦���¤��¯4�������»�¶�V$�¦�¤�£�¤�����|�G�Ý�|�4�$¯4���������o�4�=�����
�|�

ψ5 = φ− 5idR2

�  �¸�|���¤�
f5
¢¦�£������¯4�������� ¶oµ3���Â�

f = f1 ∪ f5
�$V$�¦���G���#���|�£�

Mf
f (φ)

�

��� v�u���w���v+�l����® {�ÒGu wF��v"�Jv�ÔÕ{|ÈKÈG{|pSv$� µ3���Â�
E
�4���G��«4��¢£�8¬��K¢Á���������£�����9�����#�£�4�������¨����|�

R
��µ3���Â� B = (i, j, k)

�|�|�$¯4���������
E
�3µ3���Â� B′ = (j+k− i, k+ i− j, i+ j−k) ���� G �£�¤�hO4�£�&Ì��|� B′ �G���&�|�|�Å¯4��������� E �nV��£���G���#���|�£�#���G���&�=���¤�¥¢¦�G� MB

B′(Id)
�¦�

MB′

B (Id)
�|���qÄ ��«|«4���¥¢£���������Å�����G���������

Id
�|���4�A���G�A¯s�����G�

(B,B′) �¦� (B′,B)
�

V|��µ3�������qÄ �£�s�����#���¤«$*|�¥�����
f
���
E
�������A�¥�#�&�=�¤���¥¢¦���|���4�A����¯4����� B �K�À�

MB
B (f) =





1 1 2
−1 −1 −2

1 −1 0





V��£���£�¤�#���4�£�
�¥� �&�=�¤���¥¢¦�
MB′

B′ (f)
���

f
�|���s�&���N¯s����� B′ !}½¾�4� 4 �|�¦���G���#���|�£��qÄ ��'�«|�¤�G�¤�������¸�&�=���¤�¥¢¦���£�����������¥�����G�����������
f = Id ◦ f ◦ Id #Á�¨4��Ã��������¤�£�A«4�������K¢¦�|�¤�¤�£�4¢£��Ì��|�

(

MB′

B′ (f)
)n

=





(−2)n 0 0
0 2n 0
0 0 0



 , n ≥ 1.

»s�� ¡���¥¢¦�|���£� (

MB′

B′ (f)
)10 �¦���£�����K���|����� (

MB
B (f)

)10 �
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â ãåä6æèçSéoêÅë ¯

í ñmXï[@°�`.]

b#ôGó ± ø.�³²��
��÷��Õö
��ù¦÷
��� v�u���w���vEk��n�B® {>´KÐ4u={|yTÒRµ>ÑEwxyJÐ4u={|yTÒRµ0t9Ðsu=y<v3È#È-�0Ô9z�u=wxvw�<u=v�v�Ò&wqy�¶ z�u=wxvw�0u=v$�

T8����������½
���
V����|�|�£�¸��������O4�4�Â�¤�����ð�*Ä �|���&�=¿À���¤�����K°>«|�|�¥�Å�����¥� ¯S���¤�|�����|«s�G�����£�4�����,Ä �|�4�«4���������

A
���

R
�

V|�
�0�³�����4���¤��¢¦�G���|��O4�|���������s�
%#�qÄ ���¥�������G�����3�Ë¯S�����G� ∈ ° ∀ �£� ∃ �¨4������«|«S�£���£�����#���K���|���¤����¢£���4¢£�£�¤�4�������qÄ ��'��¥�À�¤�£�4¢£���*Ä �|�|�#¯S���¤�|�#���|«S�£�¤���£�|�¤���,Ä �|�4�«4���������
A
���

R
�

TÕ�����¤����½�½
 � ¢¦���4�������G���&�¥��«4�����¤���

A = {e−n, n ∈ N} �4���4� R
�  � �¤��«|«s�G�����oÌ��|�
�¥�Å±}���s¢Á¶�¤�����

x 7→ ex �G���������¤��¢¦���G���G����¢£�������¤�������������
R
�|���4�

R
�*���G«s���4���¤�·%¸¢I*4��¢£�|�|�����G�Ì��|�K�À�¤�����4�Ë¢£�Â¶¾���G�¤�����4�¹¸�º�»g¼w½g¾F¿ À`Á�º^¾SÂÄÃ�Å^Á>Æ(¼^¸UÇ�È�¿É½,Ê�È�¾ÌËD¸�ËDÍÏÎ^È�º$½(¸"Î^Á�Ë,¼jºm¸"ÎXËD¸(¼jÊ�¸¼j¾Ì¿ÑÐÒ¿É½(Á�º�¾@ÐhÁUÎ$ÁÓËg¾F¿�¸UÔ(Õ

���
00��«4���������
A
�G����¶ �£�������&�=¿À�����G��\��#���4���¤�£��\�¯S���¤�|�G��\

V|�
0,�G�Ý¯S���¤�|�G�Ý���|«S�£�¤���£�|�¤�G�9�¦�Ý����±}�G�����£�|�¤�G�Ý���
A
��'��¥�À�¤�£����¶ �£�����G��\�µ3�S���|�·°3Ì��4�£�����$�G������G�|��¬=�����£�|�m\

¨4�
00��«4���������
A
�����#�£��¶ �£�������|��«|���4��²��¤���4�
�G���G���G���X\�«|���4��«S�¦�¤�Â���G���G�#�£���X\

��� v�u���w���vQÆ1�n�B® {>´KÐ4u={|yTÒRµJtÝÐ4u=yJv�ÈJ�<Ô9z�u=wxvw�0u=v$� µ3�����
A
�|�������4�À¶ �£�s���G�Ë¯|�����|��·Ä �G�4���£�Ë¯4���

R
���G�A�|���Ë¯|�¤�G�¡�¤�£�G���G�  �¸«S������!}«S���4��¢¦�¦���('��£�³¢¦�¥¢¦�����G�|���G�#�£����Ö×#

|A| := {|x|, x ∈ A}
!q¢�Ä �G����¶Ï%=¶¾�����¤���qÄ �£�4���£�Ó¯|�����|�G��¬=�����£�4�¤�A��¯s�������|�K������¢I*4��Ì��|���G���G���G�����|�

A
#Á�

�=§
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���
V$�¦�¤�£�¤�����|�G� |A| �|���4�A����¢G���¡«4�����¤��¢£�|�����£���Rr A = A1 = [−2, 1[

�
V��
A1

�����#�¦��¶ ���Ý�|� «|���4�Ë²��¤���4� �G���G���G���G°J�¦�&���¡���|�·°ÕÌ��4�£�¡�G����¶ ����\_!x¬����4�Ë«S���4¬��(H¬����4�����¥��«s�G�4���G���������G�����4�����³�=�������X#Á�
¨|�
V$�¦�¤�£�¤�����|�G�

supA1

!}¬����4�A«S���4¬��(H�¬����4�A���¥��«S�£�s���G���������£�#���4�À�¤�¤����������#¦�
»4� |A1|

�����#�£��¶ ���Õ�|�Q«|���4��²��³���4���£���£�#�£���G°T�£�����Õ���|�·°*Ì��|�£�8�K�À��¶·���-\�!x¬����s�$«S���4¬��(H¬����4�����¥��«s�G�4���G���������G�����4�����³�=�������X#Á�
���
V$�¦�¤�£�¤�����|�G�

sup |A1|
!x¬����s�A«s���|¬��JH�¬����4�A���¥��«s�G�4���G���������G�����4�����³�=�������X#Á�

6|�  �N�¤�£¬3���G���Ë��� ¢£����²��£�4�£�³���·�,Ã��������¤�£��Ì��|�#�¤�������&��¿À���³��������� |A| �����Â�Ë���4�¤���i£���¤���|���#��¿À���³�����¡�|�
A
�©>���|�G���|���¤��Ì��|��°|«S���|�A�¤�����������4��¶ �£�4���£�Ó¯|����¯S���¤�|�

A
���

R
°
sup |A| ≥ supA

� Ý�£���������|�G²�����������«s�G����¶ �£�����Si¦���¤�������¤��¢¦����\

�E� v�u���wF��vEÎ��&��ÙÓÐsu=y<v3ÈÅÈJ�<Ô9z�u=wxvw�0u=vQv�ÒÅwqy�¶ z�u=wxvw�0u=v$� µ������
A = {1 − 1

n
: n ∈

N
∗} ��Ã������¤���JH¡Ì��|� A «s�������G�������K�J¯s�����|�K�8���4«s�G�����£�|�¤�G�J�£�Õ����±}�G�����£�|�¤�G�J�£�8¢G���¥¢¦�|���(H£¶·���G�G�

�E� v�u���wF��vq5��P�BÙ�Ðsu yJv3È È-�<Ô9z�u wqvw�0u=v v�ÒNwxy
¶ z�u wqvw�0u=v$� ����«|«s�G���G�Ó�¥���|��O4�|�����������������¯S���¤�|�����|«S�£�¤���£�|�¤���*Ä �4�¸�G�4���G�Ë¯|�����$V$���4�|�£���¥�Ë¯S���¤�|������±}�£�¤���G�|�¤�������·Ä �G�4���£�Ë¯4������4��¬=�����"!}�G��¿À�4�À�¤��OS�����������¤�£«S���4���-# 4
E := {1/n | n ∈ N

∗}
©9����¶¾¢¦��Ì��|��¢¦�£���£�4���£�Ó¯|���S%��|���#���4���Ó�|�Ú\

�E� v�u���wF��v�~1�
�BÙ�Ð4u=yJv�ÈÓÈJ�<Ô9z�u=wxvw�<u v¸v�Ò�wxy
¶·z�u=wxvw�<u=vj� µ3�����£���
A
�¦�
B
���G�j'&«4����¶�����G���|��� ¬3�¥���G�#���

R
�9µ3�|«|«S�������s��Ì��|�

A ∩ B �G���&�|��� ¬��¥�����¦�&Ì��|�
A
�£�
B
��������&�=¿À���¤�£�K�£��Ã��������¤�£��Ì��|�

sup(A ∩ B) ≤ inf(sup(A), sup(B)).

µ3�����£���
a, b ∈ R (a 6= b)

�¦�
A = [a, b[∪{b + 1} ° B = [a, b[∪{b + 2} �1V��£���£�¤�#���4�(H

sup(A ∩ B)
�£�

inf(sup(A), sup(B))
��0�¤���4¬��(H��£�s���|�������|�£�j'o«s���������G�

A
�¦�
B (A 6= B)

���
R
���G�����G��Ì��|�

sup(A ∩ B) = inf(sup(A), sup(B)).
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b#ôIb Ü&ú¸ü³û
��÷ ý#ú�� ö&�Õü�Ý#ú£��÷

��� v�u���w���vEk��n�D���<v3ÈGÒGwqÐsyÚ�JvY��ÐX�0u=È�� ���G���G�#�������¤�£��Ì��|�
un −→

n→∞
+∞ et vn −→

n→∞
l > 0 =⇒ un × vn −→

n→∞
+∞.

��� v�u���w���v6Æ1� µ3���Â�
(un)n∈N

�|�4�����|������Ì��|�A�¤�£�4� ¬��G�¤���|�|�������#�����
l
!x�|���4�

R
#Á�[$�|�G�������G�������#�����#�����������¥�&���4�Â�¤�

(|un|)n∈N

\
µ3�

limn→∞ |un| = l
°T�G����¶¾¢¦�&Ì��|�

(un)n∈N

�¤�£�4�N���4�����Õ¬��G�¤���|�|�&�����������
\oµ3�8���|�q°Ì��|��«S�£����i£���¤��¢¦�¦�����������#������\.0,�����G���������¤�£�K�

��� v�u���w���v Îl� TÕ���|�
n ∈ N

∗ °|���¸«S�����

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

n
∑

j=1

1

j(j + 1)
.

�R#¸Ã������¤���G��«4���A�¤�G¢£�|���¤�£�s¢¦��°����|�
n ∈ N

∗ °4Ì��|�

Sn = 1− 1

n+ 1
.

¯�#ÅÃ������¤���G��Ì��4�����#���|�Â�¤�
(Sn)n∈N∗

�G�����À�¤���¥¢Á�¤�£�#�£����¢¦�¤���¥�¤�������¤���¢J#�0<�����|�����
(Sn)n∈N∗

�K�À��¶·�G������¯s�����|�G��\

��� v�u���w���vy5�� µ3���Â�
u0 = x ∈ R

�£� ∀n ∈ N, un+1 = un + u2
n

�,©8���s�����G�����¢£���#«s�����¤�£�#�£�����£�Å�·Ä ���jO4�|�<���
u
���G�����¸�¥��¬=�����£�|�������¤�£�G�

x
�

��� v�u���w���v
~l�j ��¢¦���4���¥���G���Ý�|�|�����4�Â�¤�
(un)n∈N

�|�Ý�|���Ë¯|�¤�G�J�¤�£�G���<«s����������±x�8���(O4�|���«4���
u0 = 1

2

�¦��«S���|�������|�
n ≥ 1

°
un =

√
un−1

�
���� Ý���#«4���¤�£�

u1

�¦�
u0

�RV��G���������¤�£�>«4���8���K¢¦�|�¤�¤�£�4¢£�AÌ��|�
(un)

�G���>�|�|�����|�Â�¤�������¤��¢¦¶���£�#�G�����#���|���¤���|���
V|�
V��G���������¤�£�ÓÌ��|�¸���

(un)
¢¦���3¬��£�¤²��#¬��£�³���|�|�¸�����#�Â�¤��O4�|���

l
°<�������³���|�K¢¦�K���¤�������£¶���G���G°

l =
√
l
��©>�����K���|���������G�A¬=�����£�|�³�A«S���¤����¯|���G�A«S���|�

l
�

¨4�
00�#���4�Â�¤�
(un)

�G����¶ �£�������#���4���¤�£��\��&��¿À���¤�£��\)!FÞ��4�����hO4�JH�¬����¤�����¤�£«S���4���-#¦�
»s�� Ý���4¢£���|�¤�����4�������4�����|�¤���������#���|�����

(un)
!x¢£���3¬��G��²��£�����$��������¬��£�¤²��G�����-#¦�µ3�,�£������¢¦���3¬��£�¤²���°�«|�¤�G¢£�����£�A�¥�Ó¬=�����G�|�������¤�Ó�������������
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�E� v�u���wF��v_N��l �Å«S������°�«S���4�

x ∈ R
°

f(x) = 1 +
x2

8
.

����Ã��������¤�£��Ì��|�����Ó±}���s¢Á�������
f
�K�À��¢¦�¤���¥�¤�������¤�$���|�

[0,+∞[
�£�������|�4�£�A�qÄ �£�s���G�Ë¯|������K�

x ∈ R
���G����Ì��4�

f(x) ≤ x
�

V��  ��«S�����
u0 = 0

°|�¦��«S���|�A�¤�����
n ∈ N

°

un+1 = f(un) = 1 +
u2

n

8
.

 ¡����¢£�|���G�
u0

°
u1

°
u2

�Ã��������¤�£��«4���¡�¤�G¢£�|�¤���G�4¢¦��Ì��|�����#���|�����
(un)

�G����¢¦�¤���¥���¤�����¤���
¨|��Ã��������¤�£��«4���¡�¤�G¢£�|�¤���G�4¢¦��Ì��|�

un ≤ 4
°�«s���|���������

n ∈ N
�

»4��Ã��������¤�£��Ì��|�����#���|�����
(un)

�G����¢¦���3¬��£�¤²��G������°��¦���|�¦���G���#���|�£���¤�������#�Â�¤���

�E� v�u���wF��vQÉl�l �Å«S�����
un = 2n−1

n+1

°|«S���4�
n ∈ N

�0,�K��Ì��s�=���¤��Ì��|�G���������4�A«S�£�4¬��£���
i¦�¤�����¤�¤���Â�¤�£�K�Ý���4���G«s�G�4�|�����#�G���K�
���
0<�&���|�����

(un)n≥0

�K�À��¶·�G������¯S���¤�|�£��\Ëµ3�,���4�q°4�|���|�|�JH����G�A�4���Ë¯4���K�A���G�£�¥�
M1

�¦�
M2

�¤�£�¥��Ì��|�
M1 ≤ un ≤M2

«S���|�������|�A�G�������£�
n
�

V��
0<�����|�����
(un)

�K�À��¶·�G�����������|���¤���|��°|¢¦�¤���¥���¤�����¤�$���Å���K¢¦�¤���¥���¤�����¤��\
¨|�
0<�����|�Â�¤�

(un)
�G����¶ �£�����Q¢¦���3¬��£�¤²��£���¤��\�µ3�����4�q°A�����4�|�(H��¤�E�����������ß!}�('3«4���¥Ì��|�(H¢£���#�#�£����¬����4�¡�����¤�����|¬��JH-#Á�

»4�� ¡����¢£�|���G�
sup{un : n ∈ N} �£� inf{un : n ∈ N} !}¬����4�A«S���4¬��(H�¬����4���|����«s�G�4���£������|�£�#���4�����³�=�¤������#Á�

�E� v�u���wF��v��l� TJ���|�
n ∈ N

°S����«S�����
un =

���Ë¢I*|�hQS�¤�Ó���K���4�|�Â�¤�G���|���s���·Ä �K¢¦�¤�Â�¤�|������G¢£���&���������
n
�jT8�����('��£�#«|����°

u2 = 2
°
u12 = 2

°
u13 = 3

°
u53 = 3

°
u4437 = 7

°��£�¤¢��0,�K�>�¤�������¡Ì��|�G���������4�Ý«S�£�|¬��£���2i£���¤���¤�¤���Â�¤�£�G�9���s���£«S�£�4�4���#�#�£���G� G ���4�9«S���4¬��(H������4�|�£����G�A�('�«|���¥¢£���������4�A�������|������¬��K�£°�«S���4��¬3��Ì��,Ä �G�����G���������£���Õ¿À�4�����K�£�
���
0<�����|�����

(un)
�G����¶ �£������¯S���¤�|�£��\�µ��*���|�·°������|�4�(H����G�¡�|���Ë¯|�¤�G�¡�¤�£�G���

M1

�¦�
M2�¤�£�¥��Ì��|�

M1 ≤ un ≤M2

«S���|�A�¤�������G�������£�
n
�

V��
0<�����|�����
(un)

�K�À��¶·�G�����������|���¤���|��°|¢¦�¤���¥���¤�����¤�$���Å���K¢¦�¤���¥���¤�����¤��\
¨|�
0<�����|�Â�¤�

(un)
�G����¶ �£�����Q¢¦���3¬��£�¤²��£���¤��\�µ3�����4�q°A�����4�|�(H��¤�E�����������ß!}�('3«4���¥Ì��|�(H¢£���#�#�£����¬����4�¡�����¤�����|¬��JH-#Á�

»4�� ¡����¢£�|���G�
sup{un : n ∈ N} �£� inf{un : n ∈ N} !}¬����4�A«S���4¬��(H�¬����4���|����«s�G�4���£������|�£�#���4�����³�=�¤������#Á�



]^= ]^=¸Ü9a<ß£ÖJÚÝÜ�A�aJÞYC9á�ß(Û·a<ÚÝÜ V|�
��� v�u���w���v+�l�$�Dà��Jw}ÒGv3ÈA{$�w´K{$��v3yTÒGv3È�� Ã������¤���JH>Ì��|�8���K�,���|�Â�¤�G�

(un)n∈N∗

�¦�
(vn)n∈N∗���(O4�|���G��«4���

un = 1− 1

n2

�£�
vn = 1 +

1

n

�������$���=¿���¢¦�G�����G�G�m[$�4�£�������K�À�����G�|�������������
¢£���#�Ë�|�4��\

��� v�u���w���v�kw���&��àl�Jw}ÒKv3ÈÅ{^�á´K{$��v�yTÒKv3È�� µ������
a, b > 0

°
a > b

�  �Q¢¦���4���¥���G�������K����|�����G�
(un)n∈N

�¦�
(vn)n∈N

���(O4�|���G�������&���|���G�����¤�G¢¦�4���¤�£������«4��� 4
u0 = a

�£�
un+1 =

un + vn

2
, ∀n ∈ N

�£�
v0 = b

�£�
vn+1 =

√
un.vn, ∀n ∈ N.����Ã��������¤�(H�Ì��|�����G�����|�����G�

(un)n∈N

�¦�
(vn)n∈N

����������� ¿���¢¦�£���¤�G�G�
½¾�4���¥¢£�=�¤����� 4 ½¾�S���G�¤�����������$���$¢£���#�#�£�4¢£�£�>«4���Ý���£���G���#���|�£�Ý��������²��|���|� un− vn

�½¾�0���G�¤�����s�����*�����������*Ä �G�����G���4���¤��Ì��4� −2
√
un−1vn−1 ≤ −2vn−1

�
V|��Ã��������¤�(H�Ì��|�

√
ab ≤ l ≤ a+ b

2
,�>r

l
�|�G����²��|�����#�����#���������

(un)n∈N

�¦�
(vn)n∈N

�

��� v�u���w���vEkskX�9��àl�Jw}ÒKv3È�{^�á´K{$��v�yTÒKv3È��" ��¢¦���4�������G�����¥�����|�����������¤�£�¤����²��£�|�G�¤���
un = 1− 1

2!
+

1

4!
− 1

6!
+ ...+

(−1)n

(2n)!
, n ≥ 0.

����Ã��������¤�£�#Ì��|�Å���K�����|�����K�Ó�('3���³�������G�
(u2n)n≥0

�£�
(u2n+1)n≥0

�������#���G�#���|�����G���� ¿���¢¦�£���¤�G�G�
V|�A©>�����G���4���¤��Ì��|�����#���|�Â�¤�

(un)n≥0

�G����¢¦����¬��£�¤²��G���¤���

��� v�u���w���v k|Æ1�  ¡����¢£�|���£�������¤�£�¤���Ó²��G�|�£�³���0�|�G�����|�����K�$���|��¬ �������G���¦���¦���s�����G�����£�|�¢£���3¬��G��²��£�4¢£� 4{��
3un = 7un−1 − 2un−2, u0 = −1, u1 = 3.tn�
6un = 5un−1 − un−2, u0 = −1, u1 = −1/6.

��� v�u���w���vEk3Î�� µ3���������&���|�����
(un)n≥0

���(O4�|����«s���
u0 = 1

�¦�
un+1 = 1 +

2

un

, ∀n ≥ 0.
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�R#Aµ3���Â�

f
���Ó±}���s¢Á�����������(O4�|����«4���

f(x) = 1 +
2

x

�
®4���Â�¤�G�Ó�qÄ �¦�¤�4���¸�|�G�Ë±}���4¢¦�������4�

f
�¦�
f ◦ f ���|� ]0,+∞[

�¦�&���£���£�¤�#���4�£�Ë���£�4�¤�Ë«s�������¤�O$'��G�A�¤�G��«s�K¢Á�¤�Â±x�����|�
]0,+∞[

�¯�# G �G���hO4�G��Ì��4�
1 ≤ un ≤ 3

° ∀n ≥ 0
�¢J#�Ã��������¤�£��Ì��|�#�������|�Â�¤�

(u2n)n≥0

�K�À��¢£�������¤���������Ë�£�ËÌ��|�#�������|�����
(u2n+1)n≥0

�K�À����G¢£�������¤�¤����������^#¡©>�����K���|�������¥�Ó�s�=���4���������¥�#���|�����
(un)n≥0

�£�����¦�¤�£�¤�����|�G�����������#�������£¬��£�����4�£�������

�E� v�u���wF��v kw5�� µ3���Â�
A
�|�|���&�=�¤���¥¢¦��¨Ó'�¨4°3�¦� EA

�qÄ �£�s���G�Ë¯|�������G�¡�¤����«|���¦�¤�
(Xn) =





un

vn

wn





�������|�Â�¤�G���¤�£�G�����G�Ý�¤�£�¥��Ì��|��«s���|���������
n ≥ 0

°




un+1

vn+1

wn+1



 = A ·





un

vn

wn



 .

0,��¯|�����|��¢¦��«|�¤��¯|���£�#���G�����������£���£�¤�#���4�£� EA

«S���|���|��QT�£�¤�£�����K�A�&�=���¤�¥¢¦�G�
A
�

����µ3���Â�
D
�¥���#�����¤��¢£��������²����4����� 4





1

2
0 0

0 2 0
0 0 −1



 .

!q�R#¸Ã������¤���G��Ì��|�¸���K�Ó�G���G�#�£���¤����� ED

�������#���G�Ó�¤����«|���¦�¤�#�������|�Â�¤�G��²��G���#�¦¶���¤��Ì��|�K��Ì��|���qÄ ���Å«|�¤�G¢£�����£�³�|�
!x¯�#¸©9¢¦�¤�����A���Ý�¤�£�¤�#�¡²��£�|�G�¤��������¢I*4��¢£�|�|������¢¦�K�8���|�����K�Õ�����¤�¤Ì��|�

(u0, v0, w0) =
(1, 1, 1)

�
!q¢J#£T>�¤�G¢¦�¥���(H&�¥��¢¦����¬��£�¤²��G�4¢¦���¦�Ë���G�������#�Â�¤�G���G¬��G���¤�|�£�����G�����¸¢¦�G�����¤���¥�����4�Â�¤�G�!�¿À�4�����hO4�JH�¬����¤�����¤�£«S���4���-#¦�

V��  ��¢¦���4�������G�����¥�Ó�&�����¤��¢£��¨Ó'|¨

M =





2/3 2/3 1/3
−2/3 1/3 2/3
1/3 −2/3 2/3





�£�����G�¸�&�=�¤���¥¢¦�K�¸¢£�������|�|�K�
X =





x1

x2

x3





�£�
Y =





y1
y2
y3





�����G�����4�|��� ���
�����À�¤�£�#�

M · X = Y
�£� ��'�«|�¤���#�����Ó�·Ä ���4¢¦���|�3�|�

X
�£��±}���4¢¦������� ��� ���G¢£���4��#�£�Ó¯|�¤�

Y
�K©>�Ó�|�G���|���¤�9Ì��|�9�¥���&�=�¤���¥¢¦�

M
�K�À�J���3¬��£�³����¯|���8�¦�J�|���|�|�G�0�¥���&�=�¤���¥¢¦����3¬��£�³���

M−1
�

¨|��µ3���Â�
A
�¥���&�=���¤�¥¢¦�

M ·D ·M−1
�

!q�R#� ¡���¥¢¦�|���£���¥���&�=���¤�¥¢¦�
A
�
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!}¯�#�V$�G���4���¤���|���¥�¸���G�����������

A = M · D ·M−1
Ì��|�����Ó�¤����«|���¦�

(Xn)
��«|«s����¶�¤���G���S% EA

���Õ�¦�����G�|���G�#�£�������Õ���Ó���¤��«4���£�
(X ′

n) = (M−1Xn)
��«|«s���������£���% ED

!x¢£�¦�����&Ì��|�G��������� «s�G�������Ó���³�������G���¤���s��¢£���|�s�������¤�Ë�����¤�G���|���¤���������¥�Ì��|�K�À�¤�����¸«|�¤�G¢£�G���G�����-#¦�
!x¢J#¸©>� ���G���4���¤�o�·Ä �('�«|���K��������� ���o�·Ä �£���£�#�£���

(Xn)
��� EA

�|�o«|�¤�£�#���£���¤�£�¤�#�
(u0, v0, w0) = (1, 1, 1)

�
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â ãåä6æèçSéoêÅë â

ã òañåä b Ymhð]ab ]jñ c ] c æmh�ä Y\XZY\e�[�e9cðò

��� v�u���w���vEk�� µ3���Â�
A,B,C

�¤�������������4��¶ �£�4���£�Ó¯|���K�Ý�|�
Ω
�

����Ã��������¤�£��Ì��|�
(A ∪ B) ∩ C ⊂ A ∪ (B ∩ C).

V|��Ã��������¤�£��Ì��|�
(

(A ∪ B) ∩ C
)

∪
(

(A ∪ C) ∩ B
)

⊂ A ∪ (B ∩ C).

¨4��µ3�����
Ω = {0, 1} °������|�|�£���4�Å�('��£�#«|�����|� A ° B �£� C ���G�,Ì��|�

(

(A ∪ B) ∩ C
)

∪
(

(A ∪ C) ∩ B
)

6= A ∪ (B ∩ C).

��� v�u���w���vQÆ1�n�D���<v3ÈGÒGwqÐsyÚ�JvY��ÐX�0u=È��
��������«|«S�£���£���·Ä �('3«4���K���������������|���Ë¯|�¤�Ë�*Ä ���¤�³���|²��£�#�£���¤�����

p
�£���£�#�£���¤��«4���¤�#�

n
°�¦�������|���Ë¯|�¤������¢¦���Ó¯|���4���¥�����4�A���

p
�£���£�#�£���³��«4���¤�#�

n
�

V|��Ã��������¤�£�A�¥��±}���¤�Ë�|����«s���|�������4���Ë¯4�����*Ä ���¤�¤���|²��G�#�£���¤�G�

��� v�u���w���v Îl�
��������«|«S�£���£���¥�#����Os�|�Â�¤�������*Ä �4�|����«|«4���¥¢£���������Å���=¿À�K¢Á�¤��¬������

E
�4���4�

F
�

V|�  �����|«4«s������Ì��|�
E
�K�À�EO4�|�<�|�Ë¢£���¤�����4���

k
�¦�
F
�G���
O4�|�Õ���Ë¢G���³�����4���

n
�1[$�|�£��G���������|���Ë¯|�¤���*Ä ��«|«|����¢G�=�¤�����4�A����¿À�G¢Á�¤��¬��G�����

E
�|���4�

F
\

¨4���Gº
«S�£�³�����|�|�K��¬��£�|���£�����£Ä ���¤�������$���|�$�4��¯4���4¢Ó�|�Ó»¸«|����¢¦�K�����£�4���G���G��� 4 »¸�GÄ ����¶�������G���Ý�¦�`6Ë���K�À�¤�£���Ý���G¯s�����G�wV$��¢£���Ë¯4���G�
����±x�Rç¦���s�9���hQS�G���G�����G�Ý¢¦�K¢¦�S«s�G����¶ ���T���±x��������\�!�¿À�4�����hO4�(HË¬����¤�����¤�£«S���4���-#¦�
V��
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C
�E� v�u���wF��vè5��1 ��¢I*|�������Â������*4�������¤�&�4��¢£�����P%#Ì��4�����¤��¢I*|�hQT���K�£��Ã������G���¥���G���qÄ ��'3¶«s�G�����£�s¢¦�������G���������¤��¢£���¤���K��«S���4�4�������$�¦��¢£����¢£�|���G�A����«|�¤��¯4��¯|�������������K�A�£¬��G�|�£�#�G���³�����4�Â¶¬=�����¤� 4¼ 4Ré ���K��Ì��4�=�¤����¢I*|�hQS�¤�G���������A�����4�����¥�À�¤���s¢Á�¤�BênkK 4áé ���G��Ì��4�����¤��¢I*|�hQT���K�����������³���|²��G�¡«4�������³�����������¤��¢¦���£�#�G����¢£�������¤�¤�����Bê�k  4Ré ����«|�¤�3�|�|�Â���|�G��Ì��4�=�¤����¢I*|�hQT���K�A�G���A«s�����Bê�!}½¾�4� 4 ¢G���¥¢¦�|���£� P(C̄)

#mk
V 4lé ���Q¢¦���Ë¯|���4���¥�����E�|��¢£���#«s�����¤�ÅÌ��|�����G�j'�¢I*|�hQS�¤�G�#���¥�������4¢Á�³�Y!ëT8���&�('3�G�#«|��� 4�K¨|����°T�G¨�¨4��°�¨�¨�¨|��°S�G�£�I#ÌêÁ�

�E� v�u���wF��v ~1� µ3���Â�
E = {1, · · · , n} �  �
�����$*4���Â�¤���|�¦���G���#���|�£�&�����|���Ë¯|�¤������&���|���£�¤�Ë�������G¢£���#«s�����G�
E
�G���¥�
�¤�£�|�|�������|�Ë�¤���������£�4���£�Ó¯|���K�����¥�x¿À�������³�

P,Q
�¦�
R� �������A�¤�G��«s�K¢Á����¬��G�#�£���

p, q
�¦�
r
�G���G�#�£���¤�G°|�>r

p+ q + r = n
�

���  � «s�����
F = P ∪ Q °ÕÌ��|�£�A�G���Ó�4���Ë¯4���Å�*Ä �G���G�#�£���¤����� F \�V$�¦�¤�£�¤�����|�G�Ó����|���Ë¯|�¤�������&���|���G���K��«S���¤����¯|���G�����Ó���G¢£���#«s�����G�

E
�£���¥�#�¤�£�|�|���������

F
�£�$���

R
�

V��
V$�¦�¤�£�¤�����|�G�¡�����|���Ó¯|���������&���|���£�¤�$�������K¢¦���#«S�����£�
F
�£�Å�¥���¤�£�|�|�����Å���

P
�¦����

Q
°|¢¦�G�����£�j'¸�£�4���£�Ó¯|���K��� �������

p
�¦�
q
�£���£�#�£���¤�����K��«S�G¢¦����¬��£�#�G���K�

¨|�A©>�¸���G���4���¤��°��£�&±}���4¢Á�¤�����
���
p, q

�£�
r
°������4���Ë¯4�����|���&���|���£�¤�G�>�|�$���K¢¦���#«S�����£�

E
�£�

P ∪Q ∪ R �

�E� v�u���wF��v_N��
���
V$���|�4�£�#�����4�����G�����4�����³�=������� ���
�|���Ë¯|�¤�o�*Ä ��«4«|���¥¢£���������4�Ó�*Ä �|�E�£�s���G�Ë¯|���,%

p�G���G���G���¤���|���4�A�|���£�s���G�Ë¯|���S%
q
�£���£�#�G���³�£�

V��  �.¬��G���
¢£����¢£�|���G�&�����4���Ë¯4�����*Ä �£�������£�³�#�4�=�¤�|�¤�£�¥�&���
n
¢I*|�hQT���K�&¢¦���#«S�����¤��������G�j'Å¢£���sÌ
��'|��¢Á���G�#�£���G�

!q�R#  �Å���|«|«S������Ì��|������«4���G�����£��¢I*4��QT�����K�À���|��¢¦���4ÌS�
�·�E[$�|�£�0�G���A�����|���Ë¯|�¤���|��«s��������¯4�����Â�¤�G������«4����¢¦�£���������£�$'3���£�#��¢£���4Ì&\
���·��¼�«|«4���¥Ì��|�£�Ý����Ì��|�K�À�¤��������«s���|�Ý�|���|�|�G�>�����|���Ó¯|�¤������«S���¤����¯|���������K�9���«|�¥��¢¦�G�����K�

n− 2
¢I*|�hQS�¤�G�A�¤�G���¤�����³��\

�����·�A©>�
���G�|�|���¤�Å�����|���Ë¯|�¤�Å�,Ä �G���¤���G�¤�#���
n
¢I*4��QT���K�&¢¦����«S�����¤���������G�j'¢¦���4Ì
�£��¢¦�����#�G�^ç£������«4���A�|��¢¦���4ÌS�
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