Université Paris Sud Prépa agrég : option B

Résolution des systémes linéaires

Méthodes directes pour résoudre Ar = b

Cadre. On cherche les vecteurs z € K" solutions de Az = b, avec A € M, (K) et b € K" (avec K =R
ou C).
— Si A est inversible, alors, il existe une unique solution z = A~1b
— Si A est non inversible et si b € Im(A) alors, il existe une infinité de solutions (qui différent d’un
¢lément de ker(A))
— Si A est non inversible et si b ¢ Im(A) alors, il n’y a pas de solution.
Nous nous restreindrons par la suite au cas ou A est inversible.

Proposition 1. Formules de Cramer. (p.80 [Cial, Prop.5.1.1 [AK]) Soit A € M, (K) inversible et
a1,y an € K™ les colonnes de A :
A = (a1]az|...|an).

Soit b € K". Alors l'unique solution x € K" du systéme Ax = b est donnée par x = (x1, ...,x,) avec

o det((ay|...]a;i—1|blajt1]...|an))
’ det(A) ’

Vie{l,..,n}.

Remarque 1. Les formules de Cramer sont trés peu adaptées au calcul sur ordinateur puisque calculer un
déterminant est trés codteux (le cout d’un déterminant n X n est ¢, = n(l 4+ cp—1) > nep—1 done ¢, > nl!
et nous devons évaluer n + 1 déterminants donc le cott des formules de Cramer est de 'ordre de (n+ 1)!).

(Ch.5 [AK]).

Remarque 2. Les méthodes directes reposent sur une décomposition de la matrice A en A = MN ou M
est facile a inverser (triangulaire ou orthonormale) et N est triangulaire. On aura donc

My =b,

Ax:b<:>MN$:b<:>{
Nx =y.

I1 faut donc savoir résoudre le systéme Az = b lorsque A est triangulaire inférieure (ou supérieure) :
c’est l'algorithme de descente (ou de remontée).

Proposition 2. Algorithme de descente. (p. 89 [Ser|) Soit A triangulaire inférieure et inversible (i.e
Qi g #0,Vi € {1, ,n})

a1,1 0 0
az1 agzo 0
A pu—
0
an1 An2 ... Qpn
La solution © de Ax = b est alors donnée par
b1
xr1 = )
a1
i—1
bi — D1 i jT; .
T; = ,  pouri € {2,..,n}.

Qg i

Remarque 3. Si A est triangulaire supérieure, on trouve x,, en premier puis on en déduit Tn_1,Tp—2, ..., L1,
il s’agit de lalgorithme de remontée. (§4.1 [Ciaf).
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1 Méthode de Gauss

1.1 Opérations élémentaires sur les lignes

Remarque 4. Matrices de dilatation. Pour A € K* et p € {1,...,n}, la matrice de dilatation Dy(\) est
définie par

1 p 0
+
1
Dp(\) = A <~ D
1
0

Pour toute matrice M € M,,(K), la multiplication & gauche par la matrice Dp(X) multiplie la ligne p de M
par A.

Matrices de transposition. Pour (p,q) € {1,...,n}%, la matrice de transposition Py, (cas particulier
d’une matrice de permutation) est définie par

1 D q

{ 4
1
0 1 <« »p
1
Ppq =
1

1 0 « ¢

1

Pour toute matrice M € M,,(K), la multiplication a gauche par la matrice de transposition P, inverse les
lignes p et q de la matrice.
Matrices de transvection. Pour (p,q) € {1,...,n}? et A\ € K* on appelle la matrice de transvection,

la matrice sutvante
1 q
' {

1

Pour toute matrice M € M,,(K), la multiplication & gauche par la matrice Ty 4(X) change Ly, la p-iéme
ligne de M, en L, + ALy.

Proposition 3. La matrice de transvection T, 4(A) est inversible, d’inverse Tpo(A\) ™1 = Tpq4(—=N).

Définition 1. On appelle opération élémentaire sur les lignes une application de la forme M, (K) > M —
UM ou U est une matrice de transvection, transposition ou dilatation.

1.2 La méthode de Gauss

Théoréme 1 (Thm 4.2-1 [Cia|, Thm 6.1.1 [AK]). Soit A € M,(K) (inversible ou non) alors il existe (au
moins) une matrice M € Gl,,(K), produit de matrices de transposition et de transvection, telle que M A soit
triangulaire supérieure.
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Remarque 5. Pour obtenir que M A soit une matrice triangulaire inférieure, il faudrait raisonner sur des
opérations élémentaires sur les colonnes.

Démonstration du Théoréme 1. L’idée est de construire en n — 1 étapes une suite de matrices A° ayant
toutes des zéros en dessous de la diagonale dans les ¢ premiéres colonnes.

Initialisation : On pose A% = A.

Etape 4, 7 > 1 : On suppose qu’a la fin de I’étape i — 1, on a construit une matrice A*~! telle que

Aijjl =0, si k> j, pour tout j € {1,...,i — 1}.
Les coefficients de A*~! sont bien nuls au dessous de la diagonale dans les i — 1 premiéres colonnes.

*

A1 Al

K 'Ll
Pl
0 AHL@' *

Al

in,t
e Si A est inversible.

1. Si Aﬁ;l = 0, on choisit 7 > ¢ tel que Aj-_il # 0 (un tel j existe puisque sinon, la i-éme ligne serait
combinaison linéaire des 7 — 1 premiéres lignes et la matrice A ne serait pas inversible). On choisit
ce A;_Z-l comme pivot et on échange les lignes i et j de A*! : L; <> L;.

Du point de vue matriciel, cela revient & multiplier la matrice A*~! par la matrice de transposition
P;.;- On notera P* cette matrice : P* =P, ;.

. Cor . pi—1 g1 . . - i—1 N
) (3] )
(par la suite Lj;, L Ai,i Aj’z- seront les lignes et les coefficients de la matrice A" aprés cette
étape de permutation).
) Al . .
2. On fait la somme de chaque ligne L; de A1 avec —Agfl L; pour j >1

i—1
L;j— Lj— ﬁL Vi > i.

Du point de vue matriciel, cela revient & multiplier A*~! & gauche par une somme de matrices de
i—1

. Al . _
transvection 7., ﬂ’l(—Aﬁ—fl) Notons E* cette matrice

1
0
n A=t A}—l
i _ > 2ty i+l
B = Z Tja(= z’—l)_ —— 1
= Al Aii
0 :
A
! 1

A la fin de I’étape i, nous obtenons une matrice
A'=F'P'AT = E'P'..E'P'A.
i—1

Jit
cas, la matrice A" est déja sous la forme souhaitée et on pose P! = E' = I,,, la matrice identité.

e Si A est non inversible, alors les éléments A j > 1, sont tous égaux & 0 pour au moins un ¢. Dans ce
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A la fin des n — 1 étapes : on aura obtenu une matrice

At = prtprml pPTA

triangulaire supérieure.
On pose M = E"~1p»=1  E'Pl et on a
e M A triangulaire supérieure par construction
e M inversible et det(M) = £1 selon le nombre de permutations de deux lignes effectuées (det(M) = 1 si
le nombre de permutations est pair et det(M) = —1 si ce nombre est impair). O

Remarque 6. Attention, en pratique, on ne calcule pas les E' et P' (et on ne les stocke pas méme si ce

sont des matrices creuses!), on implémente directement la transformation sur les lignes L;.

Pour résoudre Az = b, il suffit de résoudre A" 'x = Mb par 'algorithme de remontée (pour calculer Mb,
ATt

on effectue les mémes opérations d’échanges de lignes et de multiplications par *Aqﬂ sur le vecteur b). Si A

1
n’est pas inversible, on pourra toujours écrire la décomposition A" tx = Mb, mais il n’y aura pas forcément
de solution.

2 Décomposition LU

Objectif. Décomposer la matrice A en produit de deux matrices triangulaires, et ainsi ramener le
systéme Ax = b & la résolution de deux systémes triangulaires.
Nous verrons que cela revient & appliquer la méthode de Gauss sans I'étape de permutation des lignes
(puisqu’on suppose des hypothéses supplémentaires sur la matrice A).

Définition 2. Soit A € M,,(K). On appelle sous-matrice d’ordre k de A la matrice AF € My(K) construite
a partir de A par
Afi] :Ai’j7 V(Zvj) € {1,...,k}2,

On appelle «mineur principaly d’ordre k de A le déterminant det(A¥).

Théoréme 2 (Thm 4.3-1 du [Cia|, Thm 8.1.1 [Ser|, Thm 6.2.1 [AK]). Soit A € M, (K). Si toutes les
sous-matrices A* d’ordre k de A sont inversibles alors il existe un unique couple (L,U) de matrices avec
L € M, (K) triangulaire inférieure a diagonale unitaire (i.e L;; = 1) et U € M,,(K) triangulaire supérieure
tels que A = LU.

Remarque 7. L’appellation «décomposition LU » vient de la forme des matrices
L = "lower triangular matriz” et U = "upper triangular matriz”.

Remarque 8. En particulier, si A est une matrice symétrique définie positive (i.e x7 Ax > 0 pour x # 0)
alors A vérifie bien les hypothéses du théoréme de décomposition LU : det(A*) # 0 pour tout k € {1,...,n}
(on a méme det(AF) > 0 dans ce cas particulier, la preuve se trouve a Uezercice 4 p.247 [Gou)).

Démonstration du Théoréme 2. Unicité : Supposons (L1,U;) et (La, Us) comme dans le théoréme 2. On a
donc

A= LUy = LyUs. (1)

Pour j € {1,2}, (L;)i; = 1 et L; est triangulaire (inférieure) donc L; est bien inversible. De méme, A = A"
qui est bien supposé inversible donc U; = L;lA est bien inversible pour j € {1,2}. L’équation (1) implique
donc

Ly Ly = DUyt

Comme Ly L1 est triangulaire inférieure et UsU 1 ! est triangulaire supérieure, on a que Ly 1L et UsU 1 !
sont diagonales.
Mais L1 et Lo sont & diagonale unitaire donc Ly 1L est, elle aussi, & diagonale unitaire. Donc

Ut = L5y = 1.
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Ainsi L1 = Ly et Uy = Us, d’ott 'unicité de la décomposition.

Existence : Supposons que, au cours de l'algorithme de Gauss, il n’y ait pas besoin de changer de pivot
(i.e Aﬁ;l # 0, tous les pivots naturels sont non nuls). On montre alors avec la méthode de Gauss que
la matrice A1 = E""1...E'A (pas besoin des matrices de permutation P?) est une matrice triangulaire
supérieure, avec la matrice E* définie précédemment a I’algorithme de Gauss.

Soit

U=A""let L= (E""..EY)

Alors, U est triangulaire supérieure et A = LU. Il nous reste & vérifier que L est une matrice triangulaire

inférieure & diagonale unitaire.
i—1
Par définition de E*, on a E* = Z;L:Z 41 7}1(—#) D’aprés la proposition 3, on montre facilement que

,T

E" est inversible, d’inverse

(EY =3 T ( Ai’l)

j=i+1 1,0
1
0
1
i—1
— Aiﬂ;’ 1
0 :
i—1
A:L,i 1
Al

Ainsi, en notant C} la k-iéme colonne de la matrice (E*)~!, nous avons

1
x 1 0
n— -1 _ _ n—1y\—
(BB = (BTN E) (BT = o) a2
* k% 1

* % % C’”:ll 1
La matrice L est donc triangulaire inférieure et L;; = 1,Vi € {1,...,n}.
Montrons que tous les pivots «naturelsy sont effectivement non nuls : Il faut montrer (par récurrence

sur k) que hypothése det(AF) # 0 pour tout k € {1,...,n} implique que les pivots de chaque étape sont
non nuls.

e Initialisation : Pour k = 1, det(A') # 0 signifie que A%l = Ay1 # 0. Donc le pivot de la premiére
étape A(1),1 est non nul.

e Soit i € [1,n]. Supposons I'hypothése de récurrence : «det(AF) # 0, ¥k = 1,...,4 — 1 implique que
tous les pivots jusqu’a 'étape i — 1 sont non nuls.» Alors montrons que «si det(A¥) # 0,Vk = 1, ...i alors le
pivot de I'étape ¢ est non nul.»

Puisque det(AF) # 0 pour tout k € {1,...,i — 1} (entre autre), on a pu construire par hypothése de
récurrence une matrice A*! telle que

AT =pl E'A

C’est-a-dire

* 1
] | *
* C*l 1 ' At
A S - A
0 Azliz * x % Cf:ll 1
: x % * 0 1 % %
i—1 * % * 1
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En posant M*~! = Ei~'._ E', on a donc en considérant les matrices précédentes par blocs

(0 (e ) )

On a donc : det (A’) det(Mi_l)Lm’i = det(Ai_l)L,_.ﬂ-. Puisque det (A’) = 0 par hypothése et det(M"_l)Lm,i =
1, alors det(Ai_l)l,,_’i est lui aussi non nul.

Or det(A*1), ;= H;Zl Aé.jjl = H;’:l A;;l = 0 Donc Aﬁ;l =% 0 et ainsi, le pivot de I'étape i est bien
non nul.

O

Remarque 9. Lorsque la matrice A est tridiagonale (et qu’elle vérifie les hypotheéses du théoréme 2) alors
les matrices L et U sont des matrices bandes. (p.85 [Ciaf).

3 Décomposition de Cholesky

Dans cette section, K = R et on se restreindra & des matrices A symétriques définies positives. Pour
de telles matrices, on a vu précédemment qu’une décomposition LU existait, mais il existe une décomposi-
tion «plus simple» dans le sens ot elle ne fait intervenir qu'une seule matrice : la décomposition de Cholesky.

Rappel. Une matrice A est dite symétrique définie positive si et seulement si x7 Az > 0 pour tout x # 0
(la forme quadratique définie par A est strictement positive).

Théoréme 3 (Thm 4.4-1 [Cia], Thm 8.2.1 [Ser|, Thm 6.3.1 [AK]). Soit A € M, (R) symétrique définie
positive, alors il existe une unique matrice B € M, (R) triangulaire inférieure avec des éléments diagonaux
strictement positifs telle que A = BBT.

Remarque 10. Attention, ne marche que si A est symétrique définie positive !

Démonstration du Théoréme 3. Existence : La matrice A étant symétrique définie positive, ses mineurs
principaux sont tous strictement positifs (voir remarque 8), elle admet donc une décomposition LU.
On a donc

* Uin
A 1 0 Uspo *

1 )

En regardant les blocs en haut a gauche de chaque matrice (argument déja utilisé dans la preuve de la
décomposition LU) nous avons ’égalité des déterminants

H Ujvj = det(Ai) > 0.
j=1

Donc par récurrence, chaque U;; est strictement positif, on peut donc définir la matrice (inversible) D
suivante :

D= diag(\/ULl, \/U272, ceny \/Un,n)-

Ona A= LD D™'U.
N~ S——
=B =C

Montrons que C' = BT : Par hypothése sur 4, on a A = AT et en méme temps A = BC. Donc

BC =0"B" = (c)"'B=BTC"".
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Or (CT)~!'B est une matrice triangulaire inférieure et BT C~! est une matrice triangulaire supérieure. Ainsi
(CTY™1B et BTC! sont toutes deux des matrices diagonales.
Or nous avons, pour tout ¢ € [1,n],

Bi,i = \/Ui,i (puisque Lz‘,i = 1)

et
Ui,z

1
Cii=D;; Ui; =

)

Usi;.

vV Uz,i B 7

Donc (CT);; = \/Ui; et (C'T);i1 = \/%, pour tout ¢ € {1,...,n}.

Ainsi nous obtenons

n

(CT)'B)is=> (CT);} B,

I
Eoad
—_

(C’T);le;m (car B est triangulaire inférieure)

1

i

CT); ! Bii (car (CT)~! est triangulaire supérieure)

—_ o~

Donc CT = B et ainsi la matrice A se décompose en A = BBT.

Unicité : Supposons qu'il existe deux décompositions de Cholesky de la matrice : A = B; BT = BQBQT .

On obtient ainsi By 'B; = BY(BF)~! avec B, 'B; une matrice triangulaire inférieure et BI (BY)~!
une matrice triangulaire supérieure. Donc ces deux matrices sont en réalité diagonales et on note D cette
matrice diagonale : B;lBl =D — By =ByD.

La décomposition de Cholesky donne BoBY = A = BiBf = (ByD)(B2D)T = Bo(DDT)BI. Ainsi
DDT =1, (donc D;; = +£1) et 'hypothése que les coefficients diagonaux de B; et de B sont strictement
positifs implique que D = I,.

Nous avons donc prouvé que By = By D = Bs, d’ot 'unicité de la décomposition de Cholesky. O

Remarque 11. En pratique, on ne calcule pas la factorisation de Cholesky & partir de la décomposition LU
comme fait dans la prewve précédente, mais on la calcule directement & partir de la matrice A (voir p.88

[Cial ou §6.3.1 [AK]).

Remarque 12. [l existe une décomposition de Cholesky lorsque A est une matrice hermitienne définie
positive (K = C). Les coefficients de la matrice B sont alors complexes sauf les coefficients diagonauz (qui
restent réels positifs). (p. 96 [Ser]).

4 Factorisation QR

Principe. C’est la décomposition de A en une matrice unitaire @) et une matrice triangulaire supérieure
R. L’avantage de la décomposition QR c’est qu’elle s’applique a toutes matrices (pas de contrainte sur les
mineurs principaux comme pour LU ni sur le caractére symétrique défini positif comme pour Cholesky).
Cette méthode peut méme s’appliquer sur des matrices non carrées. L’inconvénient de cette méthode est
qu’elle est «moins efficace» que les décompositions LU ou de Cholesky (car @) est une matrice unitaire et
non triangulaire).

Définition 3. Une matrice Q € M, (R) est dite orthogonale (ou unitaire) si et seulement si Q= = Q7.
Une matrice Q € My, (C) est dite unitaire si et seulement si Q71 = Q* = Q"

Théoréme 4 (Thm 4.5-2 |Cia|, Prop 8.3.1 [Ser|, Thm 6.4.1 [AK]). Soit A € M, (K) inversible. Alors
il eziste un unique couple (Q, R) avec Q wunitaire, R triangulaire supérieure a diagonale positive, tel que

A=QR.

Année 2017-2018 7 clementine.courtes@math.u-psud.fr



Université Paris Sud Prépa agrég : option B

Remarque 13. Résoudre le systéme Ax = b revient alors a résoudre Rx = QTb au moyen d’un algorithme
de remontée.

Démonstration du Théoréme 4. 11 existe une preuve de la décomposition QR se basant sur le procédé d’or-
thonormalisation de Gramm-Schmidt dans C™ (p. 97 [Ser], p.117 [AK]). Mais nous lui préférerons la mé-
thode de Householder développée ci-aprés (puisque c’est elle qu’on codera en pratique). Cette méthode de
Householder consiste & multiplier la matrice A par une succession de matrices unitaires (les matrices de
Householder) pour rendre A progressivement triangulaire supérieure. O

Remarque 14. Lorsque la matrice A n’est pas inversible, il existe une décomposition QR mais elle n’est
pas unique (p.98 [Ser]).
4.1 Algorithme de Householder

Pour simplifier, on prend K = R dans ce paragraphe mais 1’algorithme marche aussi dans C.

Définition 4. Soit v € R"\{0} (vecteur colonne), la matrice de Householder associée a v est définie par
20T
[lol[2

Remarque 15. Le vecteur v étant un vecteur colonne, v’ est un vecteur ligne. Le produit vu® est donc une
matrice n x n dont le coefficient d’indice (i, j) s’écrit v;v;.

H,=1, — € M,(R).

Remarque 16. Siv =0 € R", alors Hy = I, (la matrice identité est donc considérée comme une matrice
de Householder).

Proposition 4 (Lem 7.3.1 [AK], Thm 4.5-1 [Cia]). Soit v € R",

e [a matrice de Householder H, est symétrique et orthogonale.

e Soit e; le i°™ vecteur de la base canonique de R™, on a Hyi|p|le;v = Fl|v|le; (attention, au changement
de signe).

Démonstration de la proposition 4. e Le coefficient d’indice (i, ) de la matrice H, vaut

20,V
- ; = (Hv)j,i'

(Hy)ij = 0ij —

1e

Ainsi la matrice H, est bien symétrique.
e Puisque H, est symétrique, nous avons

HA" =i = (1, Hle) (1~ Tie)

_q - (va)(va)
HUH2 [loll*
I 40T o(vTo)T
vl [loll*
Puisque v’v = ||v||?, nous obtenons

4ovT do||v|)P0”
[lolf? [loll*

HHT" =1, —

Ainsi, HHT = I,, et H est bien une matrice orthogonale.

e Soit e; le ™M vecteur de la base canonique de R™, nous posons w = v + ||v||e;. Alors soit w est le vecteur
nul et dans ce cas Hyv = v (d’aprés la remarque 16). On a alors H,v = v = w F ||v||e; = F||v||e;.

Soit w est un vecteur non nul, dans ce cas,

2ww” 2w E|lle) (v ollv) 2w [[vlleq)([v]* < [[o]]v:)

H,v=v— = =
b |Jwl]? [[v =+ [[v]|e:]] v £ [|v]]es][?
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Or ||v £ ||v]|es||? = 2||v||? £ 2||v||vs, donc

Hyv = v — (v |[v]le;) = F[ollei.

Algorithme de Householder. (p.138 [AK], p.91-92 [Cia])
Etape 1 : On pose A! = A. Soit a; € R” la premiére colonne de A'.

Q@
0
— Sia; = | .|, onpose H' = I,,.
0
— Sinon, on pose H! = a1-+la1]ler (ot ey est le premier vecteur de la base canonique de R™).
—[la][ =
0 *
On définit A% = H' A qui est donc de la forme . d’aprés la proposition 4.
: * *
0 *

Etape k : On suppose qu’a la fin de 1’étape k — 1, on a obtenu A* ou les k — 1 premiéres colonnes sont
nulles sous la diagonale

*
*
k
Al k
AF =
0 *
*
Alk
On considére aj, = : e Rk,
A
o
0
— Siap=| .|, onpose H* =1I,.
0
I 1 0
— Sinon, on pose HF = , ou e1 est le premier vecteur de la base canonique de
0 Hak+\|aklle1
Rr—(k—1)
On définit A1 = HFA* qui est bien de la forme souhaitée : la colonne k est nulle sous la diagonale.
k
Ai’k
A
K :
En effet, la k iéme-colonne de A*+! vaut : = ﬁ*lvﬁ , (et les k — 1 premiéres colonnes
k
A1k 0
Hayt[lag]|er Ok :
0
sont inchangées).
A la fin de n — 1 étapes, on a une matrice
A" = H"..H'A
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triangulaire supérieure, donc
A= (H"..H) " A",
O N~
—Q =R
avec () orthogonale car chaque H* D'est (voir proposition 4) et R triangulaire supérieure.
Pour imposer aux coefficients diagonaux de R d’étre tous positifs ou nuls on pose D la matrice diagonale
telle que D;; = £1 pour que R = DR avec R une matrice triangulaire supérieure a diagonale positive.
Alors Q = QD est encore une matrice orthogonale et A = QR.

Remarque 17. Nous n’avons pas encore utilisé le caractére inversible de la matrice A (il sera primordial
pour l'uncité des matrices Q et R). La décomposition QR eziste donc pour une matrice A non inversible (et
non carrée).

Démonstration de 'unicité de R et QQ dans le cas ot A est inversible. Si la matrice A est inversible, on
peut imposer a la matrice R d’étre a diagonale strictement positive et dans ce cas, R sera inversible. Soit
deux telles décompositions Q1R et Q2Ry (avec Ry et Ro inversibles a diagonale sctrictement positive) :

A= Q1R = Q2Ry.
On aQIQ; = Rngl. Notons T cette matrice, on a
T'T = Q?Qz@ripéh = I, puisque Q); est orthogonale.

Or R; est triangulaire supérieure, donc 7' I'est aussi. De plus on a (Ry);; > 0 et (R2);; > 0 donc T;; =

ngg“ > 0. L’égalité précédente n’est donc rien d’autre qu’une décomposition de Cholesky de la matrice

identité. Par unicité d’une telle décomposition, on a T' = I,, et donc Ry = Rs. On en déduit alors facilement

que Q1 = Q2.

O
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Résolution des systémes linéaires

Méthodes itératives pour résoudre Ar = b

Cadre. Les méthodes directes donnent des solutions exactes de Az = b mais le calcul est souvent assez
coliteux (par exemple si la matrice est pleine ou si elle est de grande taille). L’idée des méthodes itératives
est de construire une suite de vecteurs (xj)r € K" qui converge vers la solution « de Az = b.

Remarque 18. Les méthodes itératives que nous étudierons ici sont toutes basées sur une décomposition
de la matrice A en A = M — N avec M une matrice inversible (et facilement inversible, par exemple M
diagonalisable ou M triangulaire). On a alors

Ar=be (M —N)x =10
< Mx=Nzx+b
Sa=M"'Nz+ M1
Cette forme suggére d’étudier les points fixes de la fonction

ye K — M *Ny+ M 'b.

5 Principe des méthodes itératives

Définition 5 (Def 8.1.1 [AK]). Soit A € M,,(K) une matrice inversible (pour que la matrice M soit elle-
aussi inversible).
e Une paire de matrices (M, N) avec M facilement inversible satisfaisant

A=M-—-N

est appellée une décomposition réguliére de A.
e La méthode itérative basée sur la décomposition réqulicre A= M — N, M, N € M, (K) est donnée par la
suite

(2)

xg € K"* quelconque,
Tpy1 = M Nz + M.

e La matrice B= M"'N est appellée matrice de la méthode itérative.

Remarque 19. Si la suite (xg)r admet une limite x alors cette limite sera forcément solution de Ax = b
(par Uunicité de la solution puisque A est inversible).

Définition 6. e La méthode itérative est dite convergente si Vxg € K", la suite (xp), définie par (2)
converge.

e On appelle Uerreur a litération k la différence ey, = ||z — z||.

o On appelle le résidu a litération k la valeur ry, = ||Azy — b|].

Une question a se poser en pratique est de savoir quand arréter la méthode itérative (on parle de critére
d’arrét). En toute généralité, il faudrait arréter la méthode lorsque Uerreur ey est petite, mais on ne connait
pas x ce qui rend ce critére d’arrét inutilisable. La convergence en pratique est déterminée grace au critére
d’arrét sur le résidu ry,.

Théoréme 5. Critéres de convergence. (Thm 8.1.1 [AK], Thm 5.1-1 [Cia|, Prop 9.1.1 [Ser]). Soit la
méthode itérative donnée par la suite (2), de matrice B = M~'N. Alors, les trois propositions suivantes
sont équivalentes :
e [a méthode itérative converge,
e le rayon spectral de la matrice B vérifie

p(B) <1,

e on a |||B||| <1 pour au moins une norme matricielle ||| - |||.
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Rappel. Le rayon spectral p(A) d’'une matrice A est défini par p(A) = rr[}axﬂ\)\i\ ou les )\; sont les
i€[l,n

valeurs propres complexes (comptées avec multiplicité) de la matrice A.
De plus le rayon spectral vérifie les deux inégalités suivantes : (Thm 1.4-3 [Cia|, Prop 3.1.4 [AK], Cor
4.4.1 [Ser])

1. Pour toute matrice A € M,,(K) et pour toute norme matricielle |||- ||| sur M, (K), on a p(A4) < |||A]]].
2. Pour tout € > 0 et pour toute matrice A € M,,(K), il existe une norme matricielle ||| - ||| (qui dépend
de A) telle que |||A||| < p(A) + €.
Démonstration du rappel. ® Soit A € M, (K) et ||| - ||| une norme matricielle. Si la norme est subordonnée
a une norme vectorielle, alors |||A||| = sup %. Soit A € K" tel que |A\| = p(A) et soit u un vecteur
z€K"\{0
propre associé. Alors on a p(A)||ul| = || Aul| i |}iAu|| < |A||]-[|w]]-
Si la norme est non subordonnée & une norme vectorielle. On prend A € K" et u comme précédemment.
On choisit aussi un vecteur v € K" tel que uv* # 0 € M,,(K). Alors |A||||uv*||| = ||| uv*|]] = |||Auv*||] <
| A]-[[|luv*||| (car ||| - ||| est une norme matricielle).

e Soit A € M, (K). Il existe U inversible tel que U AU = T ou T est une matrice triangulaire avec T} ;
les valeurs propres de A, pour i € {1,...,n}.
Soit & > 0, on définie la matrice Ds diagonale suivante Ds = diag(1,d, 62, ...,6""!) et on montre que

T171 (STLQ ... (Sn_lTLn
TQ’Q (5T2,3 A 5”72T2’n
(UDs) ' A(UDs) = ' :
0 :
Ton

)

Définissions la norme suivante :

n
1141l = |UDs) " AW Ds) |l = max S~ |(UDs) AU D).
b j:l
Soit € > 0 fixé, il ne nous reste plus qu’a choisir § > 0 tel que 2?21 ]53'*11}7]-\ < € et on aura dans ce cas
[Allls < p(A) +e.

O

Démonstration du Théoréme 5. Par définition, la méthode itérative converge si et seulement si, pour tout

zg € K", nous avons x k% x, avec nécessairement Ar = b (soit x = M Nz + M~'b). C'est-a-dire, si
—+o0

et seulement si, pour tout eg € K™ donné, e, =z —x — 0.
k——+o0

Or zj41 = M~ 'Nxj + M~'b ce qui implique que
Tpp1 —x =M 'Nap+ M 'b—2=M'Nay+M - M 'Ne— M b= M Nz — z).

Ainsi, e, — 0 si et seulement si (M~!N)¥*! — 0 (pour une certaine norme matricielle) ce qui
k—400 k—+o00

est équivalent aux deux propositions suivantes :
e p(M~IN) <1,
e |[||[M~IN||| < 1 pour au moins une norme matricielle ||| - |||, d’aprés le rappel précédent.

Remarque 20. Les méthode itératives reposent sur la recherche des points fizes de
F:yeK'w— M 'Ny+M1'b

par la méthode des approximations successives (ou méthode de Picard). Nous savons que cette méthode de
Picard converge si F est contractante ce qui revient & supposer |||[M~IN||| < 1 comme dans le théoréme 5.
1l n’est donc pas étonnant que la méthode itérative converge si et seulement si cette condition est respectée

(voir p.96 [Ciaf).
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5.1 Condition suffisante de convergence pour les matrices hermitiennes définies posi-
tives

Dans certains cas, il n’est pas nécessaire de calculer le rayon spectral de la matrice B pour savoir s’il y
a convergence ou pas. C’est le cas notamment des matrices hermitiennes définies positives, comme expliqué
dans le théoréme suivant.

Théoréme 6 (Thm 8.1.2 [AK]|, Thm 5.3-1 [Cia|, Lem 9.3.1 [Ser|). Soit A une matrice hermitienne définie
positive et M, N telles que A = M — N avec M inversible. Alors, si la matrice M*+ N, qui est hermitienne,
est aussi définie positive, la méthode itérative de matrice M~'N converge.

Démonstration du théoréme 6. Matrice hermitienne : La matrice M* + N est bien hermitienne car A est
hermitienne, donc A = A* soit encore (M — N)* = M — N. Donc M* — N* = M — N donc M* + N =
M+ N* = (M*+ N)*.

Condition du théoréme 5 vérifiée : On montre que si M* + N est définie positive alors, il existe une
norme matricielle ||| - ||| telle que |||[M~1N]|| < 1.

Puisque A est hermitienne définie positive, on peut définir une norme sur K" par ||z||4 = v/ (Az, x).
Soit ||| - [||a la norme matricielle subordonnée & || - ||4. Par définition, on a donc ||[|[M~IN|||4a =
sup ||[M~!Nz||4. Soit # € K" tel que ||z||4 = 1 alors (Az,x) =1 et on a
[zl a=1
IMINz||} = (A(M 1Nx ,M~'Nz)

Az — AM 1Az, x — *1A:17>
Az, x) — (AM ' Az,z) — (Ax, M~ ' Az) + (AM ' Az, M~ Az) .

(
(A(M™Y(M — A)z), M~ (M — A)z) (définition de N)
(
=

En notant v = M 1Az on a Mv = Ax et donc les égalités précédentes deviennent

Av,x) — (Mwv,v) + (Av,v) (car x est choisi tel que (Ax,z) =1)
v, Mv) — (Mv,v) + (Av,v) (car A est hermitienne donc (Av, z) = (v, Ax) = (v, Mv))
M*+ M — A)v,v)

—
—
—((

— ((M* + N)v,v)

Or M* + N est supposé définie positive donc pour v # 0 on a ((M* + N)v,v) > 0 donc

IM7INz||3 =1— ((M* + N)v,v) < 1.

Soit |[|M~IN]|||4 < 1. Le théoréme 5 sur les critéres de convergence permet de conclure quant & la conver-
gence de la méthode itérative. O

6 Meéthodes itératives de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Remarque 21. Ces trois méthodes se basent sur la décomposition de A en les trois matrices suivantes :
Soit A € M, (K). On considére

e D la diagonale de A,

e —F sa partie strictement triangulaire inférieure et

o —F' sa partie triangulaire strictement supérieure

telles que A=D—-FE—-F=D—(E+F)

Année 2017-2018 13 clementine.courtes@math.u-psud.fr



Université Paris Sud Prépa agrég : option B

Définition 7 (Def 8.2.1, 8.2.2, 8.2.3 [AK], §9.2 [Ser|, §5.2 [Cial). Soit A € M, (K) avec une décomposition
en les matrices D, —E, —F comme précédemment. Supposons de plus D inversible (par exzemple, A inversible

suffit).

— La méhode de Jacobi se base sur la décomposition

A=D—-(D-A)=_D —(E+F)
Y

(i.e on ne distingue pas séparément les matrices —E et —F ici). La matrice de la méthode est
J=DYD-A)=1,— DA
— La méthode de Gauss-Seidel est basée sur la décomposition
A=(D-E)—-_F .
—_—
M N

La matrice de la méthode est G = (D — E)~'F.
— La méthode de relazation de paramétre w # 0 se base sur la décomposition

- (o) (50es).

~~

M N

La matrice de la méthode est donnée par G, = (Q — E)_1 (PTWD + F)

w

Calcul pratique. Une itération pour calculer z;1 & partide xj dans ces méthodes est donnée par

Dzxpiq = (D — A)zi +b (méthode de Jacobi),

(D — E)xp41 = Fxp, +b  (méthode de Gauss-Seidel),
D 1—

(— —E)rp41 = (TWD + F)xp +b (méthode de relaxation).
w

Remarque 22. Siw =1 dans la méthode de relaxation, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel. Le choix
de w dans la méthode de relazation est important puisque qu’il permet de minimiser p(Gy,) et ainsi d’avoir
une méthode qui converge plus rapidement.

Remarque 23. Ces trois méthodes sont bien définies si la matrice diagonale D est inversible.
Remarque 24. La méthode de relazation est aussi appelée méthode SOR pour "Successive OuverRelaxation
method".

6.1 Cas d’une matrice A & diagonale strictement dominante

Proposition 5 (Prop 9.3.1 [Ser|). Si A est a diagonale strictement dominante alors la méthode de Jacobi
converge, de méme que la méthode de relaxation pour w €]0,1] (ce qui inclut la méthode de Gauss-Seidel).

Rappel. Une matrice A est dite & diagonale strictement dominante si et seulement si [4; ;| > > ot | A ;.

Démonstration de la proposition 5. Méthode de Jacobi : D’aprés le théoréme 5 des critéres de convergence,
il suffit de montrer que

112~ D 1A\Hoo—ﬁﬁf‘j§ﬂz|f_ )l <1

Or, pour tout (i,75) € {1,...,n}?, on a
Aii
Aii

)

Z Ak =1-D A =1-
_ k=1
(In - D 1A)i,j = n "
ZD pAkj = -2 st

0,8

=0, sii=yj,
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On a donc
Sl —D A= > |5 = T4 > Al <1
j=1 =Ly V=1

La derniére inégalité vient du fait que A soit & diagonale strictement dominante.
Méthode de Gauss-Seidel : Nous rappelons au préalable le théoréme de Gerschgorin (Prop 4.5.1 [Ser])

Théoréme 7. Le spectre d’une matrice B est inclus dans la réunion des disques de Gerschgérin, qui sont
les disques %; de centre b; ; et de rayon Z#i b j|. C’est-a-dire, que pour tout X valeur propre de B, il existe
io € {1,...,n} tel que
A — bioﬂ'o’ < Z ‘bio,j"
J#io
Pour démontrer la proposition 5 dans le cas de la décomposition de Gauss-Seidel, il suffit de montrer,
d’aprés le théoreme 5 des critéres de convergence, que

p((D—E)'F) < 1.

Soit A une valeur propre de (D — E)~!F, alors par définition det(A(D — E) — F) = 0, soit encore
det(AD — (AE + F)) = 0. Ainsi, A apparait comme une valeur propre de la matrice D~}(A\E + F). Le
coefficient d’indice (7,7) de cette matrice D™Y(AE + F) vaut

7/7]

(D'AE+F), =) D (AEy; + Fi.5)
k=1

= D;l.l()\Ei,j + F;j) (puisque D est une matrice diagonale)

1
A (_)\Ai,j)a sie > g,
1,3
= Al (—Ai;), sii<j, d’aprés les définitions des matrices D, E, F.
0, sii=7.

D’apreés le théoréme de Gerschgorin, rappelé précédemment, il existe donc ig € {1,...,n} tel que

A—o0 <> +> |-

Jj<to J>io

Aio»j

20,20

_)\ AiOJ

10,10
Soit encore, en considérant tous les indices ¢ des lignes

A;
A < T/’J
A< ie{l,?.)fn} Z ; Al ‘Au‘
J<i ’

+ZIZ”Z

7>t

L’inégalité précédente fournit |A| < max(|A],1) max {ﬁ > il Aij } .
ie{l,..n} LAiil &I ’

Puisque A est supposée a diagonale strictement dominante, nous obtenons |A\| < max(|A|,1) ce qui n’est
vrai que si |A| < 1. Nous avons donc montré que toutes les valeurs propres de (D — E)~1F étaient de module
strictement inférieur & 1, on a donc bien p((D — E)7'F) < 1. O

Remarque 25. La preuve de la proposition 5 dans le cas de la méthode de relaxation se démontre de la

méme manieére que pour la méthode de Gauss-Seidel en introduisant le parameétre w en plus (une preuve se
trouve p.103 [Ser]).
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6.2 Cas d’une matrice A hermitienne définie positive
Proposition 6. Si A est hermitienne, la méthode de Jacobi converge si A et 2D — A sont définies positives.

Démonstration de la proposition 6. Si A est définie positive alors Dy; > 0 donc D est bien inversible (donc
la méthode de Jacobi est bien définie). De plus, M* + N = D*+ D — A = 2D — A. Le théoréme 6 permet
de conclure quant & la convergence de cette méthode. O

Proposition 7. Si A est hermitienne définie positive, la méthode de Gauss-Seidel converge.

Démonstration de la proposition 7. Nous allons utiliser le théoréme 6.

Montrons tout d’abord que D — E (qui est la matrice M de la méthode de Gauss-Seidel) est bien
inversible. On a (D — E);; = D;; = A;; > 0 car A est définie positive, donc D — E est inversible (car
triangulaire & diagonale sans 0).

Ensuite, montrons que M* + N = (D — E)* + F est hermitienne définie positive. La matrice A est
hermitienne donc A* = AT = A donc (—E)* = —F donc E* = F. Ainsi

M*+N=(D-E+F=D"—E*+F=D

qui est définie positive car Dy = Ay > 0 et D est diagonale.
Les hypothéses du théoréme 6 sont donc vérifiées et la méthode de Gauss-Seidel converge donc.
O

Remarque 26. [l existe aussi un critére de convergence pour la méthode de relaxation sur les matrices
hermitiennes définies positives : (Thm 8.2.1 [AK[, Thm 5.3-2 [Cia, Thm 9.3.1 [Ser])
Si A est hermitienne définie positive et si w €)0,2[ alors la méthode de relaxation converge.

Remarque 27. Notons également le cas particulier des matrices tridiagonales (§9.4 [Ser], §8.3 [AK], Thm
5.3-4, Thm 5.3-5 [Cia])...
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