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1.1
1.1.1
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Le but de ce chapitre est de rappeler les techniques de discrétisation spatiale vue les années
précédentes et de les compléter.

Les différences finies
Un probléme modeéle

Nous considérons pour débuter le probléme modéle suivant

—(2) = f(2), w01, "
u(0) = u(1) = 0. ’
Il s’agit en fait dans ce cas simple mono dimensionnel d’une équation différentielle ordinaire

mais ou la condition de Cauchy est remplacée par des conditions de Dirichlet homogénes.
Dans ce cas trés simple, on peut résoudre ’équation par intégrations successives

——ff(t)dwcl
0

oll ¢; est une constante & déterminer. Puis,

u(x) = j: u'(s)ds

_r (fsf(t)dt)ds+c1m+02,

oll ¢z est une constante a déterminer. Or, on a u(0) = u(1) = 0 et donc ¢ = 0 et

mf )is e

d’ou la valeur de ¢; et on a alors

u(w) = fo (JO £(#) dt) ds + L 1 ( L ") dt) ds. (1.2)
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p) 1l faut évidemment demander f € L'(0,1).

Dans le cas présent, il serait facile de déterminer une approximation de (1.2) mais la connais-
sance de solutions explicites de type (1.2) est extrémement rare et il vaut mieux construire
une approximation qui donne une solution approchée dans tous les cas.

Le principe de base est de construire un maillage du domaine Q = [0, 1]. En dimension 1,
un maillage est simplement constitué d’une collection de points (x)o<j<n+1 C'est & dire une
subdivision de [0, 1]

$0=0<1’1<'--<1‘n<1’n+1=1.

| | | | |
I I I I 1

Zo €2 €2 Tn  Tn+l

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont équidistants, c’est a dire x; = jh avec
h=1/(n+1),0<j<n+1

Il n’est pas nécessaire d’avoir un maillage uniforme.
Les points x; sont appelés sommets du maillage. On produit des intervalles (mailles)
I :]xk,l,xk[, k=1,2,--- ;n+1.

Si le maillage est uniforme, h = x — x;_1 pour tout k. Sinon, on définit le pas du maillage
par

h = — Tp—1).
1&?5(“(% k1)

Le pas h est un indicateur de la finesse du maillage.

1.1.2 Rappels sur les différences finies

Le principe est basé sur le développement de Taylor des fonctions :

Théoreme 1.1.1 Solent I c R, ae I, et ke N, k = 1et f: I — R une fonction k fois
dérivable en a. Alors, il existe une fonction hy : I — R telle que

f"(a) f¥(a)
2! k!

f@) = fla) + f(a)(z —a) + (@—a)?++ (& = a)* + hy(z)(x — a)*

et lim hy(z) = 0. On définit le terme de reste Ry(z) = hi(x)(z — a)* et ainsi Ry(z) =

o(|z — a|*) quand = — a.

Nous pouvons obtenir des formules pour Ry en supposant que f est (k + 1) fois déri-
vable.

f(k+1)(f) -
Proposiion 112 e si f € CO), alors Ri(x) = Tl (@ — )"
z p(k+1) ‘
e si f(k+1) e CO(I), alors Ry(z) = fk-l(t)(x _ t)kdt.

o si fk+1) ¢ CO(I), et I un ensemble fermé (ou |f*+V| < M), alors |Ry(z)| <
o — gkl
‘(]{4—1)! et Rk(:l)') = O(|l’ — a|k+1.
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Gréace a ces relations, on peut construire une version approchée des opérateurs différentiels
(pour des fonctions f qui sont réguliéres). Soit h € R (h doit étre suffisamment petit |h| « 1),
f I — R réguliére, alors on a

h? h3 Rt .

(D) flz+h) = f(2) + hf (@) + (@) + o (@) + 5 V(@) + O(?).
2 3 4
(D)~ h) = f(a) ~ b7 () + "o @) = 77() & o () + O0).
De (I), on a hf'(x) = f(x +h) — f(z) + O(h?) ce qui donne f'(z) = e h})b /@) + O(h)
Comme h — 0, on a
f’(l’) - f<x+ h}z_ f(:IZ) _ O(h) 0.
Nous obtenons donc une maniére d’approcher f’(z) par différence finie décentrée aval
z+h)— f(x

I Py~ 1N 1E)

Puisque le terme de reste est O(h), on dit qu’on a une approximation du premier ordre.
De (IT), en suivant le méme calcul, nous obtenons une approximation par différence finie
décentrée amont

I 7o)y~ B2

En soustrayant (II) a (I), nous avons

f(x+h)— f(x —h) =2hf'(z) + O(h?)
et nous obtenons une nouvelle approximation centrée du second ordre

I R (L )

En ajoutant (II) a (I) conduit a

f(z+h) + flx—h) =2f(x) + K2 f"(x) + O(hY)

ainsi nous avons
iy = LEEN D TR

ce qui donne une approximation du second ordre de f”(x)

piay» O N =A@+ fe=h)

Ces constructions peuvent étre étendues en plusieurs dimensions. Par exemple, soit f : R2 — R
une fonction réguliére, alors on a ’approximation du second ordre suivante

f@+h,y) — fl@—hy)
2h ’

2 )
o4y + 1) f@+ oy — k) — f@—hoy + k) + fla— by — k)
4hk

Ocf(2,y) ~
0o f (,y) ~
Oy f (2, y) ~

Ces formules sont utiles pour I'approximation numérique des EDPs. Nous échantillonnons R
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avec un taux d’échantillonnage h et définissons z; = jh, j € Z,

| | | | | >
I I I I I

r—o T-1 o 1 o)

Nous évaluons la fonction réguliére f : R — R & chaque (z;);ez et nous obtenons la suite
(f(zj) := fj)jeZ' Afin d’obtenir une approximation de f’ en chaque noeud z;, nous utilisons
les relations précédentes et

"(x;) est approchée par Jirn = Jj 1°* ordre,
7fj _hfj 1 1°* ordre,
7fj+12_hfj_1 2nd ordre,

. _ 2 . -
f"(x;) est approchée par Jin1 hJ;] i 2nd ordre.

Evidemment, ici j € Z et nous pouvons évaluer ces approximations pour chaque j. Dans des
expériences numériques réelles, nous nous intéressons a ’approximation de solutions d’EDPs
dans des domaines bornés €. Ces EDPs sont donc complétées avec des conditions aux limites
sur la frontiére I' = 02 (Dirichlet, Neumann, ...).

La question est de savoir comment prendre en compte ces conditions avec les relations
liées aux différences finies. Pour présenter 1'idée, nous considérons un cas mono-dimensionnel
et définissons 'intervalle I = [xy, x| de longueur x, — zy = p. Nous maillons I avec J + 2
neceuds réguliérement espacés avec des sous-intervalles de longueur h = (2, — z)/(J + 1).

| | | | |
I I I I 1

Zo T2 Z2 Ty TJj+1

e Pour les conditions de Dirichlet homogenes, nous demandons u(xg) = ug = 0 et
u(zy+1) = usr1 = 0.
e Pour les conditions de Neumann homogénes, plusieurs possibilités existent dépendant
du probléme. Nous présentons ici deux méthodes :
(CLN;) Pour le nceud zg, nous utilisons une approximation décentré aval d’ordre 1
(u1 —up)/h = 0. Pour le noeud z 741, nous utilisons une approximation décentrée
amont d’ordre 1 (ujy1 —uy)/h = 0.
(CLN3y) Pour cette seconde approximation, on introduit deux noeuds fantomes x_; =
xg—h et xj10 = x 541 + h. Pour le noeud zq, on utilise une différence finie centrée
(u1 —u—1)/2h = 0. Et pour le nceud x 41, (ujr2 —uy)/2h = 0.

1.2 Les éléments finis

Nous rappelons la méthode sur un exemple mono-dimensionnel standard

52 _
{ ozu + au =1, z €]0,1[, a > 0, (1.3)

d,u(0) = u(1) = 0.

La méthode des éléments finis repose sur la formulation variationnelle associée au probléme
(1.3). On multiplie I’équation en volume par une fonction v suffisamment réguliére et on
intégre. Par intégration par partie, il vient

Jl u () (z) do — [u'v]§ + a Jl u(z)v(z)dr = Jl v(x) dz,

0 0 0
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soit encore

1 1

j u'v' + auvdr — (u'(1)v(1) — 4/(0) v(0)) = J v(z) dz.
0 %fo—/ 0

Afin de donner un sens aux différentes intégrales, il faut imposer (u, ) € (L?(0,1))?, et une

régularité identique pour v et v'. On manque d’information sur le terme résiduel «’(1)v(1).

Sans hypothése supplémentaire sur v’ en x = 1, on est donc amener a considérer v(1) = 0.

On construit I'espace de Hilbert

V = {fe H'(0,1) | 50f(1) = 0},

ol g est I'application trace. On a donc la formulation variationnelle

1 1
Trouver u € V telle que a(u,v) := J W'+ auvdr = J v(z)dr:={l(v), YveV. (1.4)

0 0
Par application du théoréme de Lax-Milgram (dont on s’assure que les hypothéses sont
vérifiées), il existe une unique solution a (1.3). On montre que V est un espace de Hilbert
séparable. Il existe donc une suite (¢;);en libre et totale dans V. On construit le sous espace
de dimension finie V;;, de V par V,,, = Vect{p1, -, om} et on construit le probléme approché

Trouver u,, € Vy, telle quea(u,,,v) = £(v), Yve V. (1.5)

Fabriquer de maniére explicite la base (¢;) en n’est pas utile pour la méthode des éléments
finis. On lui préfére une base de V;,, dont les supports des vecteurs sont & support compact et
formant une base “quasi” orthogonale. Les fonctions de base qu’on utilise pour V,, sont des
fonctions chapeaux

y | | | | | | |
I I I I I I I
1 \ () I \ \
T | \ AN L \ \
\ \ /1N \ \ \ \
\ \ N \ \
\ \ \ \ | \ \ \
| | | \J | | \
0 L4 o L4 e o L4 1 r
Tj—1 Ly Tj+1
La fonction chapeau ¢; associée au sommet x; est définie pour j = 1,--- ,n par
0, st ¢ [zj-1, j41] = Ij U Lj,
T —Tj_1
] .
) ———, size|zrj,x5] =1,
¢j(x) = Tj— Xj—1
Tjp1— T
j+1 .
TG fagaia] = L.
Tj+l = Tj

On a donc
qﬁj(a:j) =1 et ¢j($k) =0, Vk # 7,

et ¢; € Vp,. Lorsque le maillage est uniforme,

O, Si.%'¢[julj+1,
r—Ti-q
J .
ij(x): T, Sl.CCEIj,
Tit1 — X .
AR SleIj+1,

h I
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et on remarque alors que les ¢; se définissent & partir d’'une unique fonction ¢ par

s =o(52), sw={ T F S

si|z| > 1.

Dans le cas général, on a sur une maille I, deux fonctions de base qui coexistent

dr—1(x) Pr—1()

Th—1 Tk

et on peut faire correspondre ¢k(x)|l a la fonction a(:v) =z, 0<z<let (ﬁk_l(x)“ ala
k k
fonction ¢a(x) =1 —2, 0 <z < 1. On a ainsi
T — Tp—1 ~ (T —Tp
br(@)], = B2 <> et u(x)|, =& () .
T — Tp—1 k T — Tp—1
L’espace Vj,, est un sous espace de C?([0,1]) de dimension finie n, et toute fonction v € V;,

est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets (z;)1<j<n

m

v(z) = Y v(w))i(x), Vaelo1].
j=1
Cette base permet donc de caractériser une fonction de V,,, par ses valeurs aux sommets du
maillage : on parle dans ce cas d’éléments finis de Lagrange.

Afin d’approcher (1.5), on décompose alors u,, sur la base de {¢;}1<j<m et on prend
v = ¢;, 1 <i<m cequi donne

Z ¢ja¢z U, x]) = l(d)z)

En notant Uy, = (um(2;))1<j<n € R™, by, = (1(¢4))1<i<n € R™, et en introduisant la matrice

Ap = (a(¢ja ¢i))1<¢,jgm e R™*™,

la formulation variationnelle revient a résoudre dans R™ le systéme linéaire
AU = b

Il faut calculer la matrice A,,. En utilisant le fait que les vecteurs de base de V,,, soient
& support compact, il est facile de voir que la matrice A,, est creuse. Pour des nceuds du
maillage loin des bords, on a

1 h 2 h2 1 h h
( h+a6)u11+(h—|—a3)u + ( h+a6)uz+1 5 i<m

Aprés prise en compte des conditions aux limites, la matrice A,, est la somme d’une matrice
de rigidité S, et d’'une matrice de masse M,, dont les valeurs sont

1
-1 2 -1 1 4 1
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Transformée de Fourier discrete

On rappelle que si f € L'(R), on peut définie la transformée de Fourier de f par

| F(f)E) = (&) = J e f(z)dz, Ee€R, (1.6)

R

ou & est identifiée comme la fréquence. En dimension supérieure, on a
fe) = | e reix, gere
Sife LY(R), alors on définit la transformée de Fourier inverse
| ZH(Hl) = 1f et f(¢)d¢, zeR. (1.7)
21 Jr

Ces définitions peuvent étre étendues a des espaces fonctionnels plus généraux (L2, espace de
Schwartz, ...).

Si f est localement absolument continue (ce qui pourrait étre traduit par dérivable et
égale a « l'intégrale de sa dérivée »), et si f € L'(R), f' € L*(R), alors

F()E) = F€) = f

R

e T f () dx = ifj e f (1) da,
R

et nous avons donc la relation donnant la transformée de Fourier d’une dérivée en termes de
la transformée de Fourier de la fonction

En supposant plus de régularité sur f, nous avons aussi

A~

F7(6) = —€21(¢).

p Ilexiste d’autres conventions. On peut par exemple définir la transformée de Fourier par

ZUHw) = f) = fRe—iW f(t)dt, veR, (18)
et
f(t) = 7)) = f () dy, teR. (1.9)
R

Dans ce cas, t désigne le temps (en seconde) et v la fréquence en Hertz. On a maintenant
Z(f)w) = i(2mv) f(v) (1.10)

et .
F(f")(v) = —(2mv)* f(v). (1.11)

Nous souhaiterions trouver un outil similaire pour les fonctions discrétes, soit les suites.
On rappelle que pour des fonctions p-périodiques, on peut définit leurs séries de Fourier. Soit

m
Lz(O,u) = {f : R — C, p-périodique , telle que fo 1F(D))? dt < oo} )
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Considérons le polynéme trigonométrique

N )
2imnt
Z cpe # , cpeC.

2imnt

Définissons ey, (t) = e » , alors

0 ifn#m,
woif n=m.

(en; em)rz = f: en(t)em(t)dt = {

Donc, la famille {e,}_n<n<n est une base orthogonale de I'ensemble des polynémes trigono-
métriques de degré < N. Nous pouvons donc calculer les coefficients ¢, par produit scalaire
de p avec chaque e, puisque

{p, €n>L§, = Cn“en”%g = HCn

et nous obtenons

1 ]_ H 27.1r ]_ “/2 _ M

o= e = | e Fra =~ [ e ar

M PopJo /2
On se pose maintenant la question de savoir si f € Lg(O, 1), il est possible de trouver un poly-
noéme trigonométrique optimal p tel que | f — p|| L2 soit minimal ? Soit p(t) = Zng N Tnén(t)
et c,(f) = (f, en)/pn. Premiérement, rappelons que pour tout (z,y) € C2, nous avons

|z —y|> = [2]* + [y|* — 2Re(27).

De maniére similaire, nous avons

17 = pl3s = 17135 + P13, — 2ReC/, P,

Le dernier produit scalaire est

N

ez =<Fs 2 Tn€n)r2 = Z (franenyrz = Y. Hea(f)Tn

n=— - n=—N

Donc

2
17 —ol%

N N
e Y \wn\Q—QﬂRe< 5 )

n=—N —N
N

HfH%I% aa Z |$n| — 2Re(cnTn )
NN

N
HfH%g +p Z (|Cn - xn|2 - |Cn’2) .
n=—N

La somme YN (len — 2n|? = |cn|?) est minimale si @, = ¢,,. Ainsi,

N

I =Y ealPealt)

n=—N

est la meilleure approximation polynomiale trigonométrique de f. On peut prouver que

. 2
i [F — fwly =0,
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Théoréme 1.3.1 Soit f € C%(R), u-périodique, f dérivable sur [0, ] (& I'exception éventuelle
d’un nombre fini de points) et f’ continue par morceaux sur [0, u] (f' € L%(O, w)), alors, la

série de Fourier de f
S(f) = Y ealfen

neZ

satisfait
1. La série de Fourier converge et on a >, - |c,(f)]* < 0.

2. La série de Fourier de f’ est calculée par dérivation de chaque terme de la série de
Fourier de f,
p 0 2im
S(f') = Z cn(f)e, = Z —cn(f)en.

neZ neZ K

e Si f est paire, alors ¢, (f) = c_n(f), Yn € Z.

e Si f est impaire, alors ¢, (f) = —c_n(f), Vn € Z.

e Il est possible d’établir plusieurs formules pour un polynéme trigonométrique p.
En effet,

N
p(t) = Z Cn€n

al 2mn . 21mn 2mn . 2mn
= g+ Z Cplcos| —1t | +esin| —1 +c_,|lcos| —1t) —isin| —
12 H 12 2

n=1

Ainsi, nous avons

a N 2mn 2mn
==+ Z ay, cos <t) + by, sin (t>
2 4 p Iz

ol ag = 2¢p, Gyn, = ¢y + C_yy, €t b, =i(c,, — c—p,), OU encore

9 (K 2 H/2

Uy = ff p(t) cos ( ) fj ) cos ( t) dt
H# Jo 1% M/z 1
2~ 21n 2 (M2

bn:*f p(t)sin( )dt—f sm( )dt
K Jo H H/z H

Si p est paire, on peut en conclure que b,, = 0, et si p est impaire, a,, = 0.

et

Afin de trouver la version discréte de la transformée de Fourier, nous avons a déterminer une
maniére de calculer les coefficients ¢, (f). Pour faire cela, nous échantillonnons la fonction
f sur [0, ) avec N points et on définit les valeurs fr = f(ku/N), k= 0,--- , N — 1. Nous
voulons calculer numériquement ¢, n = —N/2,--- | N/2 —1 ou

1 [ _ 2im
:f F(t)e 5 ma.
K Jo
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On utilise pour cela la formule des rectangles & gauche et on obtient

N-1 N—-1
1 Tp+1 _2imy 1 2ir . pu
Cp = — Z fe »w™Mdt ~ — %fpe "N
/’L p:O Tp /’L p:O
N—-1
O
N =
Nous définissons donc I'approximation de ¢, par
N-1 N—-1
1 2im 1
N _ . —np
o= 2 P N = 0 ™,
N N
p=0 p=0
. _2ix
olwy =€ N .
Grace a la périodicité, nous avons ¢, \ = ¢V, et donc considérer (cN )N/2_1 est équivalent
p ) n+N = "n> n )n=—N/2 q
N NyN—-1
a (Cn )n:O :

Définition 1.3.1 On appelle Transformée de Fourier Discréte I'opération linéaire

FN cN — CN
f=U5 — F=(F)

N-1
- L
F. = Z fiwn -
7=0
p ) D’aprés la construction ci-dessus, la définition devrait étre

| V-
F, = N j;] fiwy"

La convention veut que 'on fasse porter le pré-facteur 1/N dans la transformation

inverse.
Soit Qp la matrice inversible Qn = (w? K ui est en fait
N » 4
0<j k<N—1
1 1 1 1 - 1
2 3 N—-1

I wy wy wy o wy

2 4

Ov=|1 wy wy
N-1 (N-1)?

1 wN e DY DY wN

Proposition 1.3.2 %y est un opérateur linéaire bijectif et le vecteur F' est donné par

F=Qnf. (1.12)
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Définition 1.3.2 On appelle Transformée de Fourier Discréte Inverse 1'opération linéaire
1.
Fn o cV N — CV N
F = (Fk)kzo — f= (fj)j:()
ou

1 N-1 )
fj:NZka%c, OgjgN—l,
k=0
d'ott f = £QNF.

La complexité du calcul de la Transformée de Fourier discréte par (1.12) est O(N?) ce qui
est trés cotiteux. On préfére utiliser la fameuse transformée de Fourier rapide - Fast Fourier
Transform (FFT) - et sa transformation inverse (IFFT) qui ont chacune une complexité de
O(Nlog N). Nous avertissons le lecteur que traditionnellement, en utilisant la périodicité,
lalgorithme de la (FFT) stocke les coefficients dans I'ordre suivant

(Fk)]kV:_Ol = (FOa"' aFN—laF—N/Za"' aFfl)a

ce qui peut étre une source de confusion.
Il est intéressant de noter les différents paralléles respectivement entre la transformée de
Fourier (continue), les séries de Fourier (périodiques) et la transformée de Fourier discréte

continu continue, périodique | discret, périodique
F(f) =1 | ealf) In(f) = (Fi)osken-1
feL*R) | f p-périodique f= (fj)ogjgN_l

Réciproquement, on a les transformées inverses

continu continue, périodique discret, périodique

f=771f | S(f) =2, cn(f)e?™ | f = 5 (Fr)osken—1)

Concernant la dérivation, on peut faire un paralléle identique et on a en utilisant la deuxiéme
formulation de la transformée de Fourier continue (1.8)

continu continue, périodique discret, périodique

f/ _ 3?_1(2'27wf‘) S(f,) _ Z 22;1'71 Cn(f)ei%rnt/,u ccf/w _ ﬂ&1<

n

127N

(Fk)ogngA)

Afin d’utiliser V'efficacité de I'algorithme de la (FFT) pour 'approximation des opérateurs
différentiels, nous nous reposons sur les résultats connus pour les séries de Fourier.

m Exemple 1.1 On veut calculer 'approximation de la dérivée premiére de la fonction f. On
rappelle que
2
S(f) =2 ——en(en
neZ
L’approximation ¢ de ¢, est calculée par £ft(f). On construit le multiplicateur fréquentiel
(2imn)/u, puis on multiplie terme & terme, définissant d,, = (2imn)/p ¢, et on forme la somme
> dnen qui est donnée par la transformée de Fourier discréte. Avec Matlab, I’algorithme est

k=(2*pi/mu)*[0:N/2-1,-N/2:-1]7;

c=fft(f);
Df=ifft(c.*k);
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Pour la dérivée seconde f”, 'opération est aussi extrémement simple et I'implémentation
Matlab est

D2f=ifft ((-k."2).%c);

Il y a deux intéréts majeurs a I'utilisation de la transformée de Fourier discréte.
1. Nous disposons de la transformée de Fourier rapide.
2. Soit f € CY, 2m-périodique, et Ixf le polynéme trigonométrique avec N modes de
Fourier qui interpole f aux N points équidistants x; = j27/N défini par
N/2—-1
Inf(z) = > cje™, (¢j) = Fn(f(xy)).

j=—N/2

Alors, on peut prouver le théoréme suivant (voir [9], page 77)

Théoréme 1.3.3 Supposons que la dérivée d’ordre s 05f € L?, pour s > 1. Alors,
I'erreur d’interpolation est bornée dans L? par

|f = Infl < CNT?[ 0 1),

ou C = (C(s) seulement. On peut aussi montrer que sous des hypotheéses plus fortes
de régularité

|6z (f = Inf)| < CN~*|o;"™ f]-

Donc, comparée a la méthode des différences finies, la méthode spectrale basée sur
Fourier est bien meilleure.

1.4 La Transformée en Sinus Discrete

La Transformée de Fourier Discréte précédente nécessite que f soit périodique ou que 'on
considére des conditions aux limites périodiques. Si on s’intéresse a des conditions aux limites
de Dirichlet homogeénes, on doit travailler avec des fonctions qui sont toujours périodiques
mais nulles au bord. On choisit d’étendre la fonction f comme une fonction impaire, ce qui
permet a la dérivée de f d’étre continue (voir la figure ci-dessous).

Y

La nouvelle fonction g est 2u-périodique. On peut donc construire sa série de Fourier

N
ag 2mn . 2mn
gn(t) = 0} + nZ::l ap COS <2,ut> + by, sin (2,Ut> .

Puisque g est impaire, a, =0, n =0,--- N — 1, d’ou

N
gn(t) = Z by, sin (mt>
n=1 K
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et la série de Fourier de g est

U:W) sin <7th> dt + J_Oug(t) sin (F:t> dt]
{JOM g(t) sin <7I:t> dt + L“g(—s) sin (ﬂ:(_s)> ds] .

Puisque g et sin sont deux fonctions impaires, on obtient

9 (M
by, = J g(t) sin (mt> dt.
HJo ]

Cette transformation s’appelle transformée en sinus discréte . Nous avons

S(f) = i @bn cos (mt> ,

=1 M M

R T~

et

n=1
Définition 1.4.1 On appelle Transformée en Sinus Discréte 'opération linéaire
FIN CcN — CN
N-1 N-1
= (fj)j:o — F= (Fk)k:O

ol

9 NIt ik

et la transformée inverse est donnée par

5 (m

= Y Fi.sin , 1<j<N-1
= Ymen () 1<

p Comme pour la transformée de Fourier discréte, la convention est usuellement
N-1 . N-1 .
. [ 7k 2 . (mik
Fk = J; f] Sin (N) et f] = N kgl Fk Sin (N .

On peut calculer de maniére efficace la transformée en sinus discréte & partir de la FFT. On
suit la construction de la fonction g au niveau discret. Nous construisons la suite impaire &
(2N — 1)-points
fi 0<j <N,
gi =14 0, j=0,N
_fQN—j; N <j < 2N —1.
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Calculons la Transformée de Fourier Discréte de (gj)o<j<an—1. Soit 0 <k < 2N — 1, alors

2N—1 o N—1 v 2N—1 }
im —im g, L)
j=1 j=N+1
soit encore
-1 , 2N—1 ,
_iT sk _iT ik
Gi= ), fie ¥ = 3 fay—je T
7j=1 j=N+1

N-1
G = f e—ﬁ Z fre™ 2k Lk
j=1
ou encore
-1
—in ik —i2mk in gk
Gr= 3, file B9 — e Sm),
j=1

Nous obtenons donc

qui est la Transformée en Sinus Discréte de f, notée par DST(f;). D’ou,

(FFT(g5)),

, 1<kE<N-1.
—21

(DST(f5)), =

Pour des conditions aux limites de Neumann homogénes, on utiliserait la transformée en
cosinus discréte.

Volumes finis
Considérons ’équation mono dimensionnelle a coefficients variables

—0z(k(x)0pu) + u =s(x) , xe€]0,1],
{aum) su(1) =0, (1.13)

avec k(x) > 1 pour tout = €]0, 1[. On discrétise le domaine spatial en N cellules (mailles
ou encore volumes de controle) de taille identique h = 1/N et on définit x; = h/2 + jh, de
telle sorte que les points x; sont au centre des mailles. Les cotés de la maille j sont z;_y /5 et

Lj+1/2-

Dans la méthode des volumes finis, les inconnues approchent la moyenne de la solution sur
une cellule. Plus précisément, on définit ¢; comme étant ’approximation suivante sur la maille
I = [%—1/2,»’Uj+1/2]

1 [Zi+1/2

g X uj = f u(x) dx.

Tj—1/2
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On intégre (1.13) sur la cellule I;

_ f T o k(@) osu(a)) da + f T @) de — f“m S(z) dz

Tj—1/2 Tj—-1/2 Tj—1/2

soit encore

T Tj+1/2
_[k(a:)ax] ey hu; = f ’ S(x)dx = jS;j.

Tj—1/2 Tj_1/2

En développant, on obtient
huj — (k(2j41/2)0putji1jo — k(2j_1/2)0nj_1/2) = hS;.
On définit le flux F; = F(x;) = —k(z;)0,u(x;). On obtient ainsi
Fii12 — Fj_12 + huj = hS;. (1.14)

Bien que dire que les données Fjq/y sont des flux est un peu abusif en dimension 1, on
interpréte Fjyq/o et Ij_1/; comme étant les flux de chaleur a travers les frontiéres droite et
gauche de la cellule I;

Fi 19— — Fjt12

Zj

Il nous reste a formuler une approximation des flux pour obtenir une méthode numérique
utilisable. On sait par la formule de quadrature du point milieu que

a+b

[ rwa- -ar (50) + ol ap)

ainsi

s (‘“2”)> - biaLbf(t) dt + O(lb — al?). (1.15)

Ainsi, la valeur au milieu de la cellule I; est une approximation a 'ordre 2 de la moyenne.
Nous avons donc pour u réguliére

u(w;) — u(xj—1) L o)

Fy_1jp = —k(zj_1/2)00ulzj12) = —k(xj_1/2) ;
et
1 (%i+1/2
u(z;) = f u(x) dz + O(h?) == u; + O(h?)
Tj—1/2
d’ott S o
Fioijp = —k(j1) == £ O(h) ~ Fyap = —k(wja0) P

On obtient ainsi un schéma numérique pour les points intérieurs 1 < j < N — 2 en approchant
(1.14) qui devient

Q1= g5 4~ q-
- <k(95j+1/2)]+1hj - k(ﬂfj—1/2)jhjl> + hg; = hS;

soit

k100541 — (Kjr1e + kj_12)05 + kj—1/205-1 .
- R Lo IR S g =S, 1<j<N-2 (L16)
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L’équation précédente ressemble & une approximation différence finies. Ce comportement
serait différent pour un pas de maillage non uniforme.

Il reste & prendre en compte les conditions aux limites. En effet, si on considére j = 0 ou
j =N —1dans (1.16), les termes g_1 et gy sont inconnus. On utilise donc les conditions aux
limites. Pour cela, on introduit des cellules fictives (ou fantémes) I_; et Iy. La condition aux
limites en = = 0 est dyu = 0 (traduisant un flux nul).

U—1 0 Uuo

T

Tr—_q i)

On étend formellement la définition de la solution u pour x < 0 :

u(xo) — u(wr—1)

0 = d,u(0) = . + O(h?).
Par (1.15), on a
u(x;) = uj + O(h?).
Alors,
0 = dpu(0) = % +O(h)
et donc

U_1 = Ug + O(hQ).

En terme d’approximation de u;, cela donne g_; = go. En remplagant pour j = 0 dans (1.16),

on obtient
q1 — qo
qo — k‘1/27h2 = So-

On a de méme pour la maille extréme a droite du domaine

dN—-2 — 4N-1
qN-1 — kN—3/2T = SN-1.

La premiére version du schéma volume fini pour résoudre l'équation (1.13) est donné
par :

Trouver q = (gj)o<j<n—1 € RY tel que

haj = kjerp ™5 + ky_ap = = hS;, 1<j< N -1,
hqo — k12852 = hSo,
han—1 + ky_g/p B=T=2 = WSy ;.

On peut écrire une deuxiéme version en terme de flux :
Trouver q = (¢;)o<j<N—1 € R tel que

ha; — Fir12(q) — Fj1p2(q) = hSj, 1<j<N -1,
hqo + F12(q) = hSo,
han—1 — Fn_3/2(q) = hSn—1.

L’extension & la dimension 2 est relativement aisée. On s’intéresse au probléme

—Au+u=S(zy), (z,y)=]0,1[3,
{ opu =0, (z,v) Zé T. ’ (1.17)

On maille le carré [0,1]% avec N x N cellules de taille h x h, h = 1/N. Les points milieu
(xj,yr) des cellules I;;, sont définis par x; = h/2 + jh et y, = h/2 + kh. La surface d’une
cellule est donc h?.
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A
1
° [ ° °
° ° . °
. ° . .
L
Yo+ e ° ° °
0 o 1

L’inconnue est

1
Uik ~ Uj = th; u(z,y) dzdy.
ik

L’intégrale de (1.17) sur la cellule de Ij;, donne

)

ik

u — Audx = f S dxdy.
Lk

Aprés formule de Green, on obtient

J —Vu - nda+f
oLy, Lk

Notons —Vu = (f1, f2)1. Soit

udwdyf S dxdy = h? fi. (1.18)

J+1/2 Yk+1/2
Fjrs12 = f f2(, Yrt12) da, Fisi0 = f f2(zj41/2,y) dy.
j—1/2

Yk—1/2

le,k+1/2

Fi 1pp ~— Lk —— Fji12k

!

j.k—1/2

L’équation (1.18) devient

huje — (Firajon — Fj—1ok + Fips1/2 — Fip-1/2) = B> S

Il reste comme en dimension 1 a procéder & une approximation des flux. Comme en 1D, on a
par exemple

j+1/2 Tjr1/2 _
Fiaip = fﬂ yu(z, gy _1)2) do = _J 12 u(w, yg) hu(%yk—l) dz + O(h?)
1 J+1/2 1 3+1/€j71/2 9
= J u(z, yk) de + — J u(x,yp—1) dz + O(h*)
h Ti—1/2 Tj—1/2
= x,y)dy + u(z,y)dy + O(h
h2 I ( ) h2 h ( ) ( )

= —Ujk + Ujr—1 T O(h)

%

—qjk + qjk—1-
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Le schéma volume fini 2D pour approcher (1.17) devient pour les mailles internes

Gis1k + TG—1k + Gpr1 + Gr—1 — (4= h)gjr = h*Sj .

Il reste & prendre en compte les conditions aux limites et on fait des opérations similaires & la
dimension 1.
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&

raboliques

b\

Avant de proposer la construction de schémas numériques adaptés & une équation aux
dérivées partielles particuliére, il est important de s’assurer de son caractére bien posé. On dit
qu’un probléme est bien posé si

1. le probléme a une solution,

2. la solution est unique,

3. la solution dépend contintiment des données du probléme,

C’est un préalable nécessaire sans quoi un schéma numérique serait inutile, conduisant a

des solutions sans signification.

Probléme modeéle

L’équation aux dérivées partielles linéaires parabolique standard est 1’équation de la chaleur
atu(t7 l‘) - Au(tv 33) = f7

a laquelle il convient d’ajouter des conditions initiales et des conditions aux limites appropriées
si nécessaire. Ici, ¢t est une quantité positive désignant le temps, x = (x1,--- ,xzy) est la
variable d’espace avec z € 2, Q < RN ou bien 2 € RV, et f est un terme source a valeurs
réelles.

Un exemple simple d’utilisation de ’équation de la chaleur intervient dans la simulation
de I’évolution de la température dans une piéce chauffée par un radiateur. Prenons une piéce
idéalisée

I'

La piéce est chauffée par un radiateur situé a la frontiére sur I'y. La partie restante de la
frontiére est notée 'y, de sorte que 02 = I'y U I's.

L
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Deux situations peuvent étre envisagées. La piéce est mal isolée et on impose sur I'y la
température extérieure. On a donc les conditions aux limites suivantes

w(z) = Upaq sur I'y,
Uext SUr I'o.

Une autre situation serait de considérer une piéce isolée, ce qui se traduit par un flux de
chaleur nul sur I's. Si on définit n comme étant la normale unitaire sortante & €2, alors les
conditions aux limites sont

() = Upaq SUr I'y,
Vu-n =0 sur I's.

Il faut compléter les conditions aux limites par une donnée initiale telle que u(x,0) = u’(z).

Solutions classiques dans R

On appelle solutions classiques des solutions u € C?(R% x RN R) n C(R; x RV R) qui
sont & distinguer des solutions faibles (avec moins de régularité). On suppose que la donnée
initiale u’ € C(RY,R) et on cherche des solutions classiques de

_ _ N
{(%u Au=0, xzeRY, t>0, (2.1)

u(0,z) = u'(z), zeRVN.

Commencons par un calcul formel, qu’il convient de justifier par la suite. On suppose que 'on
peut appliquer la transformée de Fourier & u et «*. On prend pour cela la convention suivante.
Pour f e L'(RY), la transformée de Fourier de f est définie par

&) - (2n;N/2 JRN e f(a) da.

On rappelle que si f € LY(RY), alors f est continue sur RY et bornée. La transformée de
Fourier ci-dessus s’étend a L?(RY) par densité et elle laisse invariant 1’espace de Schwartz
S(RY) = {ue C® VYa, V3 e NV, limg) o0 2*DPu = 0}. Supposons que u soit solution de
(2.1) et ait la régularité suffisante pour lui appliquer la transformée de Fourier. On a alors

dva(t, ) + [¢PPa(t,§) =0, £eRN, t>0,
a(0,€) = ul(é.)’ §€ RN,

La solution de cette équation différentielle ordinaire est
a(t,€) = e Pui(e), €eRN, t>0.

On constate donc que les hautes fréquences éventuellement présentes dans u’ sont amorties.
Si on change le signe devant 'opérateur Laplacien, elles seraient augmentées et on conclut
que le systéme serait mal posé.

Cherchons maintenant & construire u(t, ) a partir de cette relation. Soit g(t) € L'(RY)
telle que

—

g(£)(§) = e 1.

On a donc

~ o~

h(t,-) = g(tyui = g(t) x i, > 0.
Ainsi, ‘
ult,) = 2m)N2g(t) x u, t>0.
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—

1l nous reste donc & calculer g(¢). Comme g(t) € L'(R™), on peut appliquer la transformée de
Fourier inverse

1 , )
w0 = e fRN eXrEenlEt de.

On fait le changement de variable & = n/v/2t. Ainsi

1 1 ; 2
— ilan/V2t) ,~|nl?/2
g(t)(:L‘) (27T)N/2 (2t)N/2 J‘RN ¢ € dn.

Or, on sait que e—19*/2(¢) = ¢~ l€1/2. On a de ce fait

Lo f VM /2 gy - Lz (e7t2) (x)
RN

g(t)(x) = (26)N72 (27N /2 (2t)N/2 V2t
On a donc ) .
g(t)(x) = W@"“ .
Au final,
u(t,x) = W fRN el Aty dy,  z e RN, t > 0.

Donnons maintenant des conditions sur u* pour que u soit solution classique. Les deux cas de
figures suivants sont favorables
o u'e (L'RY) + L*(RY)) n C(RY,R).
e u' € O(RN,R) et il existe une constante C' € R et un entier p € N tels que |u’(z)| <
C(1+|z|P).
Il reste a s’assurer de l'unicité de la solution construite. Sans hypothése supplémentaire que
u’ € C(RY,R), on peut montrer qu’il existe plusieurs solution au probléme

ou—Au=0, zeRN t>0,
uw(0,z) =0, zeRN.

0 k
. . 1 d¥ 2
En dimension un on a par exemple u(t,z) = Z Tk'x%ﬁe 12 On est donc amener a
k=0 ’
rajouter des contraintes de croissance sur la solution.

Théoreme 2.2.1 Si u’ e C(RY,R) et si il existe une constante C' € R et un entier p € N tels
que |[uf(z)] < C(1 + |z|P), alors il existe un unique u vérifiant

1. u est une solution classique de (2.1)

2. Pour tout T > 0, il existe une constante C' = C(T) e R et P = P(T) € N telles que

lu(t, )] < C(1 + |z|F), zeRN te[0,T].

—_

On peut montrer que u(t,-) € C(RY).
2. On peut associer a la solution une structure de semi-groupe. On a vu que

1 i i
On a G(0) = Id et on peut vérifier que G(t + s) = G(t)G(s) sous la condition que
s = 0 et t > 0. La suite d’opérations suivantes est autorisée

i G@)

u' —> u(t) )

—>au(t+t), t=0,¢=>0.
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ce qui caractérise la structure de semi-groupe. En revanche, G(t) n’agit pas conti-
niiment sur les espaces fonctionnels pour ¢ < 0. On ne peut pas inverser le sens du
temps, ce qui traduit le caractére mal posé pour les temps négatifs.

3. Si on travaille dans I’espace des distributions 2’, et si u* = 6, alors, pour tout
temps ¢ > 0, aussi petit que l'on veut, u(t, ) > 0 en des points aussi éloignés de
Porigine que 'on veut. Ceci est caractéristique d’une propagation a vitesse infinie.

Nous n’avons pour l'instant fourni de solutions que pour I’équation de la chaleur (2.1) homogéne.
Intéressons nous a ’équation inhomogéne

(2.2)

du— Au = f(t,r), zeRN, t>0,
u(0,2) = u'(z), zeRVN.

On sait que pour les équations différentielles ordinaires v’ + au = f(t), avec a constante et
u(0) = u’, on a par formule de variation de la constante

t
u(t) = e ' + f e~ t=8) g,
0

Si on écrit G(t) = e~ %, on obtient la formule de Duhamel

u(t) = G(t)u' + L G(t—s)f(s)ds.

La propriété de semi-groupe pour I’équation de la chaleur permet de mimer ce comportement

et on a .

u(t, )G (t)u’ + L G(t—s)f(s)ds, G(t) = (%T;N/Qg(t) * -

Equqtion de la chaleur dans un domaine borné

Le matériel présenté ici est trés fortement inspiré des notes de cours de F. Lagoutiére
[8]. On considére I’équation de la chaleur sur [0,1] € R avec des conditions aux limites de
Dirichlet homogénes

ou — kO2u = f(t,z), =x€l0,1[, t€]0, T,
u(t,0) = u(l,t) =0, te]0,T], (2.3)
u(0,2) = u'(x), x€]0,1[.

On suppose que x > 0 et que f € C°([0,1] x [0,7]). On souhaite reproduire la preuve vue
pour RY tout entier qui utilisait la transformée de Fourier. On remplace la transformée de
Fourier par des séries de Fourier. Plus précisément, comme on considére des conditions aux
limites de Dirichlet homogeénes, il faut utiliser des séries de sinus. On se rend en outre compte
que pour tout k € N, les fonctions e kTt sin(kmz) sont solutions de (2.3), en oubliant pour
un moment la condition initiale.

Proposition 2.3.1 La famille {1/2sin(k7-)}zen* est une base hilbertienne de L?(]0, 1)
f@) =2 ) f(k)sin(knz), dans L*(]0, 1),

keN*

1
f(k) = ﬁL f(z)sin(knz) dz, ke N*.
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Comme on I'a vu dans le chapitre précédent, si g € C1([0,1]) n C2(]0, 1[), avec g” € L*(]0, 1])
telle que g(0) = g(1) =0, on a

g"(k) = —k*r2g(k), ke N*.

Unicité de la solution - Stabilité

Supposons que u soit solution de (2.3) avec u € C1(]0, T[; C?(]0, 1[) et u(t,0) = u(t, 1) = 1.
On suppose que f(t,-), u(t,-), duu(t,-) et 0>u(t,-) sont développables sur la base Hilbertienne
pour tout t €]0,T]. D’aprés le théoréme de Lebesgue de dérivation sous le signe intégral,

u(t,-)(k) est dérivable par rapport a t, t > 0 pour tout k € N* et

1 —_—
Or(u(t,-))(k) = \@fo oru(t, z) sin(krz) de = duul(t, ) (k).

Donc,
dru(t,z) =2 Y dult, ) (k)sin(knz) = V2 Y dat, ) (k)sin(kn).
keN* keN*
Tout ceci est rendu possible car
o u(-,x)sin(kmwz) est dérivable par rapport a ¢
e u(-,z)sin(kmx) est intégrable par rapport a x
e Pour tout ¢ €]0, T, pour tout ¢ € [¢,T], on a pour tout x

|Opu(t, @) sin(kma)| < [ Opul Lo e71x 10,17y € L (10, 1))

On fait le choix de noter @(k)(t) plutot que wu(t,-)(k) et on a donc

—_—

ova(k)(t) = duu(t, ) (k) = dpul(t,-) (k).
On a aussi @(k)(t) = —k?m20(k)(t). Comme u est solution de (2.3), on a
3 [ﬁ(k)’(t) - /@é’/%\u(k)(t)] sin(kra) = > f(k)(¢) sin(krz)
keN* keN*

et donc

3 [ﬁ(k:)’(t) + rk2r2a(k) () — f(k)(t)] sin(krz) = 0.

keN*

Comme {+/2sin(k7-)}zen+ est une base hilbertienne, cela signifie que chacun des coefficients
dans la somme précédente est nul

a(k) (t) + sk2m2a(k)(t) = f(k)(t), keN* te€lo,T[.

On a donc transformé 'EDP (2.3) en un famille I’EDO. Si on fournit la donnée initiale, on a

a(k)(t) = [a(k)(O) + ﬂ Fk)(s)e* s ds} ek

Ainsi,
u(t,z) = v2 Y a(k)(t)sin(krz) dans L2(]0,1[).
keN*
Il reste a définie @(k)(0). On sait que
lim u(t,-) =u' dans L*(]0,1]).

t—0+
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Ceci est équivalent a

lim /2 Z )sin(krz) = V2 Z u’ )sin(krx) dans L?(]0, 1[).

+
=0 keN* keN*

Comme {+/2sin(k7-)}zen+ est une base hilbertienne

lim a(k)(t) = u (k)

t—0t

et donc Q/L\Z(k‘) = 4(k)(0). On a ainsi construit la transformée en sinus de u solution de (2.3)

a(k)(t) = {a(k)m) + L f(k)(s)eﬁ’fzﬁsozs} ekt (2.4)

Au final, si u' et u? sont deux solutions de (2.3) avec la méme donnée initiale, on a u =
u! —u? = 0 d’ou I'unicité.

Nous pouvons maintenant fournir un résultat de stabilité ou encore une estimation d’énergie.
On utilise pour cela la relation de Bessel-Parseval qui lie les normes L? dans I’espace physique

et I'espace de fréquence (espace de Fourier)

1/2
E(t) := [u(t, )| rz2qop = {@(k) () kerlez = ( > Iﬂ(k)(t)!2> -

keN*

E(t) désigne 'énergie thermique contenue dans un fil au temps ¢. D’aprés la construction de

u (2.4)
k) ®)heree e < |{ui (e} { f F00)(5)547 dse k}
keN* kel gz
s H{JZ f |f(k IQdSJ e26k2m2 (s—t) g
keN* k;* 0
On a ) i,
wind(s—t) go 21— 0 L 1 k e N*
L 2kk272 T 2kk2m2 T 2km2’ €
et donc
2 2kk2m2(s—t) 2
d d
J |f )| S.[ 2/€7r2f |f s)|” ds.
Finalement,

[ Ohenle < |{Fm) [+

<[ ®} el

ou on utilise le théoréme de Beppo-Levi pour permuter les signes somme et intégral.

Finalement, par Parseval, on a
1 t 1/2
2
ot oo ([ 1B as)

=I7122go,r1x10.10)

2 2,‘<& kZN:*J |f I ds
B %\/ 2 1f(k)(s)[2ds,

0 pen*

Ha(e)Obene e < |{uith)}

keN*
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Ainsi, pour tout ¢, on a

- 1
ts[gg] lu(t, ) z2qo,ip < lw'llL2qoap + EHJCHLQ(]O,T[X]]OJU
Physiquement, cette inégalité traduit que I’énergie contenue dans un fil au temps ¢ est inférieure
a la somme de I’énergie initialement contenue dans le fil et de ’énergie fournie par chauffage
du fil entre ¢t = 0 et 'instant t.

Mathématiquement, cette inégalité traduit la continuité de la solution u par rapport aux
données u’ et f. En effet, soit ul et f proches de u' et f au sens

lu" — u]| 20,1 < & If = fllzeqorxqpoap < &
La quantité u — @ est solution de (2.3) avec f — f comme terme source, u’ — u' comme donnée
initiale et avec des conditions aux limite inchangées. D’aprés I'inégalité, on a

lut,) = a(t, Mr2qoap < Il = wil 2o + w7

<e(l+ =), te]o,TT.

| f = Fllezqor<gpo.ap

Donc 4(t, -) reste proche de u(t,-) en norme L?(]0,1[) ce qui traduit la stabilité L.

On a montré 'unicité et la stabilité de la solution. On a construit une solution u €
L?(]0, T[x]]0,1[). 11 faudrait montrer qu’en fait, u € C*(]0,T[; C?(]0,1[)). C’est une preuve
un peu longue disponible dans [8]. On peut donc conclure en l'existence et 'unicité d’une
solution réguliére.

1. Conditions aux limites de Dirichlet inhomogénes

u(ta O) = Uo, u(lat) = ur,
u(0,2) = u'(z), x€]0,1[.

€lo, 7, (2.5)

Oun remarque que g(t, ) = ug + (u1 — ug)x vérifie cette équation sans terme source.
Soit maintenant v la solution de

v — kO2v = f(t,x), x€]0,1], t€]0,T],
v(t,0) =0, v(1,t) =0, t€]0,T],
v(0,z) = ui(x) — g(0,2), =z €]0,1].

On sait que la solution de cette équation existe. Alors, u(t,z) = v(t,z) + g(t, x)
est solution de (2.5).

2. Conditions aux limites de Neumann homogénes. Au lieu d’utiliser une base de sinus,
on prendrait la famille {1, {cos(k7-)}ren* } comme base hilbertienne de L2(]0,1[)

2.3.2 Principe du maximum
On a montré la stabilité de la solution u en norme L?. On souhaite faire une étude similaire
pour la norme L®. Cette stabilité L™ porte le nom de principe du maximum. Il existe plusieurs
preuves. On choisit celle utilisant la notion d’entropie. On appelle entropie pour (2.1) toute
fonction C2%(R) telle que si u est solution de (2.1),

0eS(u)(t,x) — k2SS (u)(t,z) < S'(u)(t, ) f(t, ).
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Proposition 2.3.2 Si u® € L2(]0,1[) et f € C%([0,T] x [0,1]) avec £(¢,0) = f(¢,1) = 0, alors
toute fonction S de classe C%(R) et convexe sur R est une entropie.

Démonstration. On a les relations suivantes
0:S(u) = S (w)opu, 0,5(u) = S (w)opu, 02S(u) = S"(u)(0pu)* + S'(u)du.

Donc,
oS(u)(t, ) — kA2S(u)(t,x) = S (u)u — kS" (u)(0ru)? — kS (u)o?
< §/(u)(@u — n2u) = /() (1, )

On suppose maintenant pour simplifier que f(¢,x) = 0.

Théoréme 2.3.3 u' € L2(]0,1[) n L*(]0,1[) et u(t, z) I'unique solution de I'équation de la
chaleur avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes et f = 0. Alors,

lutt, - )reqoip < Iwlreqoip, Yt = 0.

Démonstration. Soit S € C?(R) et S” > 0. Alors, S est une entropie pour (2.1) et vérifie
0¢S(u)(t,x) — k02S(u)(t,z) < 0.

Notons M = max(0, supess u'). On rappelle que supess u’ est le plus petit des majorants de
u' et que infess u* est le plus grand des minorants de w'. On a le choix de S. On construit
donc S telle que

0, siu< M,
Su) = { (u—M)3, siu= M.

La fonction S est bien de classe C? et S” > 0. On intégre Iinégalité d’entropie

J [0:5(u) (£, 2) — k&2S(u)(t, 2) < 0] dx(:J 2,8 (u)(t, x) dz — K[2,5(u)(t, 2)]} < 0.

0

Or, pour tout ¢ > 0, u(t,0) = u(t,1) = 0 < M. Donc, en utilisant la définition de S, on a
0:S(u)(t,0) = S"(u(t,0))du(t,0) = S’ (0)d,u(t,0) =0

et
0S8 (u)(t,1) = S'(u(t,1))du(t, 1) = S (0)0u(t, 1) = 0.

Ainsi,
f&t t:cdx—@th (t,z)dr <0

On intégre enfin par rapport & t de sorte que

1 1
J S(u)(t, z) dz < J S(u)(0, ) da
0 0

Or, M = max(0,supess u'). D’oi, pour presque tout = € [0, 1], S(u)(0,z) = 0 d’oit

Jl S(u)(t,x)dr <
0
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Comme S(u) = 0 pour tout = € R, cela implique que S(u)(t,z) = 0 pour presque tout z et
tout . Ceci signifie que
u(t,z) < M, pp z, Vt.

On refait les mémes estimations pour m = min(0, inf ess u") et

3 .
= —(u—m Sl u < m,
S(u) = { ( ] )%
0, siu>m.
On démontre de la méme maniére que u(t, z) = m pour presque tout x et tout t. |

Physiquement, ceci indique que la plus forte chaleur est atteinte & ¢t = 0 et que la chaleur
ne peut que décroitre, mais aussi qu’elle ne peut pas étre inférieure a la plus petite valeur de
ul.

Si on considére des conditions aux limites de Dirichlet inhomogenes wu(t,0) = wg et

u(t,1) = uj, on montrerait
min(ug, u,inf ess u') < u(t, z) < max(ug, ui,supess u’).

La chaleur maximale et minimale sont atteintes soit & ¢ = 0, soit sur les bords.

Résolution de I’équation de la chaleur par séparation des variables

La méthode utilisée pour montrer 'existence et 1'unicité de solution de (2.1) avec f =0
est en fait un cas particulier de la méthode de séparation des variables. Celle technique revient
a chercher u sous la forme

u(t, z) = P(t)p(x).
Nous présentons ici le cas des conditions aux limites de Dirichlet homogénes. Le lecteur
intéressé pourra consulter le livre [5] ot d’autres cas sont traités.

Etape 1
On injecte cette relation dans I’équation de la chaleur. On obtient

V' (t)p(x) = k()¢ (z)
ou encore
19'(t) _ ¢"(=)
EY(t)  e(z)
Comme le membre de gauche de cette égalité ne dépend que de t et que celui de droite ne

dépend que de x, on en déduit qu’ils sont constants. C’est & dire qu’il existe une constante
A € R telle que

() = As(t), (@) = ().
On a donc deux équations différentielles & variables séparées.

Etape 2
On cherche les solutions non nulles ¢ (x) vérifiant les conditions aux limites

{ "(x) = Ap(x),
p(0) = »(1) = 0.

Il faut traiter trois cas différents.

A > 0 Les solutions sont données par p(z) = AeV @ 4 Be=V2* Les conditions aux limites

conduisent &

A+B=0, et AeV* 4+ Be VA = 0.

L’unique solution est (A, B) = (0,0) et donc il n’y a pas de solutions non nulles.
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A =0 Les solutions sont données par ¢(z) = Azx + B. Les conditions aux limites conduisent
a (A,B) = (0,0). Il n’y a donc pas de solutions non nulles.

A <0 Les solutions sont données par ¢(z) = Asin(v/—Ax) + Bcos(v/—Az). Les conditions
aux limites conduisent a

B=0, et Asin(v\) =0.
On est face & deux alternatives. Soit A est nulle et on retrouve les deux cas précédents,
soit A # 0 et /=X = nm, n > 0. On obtient donc une famille de solutions non nulles

on(z) = sin(nmrz), n >0,

associées aux \,, = —n?72. Nous avons donc une infinité de solutions et ¢,, et \,, peuvent
respectivement étre associée a la notion de fonction propre et de valeur propre.

Etape 3

On remarque que (@, myr2 = 0 pour n # m. Donc la famille {¢, },en est une base sur
laquelle on peut développer la solution
Etape 4

On doit maintenant résoudre ¢/, (t) = A\, k1, (t). Les solutions sont

¢n(t) = CnenAnt = Cne_anWQta

et les ¢, sont déterminés par la condition initiale.

Etape 5
Comme ’équation (2.1) est linéaire, la somme de plusieurs solutions a I’équation est
toujours solution de I’équation. Ainsi, u est la somme de toutes les solutions élémentaires

T) = Z Vn(y)pn(x) = Z cne T sin(na).

neN* neN*

Or u(0,7) = u'(x). D'ou,

2 wn Son 2 Cn‘Pn _u( )

neN* neN*

Ainsi, les ¢, sont les coordonnées de la décomposition de u* dans la base {¢y, }nen et on a

i 1
o = m = QL {(z) sin(nrz) d.

Cette méthode s’applique pour d’autres EDP linéaires et d’autres conditions aux limites. Elle
s’étend également aux dimensions supérieures. Si on considére par exemple le cas bidimen-
sionnel avec ’équation de la chaleur

Ou—Au=0,xeQ=1[0,a] x[0,b], >0,

u(tv 0) = ul(x)>
u(0,2) =0, z € .

On recherche u sous la forme wu(t, z,y) = ¥(t) f(x)g(y). L’équation vérifiée est
g —(f'g+ fg") =0

soit encore Y (t) _ " (x)g(y) + f(x)g"(y) Y
Wt f(@)g(y) |
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On est donc amené a résoudre respectivement

P'(t) = Mp(t)
et
f'(@)g(y) + f(x)g" (y) = Mf(x)g(y)-

Cette derniére équation est équivalente a

f'(=)  ¢"(y)
flz)  g(y)

soit encore

@) 9w

f(x) 9(y)

Chaque coté de I'égalité est constant pour 'autre et on est donc amener a résoudre

f(x) = pf(x) et ¢"(y) =vg(y), ovv=A—p

avec f(0 = f(a) =0 et g(0) = g(b) = 0. On est donc ramené au cas de la dimension 1.

Résolution par transformée de Fourier discrete

Nous présentons dans cette section comment utiliser la transformée de Fourier discréte vue
dans le chapitre précédent comme méthode numérique de résolution. On présente la méthode
sur I’équation de la chaleur mono-dimensionnelle avec conditions aux limites périodiques

du=02u=0, 0<z<a,t>0,
uw(0,2) = u(z), 0<z<a,
u(t,0) = u(t,a), t>0,

ou u’ est une fonction a-périodique réguliére.
Nous avons vu qu’il y a un lien fort entre transformée de Fourier continue, discréte et série
de Fourier. On sait par exemple que si f est une fonction a-périodique, on a

472n?
S(f"M) =] _TCn(f)en(t),

neZ

ou Cr(f) = §5 f( (t)dt/a.

leCretlbOnb llnconnue u sur un maillage uniforme de sorte que ug(t) désigne une ap-
proximation de u(t, ka/N), 0 < k < N. Soit u° le vecteur de composantes u = u’(ka/N),
0 < k < N. En remplacant u(t,z) par ug(t) dans ’équation de la chaleur, on a

47T2j2

UZ(t) :gzj;l (— 22 N (uk(t))j> , 0<k<N.
k

Cette équation est une équation différentielle ordinaire pour chaque mode de Fourier k. En
effet, on a
472 j

FN (uﬁg(t))j = — FN (uk(t)) 0<k<N.

Or, par définition de la transformée de Fourier discréte, on a

N-1
(JN uk Z —21/7Tjk‘/N'
k=0
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Ainsi,
N—1
f2i7r'k/N _ o
(Fntui); = 2, e = 5 (P
Nous pouvons en déduire
d 47242
SN w(®); = =7 ),

et donc

Ainsi, on a simplement

soit encore

Ut) = Fyt <e 2222@( 0)>, (2.6)

o U(t) = [uo(t), ur(t), -+ un—1(t)]".

Aucune approximation temporelle n’est nécessaire ce qui simplifie grandement la mise
en place du schéma numérique. En outre, on sait que les calculs des transformées de Fourier
discrétes (direct ou inverse) sont rendus trés rapides par l'utilisation de la FFT (Fast Fourier
Transform). Pour d’autres conditions aux limites standards (Dirichlet homogéne ou Neumann
homogeéne), on utiliserait les transformées en sinus ou en cosinus.

Résolution par différences finies

Nous présentons dans cette section une discrétisation compléte espace-temps. Les pas
d’espace et de temps sont respectivement notés dx et dt. Les temps discrets sont t" = ndt,
n € {0,---, N}, de sorte que 6t = T/N. La variable d’espace z € [0, 1] est discrétisée avec
J 42 points et on a z; = jox, j€{0,--- ,J+1}, z0 = 0et z;1; = 1. Ainsi, x = 1/J+1. On
cherche des approximations de u(t", ;) et on définit u? = u'(z;). On a pour la discrétisation
spatiale
uw(t™, xj41) — 2u(t”, ;) + u(t”, x;-1)

dx?
Concernant la discrétisation temporelle, on peut considérer des discrétisations amont (explicite)
ou aval (implicite) avec

OZu(t", z;) = + O(02?).

u(tnv xj) - u(tn_lv fL‘j)

ou(t", xj) = 5 + O(dt) explicite,
tn+1, D\ tn7 .
oru(t", xj) = u xj)& u(t”, z;) + O(dt) implicite.
Etudions le cas du schéma explicite
u u?, | —2u? + u?
J J J+1 J j—1 _ .
ot — kK Sx2 - f(tna $]), (27)

ot uj désigne une approximation de u(t™, xj).

Définition 2.5.1 Erreur de consistance
On appelle erreur de consistance I'erreur commise en remplagant I’équation exacte par
I’équation aux différences finies
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Ici,
w(t™ ) — u(t”, x;) u(t™, xjp1) — 2u(t™, ;) + u(t™, x-1)
E;L(u) — ]5t J/ K J 5$2 J J o f(tn,ﬂ?j),
_ n J
et on pose " (u) = (63(u))1<j<JeR

Proposition 2.5.1 Si u € C?C% est solution de (2.1), alors il existe C € R telle que

" < (0t + 622).
ol le™ (u)llo < c(dt + 627)

On dit que le schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

p) Ilenrésulte lim  max [e"(u)|ew = 0. Le schéma est donc consistant avec (2.1).
6x,0t—00<n<N—1

Démonstration. La preuve repose sur la formule de Taylor.

ot Sz

n 2
e (u) = 9 (Taxj>_’€ﬂ

(Opu(t™, y) + dpu(t", 2)),
ou
€ [t",tn+1], yelzj,zip], ze€lzj_1,z;].
La constante C' est donc
1

C= max( max lafu], " max |0 u])
2 [0,7]x[0,1] 6 [0,7]x[0,1

Théoréme 2.5.2 Soit e"(u) = (e’]?(u))1<j<J le vecteur de I'erreur globale au temps t" défini
par
en(u) = —ult",z;), 0<n<N,0<j<J+1

t
Supposons k— < =, alors il existe C € R telle que

1
ox2 2’
le™(u)] oo < C(0t + 6x%), 0<n < N.

Démonstration. On a efj(u) = €’ ;(u) = 0 pour tout n. D’owt, pour 1 < j < J, on a

e}”l(u) = u’j”l —u(t" x;)

= uj ths s 2( Gi1 = 2uf +ujq) + 0tf(t", x;)

—U(tn zj) = (u(t" + 1, %)— u(t", zj))
—2uf +ui_y) +6tf(t", xj)

_6 +I€5 2( J+1

— (5t5j (u) + n% (u(t™, zjp1 —2u(t", ;) +u(t", zj—1))) + ot f(t", x])>

=€+ kK 2¢] +ej_y) — dtej (u).

Sx 2( j+1

Ainsi, e, 1 < j < J, est solution de

G — ) | Bl 22 b,
5t ox? T
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On a donc
N 5t \ ., o, ot 4 n
() = (1 BT ) 6 (W) + g g€ (W) + rg e (u) = otej(u).

Y

On a supposé 0 < 2/1515/(5:62 < 1, d’ou lestimation pour 0 <n < N —1,0<j < J +1,

ot 2K6t
n+1 n n n
] < (1= 205 ) len )l + 3o 1o + 016" (0 e

< Jle™(u)]oo + 6tlle™ (u)]oo-
On a donc

et (w) ] oo e™(u)] o + C6t(5t + 622)

0 1)6t(6t + 62%) < CT(6t + 622
e’ (u)] o +C(n + 1)0t(5t + 6x*) 6 CT (6t + dz°)
=0 not<T

Donc, le schéma explicite converge si dx et 6t tendent vers 0, et si on choisit 6t suffisamment
petit pour vérifier la condition CFL

ot 1

On dit que le schéma explicite est conditionnellement convergent dans L®.
Il est intéressant d’écrire le schéma sous forme matricielle

Un-‘rl —_yun 5t . .
T + H@AU =F y

ou
-1 2 -1 uft f(E" 21)
A= eM;R), U=|: |eR/, F"= : eR’.
-1 2 -1 u” f(t", )
Pour le schéma implicite, on aurait
I K I
—+ AU+ (—= | U = F".
<5t ox? > ot

On regroupe ces deux schémas sous une méme formulation

I 0 I 1-6
<5t + 5;2A> Ut 4 (—& + (5:52)RA> Ur=F"t2 0<0<1, (2.8)
ott FrHU2 — (F(#" 12 1), f(t"T1/2,25))T. Cette modification permet pour une valeur

de 6 particuliére d’obtenir un schéma d’ordre 2 en temps. On a appelle la méthode (2.8) le
0-schéma. Pour 6 = 1, on retrouve le schéma implicite et pour 6 = 0 le schéma explicite (&
la modification sur le second membre preés).
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p On pourrait étre intéressé d’utiliser une méthode d’éléments finis pour I'approximation
spatiale. On partirait pour cela de la formulation variationnelle. On multiplie I’équation
par une fonction test ¢ et on intégre en espace

Jl [atu — 2u = f]¢(m) dx.

0

On définit
Z Zh ]¢J E Vha

ol {¢;}1<j<s est une base d’éléments finis de Vj,. On remplace ¢(z) dans la formulation
variationnelle par tous les ¢;. Simultanément, on remplace les dérivées temporelles par
leur approximation différences finies et on adapte pour obtenir un #-schéma

J u2+1 _ uh 1
Z ,377 f ¢5¢i dx + Orup ! J 0xj0z0i dx + (1 — 0)kuy, ; J 020jOrhi da
Jj=1 0
- J FE2, )b (x) day 1 < i < L
0
On a donc

% n+1 7M . n _ pn+l/2
<6t+0nS>U +< 50 + (1 0)ﬂS>U =F ,

ou M et S sont respectivement les matrices de masse et de rigidité et F"H/ 2=

So FA 12 )i (x) do, pour 1 < j < J.

On étudie maintenant le 8-schéma différences finies. L’erreur de consistance est

n(y) = w(t"™, z;) — u(t", z)) . H)U(tn’xj“) —2u(t®, ;) + u(t, )

ot dx?

u(t™ @) — 2u(t™ @) +u(t, 33j1)>
ox?

0
—f(EHY2 ).

Proposition 2.5.3 Soit u € C3C% solution de (2.1). Alors, il existe C € R et D € R telles que

n < o 2 2 .
. le™(w)]loo < C|1 — 26|0t + D(6t* + dz°)

Le 6-schéma est consistant pour tout @, d’ordre 1 en temps et 2 en espace sauf pour § = 1/2
ot il est d’ordre 2 en temps.

Etudions maintenant 'erreur ej(u) = u} —u(t",z;) pour 0 <n < Netl<j<J Par
linéarité, on a

<;t ;j A) e u) + (—;t + (15_;)%’0 e"(u) = —e"(u).
I 0k

JE— + -
ot a2
difficile. On préfére mener une étude ¢2. On note

La matrice Ag = ( A) n’est pas diagonale si # # 0. L’étude de I'erreur £*° est donc

n — 2
lle™ 2 = 512
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Etudions les propriétés de la matrice Ag. On sait que les valeurs propres de A sont

: Jm :
aj=481n2<w>>0, 1<]<J,

avec les vecteurs propres associés

V: = | sin L sin 2jm sin Jim '
I J+1)’ J+1) 7 J+1 '

La matrice Ay est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable sur R. Ses valeurs propres

sont

et les mémes vecteurs propres que ceux de A. La matrice Ay est donc définie positive et par
la méme inversible.

On note 5t
By =1+ QLA = (515149.
dx2
On a

e l(u) = B! [Bg_le”(u) - 5t5”(u)].
On définit la matrice d’amplification du schéma
Ly =B,'By_1.

Alors,
e"(u) = Lye™(u) — 0B, " (u).

On peut donc estimer

lle" 2 < [l Zoe™[l2 + 5t|||351€”H1\2
< I Zoll2lle™ll2 + ot B~ l2ll™ -

Appliquer & Ly, la norme || - [|2 est une norme matricielle
Mwv |2
Il = sup V2 Sy,
vers  Ivlll2

ot p(C) désigne le rayon spectrale d’'une matrice C. On sait que les valeurs propres de By

sont pour 1 < j < J

@-:H@%%:éth, V0 > 0.

Ainsi, By est inversible et les valeurs propres de B, ! sont toutes dans 'intervalle 10,1]. Or,
By est symétrique réelle et donc B, ' aussi. D'out (B, 1)* = B, ! et

1By 2 = A/p((By 1)*By ') = p(By ) < 1.

lle™ iz < Ml Loll2lle™ 12 + otlle™ Iz

Ainsi,

Par récurrence,

n
e ll2 < IZoll5 ™ 1e°lz +6t D NLoll5 Il 2.
——

-0 p=0
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Or, 4 /ijl |€5(u)|? < A/ J]eP(u)]% et donc [[eP]|2 < [|€P |- On obtient donc

ller Ml <6t > 1ol lleP oo
p=0
<&Zm@mﬂpu—ww+pwhwﬁﬂ
p=0

Si [|Lgll2 < 1, on a
Hwﬁw2<Tkm—am&+Dwﬂ+aﬁﬂ

ce qui nous permet de conclure a la convergence du schéma numérique.
Il reste & déterminer les conditions pour avoir ||Lg[|2 < 1. Rappelons que

st \ ! St
Lg_zg4391_.<1+egﬁA> (ﬁ—ﬂ—%ﬂ;ﬁA>.

On sait que By et B, 1 ont les mémes vecteurs propres et des valeurs propres inverses. De
méme, les vecteurs propres de Bg_1 sont les mémes que ceux de A, a savoir les vecteurs Vj, et
ses valeurs propres réelles sont données par

ot

Ainsi, les vecteurs propres de Lg sont donc les vecteurs V; et ses valeurs propres sont les réels
donnés par

| 1—41—mm%gﬁ<—ﬂf)
g B 2(J+1) .
M=B?= &fQ - . 1<j<
J 1 =+ 49/“6@ Sin (m)

Comme Ly est une matrice symétrique réelle, on peut estimer sa 2-norme par son rayon
spectral
ILollz <1 == p(Lg) < 1= |Nj| <1, 1<j<

La condition p(Lg) < 1 est la condition de stabilité de Von Neumann.

Proposition 2.5.4 e Sif>1/2, \(Lg) <1
<

1
e Sifel0,1/2[, A(Lp) <1 si et seulement si kK—s5 <

sx2 ~ 2(1 —20)°
Démonstration. 11 faut étudier la fonction g définie par

1—4(1—0)rhs
B 1+ 49/45%3

g(s , 0<s<l.

La fonction g est décroissante. Elle atteint sa valeur maximale en s = 0 et minimale en s = 1.
Réciproquement, son module |g| est maximal en s = 0 et minimal en s = 1. Or, g(0) = 1.
Etudions 5t

_ 1—4(1 = 0)kzy

ot

, 0<6H<1.

Avoir |g(1)] < 1 est équivalent a

ot ot ot
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soit encore
ot ot

/43451‘2 =
ce qui conduit &

5t 1
0>1/2 B —
/2 ou mEE S 30

En conséquence, on a le théoréme suivant

Théoréme 2.5.5 Sous les mémes hypothéses que précédemment, si § < 1/2 ou kdt/dz? <
1/2(1 — 20), alors il existe C et D deux réels tels que

lle™(w)ll2 < T[C]l — 20|56t + D(5t* + 5x2)], 0o<n<N

p) Pour § =1/2, le schéma est inconditionnellement convergent et d’ordre 2.

Conditions aux limites transparentes

Nous avons considéré jusque la des conditions aux limites standards (Dirichlet ou Neumann)
dans le cas ot z € Q = R%. Dans le cas ot & € R? et en supposant que le terme source f soit
égal & 0, nous avons construit une solution qui s’écrit

; 112 S 1 Ja— i
@Oty (¢) de = @m)d/zfme P (y) dy,  we R, ¢ >0,

u(t,x) =

1
(27T)d/2 fRd
Dans le cas ot z €]0, 1] et v satisfait des conditions aux limites de Dirichlet homogénes, nous
avons pu représenter la solution dans la base hilbertienne {v/2sin(km-)}gen de L2(]0,1[). On
a trouvé
v(t,z) = v2 ). 0(k)(t)sin(krz) dans L2(]0, 1[).

keN*

avec

(k)(t) = ui(k)e K m"t,

On pourrait établir un résultat similaire pour = €] — L/2, L/2[, L > 0. La question est de
savoir si on peut espérer avoir v proche de la restriction de uw a | — L/2, L/2[. A moins d’avoir
L = +o0, la réponse est évidemment négative et il n’est donc pas possible de penser que v est
une approximation de u. On est donc amené a rechercher des conditions aux limites telles que
la solution de

o =0% (t,x)e[0,T]x]— L/2,L/2],

’U(O,l‘) :ui(l‘)v .’L‘E]—L/2,L/2[,

Bu(t,z) =0, tel[0,T], z€{-L/2,L/2},

soit telle que
v(t,x) = u(t,x), (t,z)e[0,T]x]—L/2,L/2].

Ici, B est un opérateur encodant les conditions aux limites. Il est possible de construire B en
factorisant I'opérateur d; — 02 qui s’applique a la fois & u et v. Le calcul suivant peut étre
rendu rigoureux, mais dépasse le cadre de ce cours. On a

Op — a?c = (\/87_ 61)(\/67"‘ 0z).-
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On en déduit la condition aux limites transparentes
Bu(t,z) = dwv + 02w =0, (t,x)€[0,T] x {—L/2,L/2},

ol 0, =0y six=LJ/2et 0, = —0y si x = —L/2. On définit 'opérateur

1/2 1 L f(s)
Vof =0, f = ﬁa’*fo mds.
C’est un opérateur non local, dit pseudo-différentiel. Il faut donc pour calculer la solution
procéder & une convolution en temps avec la trace de v le long des droites (¢, z) € [0, T x {+L/2}.
Il faut donc garder trace de la solution & la frontiére & tous les temps pour calculer la solution.
On peut montrer que cette condition aux limites conduit bien & la propriété recherchée si la
donnée initiale est a support compact dans | — L/2, L/2].
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? Equatioﬁ‘s dé Schrédinger
e

Probléeme modeéle

On sait depuis le début du siécle dernier qu’il existe un principe de dualité onde-corpuscule.
C’est Louis de Broglie qui le premier affirma que toute matiére (et pas seulement la lumiére)
a une nature ondulatoire. Par la suite, Erwin Schrodinger proposa une équation pour décrire
I’évolution spatio-temporelle d’'une fonction d’onde associée a la particule. Il rechercha une
équation pour une onde harmonique

Y(t,x) = thoe'k*D gy eR, ieC, 2 =—-1, xeR>.
L’équation porte aujourd’hui son nom

Equation de Schrédinger linéaire pour une particule décrivant I’évolution de la fonction

d’onde v
2

, h

thop) = —%Aw + V(x)v, (3.1)
o Ayp = 02 + 02, 4+ 02,, h = 2mh = 6.62 - 107**J.s est la constante de Planck, m la masse
de la particule et V' un potentiel dans lequel évolue la particule.

Les physiciens doutaient de ’équation établie par Schrodinger car ils ne pouvaient pas
trouver de moyens de récupérer les variables physiques. La question fondamentale était
« comment trouver la particule & partir de sa fonction d’onde ». La réponse a été donnée par
Born en 1926 : la fonction d’onde elle-méme n’a pas de réalité physique, mais le carré de
son module |1|? = ) est une densité de probabilité. La quantité |(¢,x)|? dx représente la
probabilité de trouver la particule dans une boule de centre x et de rayon dx. Par conséquent,
la probabilité de trouver la particule dans tout I'espace est de 100%, ce qui en mathématiques
se lit

JRS [ (t,x)|? dx = 1. (3.2)

Cette relation est connue comme la “conservation de la masse”. On peut obtenir la conservation
de la masse directement depuis 1’équation. On multiplie I’équation de Schrodinger (3.1) par
1), on intégre en espace puis on prend ensuite la partie réelle de I’équation résultante.
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Une autre quantité conservée importante est I’énergie obtenue a partir de la relation
h? 2 2
SW)t) = | S IVeI+V(x)ly| dx. (3.3)
R3 2

Pour obtenir cette relation, on multiplie '’équation de Schrédinger (3.1) par 631, on intégre
en espace puis on prend ensuite la partie imaginaire de I’équation résultante.

Les deux relations de conservation de la masse et de ’énergie ont un sens mathématique
si e HY(R3).

Aprés adimensionnement, on convient d’étudier I’équation

o+ Ay =V(x)p, zeR,t>0,
P(0,7) = Yi(z), xeR.

Equations aux dérivées partielles dispersives

Soit L un opérateur différentiel a coefficients constants

Lu(z) = Z calsu(z), k=1,keN,

|o| <k
ol a € N? est un multi-entier avec |a| = aj + - + ag et
a A 1o}
Oy = 09t -+ 094,
On pourrait définir les équations aux dérivées partielles paraboliques par

{ dpu(t, ) = Lu(t, z),
u(0,x) = u'(x),

ot on demande que l'opérateur L soit auto-adjoint (L = L*). Sur le méme modéle, on définit
les EDP dispersives.

Définition 3.2.1 Une équation aux dérivées partielles dispersives a coefficients constants

{ du(t,z) = Lu(t,z),
u(0,z) = u'(x),

est dispersive si
w:R xRV, V un espace de Hilbert

et si L est un opérateur anti-adjoint L* = —L ou encore iL est auto-adjoint.

m Exemple 3.1 Considérons I'équation de Airy dyu + d2u = 0. L'opérateur est L = —03.
Considérons que V = H3(R). Alors

(Lu,v) = J —3uvdr = J udv dr = —(u, Lv) = {u, —Lv) = {u, L*v)
R R
d’ot L* = —L qui est bien anti-adjoint.

Considérons maintenant I’équation de Schrédinger linéaire d;u — i02u = 0. On a L = i0?
et

(Lu,v) = J i02uvde = J u (i020) dz.
R R
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Mais, pour deux nombres complexes z1 et zo, on a zjzg = 21 22. Ainsi
(Lu,vy = f u—1020 dz = {u, L*v).
R

Ainsi, L* = —i0? = —L et L est anti-adjoint.

Solutions classiques dans R”

On suppose V = 0 et on procéde comme pour I’équation de la chaleur en utilisant la
transformée de Fourier. L’équation (3.4) devient

{ Zat¢_|£|2}g):0a §eR, >0,

~

¢(07f) = W(f)a §eR.
Ainsi,
O(t,6) = e IFHIE), ceRY 1> 0.
On définit ainsi pour ¢ fixé

S(t,-): & e P,

Soit S(t) Popérateur de multiplication dans .7/ (RN) par S(¢,-). Alors, la famille {S(¢)}er est
un groupe dans .#’(RY). En effet, contrairement a I'équation de la chaleur o g(t)(€) = e~I¢ [
était non borné pour t < 0, U'opérateur e~ €It est borné pour tout t € R. On a donc un
opérateur réversible ce qui permet & {S(t)}tr d’étre un groupe

i St S(—t i

v 2yt Tt

Si 2;7’ e L2(RY) au lieu de .&/(RN), alors ¢)(t,£) = e‘“ﬁ‘%z;i(g) e L?etona
[&]22 = 4] 12

ce qui par Parseval traduit la conservation de la masse. Ainsi, {S (t) }ter est un groupe unitaire
sur L2
En revenant dans .7/ (RY), on a
bit,a) = F7 (S )01) = F 7 (S() w0 = St =

On montre, en faisant les mémes manipulations que pour 1’équation de la chaleur, que

S(t,) =
( >') - (47Tit)N/2e e

Si on pose G(t) = S(t,-)x*, alors les opérations de convolution {G(t)}r constituent un groupe
dans .7 et ., et un groupe unitaire sur L?.

p ) Contrairement & I'équation de la chaleur, G(t) appliqué a Y n’a pas d’effet régularisant.

On a donc

1 _\z—;;@ i
Y(t,x) = W jRN e” Tt Y'(y)dy.

Si o' € LY(RY), on a immédiatement par cette formule que v (t,-) € L*(RY) et on a
[t Y= < CEN2 g 1.

La norme L* de 9 décroit donc avec le temps alors que la norme L? est conservée. De maniére
générale, si on considére deux entiers p et ¢, 2 < p < 0, et 1/p+ 1/g = 1, alors il existe un
constante ¢ > 0 tel que pour tout ¢’ € LI(RY), ¢ € LP(RV) et

[t ) ze < Ct=NO2TUP g
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Schémas numériques

On considére & nouveau le cas ou V = 0.

La méthode basée sur la transformée de Fourier est comme pour 1’équation de la chaleur
trés efficace pour I’équation de Schrodinger non linéaire et par Parseval, on a automatiquement
la conservation de la norme L? (masse). La modification dans la formule (2.6) définissant le
schéma est mineure puisqu’il suffit de rajouter un 7 dans la formule qui devient

47r2j2

U(t) = Fx' (w’ 2 7y (u0)>.

Le #-schéma est également une méthode trés populaire et on a les mémes résultats de
convergence et de stabilité. Il convient en plus de s’assurer de la conservation de la masse et
de I’énergie. Prenons le cas 6 = 1/2 et démontrons ces résultats. Nous considérons I’équation
linéaire de Schrodinger sur un domaine régulier borné

Equation de Schrédinger linéaire (LS)

10 = —%Aw, t>0, xeQeRY
¥(0,%) = o(x), x€, (3.5)
CL sur 012, t>0.

Nous supposons dans ce paragraphe que u(t,x) = 0 pour x € 0€2. Soit k = dt le pas de
temps constant et ¢, = nk. Désignons par ¢"(z) une approximation de la solution exacte

Y(ty, ).

Le schéma semi-discret de Crank-Nicolson s’écrit

wn-&-l . wn B 1 ¢n+1 + ¢n
N (3.6)
PO (x) = o(x), x € (.

i

Proposition 3.4.1 Le schéma Crank-Nicolson du second ordre (3.6) préserve la norme L2
(alias la masse).

Démonstration. Nous devons imiter la preuve de I’équation continue. Multiplions le schéma
par ("1 +¢m)/2. On a

iwn+1_wn ¢n+1_’_wn 7_1A¢n+1+wn¢n+1+wn
ot 2 2 2 2 ’

ce qui s’écrit aussi

-
25t

([ 12 = "2 + 2l (")) = _;AW‘“; Y" @D"“;r v

En intégrant cette équation par rapport a x donne

-
26t

n+1 n
[t =+ aitmerg s = 3 v gy
Q 2 Ja 2

1 wn-‘rl + wn wn-}-l + wn
— On do.
2 Joq 2 2
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Grace aux conditions aux limites de Dirichlet, le dernier terme s’annule, et en prenant la
partie imaginaire de I’équation résultante, on obtient

| et pax = | o .
Q Q
|

Pour la conservation de I’énergie, on répéte les opérations mais en multipliant par (11}"*1 Y™ /dt.

Nous pouvons maintenant faire une approximation de la variable spatiale. Nous simplifions
la présentation en considérant le cas 1D et Q = (xy,z,). Soit h = dz = (z, — z¢)/(J + 1)
la taille du maillage et définissons les noeuds z; = jh + x¢, j = 0,---,J + 1. On écrit ¢7
I'approximation de v (t,, x;). Nous approximons l'opérateur 02 par la différence finie standard

du second ordre o 20T + 7
L — QpT 4 )"

+1 -1

agw(tmxﬂ ~ 5xj2 ’ )

Le schéma de Crank-Nicolson discret complet est

1<j<J

A I A s e A TR L s
; == =>0,1<j</J,
ot 1 5a? ’" J
¢n+1 wgi% _
(3.7)
On peut simplifier le schéma en définissant 'opérateur Laplacien discret
Vi1 — 2'Uj + vj-1
Ahvj = (51’2
Le schéma (3.7) devient
wn+1 ¢n lA ¢?+1 + w;z . . ;
/1/7 - - < ~ ~
5t A= J
En utilisant la matrice Dy
2 -1
-1 2 -1
1 -1 2 -1
D2 = ﬁ . .. ) (38)
-1 2 -1
-1 2

le systéme linéaire complet a résoudre est

,\Ijn+1 —_gn 1 \I/nJrl 4 g
i——— = =Dy —
ot 4 2

Pﬁ-“ﬁz)]wﬂ+1=|f' “%D;]mm

ou I désigne la matrice identité.
Comme pour I’équation de la chaleur, nous avons le résultat de convergence suivant

U™ = ()1<j<s € C7.

Ceci est équivalent &



50 Chapitre 3. Equations de Schrddinger

Théoreme 3.4.2 Soit 1 une solution réguliére a (3.5) sur (0,7") avec des conditions aux
limites de Dirichlet homogénes et ¥", n = 0,--- , N, T = NJt, la solution au schéma
Crank-Nicolson totalement discret (3.7) avec W0 = (1/19)31:1, ¢? = 1po(x;). Alors, pour 6t
assez petit,

max_[¢" — U5, < c(h® + k)

1<n<N

ou k = 0t et h = dx, ¢ étant une constante indépendante de k et h.

Ici, " = (Y(tn, xj)) 3]:1 et les normes discrétes sont données par

Uj+1 —
h

2) 1/2

Démonstration. Soit 7™ € CJ72 = {v = (vo, -+ ,v541) € CT*2, vy = vy = 0} lerreur de
consistance du schéma Crank-Nicolson. Avec les développements de Taylor pour k et h petit,
nous obtenons facilement

1 1
A N A
- ity

J J
1/2 .

[l = w002, o wn = b Y vy, Julis = <h >

iz =0

7“]‘ 7k’ 5 j:17...7J’
et
max [r}| < C(k* + h?).
]7n
Soit e =™ — W™ n =0,---,N. Nous avons, puisque tout est linéaire,
entl 2 et 4 en
]Tj zzAh%+r?, j=1,---,J

Il est facile de montrer que —(Apv,v);, = [v]2,. En prenant le produit scalaire avec (e} +

J
e)/2, on obtient

€n+1 —en en+1 + el en+1 + el €n+1 +en
L R A
1L,h
ot e" = (ef);j et r" = (r});. Prenant la partie réelle,
entl 4 en
o1 — e = 2k Retr?, Tt

Par I'inégalité de Schwartz,
le™* 7 — le™ |7 < Crlr™ [a(le™ I + le™]n),
qui se lit également comme suit
(le™ i+ le™ n) (e — le™n) < Ch(h® + k) (le™ n + e [n)-
Cela donne immédiatement
| < el + CH(R2 + K2)

ou encore

n—1

le™n < [€%n + Y Ch(h® + £?).
£=0

=0 —_—
<CT(h2+k2)
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Equation de Schrédinger non linéaire

Lorsque I'on considére plusieurs particules bosoniques en interaction, il est possible de
montrer qu’a température proche de zéro, ’ensemble des particules se comporte comme une
particule géante vérifiant une équation de Schréodinger non linéaire cubique. Cet ensemble de
particule s’appelle un condensat de Bose-Einstein (voir [2]).

Equation de Schrédinger non linéaire cubique

i000(t,) = | =54+ V) + (e, P | wie. )
(3.9)

BY) = [ 51997 + Ve + Sloltdx,

Comme pour ’équation de Schrodinger linéaire, la masse est également conservée N(t) =

N ) = [ e Pax = | we)Pax =160

p ) L’équation de Schrédinger non linéaire cubique intervient également dans la modélisation
en optique non linéaire pour décrire la propagation de la lumiére. Elle apparait également
en mécanique des fluides.

Schéma de splitting - pas fractionnaire

Afin de présenter I’idée, nous allons considérer le cas simple des équations différentielles
ordinaires linéaires.

L’idée est simple : diviser pour mieux régner. La méthode du splitting est probablement
la technique la plus systématique pour le développement d’algorithmes en général pour les
systémes autonomes.

Supposons que nous souhaitions résoudre 2’(t) = f(2) = f1(z) + f2(z) ou chacun des deux
ODE est complétement intégrable 2/(t) = f1(z) et 2/(t) = f2(z). La méthode consiste a
e suivre le flot associé a fi a partir de z,. Résoudre 2/(t) = f1(2(t)), 2(0) = z, et le faire
évoluer exactement pour I'étape h : z, = z1(h, zp,).
e suivre le flot associé & fo & partir de z,. Résoudre 2/(t) = fa(z(t)), 2(0) = z4 et le faire
évoluer exactement pour I'étape h : z, 11 = 22(h, 24).
En désignant les applications flot des champs vectoriels f1 et fo par ¢, et ¢z, , nous
venons de calculer

Zni1 = Oh,fo (@, (20) = (Oh,fo © Ohopi) (Z0)-

Une telle méthode est appelée méthode de pas fractionnaire (splitting), et celle que nous
venons de présenter est connue sous le nom de schéma de splitting de Lie-Trotter.

m Exemple 3.2 Si nous considérons le modéle de Lotka-Volterra (3.10)

(v—2),

v =v(1 —u). (3.10)

alors f(u,v) = (u(v—2),v(1 —u)) et une décomposition pourrait étre fi(u,v) = (u(v —2),0)
et fao(u,v) = (0,v(1 —u)). L’image des champs vectoriels associés est donnée ci-dessous
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Champ vectoriel f = Champ vectoriel fi + Champ vectoriel fs.
|

Il est plus simple de comprendre la méthode sur les EDO linéaires. Considérons 3’ = Ay,
y(0) = yo avec y e R4, A e Mg q(R). La solution est donc donnée par y(h) = eAyo == pnyo,
ou I'exponentielle de la matrice Ah est donnée par

hA)
oy ()

T
>0 I

Supposons que A = B + C, donc 3/ = (B + C)y et le schéma de splitting de Lie s’écrit

et nous obtenons donc

Calculons l'erreur locale.

on(yo) — en(yo) =
= (I+Ch+ (CQh)Q +O(h*)(I + Bh + (BQh)Q +O(h*))o
—(I+ Ah+ (An° + O(h?))
9 Yo
u+p3+cmﬁjfgﬁ+203+0%+om%w0

A, 2
I+Ah+(£0-+om%wo

Ch_Bh Ah
e "e"Yo — € Yo

—(
h2
E(BQ +2CB + C? — (B + C)?)yg + O(h?)
2

= i@B—Bmm+Om%

2
2

h
= 510 Bly + O(h),

ou [C, B] est le commutateur des deux matrices B et C. Si le commutateur est nul, on dit
que les deux matrices commutent. Sinon, l'erreur locale est O(h?) et I'erreur globale est O(h).
On peut construire aisément un splitting du second ordre, connu comme le splitting de

Strang, par
by, = cCM2eBheCh/2,
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Pour plus d’informations concernant les méthodes de splitting pour les équations différentielles
ordinaires, on pourra consulter |7].

Considérons maintenant 1’équation de Schrodinger en vue d’appliquer le splitting de Strang

. 1 _
i)+ 5 A0 = BlUl Y + Vix)e,
Nous découpons I’équation en deux parties
) 1
104V + §Av =0

et
idw = BlwP~ w + V(x)w.

Nous avons maintenant a considérer une EDP et une EDO. La solution de ’'EDO est en fait
explicite. En effet, si nous multiplions par w, nous obtenons

Oywiw = —ifwPT — iV (x)|w]?.

On sait que

d
a\w|2 = 2Re(Crww).

Ainsi, en prenant la partie réelle des I’équation précédente, nous avons

1d

— 2:
ag =0

et le module de |w| est ainsi conservé. Nous obtenons donc une solution explicite
w(t,x) = e WO +V Ity 0 x).

Le splitting de Strang du temps t,, au temps t,41 est donné par les trois étapes

Une étape du splitting de Strang
1. Calculer uy = e~ UBI¥" P +V(1/68/2yn
2. Résoudre idiug + Aug/2 = 0 avec uz(t = 0) = uj sur un intervalle de longueur 6t
soit par DST ou FFT ou une méthode de différences finies, éléments finis ou volumes

finis.
3. Calculer y"+! = e—ilBlualP +V (X))/6t/2y,,

Le splitting de Strang a une structure intéressante. En effet, pour chaque pas, nous avons

1. Jui|zz = ||0"] 12 puisque 'opérateur en jeu est unitaire.

2. |lug|z2 = |u1|z2 par la propriété de I’équation de Schrodinger linéaire.

3. g2 = Juallze.
Ainsi, la masse est automatiquement conservée. De plus, si nous partons de 1”1 et appliquons
le schéma avec un pas de temps inversé (—dt) et en prenant le conjugué de ¥", le schéma
est réversible dans le temps. Une autre propriété trés intéressante est que le schéma avec
DST ou FFT est explicite (implicite avec la méthode des différences finies et le schéma de
Crank-Nicolson, voir le paragraphe 3.5.2). L’énergie n’est cependant pas préservée. Nous
pouvons obtenir un schéma d’ordre supérieur assez facilement (en temps) en prenant un
splitting temporel d’ordre supérieur.

La preuve de convergence pour les splittings de Lie et de Strang est disponible dans [4] et
[10].
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3.5.2 Le schéma de Crank-Nicolson

Le schéma que nous présentons ici a été introduit pour la premiére fois par Delfour, Fortin
et Payre [6] suite a une idée de Strauss et Vazquez [11]| pour I’équation de Schrédinger non
linéaire (NLS) suivante

0 = 5 A + V<) + B Py,

Il s’appuie sur deux remarques différentes.

p) Supposons que G'(v) = |[v[P~!p, alors si v € R,
|v[p+1
p+1
SiveC, Gv) = |v]*2 = (Jv[*)7TL, dy(|[v]?)(h) = dy(vD)(h) = 2Re(vh) et

G(v)
d,(G(0))(h) = 2(c + D]e]"Re(oh).

p Les opérations effectuées pour montrer la conservation de la masse et de I’énergie sont
les suivantes

e masse : multiplier (NLS) par ¢, intégrer par rapport a4 z et prendre la partie
imaginaire. La contribution du terme non linéaire est § ||P~![[2dx.

e énergie : multiplier (NLS) par d;), intégrer par rapport a x et prendre la partie
réelle. La contribution du terme non linéaire est

_ 1 d
p—1 _ p+1
Ref|1/J| Woybdx b JWJ\ dx.

Nous voulons construire un schéma numérique qui a les mémes comportements.

La discrétisation de |[¢[P~1) = G'(¢) est choisie telle que

G - G(u™)
[ = TP

(" +ym).

Si (a,b) € R?, alors

G(b) = G(a)

G(b) — G(a) o a+b
b — |al?

——)+0((b—a)?).

(b+a)= — ( 5

C’est une approximation de second ordre de G’ au temps ¢, 2= (tn +tnt1)/2.
Si nous imitons la preuve des conservations de la masse et de ’énergie, nous avons
e Pour la conservation de la masse : |¢|P~141) devient

Gy — G(y™) Gyt — G(y")
e e |2 — [y ?
et la partie imaginaire est nulle.
e Pour la conservation de I’énergie |¢[P~14)d;) devient

G - GW")
TP =P

@™+ M) (Y + ) = [+ " e R

m + ()

ce qui est

16" - G
St TP =0

([P = [ + 2iIm(y"yn+1)).
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En prenant la partie réelle, on a

G = G
Ra (5t ’

p+1
P+ 1dtf|w| dx.

La discrétisation du terme non linéaire est donc le bon choix pour garantir une approximation
de second ordre avec conservation de la masse et de I’énergie.

ce qui correspond &

Le schéma semi-discret de Crank-Nicolson semi-discret est

Z'QIZ)H—H _wn 1 wn-ﬁ-l +¢n 6 (wn+1) (,¢n) ¢n+1 _’_Qpn

(" +9™) + V(%)

ot 2 2 [y t12 — [y 2 5
— B |¢n+1|p+1 |¢n|p+1 n+1 n TZJ”H + "
T p+1 [YntiZ — g2 (" + ") + V(X)f-

Si p—1 = 20, le terme non linéaire dans I'équation (NLS) devient |1|27% ce qui est approximé

par
B |¢n+1|20+2 o |¢n|20+2 ¢n+1 + wn
o+l Pl 2

= Exemple 3.3 e 0 =1 (non linéarité cubique). Le terme non linéaire est approché par

1 |¢n+1‘4 _ |wn’4 wn+1 + wn W}n+1|2 + |¢n|2 wn-&-l + wn
2PE -2 2 2

e o =2 (non linéarité quintique). Puisque (a% — 8%)/(a? — %) = a* + a?b? + b*, le terme
non linéaire est approché par
|¢n+1‘4 + ‘wn+1’2|wn‘2 + ‘wn’4 wnJrl 4 ,L/}n
3 2 .

FURTES

e Le cas général est

|wn+1 |20+2 _ |1/}n|2cr+2

L e (A

i W}n-&-l 2p‘wn’2 o— p)

On peut montrer que ce schéma est :
e réversible en temps,
e préserve la masse et I'énergie,
e est inconditionnellement stable (semi-implicite),
mais il est
e non explicite (il y a un systéme non linéaire a résoudre, par exemple par une méthode
de point fixe),
En dimension 1, le systéme complétement discret s’écrit

g WM ey Gyt oo Pt 4
t ’ ot ]+§Ahuj 92 J :B |§/}n]+1|3 |w(n|2)( ;H_l 1/}] )+V(%)f 1<

/

<.
N
<

En définissant

Gwr}+1 —G¢n
p(uf et = |E/}j+1|g_|¢él|§)(?“ W), (3.11)
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et en utilisant les notations vectorielles et matricielles, nous avons

‘lfn+1 —_gn 1
i & Da(U" 4 U7 = fp(UL W) + V
ou ¥" = (zp;?)f:l et Dy est définie par (3.8).
La méthode de point fixe appliquée au systéme non linéaire est donnée par ’algorithme
suivant

gl g
2 Y

Algorithm 1: Méthode de point fixe pour le schéma de Crank Nicolson
Data: Wy = ¥, s =0, test=TRUE
while test=TRUFE do

I 1 |4 I 1 v
{i + —Dy — ] Wei1 = [Z — D2+ } U+ Bo(Ws, ¥");

ot 4 2 ot 4 2
test=|Wsy1 — Ws|| > ¢;
Ws = Wsi1;
end
gntl — W,

Pour v,w e (Cb] *2on définit les normes discrétes suivantes

J
(v,wyp, = h Z VW5,
j=1
1/2
[o]ln = (v, why? = v

h,2-

Il est possible de démontrer le résultat de convergence suivant (voir [1])

Théoreme 3.5.1 Soit ¢ une solution (assez réguliére) de ’équation de Schrodinger non
linéaire cubique 1d et ¥” solution du schéma de Crank-Nicolson et k = o(h/4). Alors, pour
k suffisamment petit,

max_[$(tn) — U5 < c(k? + h2). (3.12)

1<n<N

Schéma de relaxation

Ce schéma, construit dans [3], est consacré a I’équation de Schrédinger non linéaire cubique

0 + A = By, P(t = 0) = . (3.13)

L’idée du schéma de relaxation est d’écrire cette équation comme

{ v = [¥]?,
101 + A = By,

et de discrétiser ces deux équations en deux instants différents (comme pour une grille décalée),
en restant du second ordre. Pour la premiére équations, discrétisée au temps t,,, nous avons

A2 g n=1/2 -
i
et I'équation de Schrodinger est discrétisée autour de ¢, /o avec le schéma de Crank-Nicolson
AT VL L PP A S
ot 2 2 2
Pour assurer une précision de deuxiéme ordre du schéma, il est nécessaire d’avoir une approxi-

mation de y~1/2(x) = |¢)(—dt/2,x)|?, au moins d’ordre 2. Cela peut étre fait avec le précédent
schéma de Crank-Nicolson au pas de temps —dt/2. Finalement,
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Le schéma de relaxation s’écrit

,)/n+1/2 _ 2W)n’2 _ n—1/2 (314)

wn-‘rl wn 1 ¢n+1 + wn B n+1/2,¢) + wn

1
ot 2 2 2 (3.15)

Le schéma est maintenant linéairement implicite. Aucune méthode de Newton ou de point
fixe n’est nécessaire pour résoudre un systéme non linéaire. Il peut étre prouvé que ce schéma
converge vers la solution de (3.13) avec une précision du second ordre [3|. Cependant, la
preuve est réellement compliquée et ne peut étre reproduite ici. Le principal probléme est que
nous n’avons pas d’équation d’évolution pour . Nous pouvons en construire une en prenant
la dérivée temporelle de v = ||2. Cependant, & un niveau discret, nous obtiendrions

k+1)2 k
L2 25t¢ \ W |?
qui est une approximation de v = §dsy(s)ds.

Ce schéma présente deux caractéristiques importantes : il est linéaire, mais il préserve
également la masse et I’énergie.

Proposition 3.5.2 Le schéma de relaxation (3.14)-(3.15) conserve la masse

f |w”|dx=f [0 dx, n >0, (3.16)
R4 R4
et I’énergie

n|2 n—1/2\2 0 —1/2)2
J |V¢ | + By n— 1/2|wn|2 (’Y ) b — f |V’(,ZJ | + By —1/2|1/}0| (’7 ) dx,
R4 R4

2 2
(3.17)
ce qui s’écrit également
Var|2 n+1/2,n—1/2 V0|2 1/2.,—1/2
fRd| é" + 57 27 dx:JRd| g' + 8L ; dx. (3.18)

Démonstration. La preuve de la conservation de la masse est similaire & celle du schéma
de Crank-Nicolson. Concernant I’énergie, nous multiplions ’équation (3.14) par 1/1”“ PYn,
prenons la partie réelle et intégrons plus de R?. D’abord,

n+1 n
VIVt = (j0m P — R + 2ilm () )
Donc,
Re[ n+1/2¢ + " T — ¢n] _ = ( n+1/2|¢n+1|2 7,yn+1/2|wn|2) .
En ajoutant 0 = ”*1/2%"]2 — 4" 12[yn 2 A cette égalité, nous obtenons

n Lggm n n n n n— n n— n
Re [y G| = L (g P ).

En multipliant (3.14) par 4"*1/2 — 47=1/2 conduit a

(,yn+1/2)2 _ (,ynfl/2)2 _ |¢n|2(7n+1/2

n—1/2
2 )

-
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Ainsi,
n ol + " 1 n n n— n 1 n n n—
Re[ “/27¢ Lo @ZJ”} = (PR — RN R) — Syt Py - )
1 B n+1/2\2 _ (An—1/2)2
_ 5(,yn+1/2|,¢)n-‘r1|2 — A 1/2|¢n|2) . (7 ) i (7 )

De la, en multipliant (3.15) par ¢! — 4" en intégrant et en prenant la partie réelle, nous
obtenons

1 n n ,8 n n n— n n+1/2 2 _ n—1/2 2
_f Vo P -vy IQ}szfRn 12yt p_ynetyzpee O =

4 ]Rd 2
et finalement

V12 n+1/2\2 T n—1/22
J ‘ 1/}2 | +6,yn+1/2‘wn+1’2_/8(7 5 ) dx:f | ¢ | +8v n— 1/2’,¢n|2 (’Y 5 ) dx.
R4 R4

Pour obtenir (3.18), nous multiplions (3.14) par v*~/2 ce qui donne

n—1/2\2 n+1/2,n—1/2
n— n ’y
~y 1/2‘1/] |2 . ( ) 7 i

2 2

puis nous remplagons dans (3.17). |

Mise en ceuvre

e Conditions aux limites homogénes de Dirichlet. Nous discrétisons la variable spatiale
par la méthode des différences finies et introduisons comme auparavant le vecteur
inconnu ¥ = (zﬁ?)‘j]:l) et la matrice Dy définie par (3.8) qui se approxime l'opérateur

( n+1/2)

de Laplace. Nous introduisons également le vecteur I'"*+1/2 — g _1- Supposons

que nous connaissions I'"™+1/2  alors (3.15) devient

i\IJn-H —_pn 7D2 \I;n+1 4+ g BFnJrl/Q \I,n+1 4+ gn .

ot 2 2
En définissant ¥"+1/2 = (I"+1 ") /2, Palgorithme est

Algorithm 2: Schéma de relaxation

Data: ¥", ["+1/2
while n<N do
21 [ 22 D2
I+
ot [515 >
‘I,n+1 _ Q\I;Tl-i-l/? o \I/n;
Tn+3/2 — 2‘\1/71+1|2 — Tn—1/2.

\I,n+1/2 e

—1
o 5Fn+l/2:| \Ijn,

end

e Conditions aux limites périodiques. Comme pour le schéma numérique précédent, nous
voulons utiliser la transformée de Fourier discréte. Pour dériver I'algorithme, il suffit de
le présenter en version continue avec une transformée de Fourier. L’équation (3.15) se
réduit a

A n+1/2 n+1/2 _ 21 n

—1 —1
(1 + (I — mi) wy"“/?) P2 = <I — idti) P

ou encore
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A _1
M = (1 + <1 — i5t4> iﬁ7"+1/2> .

Alors, (3.15) est équivalent a

Soit M l'opérateur

AN L
M (" H1/2) = (I - i5t4> P (3.19)
Avec la transformée de Fourier, le membre de droite devient

v
1+ idt|&)?/4

Le membre de gauche est

(3.20)

i3 T n+1/2¢n+1/2>
M ("2 — 12 4 g1 iBF (v
W) =9 1+ iot|€2/4

On peut utiliser un solveur de Krylov pour résoudre (3.19) en définissant 1'opérateur
M () par (3.20).
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