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M2 MApI3, module Calcul Scientifique

Équations de réaction-diffusion
On cherche à reproduire l’évolution des concentrations d’une ou plusieurs substances distribuées en espace

et qui sont soumises à deux processus :
— de diffusion : les substances sont réparties dans l’espace par la diffusion qui tend à rendre homogène les

concentrations des produits,
— de réactions chimiques dont on considérera ici qu’elles sont locales : les différents produits intéragissent

et se transforment.
Ces phénomènes apparaissent en chimie, mais aussi en biologie, physique, géologie, ... Ces processus peuvent

produire des motifs spéctaculaires (voir Figure 1)
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Figure 1 – Motifs

Les équations de réaction-diffusion prennent la forme générale

@tU(t; x) = D�U(t; x) +R(q(t; x)); (t; x) 2 R� Rd; (1)

où U 2 R
e, chaque composantes de U représentant la concentration d’un des e produits, D 2 Me;e(R) une

matrice diagonale de diffusion et R 2 Re représente l’ensemble des réactions locales. Les solutions d’une équation
de réaction-diffusion peuvent présenter des comportements très divers parmi lesquels la formation d’ondes
progressives et de phénomènes ondulatoires ou encore de motifs. Ces points motivent l’étude de ces équations.

On s’interesse dans ce projet aux équations de réaction-diffusion à deux espèces
�

@tu(t; x) = Du�u(t; x) + f(u; v);

@tv(t; x) = Dv�u(t; x) + g(u; v):
(2)

Il existe un grand nombre de modèles qui diffèrent par leur coefficients de diffusion et leur nonlinéarité. Par
exemple, on peut considérer

Nom du système Diffusion Nonlinéarités
Fisher/KPP Du = 1, Dv = 0 f(u; v) = u(1� u� v)

g(u; v) = u

FitzHugh-Nagumo Du = ", Dv = 0 f(u; v) = (u(1� u)(u� �)� v)="

g(u; v) = 
u� �v

Gray-Scott Du 6= 0 , Dv 6= 0 f(u; v) = �uv2 + F (1� u)

g(u; v) = uv2 � (F + k)v

Brusselator Du 6= 0 , Dv 6= 0 f(u; v) = a� (b+ 1)u+ u2v

g(u; v) = bu� u2v
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Chacun de ces systèmes possèdent des solutions stationnaires qui sous certaines conditions sont instables et
conduisent à des motifs intéressants (motifs de Turing). Les buts de ce projet sont les suivants

— comprendre la modélisation des phénomènes de réaction - diffusion,
— comprendre l’analyse de stabilité linéaire qui explique les processus de formation des motifs,
— simuler les équations (2).

La simulation des équations (2) devra être réalisée par trois méthodes différentes en dimension deux d’espace
— méthode semi-implicite en temps avec différences finies en espace, conditions aux limites de Neuman

homogène (Python),
— méthode semi-implicite en temps avec éléments finis en espace, conditions aux limites de Neuman ho-

mogène (Freefem++),
— méthode de pas fractionnaire d’ordre 2 avec transformée de Fourier rapide en espace, conditions aux

limites périodiques (Python ou Matlab).
La méthode semi-implicite prend la forme suivante

Un+1 � Un

�t
= D�Un+1 +R(Un);

où Un est une approximation de u(tn; �), tn = n�t. La méthode des pas fractionnaires d’ordre 2 consiste à
chaque pas de temps à, connaissant en tn l’approximation Un de U(tn; �), résoudre les trois équations suivantes

@tU1 = R(U1); U1(t = tn; x) = Un(x); t 2 [tn; tn + �t=2];

@tU2 = D�U2; U2(t = tn; x) = U1(tn + �t=2; x); t 2 [tn; tn + �t];

@tU3 = R(U3); U3(t = tn; x) = U2(tn + �t; x); t 2 [tn; tn + �t=2];

et l’approximation de U(tn+1; �) est fournie par Un+1 = U3(tn + �t=2; �).
On s’intéressera plus particulièrement pour les simulations aux systèmes de Brusselator de solutions sta-

tionnaires u = a et v = b=a et de Gray-Scott de solutions stationnaires u = 1 et u = 0.
Afin de traiter les deux premiers points du projet, on pourra consulter les ressources bibliographiques

[1, 2, 3, 4, 5]. Concernant les simulations numériques et les paramètres intéressants à condidérer, on consultera
[3, 8].

Le projet pourra être réalisé en binome. Un rapport devra être rendu comportant
— la présentation de la modélisation sur un des modèles,
— une analyse de stabilité linéaire (un modèle plus simple pouvant être considéré est celui de Allen-Cahn),
— une présentation des méthodes numériques et une comparaison de leur efficacité respective,
— une présentation des résultats.

Le jour de la soutenance, il pourra être demandé d’exécuter les codes produits durant le projet.
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