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1. Motivations

La plupart des modèles mathématiques issus de la mécanique des milieux continus génèrent
des équations aux dérivées partielles (EDP) contenant une combinaison de :
• termes de transport (convection, advection)
• termes de diffusion

Il existe un nombre adimensionnel typique qui caractérise l’importance relative de chacun de
ces effets suivant le modèle considéré.

1.1 Problèmes typiques d’advection-diffusion
1.1.1 Dispersion d’un polluant dans un estuaire de rivière

bords fictifs

bords de l’estuaire

Ω et BΩ

dispersion
du polluant

origine de la pollution

c “ 0

Bc

Bn
“ 0

Bc

Bn
“ 0

Bc

Bn
“ 0

x

y

On considère un domaine bi-dimensionnel. Soit cpx, y, tq la concentration d’un polluant. On
souhaite modéliser l’évolution de ce polluant dans la rivière représentée ci-dessus.

L’équation typique est donnée par

Btc`
#»

V ¨
#»∇c

loomoon

terme de transport

“
#»∇ ¨ pD #»∇cq
loooomoooon

terme de diffusion

`s. (1.1)
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Les quantités en jeu sont
• c : moyenne de la concentration sur la profondeur
• s : source de la pollution, qui peut varier en espace et en temps
• #»

V : champs de vitesse horizontale (pas de composante verticale z, car on suppose être
en 2D). C’est une donnée du problème qui peut varier avec le temps.
• D : coefficient de diffusion qui incorpore les effets de mélange dus aux mouvements
verticaux gommés dans l’équation, ainsi que la diffusion turbulente et moléculaire. On
suppose D indépendant de c.

Les dimensions typiques de ce type de problèmes peuvent être
• V “ } #»

V } : 0.5 m/s à 3 m/s
• D : 0.05 m2/s à 5 m2/s
• L : longueur caractéristique : 100 m

On construit le nombre adimensionné dit nombre de Péclet défini par

Pe “
V L

D
.

Il mesure l’importance relative du terme de diffusion (d’ordre cD{L2) par rapport au terme
de transport (d’ordre V c{L). Pour les valeurs indiquées, il varie comme

10 ď Pe ď 6000.

1.1.2 Transport du tourbillon dans un écoulement incompressible
Si on doit calculer

#»

V , on suppose qu’elle n’est pas affectée par le taux de concentration du
polluant. La vitesse

#»

V obéit aux équations de Navier-Stokes pour un écoulement incompressible
d’un fluide Newtonien

#

ρBt
#»

V ` ρ
´

#»

V ¨
#»∇
¯

#»

V “ ´
#»∇p` µ∆

#»

V ,
#»∇ ¨ #»

V “ 0,
(1.2)

où p désigne la pression et µ la viscosité dynamique.
Pour résoudre ce problème dans le cas particulier d’un écoulement incompressible 2D, on

observe qu’il doit exister une fonction de courant scalaire ψpx, yq telle que

#»

V “

ˆ

u
v

˙

“

ˆ

Byψ
´Bxψ

˙

.

Par ailleurs, on peut définir la fonction tourbillon ωpx, yq par la relation

ω “ Bxv ´ Byu

et l’équation (1.2) devient
$

’

&

’

%

ρBtω ` ρ
´

#»

V ¨
#»∇
¯

ω “ µ∆ω,

ω “ ´∆ψ,
#»

V “ pByψ,´Bxψq.

(1.3)

Ceci est un ensemble d’équation non-linéaires couplées entre elles. Souvent, on résout ces
équations successivement :
• calcul du tourbillon pour un champs de vitesse donnée par la première équation,
• obtention de ψ par résolution d’un problème type Laplacien,
• calcul de

#»

V par dérivation de ψ.
L’intérêt, c’est que la première équation est maintenant du même type que l’équation (1.1).

Pour cette équation, le nombre adimensionnel est le nombre de Reynolds Re “ ρV L{µ.
Pour la viscosité cinématique de l’eau ν “ µ{ρ´ 10´6 m2{s, on a Re « 10000.
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1.2 EDP limites typiques

On peut distinguer un certain nombre de cas limites :
• problème stationnaire ou non
• Pe petit ou grand

– Pe petit : effets de transports négligeables
– Pe grand : diffusion négligeable
– Pe quelconque

Dans chacun de ces cas, le type d’EDP change. Identifier le type d’EDP est important car le
mode adéquat de traitement numérique en dépend de manière cruciale.

On a donc six cas possibles

Pe Ñ 0 0 “
#»∇ ¨ pD #»∇cq Btc “

#»∇ ¨ pD #»∇cq

EDP elliptique (ordre 2) EDP parabolique (ordre 2)

Pe inter-
#»

V ¨
#»∇c “ #»∇ ¨ pD #»∇cq Btc`

#»

V ¨
#»∇c “ #»∇ ¨ pD #»∇cq

médiaire EDP elliptique (ordre 2) EDP parabolique (ordre 2)

Pe Ñ8
#»

V ¨
#»∇c “ 0 Btc`

#»

V ¨
#»∇c “ 0

EDP hyperbolique (ordre 1) EDP hyperbolique (ordre 1)

1.3 Conditions aux limites et problèmes bien posés

Trouver la solution qui satisfait un système d’EDP et les conditions aux limtes (conditions
initiales + conditions aux frontières) forme un problème bien posé si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :
• la solution existe,
• la solution est unique,
• la solution dépend continûment des données.

Noter que ce sont des questions difficiles de mathématiques.
Ces questions restent valables lorsque l’on a discrétisé le problème : même si le problème

continu est bien posé (ce qui est un pré-requis pour faire du numérique), le problème discret
peut être mal posé : il faut que la procédure de discrétisation soit stable et fournisse une
solution proche de la solution exacte (ce qui est un problème d’analyse numérique).

1.3.1 Type de conditions aux limites
• conditions de Dirichlet : u “ f sur BΩ,
• conditions de Neumann : Bnu “ f sur BΩ, Bnu “ #»n ¨

#»∇u,
• conditions de Robin : Bnu` ku “ f sur BΩ,
• conditions de Cauchy : upt “ 0q “ g sur Ωˆ tt “ 0u (voir Btupt “ 0q “ h si l’EDP est

hyperbolique d’ordre 2).

1.3.2 Problème hyperbolique
Le problème typique (sans bord) est donné par

"

Btu` cBxu “ 0,
upt “ 0q “ u0pxq.
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Supposons qu’on connaisse x “ xptq la position au cours du temps (on parle de courbe
caractéristique), alors u “ upxptq, tq et

du

dt
“ Btu`

Bu

Bx

dx

dt
“ Btu` cBxu

qui est donc nulle si 9x “ c : u est donc constante le long de xptq.
Comme 9x “ c, xptq “ ct` xp0q et par la constance de u le long de xptq, on a

upxptq, tq “ upxp0q, 0q “ u0px0q

et donc upct` x0, tq “ u0px0q soit encore

upx, tq “ u0px´ ctq.

Si maintenant on rajoute bord :

on a besoin d’in-
formations en
x “ xb, @ t ą 0

on a besoin d’informations à t “ 0, @x ą xb

courbe caractéristique xptq
c ą 0

xb
bord

x

y

Pour
résoudre le problème, il faut donc imposer à la fois des conditions de Cauchy, mais aussi des
conditions de Dirichlet en xb (ce serait aussi le cas pour c ă 0 si on considérait le domaine à
gauche de x “ xb).

1.3.3 Problèmes elliptique et parabolique
• Pour les problèmes elliptiques, il faut imposer des conditions aux limites sur BΩ tout

entier (et pas simplement une partie de BΩ comme pour les problèmes hyperboliques).
• Pour les problèmes paraboliques, il faut imposer des conditions aux limites sur BΩ comme

pour les problèmes elliptiques, mais aussi en supplément une condition de Cauchy.
Les méthodes de types éléments finis se prêtent bien au traitement des EDP elliptiques et

paraboliques (pour ce cas, il faut aussi appliquer un schéma pour la discrétisation en temps).
Ce n’est pas le cas pour les problèmes hyperboliques qui nécessitent un traitement particulier
(volumes finis, Galerkin discontinu, ...).



2. Une première approche

2.1 Introduction aux éléments finis
Nous considérons pour débuter le problème modèle suivant

"

´u2 “ f danss0, 1r,
up0q “ up1q “ 0.

(2.1)

Il s’agit en fait dans ce cas simple mono dimensionnel d’une équation différentielle ordinaire
sans condition de Cauchy mais des conditions de Dirichlet homogènes.

Dans ce cas très simple, on peut résoudre l’équation par intégrations successives

u1psq “ ´ints0fptq dt` c1

où c1 est une constante à déterminer. Puis,

upxq “

ż x

0
u1psq ds

“ ´

ż x

0

ˆ
ż s

0
fptq dt

˙

ds` c1x` c2,

où c2 est une constante à déterminer. Or, on a up0q “ up1q “ 0 et donc c2 “ 0 et

0 “ up1q “ ´

ż 1

0

ˆ
ż s

0
fptq dt

˙

ds` c1

d’où la valeur de c1 et on a alors

upxq “

ż x

0

ˆ
ż s

0
fptq dt

˙

ds` x

ż 1

0

ˆ
ż s

0
fptq dt

˙

ds. (2.2)

R Il faut que
şs

0
fptq dt existe pour que u existe pour tout 0 ď s ď 1. On écrit cette

condition f P L1p0, 1q.
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Le but de la méthode des éléments finis est de produire une méthode numérique qui permettra
de calculer une approximation de la solution u sur un ordinateur. Dans le cas présent, il serait
facile de déterminer une approximation de (2.2) mais la connaissance de solutions explicites
de type (2.2) est extrêmement rare et il vaut mieux construire une approximation qui donne
une solution approchée dans tous les cas.

Le principe de base est de construire un maillage du domaine Ω “ r0, 1s. En dimension 1,
un maillage est simplement constitué d’une collection de points pxjq0ďjďn`1 c’est à dire une
subdivision de r0, 1s

x0 “ 0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ă xn`1 “ 1.

x0 x2 x2 xn xn`1

Le maillage sera dit uniforme si les points xj sont équidistants, c’est à dire xj “ jh avec
h “ 1{pn` 1q, 0 ď j ď n` 1.
�

Il n’est pas nécessaire d’avoir un maillage uniforme.
Les points xj sont appelés les sommets du maillage. On produit des intervalles (mailles)

Ik “sxk´1, xkr, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n` 1.

Si le maillage est uniforme, h “ xk ´ xk´1 pour tout k. Sinon, on définit le pas du maillage
par

h “ max
1ďkďn`1

pxk ´ xk´1q.

Le pas h est une indicateur de la finesse du maillage.

2.2 Éléments finis P1 en dimension 1
La méthode des éléments finis (MEF) P1 repose sur l’espace discret des fonctions globale-

ment continues et affines par maille

Vh “
!

v P C0pr0, 1sq tel que v|Ik
P P1, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n` 1, et vp0q “ vp1q “ 0

)

,

où P1 désigne les polynômes de degré 1. Les fonctions v P Vh sont donc affines sur chaque
maille Ik.

Figure 2.1 – Exemple de fonction v P Vh

Il est clair que Vh est un espace vectoriel : si on prend v1 et v2 P Vh, λ1, λ2 P R, alors
λ1v1 ` λ2v2 P Vh : en effet, la fonction reste affine par morceaux et les conditions aux limites
sont vérifiées. Il existe donc une base pour représenter toutes les fonctions de Vh. Les fonctions
de base qu’on utilise pour Vh sont des fonctions chapeaux
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φjpxq

xj´1 xj xj`1
x

y

0 1

1

La fonction chapeau φj associée au sommet xj est définie pour j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n par

φjpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, si x R rxj´1, xj`1s “ Ij Y Ij`1,
x´ xj´1

xj ´ xj´1
, si x P rxj´1, xjs “ Ij ,

xj`1 ´ x

xj`1 ´ xj
, si x P rxj , xj`1s “ Ij`1.

On a donc
φjpxjq “ 1 et φjpxkq “ 0, @k ‰ j,

et φj P Vh. Lorsque le maillage est uniforme,

φjpxq “

$

’

’

&

’

’

%

0, si x R Ij Y Ij`1,
x´ xj´1

h
, si x P Ij ,

xj`1 ´ x

h
, si x P Ij`1,

et on remarque alors que les φj se définissent à partir d’une unique fonction φ par

φjpxq “ φ

ˆ

x´ xj
h

˙

, φpxq “

"

1´ |x|, si |x| ď 1,
0 si |x| ą 1.

Dans le cas général, on a sur une maille Ik deux fonctions de base qui coexistent

φk´1pxq φk´1pxq

xk´1 xk

et on peut faire correspondre φkpxq|Ik
à la fonction xφ1pxq “ x, 0 ď x ď 1 et φk´1pxq|Ik

à la

fonction xφ2pxq “ 1´ x, 0 ď x ď 1. On a ainsi

φk´1pxq|Ik
“xφ2

ˆ

x´ xk´1

xk ´ xk´1

˙

et φkpxq|Ik
“xφ1

ˆ

x´ xk´1

xk ´ xk´1

˙

.

L’espace Vh est un sous espace de C0pr0, 1sq de dimension finie n, et toute fonction vh P Vh
est définie de manière unique par ses valeurs aux sommets pxjq1ďjďn

vhpxq “
n
ÿ

j“1

vhpxjqφjpxq, @x P r0, 1s.
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Cette base permet donc de caractériser une fonction de Vh par ses valeurs aux sommets du
maillage : on parle dans ce cas d’éléments finis de Lagrange.

Décrivons maintenant la résolution pratique du problème de Dirichlet (2.1) par éléments
finis P1. On commence par écrire le problème à résoudre sous une forme dite faible ou
variationnelle. On l’obtient en multipliant (2.1) par une fonction v qui s’annule aux bords du
domaine, puis en intégrant sur tout le domaine

´

ż 1

0
u2pxqvpxq dx “

ż 1

0
fpxqvpxq dx.

Par intégration par parties, on obtient
ż 1

0
u1pxqv1pxq dx´ ru1vs10

loomoon

“0

“

ż 1

0
fpxqvpxq dx.

On arrive à
ż 1

0
u1pxqv1pxq dx “

ż 1

0
fpxqvpxq dx,

pour toute fonction v suffisamment régulière pour que tous ces calculs aient un sens.

R Afin que les intégrales ci-dessus aient un sens, si on remplace u par v dans la première
intégrale, on a

ż 1

0

|v1pxq|2 dx

qui se doit d’être fini afin que cette intégrale existe.
On sait en outre que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxqvpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0

|fpxq|2 dx

ż 1

0

|vpxq|2 dx

et de même, il faut que ces deux intégrales ne soient pas infinies.
On sait de plus que vp0q “ vp1q “ 0.
On résume donc en disant que

v P

"

g P C0pr0, 1sq |

ż 1

0

|gpxq|2 dx ă `8,

ż 1

0

|g1pxq|2 dx ă `8, gp0q “ gp1q “ 0

*

.

Cet espace fonctionnel s’appelle l’espace de Sobolev H1
0 p0, 1q. Il faut aussi que u appar-

tienne à cet espace. De plus, il faut que

f P

"

g P C0pr0, 1sq |

ż 1

0

|gpxq|2 dx ă `8

*

.

On note cet espace fonctionnel L2pr0, 1sq.

Si on définit

apu, vq “

ż 1

0
u1v1 dx et lpvq “

ż 1

0
fv dx,

le problème devient :

Trouver u P H1
0 p0, 1q telle que apu, vq “ lpvq, @v P H1

0 p0, 1q.

Cette formulation variationnelle peut s’appliquer dans le cas de l’espace de fonction Vh P
H1

0 p0, 1q, c’est à dire à résoudre le problème
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Trouver uh P Vh telle que apuh, vhq “ lpvhq, @vh P Vh.

On dit que ce problème est approché ou discrétisé.
On décompose alors uh sur la base de tφju1ďjďn et on prend vh “ φi, 1 ď i ď n ce qui

donne
n
ÿ

j“1

apφj , φiquhpxjq “ lpφiq.

En notant Uh “ puhpxjqq1ďjďn P Rn, bh “ plpφiqq1ďiďn P Rn, et en introduisant la matrice

Kh “ papφj , φiqq1ďi,jďn P R
nˆn,

la formulation variationnelle revient à résoudre dans Rn le système linéaire

KhUh “ bh.

En résolvant ce système linéaire, on obtient Uh dont les composantes sont les valeurs de uh
aux sommets pxiq1ďiďn du maillage.

Ce qui rend intéressant les éléments finis, c’est le fait que les fonctions de base φj ont un
“petit” support, l’intersection des supports de φj et de φi est souvent vide et la plupart des
coefficients de Kh sont nuls. Un calcul simple montre que

apφj , φiq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´
1

xj`1 ´ xj
, si j “ i´ 1,

1

xj ´ xj´1
`

1

xj`1 ´ xj
, si j “ i,

´
1

xj ´ xj´1
, si j “ i` 1,

0, sinon,

et si le maillage est uniforme

apφj , φiq “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

´
1

h
, si j “ i´ 1,

2

h
, si j “ i,

´
1

h
, si j “ i` 1,

0, sinon,

et on a

Kh “
1

h

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1
´1 2 ´1

. . . . . . . . .
´1 2 ´1

´1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

qui est une matrice tri-diagonale.
Pour obtenir le second membre, il faut calculer les intégrales

pbhqi “ lpφiq “

ż xi`1

xi´1

fpxqφipxq dx, 1 ď i ď n.

En pratique, on a recours à des formules de quadrature (intégration numérique) qui donnent
une approximation des intégrales. Par exemple, on peut utiliser la formule du point milieu

1

xi`1 ´ xi

ż xi`1

xi

ψpxq dx « ψ

ˆ

xi`1 ` xi
2

˙
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ou celle des trapèzes

1

xi`1 ´ xi

ż xi`1

xi

ψpxq dx «
1

2
pψpxi`1 ` πpxiqq .

Ces deux formules sont exactes pour les fonctions affines, sinon, elles approchent les intégrales
à un terme de reste Oph2q près.

On peut résumer l’approximation par éléments finis par le schéma suivant

u

u

P

V

« uh

P
Vn Ă V

“

hkkkkkkikkkkkkj

n
ÿ

j“1

uj φjpxq

valeur
nodale

fonctions de base
“chapeaux” Ñ base de Vh

φj

xj´1 xj xj`1

uj

xj



3. Éléments finis bidimensionnels

Les objectifs sont d’étendre en 2D la méthode d’approximation vue en 1D. Soit Ω Ă R2

un domaine, x “ px1, x2q P Ω et Γ “ BΩ la frontière de Ω.

3.1 Maillages bidimensionnels
Le choix du maillage dépend de la géométrie du domaine et la taille des éléments de

l’allure (régularité) de la fonction recherchée.
• Si le domaine est polygonal, on va triangulariser Ω, c’est à dire fabriquer une partition

de Ω en domaine triangulaires

Si le domaine est polygonal à angles droits, on peut aussi envisager de faire une partition
de Ω par des rectangles

• Si le domaine est quelconque, on approche en première approximation la frontière Γ par
une ligne polygonale. On note Ω̂ le domaine polygonal ainsi défini puis on triangularise
Ω. Il existe aussi des techniques pour paramétrer localement la frontière (éléments finis
isoparamétrique).
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Un maillage est la donnée de trois nombres
• un nombre de sommets N0

• un nombre de côtés N1

• un nombre de d’éléments N2

R On ne doit pas confondre les sommets et les nœuds. Un sommet est l’intersection de
plusieurs arêtes communes d’éléments. Un nœud est un point où est défini une valeur
discrète ou nodale de l’approximation (voir les treillis ultérieurement).

� Exemple 3.1 On considère le maillage suivant

1 2

3
4

5 6 8 9

7
10

11 12

I IX

III VII

II

V

X

IV VI VIII

Triangle Sommets
I 1 3 2
II 3 4 2
III 5 4 3
IV 5 6 4
...

...
...
...

Comme on le voit, chaque triangle est composé de trois sommets, dont les coordonnées
géométriques sont données dans le tableau suivant

Sommets 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¨ ¨ ¨

xi 0 1 0 1 0 1 2 2 3 ¨ ¨ ¨

yi 2 2 1 1 0 0 1 0 0 ¨ ¨ ¨

�

En dimension 3, les triangles deviennent des tétraèdres. On regroupe toutes ces formes
géométriques sous le terme de N-simplexe.

Définition 3.1.1 On appelle N-simplexe K de RN l’enveloppe convexe de pN ` 1q points
pajq1ďjďN`1 P RN appelé sommets de K

� Exemple 3.2

• 2-simplexe Ñ triangle

• 3-simplexe Ñ tétraèdre

�

On dit qu’un N-simplexe K est non dégénéré si les points pajq1ďjďN`1 n’appartiennent pas à
un même hyperplan de RN . Pour savoir si un N-simplexe est dégénéré ou non, on construit la
matrice

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,N`1
...

...
aN,1 aN,2 ¨ ¨ ¨ aN,N`1

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‚
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constitué des coordonnées pai,jq1ďjďN`1 des sommets pajq1ďjďN`1, et le N-simplexe est non
dégénéré si

detpAq ‰ 0.

Un N-simplexe a autant de faces que de sommets, qui sont elles mêmes des (N-1)-simplexes.

Définition 3.1.2 Soit Ω Ă RN un ouvert polygonal connexe. Un maillage triangulaire ou
une triangulation de Ω est un ensemble τh de N-simplexes non dégénérés pKiq1ďiďn qui
vérifient

1. Ki Ă Ω et Ω “ Yni“1Ki

2. Ki XKj est un m-simplexe pi ‰ jq, 0 ď m ď N ´ 1 dont tous les sommets sont aussi
des sommets de Ki et Kj .

Les sommets du maillage τh sont les sommets des N-simplexes Ki qui le composent. Par
convention, le paramètre h désigne le maximum des diamètres des N-simplexes Ki.

Examinons quelques cas exclus par le point 2 de la définition. Si N “ 2, l’intersection de
deux triangles est

• vide

• réduite à un point

• un segment

La définition contient un certain nombre de restrictions sur le maillage : on parle de maillage
conforme. Voici quelques situations interdites par la définition

ou

Aucun sommet n’est situé au milieu d’une arête.

Dans un N-simplexe, il est commode d’utiliser des coordonnées barycentriques au lieu des
coordonnées cartésiennes standards.

Définition 3.1.3 Si K est un N-simplexe non dégénéré de sommets pajq1ďjďN`1, les coor-
données barycentriques pλjq1ďjďN`1 de x P RN sont définies par

N`1
ÿ

j“1

λj “ 1 et
N`1
ÿ

j“1

ai,jλj “ xi, 1 ď i ď N.

Le système linéaire ci-dessus admet une unique solution car on demande que K soit non
dégénéré et donc detpAq ‰ 0.

Ainsi, pour le 2-simplexe (triangle) T “ pM1M2M3q suivant et le point Mpx, yq
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M

M1̂

x1

y1

˙

M2̂
x2

y2

˙

M3̂
x3

y3

˙

le système linéaire est
$

’

&

’

%

x1λ1 ` x2λ2 ` x3λ3 “ x

y1λ1 ` y2λ2 ` y3λ3 “ y

λ1 ` λ2 ` λ3 “ 1

soit encore
¨

˝

x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

˛

‚

¨

˝

λ1

λ2

λ3

˛

‚

¨

˝

x
y
1

˛

‚

que l’on écrit SΛ “ X d’où la solution Λ “ S´1X.
Définissons M4 le point du plan tel que pM1M2M4M3q forme un parallélogramme. On

sait que l’aire de ce parallélogramme est donnée par

}
#           »

M1M2 ^
#           »

M1M3}

et donc

AirepM1M2M3q “
1

2
}

#           »

M1M2 ^
#           »

M1M3}

d’où

AirepM1M2M3q “
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

det
ˆ

x2 ´ x1 x3 ´ x1

y2 ´ y1 y3 ´ y1

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ce qu’on écrit encore

|T | “
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

det

¨

˝

x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

˛

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
|detpSq|.

On montre que

S´1 “
1

2|T |

¨

˝

y2 ´ y3 x3 ´ x2 x2y3 ´ x3y2

y3 ´ y1 x1 ´ x3 x3y1 ´ x1y3

y1 ´ y2 x2 ´ x1 x1y2 ´ x2y1

˛

‚

et donc

λ1 “
}

#         »

MM2 ^
#         »

MM3}

2|T |
“

2AirepMM2M3q

2|T |
,

λ2 “
2AirepMM3M1q

2|T |
,

et

λ3 “
2AirepMM1M2q

2|T |
.

On a ainsi λi “ |Ti|{|T |, i “ 1, 2, 3 où les triangles Ti sont donnés par
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M1

M2

M3

M
T2

T1

T3

On dispose donc d’une double représentation des points dans le plan. Un point M a donc
pour coordonnées cartésiennes M “ px, yq et pour coordonnées barycentriques rλ1, λ2, λ3s.

M1px1, y1q

r1, 0, 0s

M2px2, y2q

r0, 1, 0s

M3px3, y3q

r0, 0, 1s

r0, 1
2 ,

1
2 s

r12 ,
1
2 , 0s

r12 , 0,
1
2 s λ2 “

1
2

λ2 “ 0 λ2 “
3
4

λ2 “
1
4

λ3 “
1
2

λ3 “ 0λ1 “
1
2

λ1 “ 0

L’avantage des coordonnées barycentriques est qu’elles sont indépendants du systèmes de
coordonnées cartésiennes.

On peut facilement voir que si on considère un N-simplexe K associé à N ` 1 points, alors

K “
 

x P RN |λjpxq ě 0, 1 ď j ď N ` 1
(

.

Les pN `1q faces de K sont les intersections de K et des hyperplans λjpxq “ 0, 1 ď k ď N `1.

� Exemple 3.3 On considère le 2-simplexe

a1 a2

a3

λ1 “ 0

λ3 “ 0

λ2 “ 0

a1 “

ˆ

0
0

˙

, a2 “

ˆ

1
0

˙

, a3 “

ˆ

0
1

˙

Alors, la matrice du système linéaire est
¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 1 1

˛

‚
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d’on l’inverse est
¨

˝

´1 ´1 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

et on obtient Λ “ A´1X, avec X “ tpx1, x2, 1q, soit

λ1px1, x2q “ 1´ x1 ´ x2, λ2px1, x2q “ x1, λ3px1, x2q “ x2.

Les équations des faces sont donc données par
• λ1px1, x2q “ 0 “ 1´ x1 ´ x2

• λ2px1, x2q “ 0 “ x1

• λ3px1, x2q “ 0 “ x2

�

On peut alors définir l’ensemble des points de K qui vont jouer un rôle particulier pour la
suite.

Définition 3.1.4 Soit k P N˚. On appelle treillis d’ordre k l’ensemble

Σk “

"

x P K|λjpxq P

"

0;
1

k
; ¨ ¨ ¨ ;

k ´ 1

k
; 1

*

, 1 ď j ď N ` 1

*

.

� Exemple 3.4

k “ 1 : Σ1 k “ 2 : Σ2 k “ 3 : Σ3

ensemble des sommets ensemble Σ1

de K + points milieux

�

Dans le cas général, Σk est un ensemble finis de points pσjq1ďjďnk
.

3.2 Méthode des éléments finis
Nous définissons maintenant l’ensemble Pk des polynômes à coefficients réels de RN dans

R de degré inférieur ou égal à k, c’est à dire p P Pk s’écrit

ppxq “
ÿ

i1, i2, ¨ ¨ ¨ , iN ě 0
i1 ` i2 ` ¨ ¨ ¨ ` iN ď k

αi1,¨¨¨ ,iNx
i1
1 ¨ ¨ ¨x

iN
N , x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xN q.

L’intérêt d’un treillis Σk d’un N-simplexe K est qu’il permet de caractériser tous les polynômes
de Pk : on dit que Σk est unisolvant pour Pk.

On peut montrer que pour tout k P N˚, alors tous les polynômes de Pk est déterminé de
manière unique par ses valeurs aux points pσjq1ďjďnk

du treillis Σk. Donc, il existe une base
de Pk notée pψjq1ďjďnk

telle que

ψjpσiq “ δij , 1 ď i, j ď nk.

On peut maintenant définir la méthode d’éléments finis Pk
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Définition 3.2.1 Étant donné un maillage τh d’un ouvert connexe polygonal Ω, la méthode
des éléments finis Pk, ou éléments finis triangulaires de Lagrange d’ordre k, associée à ce
maillage, est définie par l’espace discret

Vh “
!

v P C0pΩq|v|Ki
P Pk, @Ki P τh

)

.

On appelle nœuds des degrés de liberté l’ensemble des points pâiq1ďiďndl
des treillis d’ordre

k de chacun des N-simplexes Ki P τh. On ne compte qu’une seule fois les points qui
coïncident et ndl est le nombre de degré de liberté de la méthode d’éléments finis Pk. On
appelle degré de liberté d’une fonction v P Vh l’ensemble des valeurs de v aux nœuds.

Lorsque l’on considère des conditions aux limites de Dirichlet homogènes sur BΩ, on construit
l’espace

V0h “ tv P Vh|v “ 0 sur BΩu .

La dimension de Vh est ndl et on a une base de Vh donnée par la famille pφiq1ďiďndl
définie

par
φipâjq “ δij , 1 ď i, j ď ndl

et on a

vpxq “
ndl
ÿ

i“1

vpâiqφipxq.

Exemple de φi P P1 en dimension 2

3.3 Application au problème modèle 2D

On considère le problème classique
"

´∆u “ f, x P Ω Ă RN ,
u “ 0 x P BΩ

La solution explicite d’un tel problème n’existe pas en général, il est donc intéressant de
réaliser un calcul approché par la méthode des éléments finis. L’existence et l’unicité de
solutions de ce problème a été vu en cours de mathématiques. On peut donc chercher une
solution approchée.

On commence, comme pour le cas 1D, à écrire la formulation variationnelle du problème.
En 1D, on a pris une fonction v nulle au bord et on a utilisé une intégration par parties. On
doit dorénavant utiliser une formule similaire étendu aux problèmes multidimensionnels : il
s’agit de la formule de Green. Pour une fonction v suffisamment régulière, on a

´

ż

Ω
∆upxqvpxq dx “

ż

Ω
∇upxq ¨∇vpxq dx´

ż

BΩ
Bnupsqvpsq ds.
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La solution u vérifie alors pour toute fonction v suffisamment régulière et nulle au bord
ż

Ω
∇u ¨∇v dx “

ż

Ω
fd dx

ce que l’on note à nouveau apu, vq “ lpvq.
On transforme maintenant ce problème en une version approchée : trouver uh P V0h telle

que
apuh, vhq “ lpvhq, @vh P V0h.

On décompose uh sur la base des pφiq1ďiďndl
et on prend vh “ φi, ce qui conduit à

ndl
ÿ

j“1

uhpâjqapφj , φiq “ lpφiq.

En notant Uh “ puhpâjqq1ďjďndl
, bh “ plpφiqq1ďjďndl

, et en introduisant la matrice de rigidité

Kh “ papφj , φiqq1ďi,jďndl
,

la formulation variationnelle dans V0h revient à résoudre dans RN le système linéaire

KhUh “ bh.

Comme en 1D, l’intersection des supports des φi et φj est souvent nulle et donc Kh est creuse
(la plupart de ses coefficients sont nuls).



4. Approche variationnelle

Le principe de l’approche variationnelle pour la résolution d’EDP est de remplacer l’équa-
tion par une formulation équivalente, dite variationnelle, obtenue en intégrant l’équation
préalablement multipliée par une fonction quelconque dite teste. Comme il est nécessaire
de procéder à des intégrations par parties, nous commençons par donner quelques résultats
applicables en toute dimension.

4.1 Formules de Green
On considère un ouvert Ω Ă RN , borné ou non, dont le bord est noté BΩ. Cet ouvert est

localement situé d’un seul côté de BΩ et supposé régulier de classe C1. On définit la normale
extérieur au bord BΩ comme étant le vecteur unité #»n “ pniq1ďiďN normal en tout point au
plan tangent de BΩ et pointant vers l’extérieur de BΩ.

� Exemple 4.1

BΩ

Ω

#»n

Situations interdites

�

On note dx la mesure volumique (dite de Lebesgue) dans Ω et ds la mesure surfacique sur
BΩ.

Théorème 4.1.1 — Formule de Green. Soit Ω un ouvert de classe C1. Soit w P C1pΩq à
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support borné dans Ω. Alors, w vérifie la formule de Green
ż

Ω

Bw

Bxi
pxq dx “

ż

BΩ
wpsqnipsq ds,

où ni est la ième composante de #»n .

R w à support borné dans Ω veut dire qu’elle s’annule à l’infini si le domaine Ω n’est pas
borné de telle sorte que les intégrales sur Ω soient assurées de converger.

Corollaire 4.1.2 — Formule d’intégration par parties. Soit Ω un ouvert de classe C1. Soient
u et v deux fonctions de C1pΩq à support borné dans Ω. Alors, elles vérifient

ż

Ω
upxq

Bv

Bxi
pxq dx “ ´

ż

Ω
vpxq

Bu

Bxi
pxq dx`

ż

BΩ
upsqvpsqnipsq ds.

Corollaire 4.1.3 Sous les mêmes hypothèses mais avec u P C2pΩq, on a
ż

Ω
∆upxqvpxq dx “ ´

ż

Ω
∇upxq ¨∇vpxq dx`

ż

BΩ

Bu

Bn
psqvpsq ds.

4.2 Formulations variationnelles des problèmes elliptiques d’ordre 2

On considère l’équation modèle

´∇ ¨ pa1pxq∇uq ` a0pxqu “ fpxq, x P Ω,

avec a1pxq ě cmin ą 0 et a0pxq ě 0, pour tout x P Ω.

4.2.1 Conditions aux limites de Dirichlet homogènes
On impose u “ 0 sur BΩ. Alors, si on multiplie l’équation par une fonction régulière v, et

en intégrant, on a
ż

Ω
´∇ ¨ pa1∇uqv ` a0uv dx “

ż

Ω
fv dx.

Par intégration par partie, cela conduit à
ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx´

ż

BΩ
a1Bnupsqvpsq ds “

ż

Ω
fv dx. (4.1)

On n’a aucune connaissance de Bnu sur BΩ, on impose donc v “ 0 sur BΩ (de sorte que v
vérifie la même conditions aux limites que u) et la formulation variationnelle devient :

Trouver u P V0 “ tf P V |u “ 0 sur BΩu, où V est un espace de fonctions suffisamment
régulières, telle que

apu, vq “

ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx “

ż

Ω
fv dx “ lpvq, @v P V0.

L’étude des formes bilinéaire continue ap¨, ¨q et linéaire continue lp¨q permet de conclure à
l’existence de solution par le théorème de Lax Milgram.
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4.2.2 Conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes
On demande upxq “ gpxq, x P BΩ. On considère une fonction G P C2pΩq X C0pΩq telle

que G “ g sur BΩ. La fonction G s’appelle un relèvement de g et n’est pas unique. C’est une
souplesse qui est d’une grande aide.

On écrit u “ G` φ de sorte que la recherche de la solution u du système
"

´∇ ¨ pa1∇uq ` a0u “ f, x P Ω,
u “ g, x P BΩ,

revient à trouver φ telle que
"

´∇ ¨ pa1∇pG` φqq ` a0pG` φq “ f, x P Ω,
G` φ “ g, x P BΩ,

soit encore
"

´∇ ¨ pa1∇φq ` a0φ “ f `∇ ¨ pa1∇Gq ´ a0G, x P Ω,
φ “ 0, x P BΩ.

On est donc ramené au cas des conditions aux limites de Dirichlet homogènes, mais où la
fonction f est remplacée par f `∇ ¨ pa1∇Gq ´ a0G.

4.2.3 Conditions aux limites de Neumann
On demande maintenant BNu “ g sur BΩ. Pour assurer l’existence et l’unicité de la

solution, on doit ajouter a0pxq ě amin ą 0 dans Ω.
On repart de l’équation (4.1)

ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx´

ż

BΩ
a1Bnupsqvpsq ds “

ż

Ω
fv dx.

Cette fois, Bnu est connue, et il n’est donc pas nécessaire d’imposer une condition aux limites
à v. La formulation variationnelle devient :

Trouver u P V telle que

apu, vq “

ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx “

ż

Ω
fv dx`

ż

BΩ
a1gv ds “ lpvq, @v P V.

Il faut remarquer cependant par rapport au cas des conditions aux limites de Dirichlet
homogènes que l’espace fonctionnel pour u et v a changé.

4.2.4 Conditions aux limites de Fourier-Robin
On demande c1u` c2Bnu “ g sur BΩ. On impose
• c1, c2 P C

0pBΩq, c1, c2 ą 0
• |c2| ě ε ą 0 sur BΩ
• g P C0pBΩq

On repart de (4.1)
ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx´

ż

BΩ
a1Bnupsqvpsq ds “

ż

Ω
fv dx.

La condition aux limites est Bnu “ pg ´ c1uq{c2 d’où le problème est : trouver u P V telle que
ż

Ω
a1pxq∇u ¨∇v ` a0uv dx`

ż

BΩ

a1c1

c2
upsqvpsq ds

looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon

apu,vq

“

ż

Ω
fv dx`

ż

BΩ

a1

c2
gpsqvpsq ds

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

lpvq

pour tout v P V .
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R Cette formulation donne une technique simple pour imposer numériquement des condi-
tions de Dirichlet inhomogènes. En effet, supposons que c1 “ 1 et c2 se voit affectée d’une
très grande valeur, disons 1030 pour fixer les idées. Alors, la relation Bnu “ pg ´ c1uq{c2
devient

Bnu “ 10´30pg ´ uq

alors, Bnu « 0 et donc u « g, ce qui permet d’imposer quasiment u “ g.

4.2.5 Conditions aux limites mixtes Dirichlet et Neumann
On découpe BΩ “ ΓD Y ΓN et on demande u “ gD sur ΓD et Bnu “ gN sur ΓN .

(a) gD est définie sur ΓD : on étend gD à tout BΩ en prenant une fonction (non unique)
gD P C

0pBΩq telle que
gDpsq “ gDpsq si s P ΓD.

(b) Relèvement (non unique) G P C2pΩq X C1pΩq de gD

Gpsq “ gDpsq, sur BΩ.

(c) On cherche u sous la forme u “ φ`G, d’où
$

’

&

’

%

´∇ ¨ pa1∇pφ`Gqq ` a0pφ`Gq “ f, Ω,
φ`G “ gD, sur ΓD,
B

Bn
pφ`Gq “ gN , sur ΓN ,

ce qui conduit à
$

’

&

’

%

´∇ ¨ pa1∇φq ` a0φ “ f `∇ ¨ pa1∇Gq ´ a0G, Ω,
φ “ 0, sur ΓD,
B

Bn
pφ`Gq “ gN , sur ΓN .

La formulation variationnelle devient : trouver φ P Ṽ0 telle que
ż

Ω
a1∇φ ¨∇v ` a0φv dx “

ż

f
v ´ a1∇G ¨∇v ´ a0Gv dx`

ż

ΓN

a1
B

Bn
pφ`Gq

looooomooooon

gN

v ds

pour tout v P Ṽ0 où
Ṽ0 “ tf P V |f “ 0 sur ΓDu.

4.3 Traitement éléments finis de problème elliptique 1D avec conditions aux li-
mites de Dirichlet inhomogènes

"

´u2 ` αu´ f, x Psa, br,
upaq “ ua, upbq “ ub.

On doit faire un relèvement u “ φ`G où G telle que Gpaq “ ua et Gpbq “ ub. La formulation
variationnelle est : trouver φ P V0 telle que

apφ, vq “

ż b

a
φ1v1 ` αφv dx “

ż b

a
fv ´G1v1 ´ αGv dx “ lpvq

pour tout v P V0.
Le problème approché est : trouver φh P V0h telle que apφh, vhq “ lpvhq pour tout vh P v0h.

Il reste à trouver G. Le choix pratique dépend du type d’éléments finis choisi. Si on considère
des éléments finis P1, un choix simple est G “ uaφ0 ` ubφN`1
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ua

a

x0 x1 xN`1

b

ub 1

x0

φ0

xN`1

φN`1





5. Mise en œuvre de la M.E.F

On présente la mise en œuvre en 2D, mais elle s’étend au 3D. Les deux idées basiques
sont présentées sur la figure ci-dessous.

Ω

élément Ωe ñ

Ω “
N
ď

i“1

Ωe et

Ωe X Ωf “ H si e ‰ f

Le domaine géométrique est
divisé en plus petits éléments.

1 Approximation par morceaux de la
fonction inconnue

Ωe

uh
approx. polynomiale
locale, P0, P1, P2, ¨ ¨ ¨

2 Formule de Chasles

ż

Ω
“

ÿ

e

ż

Ωe

Rappelons ce qu’on entend par triangulation.
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Ω

sommets Xi

face (côté) Γf

élément Ωe

Ωh : triangulation de triangles
sans chevauchement

N0 sommets
N1 faces
N2 triangles

Une approximation éléments finis consiste en la décomposition suivante sur une base.

u

P V

u « uh “

n
ÿ

i“1

ui φipxq

P Vh Ă V

dimpVhq “ n

valeurs nodales
inconnues

fonction
de base

uh

uj

h

uhpXjq “ uj

φipXjq “ δij

Une fois construit le maillage et les fonctions de base, il faut écrire uh “
řn
j“1 ujφjpxq et

insérer dans la formulation variationnelle apuh, φiq “ lpφiq, 1 ď i ď n ce qui donne

n
ÿ

j“1

ujapφj , φiq “ lpφiq

ce qui constitue un système linéaire.
Il faut donc être capable de calculer les termes apφj , φiq qui met en jeu des intégrales du

type

Masse
ż

Ω
φjpxqφipxq dx ; Rigidité

ż

Ω
∇φjpxq ¨∇φipxq dx

ou encore
ż

Ω
fpxqφipxq dx.

On décompose ensuite Ω “ YΩe et on a une somme d’intégrale sur les éléments Ωe.
La construction de tous les éléments des matrices et second membre s’appelle la procédure

d’assemblage. C’est une procédure qui peut être très coûteuse et on cherche donc à réduire
son coût.
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5.1 Éléments finis de Lagrange P1

On considère l’espace d’approximation Vh “ tf P C0pΩq|f |Ωe
affineu. Soit un nœud

Xi “ pxi, yiq. On dit que tφkuk est une famille de fonctions de base si chaque membre de la
famille vérifie

φipXjq “ φipxj , yjq “ δij .

Le support des φk est réduit à l’union des triangles dont le point Xi est un sommet. On
appelle fonction de forme les restrictions des φk à un seul élément Ωe. Si Ωe est un 2-simplexe
(triangle), il a trois sommets. Sur ce 2-simplexe, trois fonctions de base cohabitent donc.
Désignons par A1, A2 et A3 ces trois sommets. Les restrictions à Ωe des φI1 , φI2 , φI3 sont
trois fonctions polynomiales de degré 1 telles que

φIj pAiq “ δij , 1 ď i, j ď 3.

Notons ces restrictions λ1 pour φI1 , λ2 pour φI2 et λ3 pour φI3 . On veut donc

λipAjq “ δij , 1 ď i, j ď 3.

On a déjà rencontré ces fonctions : ce sont les coordonnées barycentriques.
Pour X “ px1, x2q, on rappelle qu’elles sont définies par les relations

3
ÿ

i“1

λi “ 1 et
3
ÿ

j“1

Aijλj “ xi, 1 ď i ď j

où on a posé Aj “ pA1j , A2jq. Ce système linéaire prend la forme
$

&

%

A11 λ1 ` A12 λ2 ` A13 λ3 “ x1

A21 λ1 ` A22 λ2 ` A23 λ3 “ x2

λ1 ` λ2 ` λ3 “ 1

ou encore
¨

˝

A11 A12 A13

A21 A22 A23

1 1 1

˛

‚

¨

˝

λ1

λ2

λ3

˛

‚“

¨

˝

x1

x2

1

˛

‚.

On rappelle que le déterminant du système vaut 2AirepΩeq et que par exemple, on a

λ1px1, x2q “
A12A23 ´A13A22 ` x1pA22 ´A23q ` x2pA13 ´A12q

2AirepΩeq

et

∇λ1 “
1

2AirepΩeq

ˆ

A22 ´A23

A13 ´A12

˙

.

On n’a pas très envie de manipuler de telles expressions. On préfère plutôt se ramener à un
élément de référence puis utiliser les calculs sur l’élément Ωe.

pΩ

a3

py

a1 a2

pm

px

y

x

A1
A2

A3

M
F

application
affine

inversible
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L’application F est définie par

F : R2 ÝÑ R2

pX ÞÝÑ X “ α pX ` β

avec α P R et β P R2, telle que

F paiq “ Ai, i “ 1, 2, 3.

On a alors
F ppmppx, pyq “Mpx, yq.

Or, les coordonnées barycentriques sur l’élément de référence pΩ sont

xλ1 “ 1´ px´ py,
xλ2 “ px,
xλ3 “ py.

et on peut donc exprimer un point pm de pΩ en terme de coordonnées barycentriques : pmppx, pyq “
pmpxλ1,xλ2,xλ3q, soit par définition des coordonnées barycentriques

pm “ px #»e
px ` py #»e

py “
xλ1

#»a1 `xλ2
#»a2 `xλ3

#»a3.

Comme l’application F est affine et encore une fois par définition des coordonnées barycen-
triques, on a

# »

M “ x #»ex ` y
#»ey

“xλ1F p
#»a1q `xλ2F p

#»a2q `xλ3F p
#»a3q

“xλ1
#  »

A1 `xλ2
#  »

A2 `xλ3
#  »

A3

“ λ1
#  »

A1 ` λ2
#  »

A2 ` λ3
#  »

A3

de sorte que
pλi “ λi

et donc les coordonnées barycentriques sont conservées par la transformation affine F .
Si on note Ai “ tpxi, yiq,

# »

M “
ř

i λi
# »

Ai et donc

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 “ f1ppmq,

y “ λ1y1 ` λ2y2 ` λ3y3 “ f2ppmq,

soit

M “ F ppmq “

ˆ

f1ppmq
f1ppmq

˙

.

Définissons la jacobienne le l’application F

JF “

¨

˚

˚

˝

Bf1

Bpx

Bf1

Bpy
Bf2

Bpx

Bf2

Bpy

˛

‹

‹

‚

.

La première composante est donnée par

Bf1

Bpx
“
B

Bpy
pxλ1x1 `xλ2x2 `xλ3x3q “

B

Bpy
px1p1´ px´ pyq ` x2px` x3pyq “ x2 ´ x1.
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de sorte que

JF “

ˆ

x2 ´ x1 x3 ´ x1

y2 ´ y1 y3 ´ y1

˙

et

|detpJF q “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ x1 x3 ´ x1

y2 ´ y1 y3 ´ y1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 2AirepΩeq “
AirepΩeq

AireppΩq
.

Décrivons l’intérêt de ces manipulations.
1. Rappelons tout d’abord le théorème de changement de variables. Soit U et V deux

ouverts bornés de RN et f : U Ñ V une fonction C1 inversible. Alors, pour toute
fonction g : V Ñ RN continue et intégrale, on a

ż

fpUq
gpyq dy “

ż

U
gpfpxqq|detJfpxq| dx, x, y P RN .

Grâce à ce résultat, on a
ż

Ωe

gpx, yq dxdy “

ż

pΩ
gpxppx, pyq, yppx, pyqq 2AirepΩeq dpxdpy.

2. On peut exprimer les fonctions de forme grâce aux coordonnées barycentriques λi. Par
exemple pour les éléments finis P1, on a sur pΩ

pφi “ λi.

3. On a la formule suivante
ż

Ωe

λn1λ
p
2λ

q
3 dxdy “ 2AirepΩeq

n!p!q!

pn` p` q ` 2q!
.

Plus généralement, sur RN , on a

Proposition 5.1.1 Pour tout N-simplexe K de RN et ses coordonnées barycentriques
associées on a

ż

K
λα1

1 ¨ ¨ ¨λ
αN`1

N`1 dx “ N !VolumepKq
α1! ¨ ¨ ¨αN`1!

pα1 ` ¨ ¨ ¨ ` αN`1 `Nq!
.

� Exemple 5.1 Calcul d’un élément de la matrice de masse sur pΩ
ż

pΩ

xφ1
xφ2 dpxdpy “

ż

pΩ

xλ1
xλ2 dpxdpy “

1!1!

p1` 1` 2q!
“

1

4!
“

1

24
.

�

Nous verrons que le changement de variables appliqué au calcul des éléments de la matrice de
rigidité est légèrement plus compliqué. Avant cela, il faut voir comment utiliser les résultats
précédents pour le calcul effectif de la matrice de masse globale et donc comment faire
l’assemblage. Cela revient à comprendre le lien entre

Fonctions
de base
globale

Fonctions
de forme
locale à Ωe

Fonctions
de forme
locale à pΩ

� Exemple 5.2 On considère une fonction de base associé à une fonction de forme décrite
ci-dessous
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φ72pxq “ λ3
epxq ù xλ3ppxq

label
global seulement

sur Ωe

label
local

indice d’élément

auxquelles est associé la table de connectivité

1 2 3
...

...
...

...
e 523 428 72

e` 1 72 428 69
...

...
...

...

Alors, la représentation de la fonction de base et des deux fonctions de forme associées prend
la forme

φ72pxq

x69

72

523

428

69
1

3

2

λ3
epxq

Ωe 1

2

3

λ1
e`1pxq

Ωe`1

x3
e

puis on fait correspondre λe3pXq à xλ3 et λe`1
1 pXq à xλ1. �

Maintenant que l’on a compris comment passer de Ωe à pΩ, et comment faire le lien entre
fonctions de base et fonctions de formes locales à Ωe et pΩ, on peut voir comment calculer les
éléments de la matrice de rigidité.

En dimension 1 : le changement de variable pour passer de px P r0, 1s à x P ra, bs est donné
par x “ fppxq. Cela conduit donc à

gpxq “ gpfppxqq “ pg ˝ fqppxq “ pgppxq,

ce qui conduit donc à

g1pxq “
ppg1qppxq

f 1ppxq
“

“

f 1ppxq
‰´1

ppg1qppxq.

En dimension 2 : on reproduit les calculs ci-dessus. On a

F : R2 ÝÑ R2

pX ÞÝÑ X “ F p pXq
ˆ

px
py

˙

ÞÝÑ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

f1ppx, pyq
f2ppx, pyq

˙

On considère une fonction
G : R2 ÝÑ R

X ÞÝÑ GpXq
ˆ

x
y

˙

ÞÝÑ GpXq
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Alors
pG “ G ˝ F : pX ÞÝÑ G ˝ F p pXq “ pGp pXq

ˆ

px
py

˙

ÞÝÑ Gpf1ppx, pyq, f2ppx, pyqq “ pGppx, pyq.

Calculons le gradient de pG. On a

B
px
pGppx, pyq “ B1G ¨ B

pxf1 ` B2G ¨ B
pxf2

B
py
pGppx, pyq “ B1G ¨ B

pyf1 ` B2G ¨ B
pyf2

“

ˆ

B
pxf1 B

pxf2

B
pyf1 B

pyf2

˙ˆ

B1G
B2G

˙

,

et donc

p∇
pX
pGqp pXq “

ˆ

B
pxf1 B

pxf2

B
pyf1 B

pyf2

˙

p∇X pGqpXq “ tpJF qp∇XGqpXq

et donc
p∇XGqpXq “ ´tpJF qp∇

pX
pGqpXq.

La notation ´tpJF q signifie ptpJF qq´1.
On rappelle que la fonction F a pour effet

pΩ

a3

py

a1 a2

pm

px

y

x

A1
A2

A3

M
Ωe

Ainsi, le calcul d’un élément de la matrice de rigidité devient

Kij “

ż

Ωe

∇XψjpXq ¨∇XψipXq dX “

ż

pΩ
∇XψjpF p pXqq ¨∇XψipF p pXqq2AirepΩeq d pX

“

ż

pΩ

”

´tpJF qp∇
pX

´

ψjpF p pXqq
¯ı

¨

”

´tpJF qp∇
pX

´

ψipF p pXqq
¯ı

2AirepΩeq d pX

“ 2AirepΩeq

ż

pΩ

”

´tpJF qp∇
pX
pφjp pXq

ı

¨

”

´tpJF qp∇
pX
pφip pXq

ı

d pX

On peut interpréter l’intégrale précédente comme un produit scalaire sur L2ppΩq. Or, on sait

xAf,Bgy “ tpBgqpAfq

“ tgtBAf

“ xtBAf, gy,

d’où
Kij “ 2AirepΩeq

ż

pΩ

t
`

´tJF
˘ `

´tJF
˘

∇
pX
pφj ¨∇

pX
pφi d pX

soit encore
Kij “ 2AirepΩeq

ż

pΩ

rC∇
pX
pφj ¨∇

pX
pφi d pX

où
rC “ J´1

F
´tJF “

`

tJF JF
˘´1

.



36 Chapitre 5. Mise en œuvre de la M.E.F

On a vu que

JF “

ˆ

x2 ´ x1 x3 ´ x1

y2 ´ y1 y3 ´ y1

˙

.

Or,
ˆ

x2 ´ x1

y2 ´ y1

˙

“
#         »

A1A2 et
ˆ

x3 ´ x1

y3 ´ y1

˙

“
#         »

A1A3

de sorte que

JF “

ˆ

#         »

A1A2
...

#         »

A1A3

˙

.

Après calcul, on montre

rC “
1

|detpJF q|2

¨

˝

#         »

A1A3 ¨
#         »

A1A3 ´
#         »

A1A1 ¨
#         »

A1A3

´
#         »

A1A2 ¨
#         »

A1A3
#         »

A1A2 ¨
#         »

A1A2

˛

‚

:“
1

p2AirepΩeqq
2
C

et donc
Kij “

1

2AirepΩeq

ż

pΩ

´

C11B
px
pφj ` C12B

py
pφj

¯

B
px
pφi`

´

C21B
px
pφj ` C22B

py
pφj

¯

B
py
pφi d pX

“
1

2AirepΩeq

ż

pΩ
C11B

px
pφjB

px
pφi ` C12

´

B
py
pφjB

px
pφi ` B

px
pφjB

py
pφi

¯

C22B
py
pφjB

py
pφi d pX.

Rappelons que
xφ1 “xλ1 “ 1´ px´ py, xφ2 “xλ2 “ px, xφ3 “xλ3 “ py.

Les gradients des coordonnées barycentriques sont donc

∇
pX
xφ1 “

ˆ

´1
´1

˙

, ∇
pX
xφ2 “

ˆ

1
0

˙

, ∇
pX
xφ3 “

ˆ

0
1

˙

.

En utilisant ces résultats, on voit facilement que

K11 “
1

2AirepΩeq

„

C11

ż

pΩ
1 d pX ` C12

ż

pΩ
2 d pX ` C22

ż

pΩ
1 d pX



“
1

2AirepΩeq

ˆ

C11

2
` C12 `

C22

2

˙

.

On montre en fait que

Kij “
1

2AirepΩeq
pC11S1 ` C12S2 ` C22S3qij

où

S1 “
1

2

¨

˝

1 ´1 0
´1 1 0
0 0 0

˛

‚, S2 “
1

2

¨

˝

2 ´1 ´1
´1 0 1
´1 1 0

˛

‚, S3 “
1

2

¨

˝

1 0 ´1
0 0 0
´1 0 1

˛

‚.

� Exemple 5.3 Donnons quelques exemples de matrice C pour deux éléments réguliers.
1. On considère Ωe donné par le 2-simplexe
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A1 A2

A3

h

h

Alors,
#         »

A1A2 “

ˆ

h
0

˙

,
#         »

A1A3 “

ˆ

h
h

˙

,

de sorte que

C “ h2

ˆ

2 ´1
´1 1

˙

.

On a en outre AirepΩeq “ h2{2.
La matrice de rigidité est donc donnée par

K1 “
1

2

¨

˝

2 ´2 0
´2 2 0
0 0 0

˛

‚´
1

2

¨

˝

2 ´1 ´1
´1 0 1
´1 1 0

˛

‚`
1

2

¨

˝

1 0 ´1
0 0 0
´1 0 1

˛

‚

“
1

2

¨

˝

1 ´1 0
´1 2 ´1
0 ´1 1

˛

‚

2. On considère Ωe donné par le 2-simplexe

A1

A2A3

Alors,
#         »

A1A2 “

ˆ

h
h

˙

,
#         »

A1A3 “

ˆ

0
h

˙

,

de sorte que

C “ h2

ˆ

1 ´1
´1 2

˙

. La matrice de rigidité est donc donnée par

K2 “
1

2

¨

˝

1 ´1 0
´1 1 0
0 0 0

˛

‚´
1

2

¨

˝

2 ´1 ´1
´1 0 1
´1 1 0

˛

‚`
1

2

¨

˝

2 0 ´2
0 0 0
´2 0 2

˛

‚

“
1

2

¨

˝

1 0 ´1
0 1 ´1
´1 ´1 2

˛

‚

�
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Nous pouvons maintenant voir comment faire le calcul complet de la contribution d’une
fonction de base à la matrice globale de rigidité.

5

2 3

6

87

4

V I

IVII

I V

III

On a vu que les matrices élémentaires associées sont données par

1 2

3

1
2

¨

˝

1 ´1 0
´1 2 ´1
0 ´1 1

˛

‚

1

23

1
2

¨

˝

1 0 ´1
0 1 ´1
´1 ´1 2

˛

‚

Alors,

Kij “ Kij `K
e
ij , Ke

ij “

ż

Ωe

Bxφ
e
iBxφ

e
j ` Byφ

e
iByφ

e
j dxdy.

La table de connectivité est

I 4 5 2
II 7 5 4
III 7 8 5
IV 8 6 5
V 5 6 3
V I 5 3 2

Par exemple, sur le 2-simplexe I, la matrice KI
ij est

φ4 φ5 φ2

φ4

φ5

φ2

1
2

¨

˝

1 ´1 0
´1 2 ´1
0 ´1 1

˛

‚

Voici ci-dessous les contributions des différents éléments associés à la fonction de base attachée
au nœud 5
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2 3 4 5 6 7 8

8

7

6

5

4

3

2
1 ´1

1 ´1

´1 ´1 2

2 ´1 ´1

´1 1

´1

1

1 ´1

1

´1

´1 ´1 2

2 ´1 ´1

´1 1

´1 1

1 ´1

1 ´1

´1 ´1 1

2

´1 ´1

´1 1

´1 1

En isolant la ligne 5 et en sommant les composantes de ses cellules, on trouve
1

2
p´2U2 ´ 2U4 ` 8U5 ´ 2U6 ´ 2U8q

ce qui correspond à l’approximation par différences finies centrées.

5.2 EF de Lagrange P2

Tout le travail fait jusqu’à présent peut s’étendre sans difficulté aux éléments finis de
Lagrange Pk. On fait ici le cas de P2 pour montrer le principe.

5.2.1 Cas 1D
On repart d’une subdivision de r0, 1s en n` 1 intervalles, le maillage étant donc composé

de n` 2 sommets.

x0

I1

x2

I2

x2 xn

In`1

xn`1

On demande cette fois que

u P Vh “ tv P C
0pr0, 1sq|v|Ik

P P2, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n` 1u.

Comme on l’a vu, on ramène un élément Ik à un élément de référence pΩ “ r0, 1s. Étudions
donc le cas de pΩ. Sur pΩ, les coordonnées barycentriques sont xλ1 “ 1 ´ px et xλ2 “ px, ce qui
assure que xλ1p0q “ 1, xλ1p1q “ 0, xλ2p0q “ 0 et xλ2p1q “ 1. On cherche à construire un polynôme
de degré 2 sur r0, 1s. On ne peut pas construire un unique polynôme de degré 2 à partir de
seulement deux points (ici 0 et 1). Il faut donc ajouter un nœud. On choisit par convention
de rajouter le milieu de l’intervalle r0, 1s. Il faut maintenant construire une base de P2 sur
r0, 1s. Comme pour le cas de P1, on utiliser les polynômes de Lagrange

lj “
n
ź

k “ 1
k ‰ j

x´ xk
xj ´ xk

, 1 ď j ď n
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où xk sont les nœuds d’interpolation. Ici, on a x1 “ 0, x2 “ 1{2 et x3 “ 1. Ainsi,

l1pxq “ 2px´
1

2
qpx´ 1q, l2 “ ´4px´ 1qx, l3 “ 2xpx´

1

2
q,

représentés ci-dessous.

0 1
2

1

l1 l2 l3

Ainsi, @p P P2rpxs, pppxq “
ř3
j“1 αilippxq. On a donc que les fonctions de base ψk sur pΩ sont les

lk, k “ 1, 2, 3.
On a un autre moyen d’obtenir les ψk. Pour cela, on les exprime en terme de coordonnées

barycentriques. Comme elles sont invariantes par application d’une transformation affine,
leur connaissance sur pΩ entraîne leur connaissance sur Ik, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ` 1. On sait que
xλ1p1{2q “ 1{2 et xλ2p1{2q “ 1{2. On en déduit donc

ψ1ppxq “xλ1p2xλ1 ´ 1q, ψ2ppxq “ 4xλ1
xλ2, ψ3ppxq “xλ2p2xλ2 ´ 1q.

On connaît donc directement les fonctions de formes sur n’importe quel élément Ik.
Utilisons ce résultat pour construire la matrice de masse élémentaire. Un élément Ik “

rxk´1, xks contient 2 sommets et 3 nœuds.

‚̂

x0

rx0

ˆ

rx1

I1

‚

rx2

ˆ

x1

ˆ

rx3

I2

‚

rx4

ˆ

x2

‚̂

xn´1

rx2n´2

ˆ

In

rx2n´1

‚̂

xn

rx2n

In`1

ˆ

rx2n`1

‚̂

xn`1

rx2n

L’élément Ik est donc représenté par les sommets physiques rxk´1, xks mais aussi par ses
nœuds rrxj , rxj`2s où j “ 2k ´ 2, soit encore k “ t

j`2
2 u, et les fonctions de base vérifient

φiprxjq “ δij , 0 ď i, j ď 2n` 2. Un élément non nulle de la matrice de masse est donc

Mm,n “

ż

Ik

φmpxqφnpxq dx,

avec m P t2pk ´ 1q, 2k ´ 1, 2ku et n P t2pk ´ 1q, 2k ´ 1, 2ku.

xk´1

rxj
‖

rx2k´2

rxj`1

‖
rx2k´1

xk´1

rxj`2

‖
rx2k

φ2k´2ψ1 φ2k´1

ψ2

φ2k ψ3
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Par exemple,

M2k´2,2k´2 “

ż

Ik

φ2k´2pxqφ2k´2pxq dx “

ż xk

xk´1

λ2
1p2λ1 ´ 1q2 dx

“ 4

ż

Ik

λ4
1 dx´ 4

ż

Ik

λ3
1 dx`

ż

Ik

λ2
1 dx.

D’après le résultat de la proposition 5.1.1, pour tout N-simplexe K de RN et ses coordonnées
barycentriques associées on a

ż

K
λα1

1 ¨ ¨ ¨λ
αN`1

N`1 dx “ VolumepKq
α1! ¨ ¨ ¨αN`1!N !

pα1 ` ¨ ¨ ¨ ` αN`1 `Nq!
.

Ici, N “ 1 et on a
ż

K
λα1

1 λα2
2 dx “ mespKq

α1!α2!

pα1 ` α2 ` 1q!
,

d’où

M2k´2,2k´2 “ pxk ´ xk´1q

„

4 ¨
4!

5!
´ 4 ¨

3!

4!
`

2!

3!



“ pxk ´ xk´1q
2

15
.

On peut faire les mêmes calculs pour les autres fonctions de forme sur un élément Ik et on
trouve la matrice de masse élémentaire

xk ´ xk´1

30

¨

˝

4 2 ´1
2 16 2
´1 2 4

˛

‚.

La matrice de rigidité élémentaire est elle donnée par

1

xk ´ xk´1

1

3

¨

˝

7 ´8 1
´8 16 ´8
1 ´8 7

˛

‚.

5.2.2 Cas 2D
Le principe est le même : on exprime les fonctions de forme en terme de coordonnées

barycentriques. On considère un 2-treillis

1 4 2

5

3

6

Six fonctions de forme sont associées, données par

ψi “ λip2λi ´ 1q, i “ 1, 2, 3, ψ4 “ 4λ1λ2, ψ5 “ 4λ2λ3, ψ6 “ 4λ3λ1.

On représente ces fonctions de forme ci-dessous.
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ψ1 ψ2 ψ3

ψ4 ψ5 ψ6

5.3 Intégration numérique sur un triangle

Nous venons de voir comment assembler les matrices de masse et de rigidité. Concernant
le second membre, deux possibilités se présentent :

1. Calcul de
ş

Ω fpxqφipxq dx où on connaît la décomposition de fpxq sur la base des φk

fpXq “
N
ÿ

i“1

fpXiqφipXq,

et on est ramené au calcul de
ş

Ω φkφi dx et donc à l’assemblage de la matrice de masse.
2. Si f R Vh, alors la décomposition ci-dessus n’est pas valide et il faut donc calculer

ş

Ω fpxqφipxq dx. On fait alors appel aux quadratures numériques.
On connaît bien ces procédures en 1D :
• point milieu
• rectangle
• trapèze
• Simpson

De manière générale, si on considère l’intervalle r´1, 1s, on a

ż 1

´1
gpξq dξ «

N
ÿ

i“1

wigpξiq,

où wi sont les poids et ´1 ď ξi ď 1 sont les nœuds de la quadrature. On montre que cette
formule est exacte si g P P2N´1r´1, 1s si tξiuNi“1 sont les points de Gauss (racines du polynôme
de Legendre). On a

• 1 point :
ż 1

´1
gpξq dξ « 2gp0q

• 2 points :
ż 1

´1
gpξq dξ « gp´

1
?

3
q ` gp

1
?

3
q
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• 3 points :
ż 1

´1
gpξq dξ «

5

9
gp´

?
3

?
5
q `

8

9
gp0q `

5

9
gp

?
3

?
5
q

Pour un intervalle quelconque I “ ra, bs, par changement de variables

x “ a`
b´ a

2
p1` ξq ou ξ “

x´ a

b´ x
`
x´ b

b´ a

on a
ż b

a
F pxq dx “

b´ a

2

ż 1

´1
F

ˆ

a`
b´ a

2
p1` ξq

˙

dξ «
b´ a

2

N
ÿ

i“1

wiF

ˆ

a`
b´ a

2
p1` ξiq

˙

.

Quand on passe sur un triangle, il faut reprendre ces formules. On rappelle qu’on peut exprimer
les coordonnées d’un point dans un triangle à partir de ses coordonnées barycentriques λ1, λ2

et λ3. Si on a un point Mpx, yq, alors

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3

y “ λ1y1 ` λ2y2 ` λ3y3,

soit encore comme λ1 ` λ2 ` λ3 “ 1,

x “ p1´ λ2 ´ λ3qx1 ` λ2x2 ` λ3x3

y “ p1´ λ2 ´ λ3qy1 ` λ2y2 ` λ3y3,

et finalement

x “ px2 ´ x1qλ2 ` px3 ´ x1qλ3 ` x1

y “ py2 ´ y1qλ2 ` py3 ´ y1qλ3 ` y1.

Donc, l’application qui permet de passer d’un triangle de référence pT à un triangle T quelconque
F : pT Ñ T est

ˆ

λ2

λ3

˙

ÞÝÑ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x2 ´ x1 x3 ´ x1

y2 ´ y1 y3 ´ y1

˙

loooooooooooomoooooooooooon

P

ˆ

λ2

λ3

˙

`

ˆ

x1

y1

˙

.

Ainsi,
ż

T
gpx, yq dxdy “

ż

pT
fpF pλ2, λ3qq
loooooomoooooon

Gpλ2,λ3q

|detpP q| dλ2dλ3.

On a déjà vu que |detpP q| “ 2AirepT q. On est donc ramené au calcul de

2AirepT q
ż 1

0

ż 1´λ2

0
Gpλ2, λ3q dλ2dλ3.

Une quadrature de Gauss de degré N pour les triangles est définie comme une quadrature qui
est exacte pour tout polynôme de degré N

ż

pT
Gpα, βq dαdβ «

Ng
ÿ

i“1

wiGpαi, βiq,

où Ng est le nombre de points de Gauss.
En 2D, on a

PN pα, βq “ Vect
!

αkβk, 0 ď k, l, k ` l ď N
)

,
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et dimpPN q “ pN ` 1qpN ` 2q{2. Ainsi,

P1 “ Vect t1, α, βu , P2 “ Vect
 

1, α, β, α2, αβ, β2
(

.

On rappelle que pour un 2-simplexe
ż

K
λk1λ

l
2λ

m
3 dx “ VolumepKq

k!l!m!2!

pk ` l `m` 2q!
.

Ici, le simplexe est pT et k “ 0, d’où
ż

pT
λl2λ

m
3

loomoon

“αlβm

dλ2dλ3 “
l!m!

pl `m` 2q!
.

On a donc
ż

pT

 

1, α, β, α2, αβ, β2, α3, α2β, αβ2, β3
(

dαdβ “

"

1

2
,
1

6
,
1

6
,

1

12
,

1

24
,

1

12
,

1

20
,

1

60
,

1

60
,

1

20

*

.

Quadrature de degré 1 : elle doit être exacte pour Gpα, βq “ 1, α, β

Gpα, βq “ 1 ÝÑ
1

2
“

Ng
ÿ

i“1

wi

Gpα, βq “ α ÝÑ
1

6
“

Ng
ÿ

i“1

wiαi

Gpα, βq “ β ÝÑ
1

6
“

Ng
ÿ

i“1

wiβi

On voit que Ng “ 1, w1 “ 1{2 et α1 “ β1 “ 1{3 est solution d’où, pour tout G P P1, on a
ż

pT
Gpα, βq dαdβ “

1

2
Gp

1

3
,
1

3
q (5.1)

Quadrature de degré 2 : elle doit être exacte pour Gpα, βq “ 1, α, β, αβ et β2. On a déjà
les trois premières relations (voir ci-dessus), puis

Gpα, βq “ α2 ÝÑ
1

12
“

Ng
ÿ

i“1

wiα
2
i

Gpα, βq “ αβ ÝÑ
1

24
“

Ng
ÿ

i“1

wiαiβi

Gpα, βq “ β2 ÝÑ
1

12
“

Ng
ÿ

i“1

wiβ
2
i

Il est évident que Ng “ 1 ne peut pas fonctionner car on a 6 équations. En théorie, Ng “ 2
peut fonctionner car on a 6 inconnues pα1, β1, α2, β2, w1, w2q mais on obtient une formule de
quadrature non symétrique. On choisit Ng “ 3. Cela conduit à 9 inconnues avec seulement 6
équations. La solution est donc non unique. On peut vérifier que

pα1, β1q “ p
1

6
,
1

6
q, pα2, β2q “ p

2

3
,
1

6
q, pα3, β3q “ p

1

6
,
2

3
q,



5.3 Intégration numérique sur un triangle 45

et w1 “ w2 “ w3 “ 1{6 est solution. On a donc pour tout G P P2

ż

pT
Gpα, βq dαdβ “

1

6

„

Gp
1

6
,
1

6
q `Gp

2

3
,
1

6
q `Gp

1

6
,
2

3
q



. (5.2)

Comme la solution est non unique, on a aussi pα1, β1q “ p0, 1{2q, pα2, β2q “ p1{2, 0q, pα3, β3q “

p1{2, 1{2q, w1 “ w2 “ w3 “ 1{6 et donc
ż

pT
Gpα, βq dαdβ “

1

6

„

Gp0,
1

2
q `Gp

1

2
, 0q `Gp

1

2
,
1

2
q



. (5.3)

Pour P3, la situation est identique avec non unicité des solutions. Par exemple, on a pour
tout G P P3

ż

pT
Gpα, βq dαdβ “ ´

27

96
Gp

1

3
,
1

3
q `

25

96

ˆ

Gp
1

5
,
1

5
q `Gp

1

5
,
3

5
q `Gp

3

5
,
1

5
q

˙

, (5.4)

mais aussi
ż

pT
Gpα, βq dαdβ “ ´

27

96
Gp

1

3
,
1

3
q `

25

96

ˆ

Gp
2

15
,
11

15
q `Gp

2

15
,

2

15
q `Gp

11

15
,

2

15
q

˙

. (5.5)

On représente le lieu des points de quadrature ci-dessous

(5.1) (5.2) (5.3)

(5.4) (5.5)
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