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1.1
1.1.1

La plupart des modéles mathématiques issus de la mécanique des milieux continus générent
des équations aux dérivées partielles (EDP) contenant une combinaison de :

e termes de transport (convection, advection)

e termes de diffusion

Il existe un nombre adimensionnel typique qui caractérise 'importance relative de chacun de
ces effets suivant le modéle considéré.

Problémes typiques d’advection-diffusion
Dispersion d’un polluant dans un estuaire de riviéere

Y A /— bords de 'estuaire
|
‘ |
| Q et 09
|
- — - bords fictifs
c =10 :7( —0
on
;‘ - dispersion |
‘ o du polluant
origine de la pollution ‘

X

On considére un domaine bi-dimensionnel. Soit ¢(z,y,t) la concentration d’un polluant. On
souhaite modéliser I’évolution de ce polluant dans la riviére représentée ci-dessus.
L’équation typique est donnée par

dc+ V-Ve = V-(DVe) +s. (1.1)
S~ —_————

terme de transport terme de diffusion



6 Chapitre 1. Motivations

Les quantités en jeu sont

e ¢ : moyenne de la concentration sur la profondeur

® s :source de la pollution, qui peut varier en espace et en temps

e V : champs de vitesse horizontale (pas de composante verticale z, car on suppose étre
en 2D). C’est une donnée du probléme qui peut varier avec le temps.

e D : coefficient de diffusion qui incorpore les effets de mélange dus aux mouvements
verticaux gommeés dans 1’équation, ainsi que la diffusion turbulente et moléculaire. On
suppose D indépendant de c.

Les dimensions typiques de ce type de problémes peuvent étre

o V= ||‘7H :0.5m/s a3 m/s

e D:0.05m?/sabm?/s

e [ : longueur caractéristique : 100 m

On construit le nombre adimensionné dit nombre de Péclet défini par

VL
Pe:i.

Il mesure I'importance relative du terme de diffusion (d’ordre ¢D/L?) par rapport au terme
de transport (d’ordre Vi¢/L). Pour les valeurs indiquées, il varie comme

10 < P, < 6000.

Transport du tourbillon dans un écoulement incompressible

Si on doit calcule_l; ‘7, on suppose qu’elle n’est pas affectée par le taux de concentration du
polluant. La vitesse V' obéit aux équations de Navier-Stokes pour un écoulement incompressible
d’un fluide Newtonien

p&tv+p(7~€)V=—§p+pA7, (12)
V.V =0,
ou p désigne la pression et u la viscosité dynamique.
Pour résoudre ce probléme dans le cas particulier d'un écoulement incompressible 2D, on

observe qu'’il doit exister une fonction de courant scalaire ¥ (z,y) telle que

= (u\ [ o
7= () ()
Par ailleurs, on peut définir la fonction tourbillon w(zx,y) par la relation
W= 0¥ — Oyu

et I’équation (1.2) devient

pPoyw + p <‘7 : 6) w = pAw,
w=—A, (1.3)
V = (0yv, —021).

Ceci est un ensemble d’équation non-linéaires couplées entre elles. Souvent, on résout ces
équations successivement :
e calcul du tourbillon pour un champs de vitesse donnée par la premiére équation,
e obtention de ¢ par résolution d’'un probléme type Laplacien,
o calcul de V par dérivation de 2.
L’intérét, c’est que la premiére équation est maintenant du méme type que I’équation (1.1).
Pour cette équation, le nombre adimensionnel est le nombre de Reynolds Re = pV L/p.
Pour la viscosité cinématique de 'eau v = p/p — 107%m? /s, on a Re ~ 10000.



1.2 EDP limites typiques 7

EDP limites typiques

On peut distinguer un certain nombre de cas limites :
e probléme stationnaire ou non
e P, petit ou grand
— P, petit : effets de transports négligeables
— P, grand : diffusion négligeable
— P. quelconque
Dans chacun de ces cas, le type d’EDP change. Identifier le type d’EDP est important car le
mode adéquat de traitement numérique en dépend de maniére cruciale.
On a donc six cas possibles

P, —0 0=V (DVe) dc =V - (DVe)

EDP elliptique (ordre 2) EDP parabolique (ordre 2)

—

P, inter- V. .Ve=V" (D%c) die+V -Ve=V- (D?c)

médiaire | EDP elliptique (ordre 2) EDP parabolique (ordre 2)

P, —» o V.Ve=0 5t0+‘7'6020

EDP hyperbolique (ordre 1) | EDP hyperbolique (ordre 1)

Conditions aux limites et problémes bien posés

Trouver la solution qui satisfait un systéme d’EDP et les conditions aux limtes (conditions
initiales + conditions aux frontiéres) forme un probléme bien posé si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

e la solution existe,

e la solution est unique,

e la solution dépend continiiment des données.

Noter que ce sont des questions difficiles de mathématiques.

Ces questions restent valables lorsque 1'on a discrétisé le probléme : méme si le probléme
continu est bien posé (ce qui est un pré-requis pour faire du numeérique), le probléme discret
peut étre mal posé : il faut que la procédure de discrétisation soit stable et fournisse une
solution proche de la solution exacte (ce qui est un probléme d’analyse numérique).

Type de conditions aux limites

conditions de Dirichlet : uw = f sur 02,

conditions de Neumann : d,u = f sur 02, d,u = 7 - ﬁu,

conditions de Robin : d,u + ku = f sur 04,

conditions de Cauchy : u(t = 0) = g sur  x {t = 0} (voir du(t = 0) = h si 'EDP est
hyperbolique d’ordre 2).

Probléme hyperbolique
Le probléme typique (sans bord) est donné par

Opu + cOzu = 0,
u(t =0) = ug(x).
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Supposons qu’on connaisse & =

x(t) la position au cours du temps (on parle de courbe
caractéristique), alors u = u(z(t),t) et

du oudx
= ﬁtu +

E aza = atu + c&xu

qui est donc nulle si & = ¢ : u est donc constante le long de z(t).
Comme z = ¢, z(t) = ct + x(0) et par la constance de u le long de z(t), on a

u(x(t), t) = u(x(0),0) = uo(xo)
et donc u(ct + zo,t) = up(xo) soit encore
u(z,t) = up(x — ct).

Si maintenant on rajoute bord :

Y
A
courbe caractéristique z(t)
c>0
on a besoin d’in-
formations en —_— >
x=xp, V>0 :
A -
o
Ty

bord

Ton a besoin d’informations at =0, V& > x3
Pour

résoudre le probléme, il faut donc imposer & la fois des conditions de Cauchy, mais aussi des
conditions de Dirichlet en x;, (ce serait aussi le cas pour ¢ < 0 si on considérait le domaine a
gauche de = = xy).

Problémes elliptique et parabolique

e Pour les problémes elliptiques, il faut imposer des conditions aux limites sur 02 tout

entier (et pas simplement une partie de 02 comme pour les problémes hyperboliques).

e Pour les problémes paraboliques, il faut imposer des conditions aux limites sur €2 comme

pour les problémes elliptiques, mais aussi en supplément une condition de Cauchy.

Les méthodes de types éléments finis se prétent bien au traitement des EDP elliptiques et
paraboliques (pour ce cas, il faut aussi appliquer un schéma pour la discrétisation en temps).
Ce n’est pas le cas pour les problémes hyperboliques qui nécessitent un traitement particulier
(volumes finis, Galerkin discontinu, ...).



2.1 Introduction aux éléments finis

Nous considérons pour débuter le probléme modéle suivant

—u" =f dans]0, 1],

u(0) = u(1) = 0. (2.1)

Il s’agit en fait dans ce cas simple mono dimensionnel d’une équation différentielle ordinaire
sans condition de Cauchy mais des conditions de Dirichlet homogénes.
Dans ce cas trés simple, on peut résoudre ’équation par intégrations successives

u'(s) = —int f(t) dt + ¢

oll ¢; est une constante & déterminer. Puis,

T

u(x) = | u/(s)ds

0
- j ft)dt)ds+ crz + ca,
0o \Jo

ol ¢z est une constante a déterminer. Or, on a u(0) = u(1) = 0 et donc cg =0 et

1 S
0—uft) =~ | Lf(t)dt ds + e1

d’ou la valeur de ¢; et on a alors

T S 1 S
) - | fo fyat) ds+a | L £t dt) ds. (2.2)

p 1l faut que Sg f(t)dt existe pour que u existe pour tout 0 < s < 1. On écrit cette
condition f e L'(0,1).



2.2

10 Chapitre 2. Une premiére approche

Le but de la méthode des éléments finis est de produire une méthode numérique qui permettra
de calculer une approximation de la solution w sur un ordinateur. Dans le cas présent, il serait
facile de déterminer une approximation de (2.2) mais la connaissance de solutions explicites
de type (2.2) est extrémement rare et il vaut mieux construire une approximation qui donne
une solution approchée dans tous les cas.

Le principe de base est de construire un maillage du domaine Q = [0, 1]. En dimension 1,
un maillage est simplement constitué d’une collection de points (x)o<j<n+1 ¢'est & dire une
subdivision de [0, 1]

x0=0<x1<~~-<xn<xn+1:1.

| | | | |
[ I I I 1

Zo x2 X2 Tn Tp+l

Le maillage sera dit uniforme si les points z; sont équidistants, c’est a dire x; = jh avec
h=1/(n+1),0<j<n+1

Il n’est pas nécessaire d’avoir un maillage uniforme.
Les points x; sont appelés les sommets du maillage. On produit des intervalles (mailles)

Ik =]xk_1,xk[, k=1,2,--- ,n—I—l.

Si le maillage est uniforme, h = xp — x;_1 pour tout k. Sinon, on définit le pas du maillage
par

h = — Tk—1).
1&?2(“(% Th-1)

Le pas h est une indicateur de la finesse du maillage.

Eléments finis PP, en dimension 1

La méthode des éléments finis (MEF) P; repose sur l'espace discret des fonctions globale-
ment continues et affines par maille

V= {UECO([O,l]) tel que v, ePy, k=1,--- ,n+1, et v(0) =v(1) =0},

oll P; désigne les polyndmes de degré 1. Les fonctions v € V}, sont donc affines sur chaque
maille 1.

FIGURE 2.1 — Exemple de fonction v € V},

Il est clair que V}, est un espace vectoriel : si on prend v; et v € Vi, A1, Ao € R, alors
Av1 + Aavg € V), - en effet, la fonction reste affine par morceaux et les conditions aux limites
sont vérifiées. Il existe donc une base pour représenter toutes les fonctions de V},. Les fonctions
de base qu’on utilise pour V}, sont des fonctions chapeaux
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Y

1

0 X
La fonction chapeau ¢; associée au sommet x; est définie pour j = 1,--- ,n par
0, si@ ¢ [wj-1,2541] = I U i,
r—Tji-1
] .
N ), sizelxj1,35] = I;,

¢j(z) = Tj— Tj—1

Liy1 — X
7+1 . _

., SLXE (), zj41] = Ljsa.
Lj+1 = Tj

On a donc
(ﬁj(%j) =1 et d)J(a:k) =0, Vk # 7,

et ¢j € V. Lorsque le maillage est uniforme,

0, Si.iC¢IjUIj+1,
r—Ti-1
J .
() = 0 six € Ij,
€T, — X
7+1 .
0 six ey,

et on remarque alors que les ¢; se définissent & partir d’une unique fonction ¢ par
r — 1—|z|, silz| <1,
i(z) = x) = .
¢J( ) ¢< h )7 ¢( ) { 0 si ’$‘>1
Dans le cas général, on a sur une maille I, deux fonctions de base qui coexistent

Gr—1(x) Gr—1(x)

Lk—1 Lk

et on peut faire correspondre ¢k(x)|l a la fonction gﬁ;(:v) =z, 0<z<let ¢k_1(x)|I ala
k k

fonction @(x) =1—2,0<z<1 On a ainsi

d)k_l(w)hk = b <W> et gzbk(a:)|lk . <W> .

T — Tk—1 T — Tk—1

L’espace V}, est un sous espace de C°([0,1]) de dimension finie n, et toute fonction vy, € V},
est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets (z;)1<j<n

vn(x) = . von(zy)¢(x), Vael0,1].

=1
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Cette base permet donc de caractériser une fonction de V}, par ses valeurs aux sommets du
maillage : on parle dans ce cas d’éléments finis de Lagrange.

Décrivons maintenant la résolution pratique du probléme de Dirichlet (2.1) par éléments
finis P;. On commence par écrire le probléme a résoudre sous une forme dite faible ou
variationnelle. On I'obtient en multipliant (2.1) par une fonction v qui s’annule aux bords du
domaine, puis en intégrant sur tout le domaine

_ fol o (@)0(x) da — L ' F@)o(e) de.

Par intégration par parties, on obtient

1 1
J u' (z)' (z) de — [u'v]} =J f(z)v(z) dx.
0 %/—/ 0

On arrive a . 7 .
L o (z)v (x) do = Jo f(z)v(z) dx,

pour toute fonction v suffisamment réguliére pour que tous ces calculs aient un sens.

p ) Afin que les intégrales ci-dessus aient un sens, si on remplace v par v dans la premiere
intégrale, on a

Ll ' (2)|? da

qui se doit d’étre fini afin que cette intégrale existe.
On sait en outre que

| flao(e) o] < | @) da f fo(@) 2 do

et de méme, il faut que ces deux intégrales ne soient pas infinies.
On sait de plus que v(0) = v(1) = 0.
On résume donc en disant que

ve{geCO([O,l]HL 9(@) 2 dz < +, L|g’(x)|2dx<+oo, g(0)=g(1)=0}.

Cet espace fonctionnel s’appelle 'espace de Sobolev H{ (0, 1). 11 faut aussi que u appar-
tienne & cet espace. De plus, il faut que

1
fe {g e C°([0,1]) | f lg(x)]? da < +OO} .
0
On note cet espace fonctionnel L2([0, 1]).

Si on définit . .
a(u,v) = f uv'dx et 1(v) = f fodzx,
0

0
le probléme devient :

Trouver u € HZ(0,1) telle que a(u,v) = I(v), Yv € H}(0,1).

Cette formulation variationnelle peut s’appliquer dans le cas de ’espace de fonction Vj, €
HZ(0,1), c’est a dire a résoudre le probléme
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Trouver uy € Vj, telle que a(up, vy) = l(vg), Yo, € V.

On dit que ce probléme est approché ou discrétisé.
On décompose alors uy, sur la base de {¢;}1<j<n et on prend vy, = ¢;, 1 < i < n ce qui
donne

n
Z a(j, di)un(z;) = U(¢i).
j=1
En notant Up, = (up(x;))1<j<n € R", by, = (1(¢))1<i<n € R™, et en introduisant la matrice
Kh = (a(¢j, (bi))lsi,jgn (<] Rnxn’
la formulation variationnelle revient a résoudre dans R le systéme linéaire
KUy, = by

En résolvant ce systéme linéaire, on obtient U dont les composantes sont les valeurs de uy,
aux sommets (;)1<i<n du maillage.

Ce qui rend intéressant les éléments finis, c’est le fait que les fonctions de base ¢; ont un
“petit” support, 'intersection des supports de ¢; et de ¢; est souvent vide et la plupart des
coefficients de K} sont nuls. Un calcul simple montre que

1
EEE——— sij=1i—1,
Tj+l = Tj
1 N 1 L
) Sl ._7 = 7/7
a(gj, ¢i) = { Tj —Tj-1  Tipl— L
1
- sij=1+1,
l’j —l‘jfl
L 0, sinon,
et si le maillage est uniforme
(1 L1
——, sij=1i-1,
h
2 L
-, sij=i,
a(dj, di) = n J
2l sijmidl,
;o sij=i
0, sinon,
et on a
2 -1
) -1 2 -1
K =— -
=g .
-1 2 -1
-1 2

qui est une matrice tri-diagonale.
Pour obtenir le second membre, il faut calculer les intégrales

LTi+1

oi=16) = [ f@owdn,  1<i<n

Ti—1

En pratique, on a recours & des formules de quadrature (intégration numérique) qui donnent
une approximation des intégrales. Par exemple, on peut utiliser la formule du point milieu

1 f”l W(z)da ~ 1 <xl+12+“"z>

Ti+l — Ti Jg,
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ou celle des trapézes

: inﬂ Y(z)dr ~ ! (Y(@ig1 + m(x;)) -

Titl — Ti Jg,

Ces deux formules sont exactes pour les fonctions affines, sinon, elles approchent les intégrales
a un terme de reste O(h?) prés.

On peut résumer 'approximation par éléments finis par le schéma suivant

n
~ Up = Z u;j ¢j(x)
m m g=1
VooV valeur fonctions de base
nodale “chapeaux” — base de V},



Les objectifs sont d’étendre en 2D la méthode d’approximation vue en 1D. Soit < R?
un domaine, z = (z1,x2) € Q et I' = 90 la frontiére de Q.

3.1 Maillages bidimensionnels

Le choix du maillage dépend de la géométrie du domaine et la taille des éléments de
lallure (régularité) de la fonction recherchée.
e Si le domaine est polygonal, on va triangulariser €2, c’est & dire fabriquer une partition
de Q en domaine triangulaires

Si le domaine est polygonal & angles droits, on peut aussi envisager de faire une partition
de € par des rectangles

e Sile domaine est quelconque, on approche en premiére approximation la frontiére I' par
une ligne polygonale. On note Q) le domaine polygonal ainsi défini puis on triangularise
Q. 1l existe aussi des techniques pour paramétrer localement la frontiére (éléments finis
isoparamétrique).
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Un maillage est la donnée de trois nombres
e un nombre de sommets N
e un nombre de cotés Ny
e un nombre de d’éléments No

p On ne doit pas confondre les sommets et les nocuds. Un sommet est I'intersection de
plusieurs arétes communes d’éléments. Un noeud est un point ol est défini une valeur
discréte ou nodale de 'approximation (voir les treillis ultérieurement).

m Exemple 3.1 On considére le maillage suivant

1 2 11 12
I .
Triangle Sommets
I 132
11 342
3 11 543
111 v 564

t

Comme on le voit, chaque triangle est composé de trois sommets, dont les coordonnées
géomeétriques sont données dans le tableau suivant

Sommets 1 2 3 4 5 6 7 8 9
€T; 01 01012 2 3
Yi 2211 00100

En dimension 3, les triangles deviennent des tétraédres. On regroupe toutes ces formes
géométriques sous le terme de N-simplexe.
I Définition 3.1.1 On appelle N-simplexe K de RY I’enveloppe convexe de (N + 1) points

(aj)i<j<n+1 € RN appelé sommets de K

m Exemple 3.2

e 2-simplexe — triangle A

e 3-simplexe — tétraédre

On dit qu'un N-simplexe K est non dégénéré si les points (a;)i1<j<n+1 n'appartiennent pas a
un méme hyperplan de RV, Pour savoir si un N-simplexe est dégénéré ou non, on construit la
matrice

a1 41,2 ot A1 N+1

anNgp anN2 - GN,N+1
1 1 . 1
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constitué des coordonnées (a;;)i1<j<n+1 des sommets (a;)1<j<n+1, et le N-simplexe est non
dégénéreé si
det(A) # 0.

Un N-simplexe a autant de faces que de sommets, qui sont elles mémes des (N-1)-simplexes.

Définition 3.1.2 Soit 2 < R un ouvert polygonal connexe. Un maillage triangulaire ou
une triangulation de  est un ensemble 73, de N-simplexes non dégénérés (K;)1<i<n qui
vérifient
1. Kz e ﬁ et Q = U?:lKi
2. K; n Kj est un m-simplexe (i # j), 0 < m < N — 1 dont tous les sommets sont aussi
des sommets de K; et Kj.

Les sommets du maillage 75, sont les sommets des N-simplexes K; qui le composent. Par
convention, le paramétre h désigne le maximum des diamétres des N-simplexes Kj.

Examinons quelques cas exclus par le point 2 de la définition. Si IV = 2, l'intersection de
deux triangles est

o vide A 4

e réduite a un point gq
e un segment @

La définition contient un certain nombre de restrictions sur le maillage : on parle de maillage
conforme. Voici quelques situations interdites par la définition

ou

Aucun sommet n’est situé au milieu d’une aréte.

Dans un N-simplexe, il est commode d’utiliser des coordonnées barycentriques au lieu des
coordonnées cartésiennes standards.

Définition 3.1.3 Si K est un N-simplexe non dégénéré de sommets (a;)i1<j<n+1, les coor-
données barycentriques (Aj)i1<j<n+1 de z € RY sont définies par

N+1 N+1
Z)\j=1 et Zai,jAj:$ial<i<N~
J=1 J=1

Le systéme linéaire ci-dessus admet une unique solution car on demande que K soit non
dégénéré et donc det(A) # 0.
Ainsi, pour le 2-simplexe (triangle) T' = (M; My Ms3) suivant et le point M (z, y)
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M3

()
(1) ")

Y2

le systéme linéaire est
TiA] + Todo + 2303 = 2
V1AL + YA +ysA3 =y
AM+X+A3=1

soit encore
T T2 X3 Al T
yioy2 y3 ||l X ]|y
1 1 1 A3 1

que l'on écrit SA = X d’ou la solution A = S~1X.
Définissons My le point du plan tel que (M MsMyMs) forme un parallélogramme. On
sait que l'aire de ce parallélogramme est donnée par

HM1M2 7a\ M1M3||

et donc

. 1
Alre(MlMgMg) = §HM1M2 AN M1M3”

det (ajg — X1 I3 — x1>
Y2 —Yr Ys—y1

d’ou

Aire(MlMgMg) =

1
2
ce qu’on écrit encore
1 T Ty T3 1
IT\=5 det [ 1 w2 3 =§\det(5)"
1 1 1

On montre que
1 Y2 — Y3 T3 — T2 X2Y3 — T3Y2

ST = T Y3 — Y1 T1— T3 T3Y1 — T1Y3
Y1 — Y2 T2 —T1 T1Y2 — T2Y1
et donc
A — HMMQ N MMgH . 2Aire(MM2M3)
b 2T - AT
Ny — 2Aire(MM3M1)
et
e — 2Aire(MM1M2)
T 2|

On a ainsi \; = |T;|/|T|, i = 1,2, 3 ou les triangles T; sont donnés par
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M3

My

On dispose donc d’une double représentation des points dans le plan. Un point M a donc
pour coordonnées cartésiennes M = (z,y) et pour coordonnées barycentriques [A1, Ao, Az].

L’avantage des coordonnées barycentriques est qu’elles sont indépendants du systémes de
coordonnées cartésiennes.
On peut facilement voir que si on considére un N-simplexe K associé & N + 1 points, alors

K={zeRY\(z)>0, 1<j<N+1}.
Les (IV +1) faces de K sont les intersections de K et des hyperplans A\j(z) = 0,1 <k < N +1.

m Exemple 3.3 On considére le 2-simplexe

as

A =0
(@) ()
1= y U2 = y U3 =
e 0 0 1
aq a9
/\3:OJ

Alors, la matrice du systéme linéaire est

_— o O
[ R Y
—
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d’on l'inverse est

-1 -1 1
1 0 O
0 1 0

et on obtient A = A71 X, avec X = !(x1,22,1), soit
Mz, 22) =1 —21 — 22, Ao(21,22) = w1,  A3(w1,22) = 22.

Les équations des faces sont donc données par
o )\1(131,([32) =0=1 — 1 — X2
° Ag(xl,fbg) =0= T1
(] )\3(131,582) =0= o
| |

On peut alors définir ’ensemble des points de K qui vont jouer un role particulier pour la
suite.

Définition 3.1.4 Soit k& € N*. On appelle treillis d’ordre k& ’ensemble

1 k—1
Y = {xeK)\j(:z:)e {O;k;-'-;k;l}, 1 <j<N+1}.
m Exemple 3.4
k=1:% k=2:%9 k=3:233
ensemble des sommets ensemble Xq
de K + points milieux

Dans le cas général, ¥ est un ensemble finis de points (0;)1<j<n, -

Méthode des éléments finis

Nous définissons maintenant I’ensemble Py, des polynomes a coefficients réels de RN dans
R de degré inférieur ou égal a k, c’est a dire p € Py s’écrit

i1 IN
p(x) = Z iy e i T X x = (x1, - ,zN).
Z‘17Z‘27”‘ 7iN >0
i1 +ig+---F+in<k

L’intérét d’un treillis ¥ d’'un N-simplexe K est qu’il permet de caractériser tous les polynémes
de P, : on dit que Xj est unisolvant pour Py.

On peut montrer que pour tout k € N* alors tous les polynémes de Py est déterminé de
maniére unique par ses valeurs aux points (0;)1<j<n, du treillis 3. Donc, il existe une base
de Py, notée (vj)1<j<n, telle que

Yi(oi) = i, 1< i,5 <ny.

On peut maintenant définir la méthode d’éléments finis Py
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Définition 3.2.1 Etant donné un maillage 7, d’un ouvert connexe polygonal €2, la méthode
des éléments finis Py, ou éléments finis triangulaires de Lagrange d’ordre k, associée & ce
maillage, est définie par 'espace discret

Vi, = {ueCO(ﬁ) e Py, VKiETh}.

|U|Ki
On appelle nceuds des degrés de liberté I'ensemble des points (G;)1<i<n,, des treillis d’ordre
k de chacun des N-simplexes K; € 7,. On ne compte qu'une seule fois les points qui
coincident et ng est le nombre de degré de liberté de la méthode d’éléments finis Pr. On
appelle degré de liberté d’une fonction v € Vj, I'ensemble des valeurs de v aux nceuds.

Lorsque I'on considére des conditions aux limites de Dirichlet homogénes sur 0€2, on construit
I’espace
Vor = {v € VjJv =0 sur 0Q} .

La dimension de V}, est ng et on a une base de Vj, donnée par la famille (¢;)1<i<n,, définie
par

pi(as) = dij, 1 <4,j <ng

et on a

Application au probléme modeéle 2D

On considére le probléme classique

—Au=f, zeQcRV,
{ u=20 x € 0N

La solution explicite d’un tel probléme n’existe pas en général, il est donc intéressant de
réaliser un calcul approché par la méthode des éléments finis. L’existence et I'unicité de
solutions de ce probléme a été vu en cours de mathématiques. On peut donc chercher une
solution approchée.

On commence, comme pour le cas 1D, & écrire la formulation variationnelle du probléme.
En 1D, on a pris une fonction v nulle au bord et on a utilisé une intégration par parties. On
doit dorénavant utiliser une formule similaire étendu aux problémes multidimensionnels : il
s’agit de la formule de Green. Pour une fonction v suffisamment réguliére, on a

—J Au(z)v(z)dr = f Vu(z) - Vu(z) dx — onu(s)v(s) ds.
Q Q o0
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La solution wu vérifie alors pour toute fonction v suffisamment réguliére et nulle au bord

J Vu'Vvdzvzf fddx
Q Q

ce que I'on note a nouveau a(u,v) = l(v).
On transforme maintenant ce probléme en une version approchée : trouver uy € Vjy, telle
que
a(uhjvh) = l(vh), Vvh € Vbh-

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<i<n, €t on prend vy, = ¢;, ce qui conduit &
Ndi
> un(ag)aley, ¢i) = Uey).
j=1

En notant Uy, = (up(a;))1<j<ng, bn = (1($i))1<j<ng, €t en introduisant la matrice de rigidité
K = (a(oj, i) )1<ij<nas
la formulation variationnelle dans Vpy, revient a résoudre dans RV le systéme linéaire
KpUp = by,.

Comme en 1D, l'intersection des supports des ¢; et ¢; est souvent nulle et donc Kj, est creuse
(la plupart de ses coefficients sont nuls).
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Le principe de 'approche variationnelle pour la résolution d’EDP est de remplacer I’équa-
tion par une formulation équivalente, dite variationnelle, obtenue en intégrant 1’équation
préalablement multipliée par une fonction quelconque dite teste. Comme il est nécessaire
de procéder a des intégrations par parties, nous commencons par donner quelques résultats
applicables en toute dimension.

Formules de Green

On considére un ouvert < RY, borné ou non, dont le bord est noté 0. Cet ouvert est
localement situé d’un seul coté de 02 et supposé régulier de classe C'. On définit la normale
extérieur au bord 0 comme étant le vecteur unité 7 = (n;)1<i<ny normal en tout point au
plan tangent de 0f2 et pointant vers I’extérieur de 02.

m Exemple 4.1

o Situations interdites

(2T W

On note dx la mesure volumique (dite de Lebesgue) dans € et ds la mesure surfacique sur
0f.

Théoréme 4.1.1 — Formule de Green. Soit © un ouvert de classe C'. Soit w € C}(Q) a
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support borné dans Q. Alors, w vérifie la formule de Green

ow
Q 0T;

(x)dx = LQ w(s)n;(s) ds,

N s -
oll n; est la iéme composante de 7.

p) w asupport borné dans Q veut dire qu’elle s’annule & l'infini si le domaine 2 n’est pas
borné de telle sorte que les intégrales sur €2 soient assurées de converger.

Corollaire 4.1.2 — Formule d’intégration par parties. Soit Q) un ouvert de classe C''. Soient
u et v deux fonctions de C'(2) & support borné dans Q. Alors, elles vérifient

L u(z) ;; (z)dz = — L v(@) 5;‘ (z) dz + f u(s)v(s)ns(s) ds.

o2

Corollaire 4.1.3 Sous les mémes hypothéses mais avec u € C(9), on a

J Au(z)v(z) dx = —j Vu(zx) - Vou(z) dx + %(s)v(s) ds.
Q Q G G

4.2 Formulations variationnelles des problémes elliptiques d’ordre 2

4.2.1

On considére I'équation modéle
—V - (a1(z)Vu) + ap(x)u = f(x), x €,
avec a1 () = cmin > 0 et ag(x) = 0, pour tout z € Q.

Conditions aux limites de Dirichlet homogénes

On impose © = 0 sur 0f2. Alors, si on multiplie I’équation par une fonction réguliére v, et
en intégrant, on a

f -V - (a1 Vu)v + apuv dx = J fodax.
Q Q

Par intégration par partie, cela conduit a

f a1(z)Vu - Vv + apuv dz — J
Q

a10pu(s)v(s)ds = J fvdz. (4.1)
o0 Q

On n’a aucune connaissance de d,u sur 0€2, on impose donc v = 0 sur 02 (de sorte que v
vérifie la méme conditions aux limites que u) et la formulation variationnelle devient :

Trouver u € Vp = {f € V|u = 0 sur 02}, ou V est un espace de fonctions suffisamment
réguliéres, telle que

a(u,v) = JQ a1(z)Vu - Vv + aguv dz = JQ fvdx =1(v), YveV,.

L’étude des formes bilinéaire continue a(-,-) et linéaire continue I(-) permet de conclure &
I’existence de solution par le théoréme de Lax Milgram.
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Conditions aux limites de Dirichlet inhomogeénes

On demande u(x) = g(z), z € dQ. On considére une fonction G € C%(Q) N C%(Q) telle
que G = g sur 0f). La fonction G s’appelle un relévement de g et n’est pas unique. C’est une
souplesse qui est d’une grande aide.

On écrit u = G + ¢ de sorte que la recherche de la solution u du systéme

=V - (a1Vu) + agu = f, x €,
u =g, T € 012,

revient & trouver ¢ telle que

=V (1V(G+¢)) +ao(G+¢)=f, veQ,
G+¢=yg, z €09,

soit encore

¢ =0, x € 0f.

On est donc ramené au cas des conditions aux limites de Dirichlet homogénes, mais ou la
fonction f est remplacée par f + V- (a1 VG) — aoG.

{ -V (CL1V¢) +ap=f+V- (a1VG) —agG, €,

Conditions aux limites de Neumann

On demande maintenant dyu = ¢ sur 0€2. Pour assurer ’existence et I'unicité de la
solution, on doit ajouter ag(z) = amin > 0 dans Q.
On repart de I'équation (4.1)

f a1(z)Vu - Vv + apuv dx — f a10pu(s)v(s) ds = j fodz.

Q o0 Q

Cette fois, d,u est connue, et il n’est donc pas nécessaire d’imposer une condition aux limites
a v. La formulation variationnelle devient :

Trouver u € V telle que
a(u,v) = J a1(z)Vu - Vv + apuv dz = J fodx + J ajgvds = l(v), YvelV.
Q Q o0

Il faut remarquer cependant par rapport au cas des conditions aux limites de Dirichlet
homogénes que ’espace fonctionnel pour u et v a changé.

Conditions aux limites de Fourier-Robin

On demande ciu + c20pu = g sur 05). On impose
e c1,c€C%0Q), c1,c0>0
e |ca] =& > 0 sur 00
e ge C%00)
On repart de (4.1)

f a1(z)Vu - Vv + apuv dx — f
Q

a10pu(s)v(s) ds = f fodz.
o0 Q

La condition aux limites est d,u = (g — c1u)/ca d’ou le probléme est : trouver u € V telle que

J a1(z)Vu - Vv + apuv dz + J %u(s)v(s) ds = j fvodx + f ﬂg(s)v(s) ds
Q o 2 Ja o0 €2

J

"

a(u,v) lzg)

pour tout v € V.
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Cette formulation donne une technique simple pour imposer numériquement des condi-

tions de Dirichlet inhomogénes. En effet, supposons que ¢; = 1 et s se voit affectée d’une

trés grande valeur, disons 103° pour fixer les idées. Alors, la relation 0,u = (g — ciu)/co

devient
Onu =10730(g — w)

alors, 0,u ~ 0 et donc u ~ g, ce qui permet d’imposer quasiment u = g.

Conditions aux limites mixtes Dirichlet et Neumann
On découpe 02 =I'p U 'y et on demande u = gp sur I'p et dpu = gn sur I'y.
(a) gp est définie sur I'p : on étend gp a tout 02 en prenant une fonction (non unique)

gD € C(09) telle que
dp(s) =gp(s) siselp.

(b) Relévement (non unique) G € C?(Q) n C1(Q) de gp
G(s) =gp(s), sur of.

(¢) On cherche u sous la forme u = ¢ + G, d’on
V- (@V(p+ Q) +a(p+G)=f, Q,
o+ G =ygp, sur I'p,

0
%UZH'G):QN, sur 'y,

ce qui conduit &
V- (@1Vo)+ap = f+ V- (a1VG) — apG, 1,
¢ =0, sur I'p,

0
%(QZ)JFG) = gn, sur I'y.

La formulation variationnelle devient : trouver ¢ € Vj telle que

v—a1VG-Vv—a0Gvd:E+f ap g(qﬁ—i-G)vds

I'n

f a1V - Vv + agpvdr = J
Q f

gN

pour tout v € % ol ~
Vo={feV|f=0sur I'p}.

Traitement éléments finis de probléeme elliptique 1D avec conditions aux li-
mites de Dirichlet inhomogénes

—u" + au — f, x €la, b,
u(a) = ug, u(b) = up.
On doit faire un relévement v = ¢ + G ou G telle que G(a) = u, et G(b) = up. La formulation

variationnelle est : trouver ¢ € Vj telle que
b b
a(p,v) = f 'V + agudr = f fv—GhW —aGudz = 1(v)

pour tout v € Vj.
Le probléme approché est : trouver ¢, € Vo, telle que a(op, vn) = [(vp,) pour tout vy, € vgp.

Il reste a trouver G. Le choix pratique dépend du type d’éléments finis choisi. Si on considére
des éléments finis Py, un choix simple est G = uq,¢g + UpPN+1
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Uq

Ty T TN+1 ' xg TN+1






On présente la mise en ceuvre en 2D, mais elle s’étend au 3D. Les deux idées basiques
sont présentées sur la figure ci-dessous.

fonction inconnue

approx. polynomiale
Uh locale, P, Py, Py, - --

¢lément Q. =

— Approximation par morceaux de la —

N
Q= U@et
i=1

QenQp=Fsie#f

Le domaine géométrique est
divisé en plus petits éléments.

Formule de Chasles

L2l

Rappelons ce qu’on entend par triangulation.
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30
sommets X;

Qy, : triangulation de triangles
sans chevauchement

Q

face (coté) I'y

élément Q,

Ny sommets
N7 faces

N> triangles

Une approximation éléments finis consiste en la décomposition suivante sur une base.

inconnues de base

f 3
[ valeurs nodales> fonction ‘\hAi

Une fois construit le maillage et les fonctions de base, il faut écrire up = 375 ujd;(z) et
insérer dans la formulation variationnelle a(up, ¢;) = 1(¢;), 1 < i < n ce qui donne

> uja(ds, éi) = U(ei)
J=1

ce qui constitue un systéme linéaire.
Il faut donc étre capable de calculer les termes a(¢;, ¢;) qui met en jeu des intégrales du
type
Masse f ¢j(x)pi(x) dx ; Rigidité J Voj(x) - Vi(z)de
Q Q

Oou encore
Lf(ﬂ:)@(w) da.

On décompose ensuite 2 = US), et on a une somme d’intégrale sur les éléments €)..
La construction de tous les éléments des matrices et second membre s’appelle la procédure

d’assemblage. C’est une procédure qui peut étre trés cotiteuse et on cherche donc a réduire

son cout.
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Eléments finis de Lagrange P,

On considére I'espace d’approximation Vj, = {f € C°(Q)|f o affine}. Soit un noeud

X; = (zi,yi). On dit que {¢y}x est une famille de fonctions de base si chaque membre de la
famille vérifie

0i(X;) = ¢i(wj,y;) = dij-
Le support des ¢y, est réduit a 'union des triangles dont le point X; est un sommet. On
appelle fonction de forme les restrictions des ¢ & un seul élément 2. Si €2, est un 2-simplexe
(triangle), il a trois sommets. Sur ce 2-simplexe, trois fonctions de base cohabitent donc.
Désignons par Aj, Az et As ces trois sommets. Les restrictions a €. des ¢y, ¢1,, ¢, sont
trois fonctions polynomiales de degré 1 telles que

(;51j (Az) = 5ij7 1<4,7<3.
Notons ces restrictions A1 pour ¢r,, A2 pour ¢, et A3 pour ¢r,. On veut donc
)\l(A]) :6ij7 1 <Z,]<3

On a déja rencontré ces fonctions : ce sont les coordonnées barycentriques.
Pour X = (z1,22), on rappelle qu’elles sont définies par les relations

3 3
ZAi:l et ZAU)\]':.%Z’, 1<i<j
i=1 j=1

ou on a posé A; = (A1, As;). Ce systéme linéaire prend la forme

A M+ A X + Az A3 =

A1 M+ A A2 4+ Az A3 = @9
A1+ Ao+ A3 = 1
ou encore
Ann A A\ (M T
Agr Azp Agz || A2 | = | 22
1 1 1 A3 1

On rappelle que le déterminant du systéme vaut 2Aire(£2¢) et que par exemple, on a

A1gAgz — A13A2g + x1(Age — Ag3) + z2(A13 — A12)

Ar(wr, ) = 2Aire(Q,)
“ 1 A A
_ L [ A — Ay
VAL = 2Aire(9) <A13 - A12> '

On n’a pas trés envie de manipuler de telles expressions. On préfére plutét se ramener & un
élément de référence puis utiliser les calculs sur ’élément Q..

i Y
Yy A As
as Ia
~ application
Q affine A A
inversible 2
>
al a9 7 T
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L’application F' est définie par

F : R? — R?
X — X=aX+p

avec o € R et 3 € R?, telle que
F(az) ZAZ‘, 1= 1,2,3.

On a alors
F(m(z,9) = M(z,y).

Or, les coordonnées barycentriques sur 1’élément de référence €2 sont

MN=1-2-7,
)\2:‘//1:\)
A3 =17

et on peut donc exprimer un point m de Q en terme de coordonnées barycentriques : m(Z,y) =
m(A1, A2, A3), soit par définition des coordonnées barycentriques

—~ —~
—>

m = ze3 + @e_y: = \aj + \oas + \3a3.
Comme I'application F' est affine et encore une fois par définition des coordonnées barycen-
triques, on a
]\7 = xe, + ye_y)
= M F(ar) + AoF(az) + AsF(a3)
= AMA1 + A As + A3A43
= M A] + AAg + A3A43

de sorte que

~

i =\

et donc les coordonnées barycgr)ltriques sont conservées par la transformation affine F'.
Si on note A; = “(z4,v:), M = >, \iA; et donc

T = Mx1 + Aaxa + Azz3 = f1(m),
y = My1 + Xay2 + Azyz = fa(m),

- (42)

soit

Définissons la jacobienne le 'application F

oh on
N
0% 0f

La premiére composante est donnée par

T P
i = —(z\lxl + Xoxo + /\31'3) =

— = — 21(1 =2 —7) + 297 + 237) = T2 — 21.
% "% (z1( ) + 2 37) = T2 — x1

%
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de sorte que

(9:2 — 1 X3 — x1>
Jp =
Yo— Y1 Ys— U

et
det(Jp) = | 27 %1 T30 ‘ — 2Aire(,) = Alre({2)
Y2—Y1 Y3 — Y1 Aire(92)

Décrivons l'intérét de ces manipulations.
1. Rappelons tout d’abord le théoréme de changement de variables. Soit U et V' deux
ouverts bornés de RY et f : U — V une fonction C! inversible. Alors, pour toute
fonction g : V' — R continue et intégrale, on a

f o(y) dy = f g(f(@))|det T pe)| dz, 2,y € RV
f(U) U
Gréce a ce résultat, on a

fﬂ oz, y) dady = fﬂ 9(2(2,9), y(2, 7)) 2Aire(,) d2dj.

2. On peut exprimer les fonctions de forme grace aux coordonnées barycentriques A;. Par
exemple pour les éléments finis P1, on a sur €2

3. On a la formule suivante

nlplq!
(n+p+q+2)

JQ NPNENS dzdy = 2Aire(Q)
Plus généralement, sur RV, on a

Proposition 5.1.1 Pour tout N-simplexe K de RV et ses coordonnées barycentriques
associées on a

041! c -aN+1!

(a1 4+ any + NI

J AL ... )\]O‘V“rll dzx = N!Volume(K)
K

m Exemple 5.1 Calcul d’un élément de la matrice de masse sur Q

PN e 1111 11
didi= | Nygdidi= ——— -~
J;}¢1¢2 Ty JQ RO =01y o) — a2

Nous verrons que le changement de variables appliqué au calcul des éléments de la matrice de
rigidité est légérement plus compliqué. Avant cela, il faut voir comment utiliser les résultats
précédents pour le calcul effectif de la matrice de masse globale et donc comment faire
I’assemblage. Cela revient & comprendre le lien entre

Fonctions Fonctions Fonctions
de base —— de forme —— de forme
globale locale a 2, locale &

m Exemple 5.2 On considére une fonction de base associé 4 une fonction de forme décrite
ci-dessous
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17 indice d’élément

—~

pra(x) = A3"(x) v A3(2)

label label
global seulement local
sur Q.

auxquelles est associé la table de connectivité

1 2 3

e | b23 428 T2
e+ 1] 72 428 69

Alors, la représentation de la fonction de base et des deux fonctions de forme associées prend
la forme

As” ()

¢72(x)

428

puis on fait correspondre A§(X) & A3 et MH(X) a A1 "

Maintenant que 'on a compris comment passer de €2, a SA), et comment faire le lien entre
fonctions de base et fonctions de formes locales & . et 2, on peut voir comment calculer les
éléments de la matrice de rigidité.

En dimension 1 : le changement de variable pour passer de z € [0,1] & x € [a, b] est donné

par z = f(Z). Cela conduit donc a
g9(x) = g(f(2)) = (g0 /)(Z) = 9(2),

ce qui conduit donc &
@)E) a1 e

— = |f(x q)(2).
T - @ @@
En dimension 2 : on reproduit les calculs ci-dessus. On a

F : R — R?
X — X=FX)

g'(x) =

On considére une fonction
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Alors

G=GoF : X +— GoFX)=GX)
(5) — G0 2G5 - 6.0
Calculons le gradient de G.On a

~

02G(7,Y) = O1G - 0sf1 + G - Oaf2 _ <5£ fi s f2> <61G)
05G(2,9) = 1G - 05fr + G- 03fs  \O3f1 0pf2) \®G)”
et donc ot 0t
AN (Y zJ1 zJ2 ~ _
(V5OR) = (F FR) (V3800 = Un)Tx6)(X)
et donc

(VXG)(X) = ~H(Jp)(VG)(X).

La notation ~*(.Jp) signifie (*(Jr))~!.
On rappelle que la fonction F' a pour effet

y Y
A As

Ainsi, le calcul d’un élément de la matrice de rigidité devient
Kij = L Vxj(X) - Vxhi(X)dX = L Vb (F(X)) - Vxti(F(X))2Aire(€,) dX
= | 005 (9P GD) |- [0V (0P (D) | 2ine(2) a5
= 2Aire(£2.) ﬁ

. [ (V2R [ (Vbi(B)] X

On peut interpréter 'intégrale précédente comme un produit scalaire sur LZ(Q). Or, on sait

(Af,Bg) = "(Bg)(Af)
="'g'BAf

= ('BAf, 9,
d’ott
Kij = 2Aire(Qe)J

() (1) V56 VgdiaR

soit encore

Kij = 2Aire(Q,) f CV ¢¢;-VehidX
Q

ou N
C=Ja' "= (Jpdr) .
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On a vu que

Or,

de sorte que

Apreés calcul, on montre

~ 1 A1Ag- A1Ag —A1A - AL A3
C=rae
|det(JF)I* \ _A, 4, 4,45 A, A, - A A
1
B (2Aire(Qe))2C

et donc
(Cnaﬂgj + 012533@) 05 i+
(02105@ + 0225375]') 5Q$i d)?
1 ~ o~ ~ - ~  ~
= m ffl Cllaﬁ?\jaf?i +A012 <8y¢ja§¢i + a:%bjagjﬁbi)
022 8341)] %gzbz dX.

1
K.. =
“ 2Aire(Q) J;}

Rappelons que
P1=M=1—-2—7, ¢Pa=Xo=2, ¢3=2XA3=1.

Les gradients des coordonnées barycentriques sont donc

En utilisant ces résultats, on voit facilement que

1 ~ ~ A~
Kl]_ = m |:011 Jﬁ 1dX + 012 Jﬁ2dX + 022 J‘ﬁ 1dX:|
_ 1 C1 Ca2
= SAire(,) (2 it 2) :

On montre en fait que

1
Kij = =~ (C1151 + C1282 + C2253),;
2Aire(§26)( 1151 + C1252 + C2253)
ou
(1 L0 1 (2 -1 -1 (1 0 —1
51:5 -1 1 0], 52:5 -1 0 11, 53:5 0 0 0
0 0 0 -1 1 0 -1 0 1

m Exemple 5.3 Donnons quelques exemples de matrice C' pour deux éléments réguliers.
1. On considére 2, donné par le 2-simplexe
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Alors,

de sorte que

On a en outre Aire(Qe) = h?/2.
La matrice de rigidité est donc donnée par

2 =20 2
1 1
0 0 O -1
1 -1 0
1
=5|-1 2 -1
0o -1 1

2. On considére €2, donné par le 2-simplexe

As

Alors,

de sorte que

C=M<1

. La matrice de rigidité est donc donnée par

1 -1 0 2
1 1
0 0 O -1
1 0 -1
:% 0 1 -1
-1 -1 2

As
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Nous pouvons maintenant voir comment faire le calcul complet de la contribution d’une
fonction de base & la matrice globale de rigidité.

v

On a vu que les matrices élémentaires associées sont données par

3 1 -1 0
1
A fhE
! ? 0 -1 1
’ 1 0 -1

.
D=
P
@)
—
—_

Alors,

YR

Kij = Kij + K, K§ = | 0000005 + 0,050, dudy.
/ Q

La table de connectivité est

1 4 5 2
11 7 5 4
117 7T 8 5
v 8 6 5
|4 5 6 3
Vi 5 3 2

Par exemple, sur le 2-simplexe [, la matrice KZIJ est

P4 Q5 P2

1 =1 0\ ¢a
12 —1]¢s
0 —1 1/

1
2

Voici ci-dessous les contributions des différents éléments associés a la fonction de base attachée

au nceud 5
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En isolant la ligne 5 et en sommant les composantes de ses cellules, on trouve

1
5(—2U2 — 2Us + 8U5 — 2Us — 2Us)

ce qui correspond & ’approximation par différences finies centrées.

EF de Lagrange P,

Tout le travail fait jusqu’a présent peut s’étendre sans difficulté aux éléments finis de
Lagrange P;. On fait ici le cas de Po pour montrer le principe.

Cas 1D
On repart d’une subdivision de [0, 1] en n + 1 intervalles, le maillage étant donc composé
de n + 2 sommets.
L I I

| | | | |
[ I I I 1

Zo x2 x2 Tn Tp+l

On demande cette fois que

weVy, = {veCO([O,l])|v|I ePy, k=1,--- ,n+1}.
k

Comme on I’a vu, on raméne un élément I, a un élément de référence ) = [0,1]. Etudions
donc le cas de Q. Sur/@, les coordonnées barycentriques sont XI =1-—ZTet 5\; =T, ce qui
assure que A1(0) = 1, Ay (1) = 0, A\2(0) = 0 et A2(1) = 1. On cherche a construire un polynoéme
de degré 2 sur [0, 1]. On ne peut pas construire un unique polynéme de degré 2 a partir de
seulement deux points (ici 0 et 1). Il faut donc ajouter un noeud. On choisit par convention
de rajouter le milieu de l'intervalle [0, 1]. Il faut maintenant construire une base de Py sur
[0,1]. Comme pour le cas de P, on utiliser les polynomes de Lagrange

n

T — T .
l; = , 1<j<n
J kn 75 — J

k#j
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ou x, sont les nceuds d’interpolation. Ici, on a x1 = 0, 29 = 1/2 et 23 = 1. Ainsi,
1 1
li(z) =2(x — 5)(:1: - 1), lg = —4(x — 1), I3 = 2x(x — 5),

représentés ci-dessous.

1
2

Ainsi, Vp € Po[Z], p(Z) = Z?zl a;l;(Z). On a donc que les fonctions de base 1y, sur Q sont les
le, b =1,2,3.

On a un autre moyen d’obtenir les 1. Pour cela, on les exprime en terme de coordonnées
barycentriques. Comme elles sont invariantes par application d’une transformation affine,
leur connaissance sur Q) entraine leur connaissance sur Iy, k = 1,--- ,n 4+ 1. On sait que
A1(1/2) = 1/2 et A\a(1/2) = 1/2. On en déduit donc

Vi) = M0 — 1), (@) = 4Ahe,  ¥s(3) = Ma(2ha — 1).

On connait donc directement les fonctions de formes sur n’importe quel élément [.
Utilisons ce résultat pour construire la matrice de masse élémentaire. Un élément I =
[zr_1,xk] contient 2 sommets et 3 noeuds.

Il IQ In In+1
o I T2 Tn—1 Tp Tn+1
» 3 23 23 23 ™
Zo T To T3 T4 Ton—2Ton—1 Top Tontl Ton

L’élément [}, est donc représenté par les sommets physiques [z_1, ;| mais aussi par ses

neeuds [Z;,Zj42] ou j = 2k — 2, soit encore k = [%J, et les fonctions de base vérifient

¢i(Z;) = 6i5, 0 < 1,7 < 2n 4 2. Un élément non nulle de la matrice de masse est donc
Mm,n = ¢m(x)¢n(x) d.%',
I

avec m € {2(k — 1),2k — 1,2k} et n € {2(k — 1), 2k — 1, 2k}.
(o))

|

Y1 ~—— Pak_2 Dok—1 Por, — Y3

T2k—2 T2k—1 T2k
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Par exemple,

Mop_29k—2 = | ¢ar—2(x)Par—2( J M(2M — 1)? da
I,

=4J Xlldx—4j )\3dx+f \d
Iy I,

D’aprés le résultat de la proposition 5.1.1, pour tout N-simplexe K de RY et ses coordonnées
barycentriques associées on a

al!"-OzN+1!N!
(a1 4+ any + N)I

J AP AV da = Volume(K)
K

Ici, N=1et on a

041!042!
)\al)\OQd — K B S M—
L{ 1A = mes( )(oq + a4+ 1)!
d’ou
4! 3 2l
Mop_20—2 = (Tp — Tp—1) [4 T 4 - 20 + 3']

= (v — Tp— 1)15

On peut faire les mémes calculs pour les autres fonctions de forme sur un élément I et on
trouve la matrice de masse élémentaire

2 -1
Tk Z TR [ 9 1 9
30 -1 2 4

La matrice de rigidité élémentaire est elle donnée par
7 -8 1

11
—— -8 16 -8
o T3\ g o7

522 Cas2D

Le principe est le méme : on exprime les fonctions de forme en terme de coordonnées
barycentriques. On considére un 2-treillis

Six fonctions de forme sont associées, données par
Vi = N2\ — 1), 1 =1,2,3, by =4MA2, 5 =4dA3, s = 4A3A1.

On représente ces fonctions de forme ci-dessous.
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el 2 o

-

Py s

5.3 Intégration numérique sur un triangle

Nous venons de voir comment assembler les matrices de masse et de rigidité. Concernant
le second membre, deux possibilités se présentent :
1. Calcul de {, f(2)¢i(x) dz ou on connait la décomposition de f(z) sur la base des ¢y,

N

F(X) =] F(Xi)ei(X),

i=1

et on est ramené au calcul de SQ oro; dr et donc a l’assemblage de la matrice de masse.
2. Si f ¢ Vy, alors la décomposition ci-dessus n’est pas valide et il faut donc calculer
§o f(2)¢i(x) dx. On fait alors appel aux quadratures numériques.
On connait bien ces procédures en 1D :
e point milieu
e rectangle
e trapéze
e Simpson
De maniére générale, si on considére l'intervalle [—1, 1], on a

1 N
| gl de > Y wiglss),
- =1

ou w; sont les poids et —1 < §; < 1 sont les nceuds de la quadrature. On montre que cette
formule est exacte si g € Pay_1[—1,1] si {& 1}, sont les points de Gauss (racines du polynéme
de Legendre). On a

1
e 1 point : J g(&) d¢ ~ 2¢(0)

)

&l

-1
) . ! 1
e 2 points : _19(5) dé ~ g(—ﬁ) +g(
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1

5 /3, 8 5 /3

e 3 points : dé~ —g(——=) + =9(0) + —g(—

points [ g(€)d¢ ~ Ga(=Y2)+ Ga(0) + go(2)

Pour un intervalle quelconque I = [a, b], par changement de variables

b—a r—a x—0b
x=a+T(1+§) ou gzb—x—i_b—a

on a

b _ 1 _ _a XN _
j b af F<a+b2a(1+€)) dEszaZwiF<a+bza(1+§i)>-
-1 i=1

F(x)dx =
a
Quand on passe sur un triangle, il faut reprendre ces formules. On rappelle qu’on peut exprimer
les coordonnées d’un point dans un triangle & partir de ses coordonnées barycentriques A1, Ag
et Ag. Si on a un point M(z,y), alors
T = MT1+ Aoxo + A3x3
Y = My1 + Aayz + Azys,

soit encore comme A\ + Ay + A3 = 1,
€T = (1 — Ay — )\3)561 + Xoxo + Agx3
y=(1—=X2—X3)y1 + Aoy + A3ys,

et finalement
x = (rog —x1)A2 + (3 — 1) \3 + 1

Y= (Y2 —y1) 2+ (y3 — y1) A3 + 41

Dong, I'application qui permet de passer d’un triangle de référence T aun triangle T" quelconque

G =)= Gz o) )+ ()
— = —+ .
A3 Y2 — Y1 Y3 —y1/) \\3 Y1

Y
fmuwmw=ﬁﬂﬂhAmdmmwa&
T P S~——
G(A2,A\3)

F:T — T est

-

P

Ainsi,

On a déja vu que |det(P)| = 2Aire(T'). On est donc ramené au calcul de

1 pl—X2
2A11"6(T) J J G()\Q, )\3) d)\gd)\g
0 JO

Une quadrature de Gauss de degré N pour les triangles est définie comme une quadrature qui

est exacte pour tout polyndéme de degré N

NQ
| a8y dads = 3, wican, .
=1

ot Ny est le nombre de points de Gauss.

En 2D, on a
Py (v, B) = Vect {akﬁk, 0<klLk+1< N},
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et dim(Py) = (N + 1)(N + 2)/2. Ainsi,
Py = Vect {1,, 8}, Py = Vect {La,ﬁ,az,aﬁ,BQ}.

On rappelle que pour un 2-simplexe

ENIm!2!
(k+1+m+2)

J ALY d2z = Volume(K)
K

Ici, le simplexe est T et k = 0, d’ou

fAlAm dod\ _ Hmb
F 203 TR T T m )

=(1le

On a donc

1 2 2 3 2 2 BN gadf =4~ — = ~ + ~ -~ 2 2 1 .
J‘f{ 7a7/8’a’a/87/8 7a 7a/87a/8 ?/8} a /B 276767 12’24712720760?60’20

Quadrature de degré 1 : elle doit étre exacte pour G(o, 8) = 1, v, 8

On voit que Ny = 1, w1 = 1/2 et a1 = B1 = 1/3 est solution d’ot, pour tout G € Py, on a
1
G dadf = -G(=, = 5.1
| ctap)dads = 565.5) (5.1

Quadrature de degré 2 : elle doit étre exacte pour G(a, ) = 1,a, B, a8 et 8. On a déja
les trois premiéres relations (voir ci-dessus), puis

1 Y
N 2
G, B) =« D Z-=21Waz
1 Y
G(a,ﬂ) =aff — Byl = i=§1wiaz’/@i
1
_ 132 _ .32
G(a,B) = p* — D Elwzﬁz

Il est évident que IV, = 1 ne peut pas fonctionner car on a 6 équations. En théorie, N, = 2
peut fonctionner car on a 6 inconnues («y, 1, @, B2, w1, ws) mais on obtient une formule de
quadrature non symétrique. On choisit N, = 3. Cela conduit a 9 inconnues avec seulement 6
équations. La solution est donc non unique. On peut vérifier que

21 12

(a1,B1) = (é, é)a (a2, f2) = (§’ 6)’ (as,(3) = (67§)a
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et w1 = wy = wsg = 1/6 est solution. On a donc pour tout G € Py

11 1 1 2)} (5.2)

1
ffa(a,ﬁ)dadngj[G(G,GHG( GG

Comme la solution est non unique, on a aussi (a1, 1) = (0,1/2), (ag2, 52) = (1/2,0), (a3, 83) =
(1/2,1/2), w1 = we = w3 = 1/6 et donc

1 1 1 11
ff G(a, §)dods = [G(O, 2+ 65,0+ GG, 2)] (5.3)

Pour P, la situation est identique avec non unicité des solutions. Par exemple, on a pour
tout G € P

|6ty dads - —6iz.9) + 56 (G(; DG+ 60, ;)> (5.4)

mais aussi

27 11, 25 2 11 2 2 11 2
8)dadf = — =L £ = £z = 2. .
LG(“’ adf = —5:G(3.3) + 56 (G(15’15)+G(15’15)+G(15’15)> (5.5)

On représente le lieu des points de quadrature ci-dessous

(5.1) (5.2) (5.3)

(5.4) (5.5)
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