Département de Mécanique Année 2020-2021
FSI - Université Paul Sabatier

Master Mécanique et Energétique - 1ére année

Module Calcul Scientifique

Feuille de TD n°2

Exercice 1. On considére le probléme aux limites suivant consistant & trouver une fonction u :
[0,1] — R telle que
—u’(x) + 2u/(xz) —u(x) =1, dans 0, 1],
/ (1)
u(0) =0, v/(1) =1.

Soit a < b deux nombres réels. On définit ’espace de fonctions

b b
Hl(a,b):{feco([a,b])|/ F(2)]2 dz < +o00 et/|f’(:n)|2dx<+oo}.

1) Construire la formulation faible associée au probléme (1) sur 'espace de fonctions
V= {feH0,1)|f(0) =0}
2) Soit ¢ la fonction définie par

v: [0,1] — [a,]
Yy — = (b—a)y+a.

Soit f et g deux fonctions de H'(a,b) et F et G deux fonctions de H'(0,1) définies par F(y) = f(p(y))
et G(y) = g(¢(y)). Montrer que
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et

b 1
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3) On subdivise l'intervalle [0, 1] en quatre sous intervalles réguliers

0.1 =10, 10l 51U L5, 21U,

— 1
4’2 ]

et on définit les sommets z; = j/4, 0 < j < 4. On identifie les sous intervalles par I; = [z;_1,x;j],
1 < j < 4. On associe & cette subdivision 'espace d’approximation

Vi={feV|fi, eP1, 1 <j <4}

ou Py désigne l'espace des polynémes de degré 1.
(a)V}, est-il un espace vectoriel ?
(b)Quelle est la dimension est V3, 7
(c)Construire les fonctions “chapeaux” de base de V},.
4) Construire la formulation éléments finis associée au probléme faible.
5) Ecrire le systéme linéaire a résoudre sans expliciter les coefficients de celui-ci.

6) Calculer les termes des différentes matrices associées au systéme linéaire en profitant des formules
(2) et (3).



On appelle N-simplexe de RY I'enveloppe convexe de (N + 1) points (a;)1<j<n+1 € RY, de co-
ordonnées (a;;)i<i<n. On note K cet ensemble. Un N-simplexe K est non dégénéré si les points
(aj)i<j<n+1 € RN n’appartiennent pas & un méme hyperplan de R"V. Si K est un N-simplexe non dé-
généré de sommets (a;)1<j<n+1 € RY, on définit les coordonnées barycentriques (A\j)1<j<n1 associées
a K d’un point & € RN par les relations

N+1 N+1
Z)\jzl et Za@j)\j:mi, 1<i<N.
J=1 Jj=1

Exercice 2.
1) Représenter un 1-simplexe, un 2-simplexe et un 3-simplexe.
2) Représenter un 1-simplexe, un 2-simplexe et un 3-simplexe dégénéré.

3) Comment savoir & coup sur qu'un N-simplexe est non dégénéré ?

Exercice 3.

1) On considére K le 1-simplexe de sommets 0 et 1. Calculer les coordonnées barycentriques associées
4 K7 d’'un point z € R?

2) Quelles sont les coordonnées barycentriques de 0 et de 17

3) Quelles sont les coordonnées barycentriques de 1/3, 1/2, 3/4, 2, —17

4) A partir des exemples ci-dessus, peut-on savoir en connaissant les coordonnées barycentriques d'un
point z € R si il appartient a K7 7

5) On considére maintenant K le 1-simplexe de sommets 5 et 10. Calculer les coordonnées barycen-
triques associées & K1 d'un point z € R?

6) Quelles sont les coordonnées barycentriques de 5, 7.5, 10, 07 Ces résultats étaient-ils prévisibles 7

Exercice 4.

1) On considére K le 2-simplexe de sommets (0,0), (0,1) et (1,0). Calculer les coordonnées barycen-
triques associées & Ko d’un point x € R?

2) Quelles sont les coordonnées barycentriques de (0,0), (0,1) et de (1,0)?

3) Quelles sont les coordonnées barycentriques de (1/3,1/3), (—1,0), (1,1)?

Exercice 5. On considére pour cet exercice un 2-simplexe K quelconque non dégénéré de sommets
My = (21,y1), M2 = (22,y2) et M3 = (x3,y3)
1) Représenter les droites d’équations A\; =0, ¢ = 1,2,3, puis A\; = 1/3, Ao = 1/4, A3 = 1/2.

2) Soit M = (z,y) un point intérieur au 2-simplexe. Montrer que
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