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1.1

Analogique et Digital

Un signal analogique désigne un phénomeéne physique a valeurs réelles ou complexes mesuré
dans un systéme d’unité. Le phénoméne dépend en général d’une variable, par exemple le
temps. Lorsqu’il dépend de deux variables (espace 2D), on parle d’image analogique.

Un signal analogique est donc représenté par une fonction

z: IcR — RouC
t — x(t).

Si (t) € C, on écrit z(t) = u(t) + iv(t) = Re(z(t)) + ilm(z(t)) = a(t)e®) avec a(t) € Ry et
o(t) € [—m,7[. a(t) = Vu? 4+ v? est Pamplitude et ¢ la phase.
Une image analogique est de méme représentée par

U: XxYcR2 — RouC
(z,y) — Uz, y).

Une vidéo analogique serait quand & elle représentée par

V: IxXxYcCcR — R
(t,z,y) — V(t,z,y).

Un signal ou une image correspond donc & un phénoméne physique mesuré. Par exemple
la quantité v/u2 + v2 peut étre une différence de potentiel étalonnée en Volt, une intensité
(Ampeére), une intensité sonore (en Bel), une température (en degré), ... Lorsque I'on mesure
des phénoménes physiques, ou lorsque 1'on fait des photos, ou lorsque 'on fait des vidéos, on
ne peut faire ces mesures a tous les temps de t € I. Pour des raisons pratiques (impossibilités
de mesurer tous les temps continus), ces signaux analogique sont mesurés suivant un maillage
du temps de pas 7. Si ce pas 7 = 1/F, avec F' € N* on dit que le signal a été échantillonné a
F Hertz.



6 Chapitre 1. Introduction : Signaux et Images

Définition 1.1.1 Un signal analogique est dit échantillonné & F Hertz si le nombre d’échan-
tillons du signal collectés par seconde lors de la mesure (ou enregistrement) de ce signal
est égale & F.

m Exemple 1.1 e Si on mesure la vitesse d’'un véhicule 10 fois par seconde, on fait un
échantillonnage a 10 H z.
e Si on mesure la température d’une piéce 1 fois par minute, on fait un échantillonnage a
1/60 Hz.

Un autre phénoméne important est qu’il est impossible de faire une mesure exactement a
un temps tg € R. Ce que l'on convient de considérer comme grandeur mesurée X (t) est la

« valeur moyenne »
1 t—
=2 [ o (F27)atryam
g Jr g

ot ¢ : R — [0, 0[ est une fonction paire, assez réguliére (au minimum continue par morceaux)
telle que {3 ¢(7) dr = 1 (masse 1) et € est une seuil strictement positif choisi suffisamment
petit (précision temporelle de 'appareil de mesure).

Fonctions ¢ usuelles

e Fonction créneau / /
1, —-1/2<t<1/2

= H = ’

#(t) 1(#) { 0, sinon.

e Gaussienne normalisée p(t) = g(t) = e "/2/y/2x.
On a pour 1I;

1

O = £ | 1y peeaper)dr

1 t+e/2
= - J x(7)dr.
€ Jt—¢/2

Cette derniére quantité représente la moyenne autour de ¢ de z(-) sur 'intervalle centré en ¢
de longueur e.
Pour la Gaussienne, on trouve

P ks
(0] = L J Lo e
g Jr 2T
On sait que la fonction
Ul
n(t,o, p) = e 207
2no

est une gaussienne de moyenne p et d’écart type o. Ainsi,

[z(t)]V° = f n(t,e, 7)x(r) dr.
R

Ainsi, au lieu de faire une moyenne sur un intervalle précis [t — €/2,t + /2] avec II;, on
fait une moyenne toujours centrée autour de ¢, mais avec une Gaussienne d’écart type €. La
fonction g est plus réguliére que II; (on peut calculer ses dérivées par exemple).

Pour ce qui est des images, I’échantillonnage et la moyenne sont aussi présents lors des
prises de vues. Le principe de 'acquisition est le méme que l'on fasse de la photographie
argentique ou numérique.
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Diaphragme

Optique Boitier
Obturateur

Film

Objectif ou capteur

Dans un appareil photo argentique, 'image se forme sur un film transparent argentique
sur lequel est déposée une couche photosensible de grains d’argent. Chimiquement activé par
la lumiére, il se forme alors une image. Sur une pellicule & grains fins, la taille moyenne d’un
grain d’argent est d’environ 20 um. Une pellicule photo a une taille de 24 x 36 mm ce qui
donne une quantité de 2 millions de grains.

Les capteurs numeériques remplacent les grains d’argent par des senseurs (photosites) CCD
(Charge-Couples Device ou dispositif a transfert de charges). Les informations lumineuses
frappent chacun des éléments du capteur qui constitue la surface sensible de ’appareil pour
étre transformées en courant électrique variable. Dans un téléphone portable de type iPhone
XR, XS ou 11, la taille du capteur est de 5.64 x 4.23 mm avec des CCDs d’une tailles de
1,4 pm. Une photo est donc constituée de 4032 x 3024 pixels soit environ 12 millions. Un pixel
désigne un élément d’une image (PICTure Element) qui correspond ici a la taille d’'un CCD.

Durant la phase d’acquisition d’une image, on passe donc d’une phase continue & une
phase discréte par

e un échantillonnage (nombre fini de points)
e une opération de moyenne (durée de temps d’exposition de la photo)
e une quantification (on ne peut coder qu’un nombre fini de nuances de couleurs).
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Image réelle Image numérisée

Il y a donc une perte d’information.

1.2 Image numérique

On ne considére ici que les images numériques dites matricielles (celles qui proviennent
d’appareils photo). Une image matricielle (ou bitmap) est composée d’une matrice (tableau)
de points & plusieurs dimensions. Une image numérique est un objet discret défini sur une
grille & deux dimensions. Elle est donc définie sur un ensemble {0,--- , M —1} x{0,--- , N —1},
M, N € N*. Les éléments de la grille s’appellent pixels. Pour chaque point de cette grille, on
affecte une couleur. Dans ce cours et les travaux pratiques, nous travaillerons avec des images
en 256 niveaux de gris (chaque pixel est donc codé sur 1 octet—8bits). On définit donc un
ensemble fini Col < R qui représente les couleurs. Ici, cela correspond &

Col = {0,1,- -, 255}.

Noir et blanc Niveaux de Gris Couleurs

Ainsi, une image est une application

w: {0,---,M—1} x{0,--- ,N -1} — Col
(m,n) > Uy

Comme finalement on travaille sur un sous ensemble de N2, u peut aussi étre identifiée & une
suite. On utilisera donc indifféremment les termes image, fonction et suite.

Lorsque les images sont carrées, M = N.
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Quelques outils basiques pour le traitement du signal

Nous avons vu que 'on peut représenter une image sous la forme d’une suite a deux termes.
Il est serait de méme pour un signal numeérique (suite & un terme). Dans la suite du cours, il
arrivera que 1’on considére les signaux ou images comme périodiques ce qui permet aux indices
des suites de ne plus étre limités a ensemble {0,--- , M — 1} x {0,--- ;N — 1} < N x N, mais
de travailler sur Z x Z (ou Z pour un signal).

Changement de variables
Soit E < 7Z (ou dans Z?) un ensemble et (a.)ccr € CF une suite de nombres.

mExemple 1.2 £ = {-2,0,1} et (ac)ecr = (1,2,3) € R3. .
Considérons la somme
S = 2 Qe.
eeF

S, qui est une somme finie, ne dépend pas de notre facon de décrire les éléments de E. Ainsi
par exemple, pour F£ C Z, on peut écrire

E = E1 Y EQ,
ou
Ei=En{2neZnelZ} et Ey=En{2n+1€ZneZ}.
Pour notre exemple, £y = {—2,0} et Ey = {1}.
On a donc aussi
S:Zaez Z Qe + Zae.

eel eeFy eeFo

Cette égalité est particuliérement utile pour deux égalités que nous utiliserons dans le cours
e Pour tout N € N et tout (an)i<n<y € CV :

2N N N
2500 = D) @1+ ) aon.
n=1 n=1 n=1

e Pour tout K € N, tout N € N et tout (a,)i1<n<y € CEV -

KN N-1 K
dlan= > agntr
n=1 n=0 k=1
1.3.2 Une somme finie importante
Soit a # 1 et N € N, alors
N L aVtl—g
a = 71 .
k=1 a—
La preuve repose sur
N
(a—l)Zak = a(@d+ad" 1+, +d*+a)
k=1
—(@N +a" 1+ d? +a),
= a4 dV 4.+
—aN—...—az—a,
N+1
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Par une preuve similaire, on a
N1

N-1 "
2,4 =
k=0 @

Une utilisation intéressante de cette somme est lorsque a est une racine N®m¢ de I'unité (i.e.
telle que ¥ = 1). Sia € C, alors a = pe® et p = 1 et eN? = 1 ce qui conduit & N§ = 2mm. On
a donc une infinité de racines N'*™¢ de I'unité et si 'on veut celles dont I’argument principal
appartient a [0, 27[, on prend

AN, me{0,---,N—1}.

N

Dongc, si a™ =1, on a

N
2 y, a¥tl—a a—a 0

a® = = = ().
= a—1 a—1

Somme d’une suite périodique

Pour un signal, on considére N € N avec N > 0 et une suite (vp,)nez € CZ.

Définition 1.3.1 On dit que la suite (vy,)nez est périodique de période N si pour tout n € Z,
on a
Un = Un+N-

Ainsi, Un42N = V(nyN)+N = Unt+N = Up €t plus généralement, on a
VkeZ, VneZ, Up = UpntkN-

Rappelons que si n € Z, N € Z, alors la division Euclidienne de n par N est définie par la

donnée de I'unique couple formé d’un quotient g € Z et d'un reste r € {0,..., N — 1} tels que
n=qN +r.
Ainsi, r = n — ¢N. Posons ¢ = —k et on a r = n + kN. Alors, comme v, = v, kN, ON &

v, = vy o0 7 est le reste de la division entiére de n par N. On note r = n[N], que l'on lit n
modulo N, et on a finalement

pour tout n € Z, Un = Up[N];

avec n[N] e {0,--- ,N —1}.

Ainsi toute la suite (v,)nez € C% est entiérement déterminée par ses N valeurs d’indice
ne€{0,..., N — 1} ou plus généralement par ses valeurs sur une période quelconque.

Plutét que de disposer de la suite compléte (v,)nez, on peut aussi la périodiser. Soit
(wn)o,<n<N-1 € CN, on peériodise la suite en posant

Wy, = Wp[N], Vn € Z.
Pour une telle suite périodique, on a la propriété suivante :

Proposition 1.3.1 Pour N € N et pour toute suite périodique (vp,)nez € CZ% de période N,
on a pour tout k € Z

Cette proposition dit simplement la somme de N éléments consécutifs d’une suite périodique
ne dépend pas de la période sur laquelle on fait cette somme.
De méme, pour les images (dimension 2), on a
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Proposition 1.3.2 Pour (M, N) € N2, on dit que la suite (Vm,n) (m,n)ez2 € CZ* est périodique
de période (M, N) si

2
V(m7 n) €Z ) Ummn = Um+Mmn+N = Um+Mn = Umn+N-

Proposition 1.3.3 Pour (M, N) € N2 et pour toute suite périodique (Vm,n) (m,n)ez2 € CZ de
période (M, N), on a pour tout (ki, ko) € Z?

k1+M—1ko+N—1

M—-1N-1
22 Vma= 2 Q) U
m=0 n=0

m=kq n=ko

1.4 Opérations mathématiques pour transformer une image analogique en ima-

1.4.1

ge numérique

La convolution

On a déja rencontré cette opération dans le premier paragraphe. On a vu qu'un appareil

ne pouvait pas saisir un phénomeéne a un instant ¢ précis. De méme, on ne peut pas capturer
I'infinité des points de l'espace d’une scéne par photographie. On doit faire des opérations de
moyenne. Mathématiquement, cette opération s’appelle convolution. Pour définir la convolu-
tion, on a besoin des espaces fonctionnels de Lebesgue. Ces espaces seront définis précisément
dans le module « Intégration, théorie de la mesure, probabilité ».

Soient f et g deux fonctions réelles mesurables sur R? telles que f(x) = g(z) sauf sur un

ensemble de mesure nulle : on dit que f = g presque partout (noté p.p). C’est une classe
d’équivalence.

Définition 1.4.1 On appelle, pour 1 < p < oo, LP(R%) 'ensemble des fonctions définies p.p
et telles que

f |f(z)]P dz < o0.
RD

On appelle L® (]Rd) I’ensemble des fonctions définies p.p tel que il existe une constante
C = 0 telle que
|f(z)] < C, p.p z e RY

La plus petite constante C' pour laquelle cette relation est vraie s’appelle le « sup essentiel »
de |f(x)| et on le note | f| .
On définit la norme de LP par

£z = fRD |f ()| d.

Définition 1.4.2 Soient f et g deux fonctions de L'(R?). Alors, le produit de convolution
f # g est défini par

(Fro)@) = | | fe=nat)dy= | o= sy

En outre, f * g € L'(R?) et
If gl < fler gl
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Quand on applique une convolution, on dit qu’on filtre f par g (resp. g par f) et on dit que g
est un filtre (resp. f).

= Exemple 1.3 Considérons la fonction indicatrice 1_; /3 1 /2)(x)

fy), fl@—y)
! | -y ‘ ! ! > U
1 1 1 1
2 2 T—5 T3
(f = f)(z) = JR L1 gz =)l 4(y)dy
Pour réaliser ce calcul, on décompose en plusieurs cas.
e Cas 1 :$+%<—% ce qui équivaut & z < —1
A
S N Ly
1 1
xr — 5 xr + b) 1 |
T2 2

alors, les supports de f(z —y) et f(y) sont disjoints ce qui conduit & une intégrale nulle :
[+ f(z) = 0.

e Cas2:—-1<x<0

La zone de recouvrement des supports est 'intervalle [—1/2, x + 1/2], alors

z+1/2

f*f(ac)=f dy =+ 1.

—1/2

e Cas 3 z = 0. Dans ce cas, f(y) et f(z —y) sont confondues et on a

1/2
f*f(ac)zj dy = 1.

—-1/2

e Cas40 <z <1,0onademéme fx* f(x)=1—uz.
e Casbao=>=1, f=f(xr)=0.
On a donc
142, —-1<=x
(fx @)= 1—-z, O<z<l,
0, sinon.
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(f = )

Conclusion : on est parti d'une fonction f discontinue et (f = f) est continue. La convolution
régularise. En outre, le support a grandi. [

La formule de convolution est donnée pour R” et donc applicable en 2D. Comme on 1'a
dit, lors d’une prise de vue d’une image, on moyennise autour d’un point pour affecter la
couleur & ce point. Si v est 'image de départ, et h(z,y) = 1[_1/271/2]2(m,y), alors

(s 0)an) = || ha oy =y yotal ) da'a

y+1/2 pz+1/2
f J v, y') da'dy'.
—1/2 Jaz—1/2

11 s’agit bien de la moyenne de v sur un carré de coté 1, centré en (x,y). Modifier le support
de h revient & changer le support sur lequel on fait la moyenne. Il est important de noter
que I'opération de moyenne ne dépend que de h et reste la méme pour tout (z,y) € R%. En
revanche, pour que la convolution soit bien une opération de moyennisation, on demande que
IAl L1 ray = 1.

Proposition 1.4.1 Pour tout filtre h € L'(R?), 'opérateur de convolution avec h est un
opérateur linéaire.

Preuve Soient o, 3 € R et u,v e L'(R?), alors

(v (u+ fo)(w) = [ o= )(auy) + Bolo))dy

— o f Wz — yyu(t)dy + B f Wz — y)o(y)dy
Rd Rd
= ah xu+ Bh*v.

Soit 7, 'opérateur de translation défini pour tout p € R? par 7,v(t) = v(t — p). On a le
résultat

Proposition 1.4.2 Pour tout filtre h € L' (R%), 'opérateur de convolution avec h est invariant
par translation. Pour tout v € L*(RY) et p e R?, on a

h # (tpv) = T (h * v).
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Preuve

(s ()la) = | b= mwi)dy

f h(z —y)v(y — p)dy
Rd

J h(z — (z + p))v(z) dz, par changement de variable z =y — p,
Rd

fRd h((z —p) — 2)v(2)dz = (h = v)(x — p) = Tp(h * v)(z).

Ainsi, faire une translation puis une convolution revient au méme que faire une convolution
puis une translation. La convolution commute avec les opérateurs de translation ou encore la
convolution est invariante par translation.

L’opération de moyennisation que l'on fait subir aux signaux ou images analogiques pour
faire leur mesure peut aussi étre appliqué aux signaux (images) discrets. Pour définir la
convolution des suites finies, on se restreint ici aux signaux de taille N périodisés ou des
images carrées de taille N x N périodisées. On parle alors de convolution circulaire. Soit un
filtre (hp)o<n<n—1 et un signal discret (uy,)o<n<n—1, alors la convolution discréte de h et
u est définie par

(h®u), Zh _plp.

Concernant des images, soient (R, n)o<mn<N—1 €t (Um.n)o<mn<N—1 deux suites finies pério-
disées de période N. Ainsi,

hm+kN,n+£N = hm,ny V(m, n) € {0, T 7N - 1}5 v<k7€) € ZQ'
On note leur produit de convolution

N-1N-1
(h®v)m Z Ico—mgo—i Vi

p=0 ¢q=0

g% Si h et v sont des images numériques, on n’est pas assuré que h @ v le soit car h® v va
a priori prendre des valeurs en dehors de Col. Il faut faire une étape supplémentaire (voir
ultérieurement) pour que h ® v soit une image numérique.

Comme pour les images analogiques, la convolution revient a faire des moyennes de v
autour de (m,n).

R) Le fait de prendre des images périodisées nous évite d’avoir des problémes avec leur
bord.

m Exemple 1.4 Nous présentons ci-dessous trois méthodes pour calculer une convolution
circulaire discréte. Nous considérons ainsi deux signaux périodiques h et u et souhaitons
calculer

= (h®u)p Z P —ptp. (1.1)

Prenons par exemple

h=[1,22]; u=][2—13]
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e Méthode lente. 11 faut calculer les trois composantes de v par la formule (1.1). Commen-
cons par n = 0. Ainsi,
vg = houg + h_1u1 + h_sus

Afin de réaliser ces calculs, nous représentons dans le tableau ci-dessous les différentes
valeurs nécessaires en se rappelant que les signaux sont périodiques.

Ainsi, vy = 6. De méme,

v1 = hqug + hou1 + h_1us =9
vy = houg + hiur + hous = 5

et
v=16,9,5].

e Méthode rapide. Cette méthode est spécifique a la convolution circulaire.

h 1 2 2
v 2 -1 3

h multiplié par ug 2 4 4

h multiplié par uq, shift de 1 -2 -2

h multiplié par us, shift de 2 3 6 6
somme des colonnes 2 3 5 4 6

On scinde en deux le vecteur résultant et on ajoute un zéro au dernier vecteur. On fait
enfin la somme de ces deux vecteurs pour récupérer v

+

O = N
OIS W
(2] New i}

Cette procédure n’est évidemment pas limitée aux vecteurs a trois composantes. Si
h=1[1,2,3,1] et w=[1,0,1,1], on a h = [6,6, 5, 4].

e La derniére méthode, rapide également, repose sur une multiplication d’une matrice H
par le vecteur u. La matrice H est constituée sur ses colonnes par la version périodisée
de h

h=122122122122 --.

On isole les colonnes comme ci-dessous

h =12 21 2 2 1 2 2
h =1 2 2
2 1 2
2 21
La matrice H est ainsi
1 2 2
H=12 1 2
2 21

Et on av = Hu.
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Le fenétrage

Lors de la prise de vue d’une image, méme si la scéne apparait infinie vue en dehors
de ’appareil photo, on est obligé de faire une opération de cadrage pour regarder la scéne
observable : il y a fenétrage.

Ainsi, toutes les opérations de convolutions vues sur R? (R? pour une image) sont &
interpréter sur un domaine borné. Donc, aprés convolution, on a une image analogique h * v
dont on ne garde que la partie intérieure a une fenétre [0, N — 1]?. Mathématiquement, on
multiplie par la fonction indicatrice L y_1j2.

@ Cette perte d’informations joue un réle important prés des bords de I'image. En effet,
lors de la convolution, si (z1,72) est tel quil existe (x},2%) hors de [0, N — 1]? tel que
h(xy — 2,20 — 2f) # 0, alors h # (z1,22) dépend de v en un endroit ou on ne la connait
pas. Plus le support de h est grand, plus ce nombre de points ot I'information manque est
grand. Comme pour les suites finies, on évite de probléme en prolongeant (h *v)1[g y_1j2 par
périodisation
h«v(xy,x9) = h*v(xy + tN,x9 + sN)

avec (t,s) tels que (z1 +tN,z9 + sN) € [0, N — 1]%.

Ce n’est pas la seule solution pour régler les problémes de bord, mais c’est celle qui nous

permet dans ce cours d’utiliser aisément des outils puissants comme la transformée de Fourier
que nous verrons ultérieurement.

L’échantillonnage

L’échantillonnage consiste, comme on 'a vu dans les exemples, & ne garder que les
valeurs de (h *v)1[y y_1]> aux points entiers. On obtient donc une fonction (suite) définie sur
{0,--- ,N —1}2 par

(h * v)]]-[O,N—l]z(mvn)a (ma Tl) € {07 e 7N - 1}2

Cette opération inhérente au processus de création d’une image numérique est celle ot ’'on
perd le plus d’informations.

i(i,k)

k=16

Soit K € N*. On peut souhaiter sous échantillonner une image (par exemple passer d’'une
image 512 x 512 a 256 x 256 ou 128 x 128). On suppose pour cela que I'on dispose d’une image
digitale u définie sur {0,--- , K(N —1)}2. On obtient 'image v définie sur {0,--- , N —1}% en
faisant I'opération

Umn = UKm,Kn-
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@ L’échantillonnage et le sous échantillonnage peuvent faire apparaitre des fréquences
parasites dans le signal (image).

sous échantillonnage de rapport 4
apparition de fréquences parasites
effet de moirage

Le bruit

Un appareil de mesure créant un signal ou une image digitale génére toujours un bruit :

e caractére probabiliste du nombre de photons issus d’une région d’intensité donnée,
e imperfection des capteurs.

On modélise ces phénoménes par un bruit additif qui est une suite dont les valeurs sont
aléatoires. On considére en particulier un bruit blanc : les valeurs by, , sont indépendants les
unes des autres, ce qui est souvent faux. De plus, on suppose ce bruit Gaussien c’est & dire
que by, , est une réalisation de la loi de probabilité continue de densité

(t) = — tz =0
=——exp|—== o> 0.
p oo p 292 )

Alors, 'image est représentée par la fonction
h * v(m, n):ﬂ.[07N_1]2 (m, n) + bmm,.

La quantification

Comme on I'a vu, la quantification consiste a traduire les valeurs de h#v(m, n)Ljp y_1)2(m,n)+
bm.n sous la forme d’une couleur. Il faut approximer cette valeur qui est dans R® (si on consi-
deére une image couleur RGB) ou R (si on considére des niveaux de gris) de fagon a ce qu’elle
soit codable dans un ordinateur (nombre fini de bits). Si I'on code les niveaux de gris sur n
bits, on a différentes quantification qui donne N niveaux de gris
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’ ?Lt

o

n=4et N =16 n=>5et N =232 n=6et N =064

Si 'image est en niveaux de gris codés sur 8 bits, les valeurs vont appartenir & I’ensemble
{0,1,---,255}. On quantifie une valeur ¢t € R en l'approximant par la valeur Ar(¢) la plus
proche dans {0,1,---,255}. Donc, I'image digitale est

U = Ar | hoxv(m,n)lg n_132(m,n) + bmn

.

~~
Wm,n

Il peut arriver que les valeurs de wy, ,, soient trop éloignées de l'intervalle {0, 1,--- , 255} pour
que les résultats soient corrects. Il faut donc procéder & des réglages :

e si I'image est trop claire (surexposition), alors la plupart des valeurs de wy,, seront
proches ou égales & 255 : on obtient une image brtlée
e si I'image est trop sombre (sous exposition), alors w, , ~ 0.

image sur exposée image sous exposée
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1.5 Traitement ponctuel des images numériques

Le traitement ponctuel des images consiste & appliquer une fonctions qui agit sur les pixels
Ummn V> Umn = f(um,n)-

Définition 1.5.1 — Histogramme d’une image. Soit (umn)(m,n)eo,n—1]> Une image numé-

rique. On appelle histogramme de I'image () (en niveaux de gris) la fonction discréte

Vpe{0,---,255}, h, =nombre de pixels ayant p pour niveaux de gris.

L’histogramme donne donc la distribution des différentes teintes présentent dans I'image

N—-1N-1
Py 1 . e . o
Définition 1.5.2 e Moyenne p = e Z Z U, n qui caractérise l'intensité (luminosité)
m=0 n=0
de 'image.
1 N—-1N-1 1 N—-1N-1
: _ N2 2 2
e Variance V = N2 Z Z (Ump — p)* = NE Z Z Usy = I
m=0 n=0 m=0 n=0

e Ecart type 0 = /V caractérise le contraste de I'image.

Définition 1.5.3 On appelle histogramme normalisé I’histogramme qui donne la proportion
de pixels en fonction du niveau de gris, c’est & dire

— h
= 1.

On appelle histogramme cumulé

On appelle dynamique de I'image U'intervalle [min, max| ot min désigne la valeur minimale
des niveaux de gris et max la valeur maximale.

x10

25

051

0 50 100 150 200 250

photographie histogramme
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1

0.02 . . : - .
0.018 | IS
0.016 08
0.014 0:z
0.012 F 06
ootk 05
0.008 | 0.4
0.006 | 03
0.004 - 0.2
0.002 - 0.1
0 0

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

histogramme normalisé histogramme cumulé

Considérons 'image suivante dont nous souhaitons les valeurs par une fonction.

Par

T T

250 B

200 B

100 - 5

50 - &

0 50 100 150 200 250

L’augmentation du contraste est réalisé par la fonction

2554

b—a

fu) = 0 siu<a
255 si u>b

pour a <u<b
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Si on prend a = 30 et b = 190, on a

255

0 a b 255

Pour rehausser le contraste, on utilise

b
—u pour 0 <u<a

Flu) =9 {255 — byu + 255(b — a)
255 —a

pour a < u < 255

Pour les valeurs a = 80 et b = 200, on dilate la dynamique des zones claires

255
!
./ (f: i )}\
Y &N @\
) AN
b7 2 3
i/
) |
0 a 255

Pour les valeurs a = 100 et b = 400, on dilate la dynamique des zones sombres
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255

0 a 255

La fonction négative est donnée par f(u) = 255 — u.

250 B ‘ "

200 -

150

100 -

50

0 50 100 150 200 250

On peut également procéder par un étalement d’histogramme par la fonction f(u) = au+b.
Supposons qu’on ait une image avec son histogramme

4
4 »x10

s

251

La dynamique de cette image est [80,180]. On veut transférer la valeur 80 a 0 et 180 a
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255 ce qui donne a = 2,55 et b = —204 ce qui donne

«10*

0 80 100 150 200 250

Le dernier exemple concerne 1’égalisation par histogramme. Le principe consiste & appliquer
une modification d’image par fonction afin que I’histogramme soit normalisé h(k) = ¢, Vk,
donnant un histogramme idéal plat. La méthode pour une image u & valeurs dans {0, - - - , 255}
avec un histogramme h, consiste pour chaque pixel , , a

e Récupérer sa valeur val = Uy, n
e Déterminer la classe k contenant val
e Remplacer la valeur de uy, , par ho(k)

Ceci conduit ainsi & la fonction

255 "o
f(um,n) = X719 Z hz

=0

N2

Par exemple,

0 50 100 150 200 250
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0.01 T T T T T

0.009 | 1

0.008 - 1

0.007 -

0.008 | 1

0.005 - 1

0.004

0.003

0.002

0.001

0
[} 50 100 150 200 250

histogramme & 16 classes.

et on a I’histogramme cumulé

1

08

08

07

06

05

0.4

03f

0.2

01

0 50 100 150 200 250



2.1
2.1.1

Il est nécessaire de rappeler sans démonstration quelques résultats mathématiques impor-
tants pour définir proprement la transformée de Fourier et plus tard les ondelettes.

Compléments mathématiques

Fonctions et intégrations

Les signaux analogiques sont modélisés par des fonctions mesurables. Un fonction f est
dite intégrable si {, |f(t)|dt < 4+c0. On fait référence ici a l'intégration de Lebesgue. On note
L'(R) I'espace des fonctions intégrables. Deux fonctions f; et fo sont égales si

[ 1516 - saoae =0,
R

Ainsi, f1 et fo peuvent différer sur un ensemble de points de mesure nulle. On dit qu’elles
sont égales presque partout ce que I'on note p.p

Théoreme 2.1.1 — Convergence dominée. Soit (f,)nen une famille de fonctions telle que
Jim fo(t) = f(2) p-p. Si

VneN, |fa(t)] <g(t) et JR 19(8)] dt < +20

alors f est intégrable et

f f@)dt = lim | f,(t)dt.
R n—o0

R
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Théoréme 2.1.2 — Fubini. Si J f |f(z,y)| dxdy < oo, alors
R JR

JR fR |f(z,y)| dedy = JR (fR |f(z,y)] da:) dy = JR (JR £ (z,y)| dy) dz.

Soit A € C un paramétre et f(t) = f(t,\) intégrable par rapport a t. Soit F(A) = {5 fa(t) dt
une intégrale dépendant d’un paramétre.

Théoréme 2.1.3 — Continuité sous le signal intégrale. Soit )y € C et

i) Vt e R, la fonction A — f(t, ) soit continue en Ag

ii) il existe un voisinage de \g et g € L*(R) tels que | f(t, \)| < g(t) VA, p.p .
Alors F()\) est continue en Ag.

Ce résultat s’étend pour la dérivabilité de F' par rapport a A sous des hypothéses similaires
de dérivabilité (i) et de majorations (ii) de la dérivée par une fonction de L'(R).

Espaces de Banach et de Hilbert
Espaces de Banach

Les signaux sont souvent considérés comme des vecteurs. Pour définir une distance, on
travaille dans un espace vectoriel H qui admet une norme, application qui vérifie

e VfeH, |f|=0et|f|=0<= f=0.

o VAeC, [|Af] = [AIf]-

o Vfige H, |f+gl <|f]+lgl.
La convergence d’une suite (fy,)nen vers f dans H signifie que

lim fo=f <= lim |fu—f]=0.
n—0o0 n—+0o0

Pour garantir qu’on reste dans H en passant & de telles limites, on impose une propriété de
complétude en utilisant la notion de suites de Cauchy : (f,,) est de Cauchy si: Ve > 0, si n et
p sont assez grands, alors || f,, — fp|| < €. L’espace est dit complet si toute suite de Cauchy
dans H converge vers un élément de H. Dans ce cas, H est un espace de Banach.

m Exemple 2.1 e Soit p € N* et on définit sur les suites (f,)nez la norme

1/p
| fnllp = (Z |fn|p) :
nez

L’espace % = {(fn) : || fallp < o0} muni de la norme || - ||, est un espace de Banach.
e L’espace LP(R) constitué des fonctions mesurables f sur R telle que

ity = ([ 15 ar) "’

est un espace de Banach muni de cette norme.
u

Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application linéaire U : X — Y est appelée
opérateur, et U est bornée ou continue si il existe une constante K > 0 telle que

Uzly < K|z|x, VzeX.

La norme de 'opérateur U, notée |U||, est la plus petite constante K. Alternativement, on a
aussi

Uz|y
|U] = sup U= = sup |Uz]y.
weX [Z]x sex, jalx=1
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Un opérateur U : X — Y est inversible si U est surjectif et injectif (il est donc bijectif).

Espaces de Hilbert

Autant que possible, on travaille dans un espace ayant un produit scalaire (pour définir
les angles et l'orthogonalité). Un espace de Hilbert H est un espace de Banach muni d’un
produit scalaire (-, )

e linéarité VA1, Ao € C, </\1f1 + )\Qfg, g> = /\1<f1,g> + A2<f2,g>.

e symétrie hermitienne {f, g) = (g, f).

o« (f, )20t {(f,fy =0 f=0.
|| = A/{f, f) est une norme et on a 'inégalité de Cauchy-Schwartz (C.S)

Kol < 111lgl-

Deux éléments f, g € H sont orthogonaux si {(f,g) = 0 et le complément orthogonal d’un sous
espace U de H est
Ut ={zeH: {(z,y)=0, VyeU}.

m Exemple 2.2 e signaux discrets f, et g, :

Fogy =Y FnGn et [FIP =<0 = D) 1l

neZ neZ

2(Z) = {fn : | fnll < +00} est un espace de Hilbert et on a I'inégalité de Cauchy-Schwartz

Yinez fnGn < | fal lgnl- L
e signaux analogiques f(t) et g(t) : (f,g) = {5 f(t)g(t)dt. L’espace L*(R) muni de ce
produit scalaire est un espace de Hilbert (des fonctions d’énergie finie).
|

Soit U un opérateur borné d’'un espace de Hilbert (K,<{-,-)x) dans un espace de Hilbert
(H,{-,>m). L’opérateur adjoint est défini comme 'unique opérateur U* : H — K tel que

(x,Uyyy = U*x,y)x, VreH, ye K.

Quand K = H, un opérateur borné U : H — H est unitaire si UU* = U*U = I. Si U est
unitaire, alors

Uz, Uyy ={x,y), Vw,yeH.
Un opérateur borné U : H — H est auto-adjoint si U = U*. Quand U est auto-adjoint,

01 = s 0z

et le produit scalaire Uz, z) est réel.

Une classe importante pour nous d’opérateurs auto-adjoints consiste en les projections
orthogonales. Considérons un sous-espace fermé V de H. Un projecteur Py sur V est un
opérateur linéaire (U(Az + py) = A\Ux + pUy) qui vérifie

VfeH, PyfeV e VfeV, Pyf=Ff
Un projecteur est orthogonal si

VfeH, VgeV, (f-Pvfg)=0.
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Proposition 2.1.4 Si Py est un projecteur sur V, alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

Py est orthogonal.

Py est autoadjoint.

1Py = 1.

VieH,|f— Pyf|=mingy | f— gl

Si {e}ken est une base orthogonale de V' (voir suite pour la définition), 'opérateur Py est
donné explicitement par

Si {ex}ken est une base de Riesz de V' et {éx}ren la base biorthogonale (voir suite pour la
définition), alors

Pyz = Z<x,ék>ek, Vo e H.
keN

2.1.3 Base des espaces de Hilbert

On rappelle qu’en dimension finie, une base d’un espace vectoriel est une famille de vecteurs
qui est libre et génératrice.

Définition 2.1.1 e Une collection finie d’éléments {z;}1<;<n, dans un espace vectoriel
V est linéairement indépendante si toute collection de scalaires {«;}1<;<, vérifiant
Dt ciz; = 0 est identiquement nulle. Sinon, {z;}1<i<n est linéairement dépendante.
o 1 est de dimension n si il existe n éléments linéairement indépendants dans V' mais
que tout ensemble de (n + 1) éléments est linéairement dépendant. Si il y a un
ensemble de n éléments indépendants pour tout n, alors V' est infini dimensionnel.
e Un ensemble de n éléments linéairement indépendants d’un espace vectoriel de
dimension n est une base pour cet espace.

1. Si{vk}1<k<n est une base de V, de dimension n, alors tout « € V' s’écrit de maniére
unique comme z = Y, iz et donc V est isomorphe & R™ (ou C™") et on peut
équiper V d’un produit scalaire et parler d’orthogonalité. On peut définir une
base orthonormeée pour tout espace vectoriel de dimension finie par 1’algorithme
de Gram-Schmidt.

2. Soient deux bases de V' (vg) et (wg). Alors, il existe une unique matrice T' de taille
n x n telle que si & = (aq, -+, ay,) sont les coefficients de x € V' dans la base (vy),
alors le vecteur T'a rassemble les coefficients de = dans la base (wy) : 1" est une
matrice de changement de base. Toute base est donc 'image par une application
linéaire inversible d’une base orthonormée.

Avant de voir comment ces propriétés s’étendent & la dimension infinie, présentons quelques
exemples de la dimension finie.

m Exemple 2.3 On se place dans le plan R2.

1. Considérons deux vecteurs u = (1,0) et v = (0,1). Alors, le vecteur x = (2,2) se
représente aisément par une décomposition dans la base (u,v)
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La base (u,v) est orthonormée et on a donc simultanément
VreR?, z={(z,u)u+{(z,0dv

et

Vo € R?, Mag,a2), x=aqu+ agv.

2. Si maintenant u = (2,0), v = (0,2) et z = (1,1). La base (u,v) n’est plus orthonormée
mais simplement orthogonale. Alors (x,u) =2 et (z,v) =2 et

(s + (z, v)0 = (j) " @ -

En revanche, on a toujours
Vo € R2, Maq,a2), x=aqu+ agv.
En effet,
_ww @

TR T e

3. Prenons maintenant u = (1,1), v = (0,2) et z = (2,2). La base est maintenant une base
oblique.

Encore une fois, on n’a pas Vr € R?, 2 = (x,u)u + {x,v)v. Par contre, la propriété
Vo € R?, IMNag,a2), = =aiu+ agu

reste vraie. En revanche, Iidentification des (a1, ag) est non triviale (a; =2 et ag =0
ici).

4. Considérons maintenant une famille {u,v,w} de vecteurs de R2. Elle est redondante
et présente aussi une structure oblique. On prend u = (2,0), v = (0,2), w = (1,1) et
x=(2,2)
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On n’a évidement pas
VreR? = (z,uu+ {(z,v)v + {z,wdw.

On a
2
Ve e R* F(aq,a0,a3), == aju+ agv+ asw,

mais (aq, a9, ag) n’est plus unique! En effet, (aq, as,a3) = (1,1,0) et (a1, ag,a3) =
(0,0,2) permettent de vérifier 1'égalité.
| |

C’est ce genre d’exemples qui conduit en dimension infinie a construire les notions de
frames (base oblique redondante), de bases de Riesz (base oblique) et de bases orthonormées.

Base orthonormée d’un espace de Hilbert
Une famille {e,},en dénombrable dans un espace de Hilbert H est orthogonale si pour
tout n # p, {en,ep) = 0. Si pour tout f e H, il existe une suite (\,) telle que

N
li — A
NLIEOO f Z n€n
n=0
alors {ey, }nen est une base orthogonale de H. L’orthogonalité implique
_{fiew
n =
len?

et on écrit

Z <f7 €n>

feal? "

Ceci nous donne la représentation de f dans la base orthogonale {e,}. Un espace de Hilbert
qui admet une base orthogonale est dit séparable. La base est orthonormeée si |e,| = 1 pour
tout m € N. Dans ce cas, si on prend deux vecteurs f et g de H, on a la relation de Parseval

<fa g> = Z<f7 6n>€n, Z<gv€p>€p>
n=0 p=0

— S fenXgren.
n=0

Si f = g, on obtient la relation de conservation d’énergie appelée formule de Plancherel

117 = D0 el = D 1l
n=0 n=0
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m Exemple 2.4 Les espaces de Hilbert ¢2(Z) et L?(R) sont séparables.
e La famille des Dirac translatés (voir la définition ultérieurement) {e, = d,, }nez est une
base orthonormée de ¢2(Z).
e Base de Haar de L?(R). Soit

1, 0<t<1/2,
P(t)y=+< -1, 1/2<t<1,
0, sinon.

Alors, les dilatations-translations de v engendrent une base de L?(R) dite d’ondelettes
{5n(t) = 2% (20t — 277m)) |

et pour tout f € L*(R)

(4,n)ez?

F=2 2 bimin:

JELZ e

ikt
e La famille { 62 } est une base de Hilbert de L?(—m, ) dite base de Fourier et si
T
, T

V2
fe L (—m,m) ]
ft) = Z (217r fﬂ emsf(s)ds> e,

On peut caractériser toutes les bases orthonormées de H en partant d’une base orthonormée
arbitraire.

Théoreme 2.1.5 Soit {ey, }nen une base orthonormée de H. Alors les bases orthonormées de
H sont définies par les ensembles {Ueg}reny o0t U : H — H est un opérateur unitaire.

En pratique, les bases orthonormées sont certainement les bases les plus utiles. Cependant,
les conditions pour avoir une base orthonormée sont trés fortes et souvent, il est impossible
de construire des bases orthonormées possédant des conditions supplémentaires.

Bases de Riesz

On vient de caractériser les bases orthonormées en terme d’action d’opérateurs unitaires.
On peut assouplir la condition d’unitarité et fabriquer des bases « plus faibles » dites bases
de Riesz (« bases obliques »).

I Définition 2.1.2 Une base de Riesz pour H est une famille de la forme {Uey}gen ou {ex }ren
est une base orthonormée de H et U : H — H est un opérateur bijectif borné.

Il faut voir cette définition comme le pendant de la remarque 2 donnée aprés la définition
2.1.1.

Comme on 'a vu dans I'exemple précédent (point 3), on peut tout de méme reconstruire
un vecteur sur une base oblique. C’est I'objet du théoréme suivant.

Théoreme 2.1.6 Si { fi}ren est une base de Riesz pour H, f = Uey, alors il existe une suite
unique {gx}ren de H telle que

f=Y.Xfr g fr, VfeH. (2.1)
k=1

La suite {gx}rer est aussi une base de Riesz définie par g = (U~!)*e;, dite base de Riesz
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‘ duale de {flc}keN-

A une base de Riesz correspond toujours une base duale. On parle donc souvent de paire de
bases de Riesz duales. Ces bases vérifient une relation particuliére concernant leur orthogonalité
relative.

Définition 2.1.3 Deux suites { fx}ren et {9k }ken dans un espace de Hilbert sont biorthogo-
nales si

<fkagj> = 5k,j'

Corollaire 2.1.7 Soit {fx}ren et {gk}ren une paire de bases de Riesz duales dans H. Alors,
on a

1) {fx}ren et {gk}ren sont biorthogonales

ii) Pour tout f € H,
f= Y a0 = DS Frge.

keN keN

On a une propriété trés importante de stabilité

Proposition 2.1.8 Si {fx = Uex}ren est une base de Riesz pour H, alors il existe deux
constantes A, B > 0 telles que

AlfIP < D, KF fol? < BIFI?, VfeH.

keN

La plus grande constante A est 1/|U~!||? et la plus petite constante B vaut |U]?. Si A = B,
alors

XKool = AL fI?

keN

ce qui conduit & la relation de Plancherel généralisée.
Le théoréme suivant donne une condition équivalente pour que {fx}ren soit une base de
Riesz.

Théoréeme 2.1.9 Une suite { fx }ren est une base de Riesz de H si et seulement si Vect{ fi }xen =
H et si il existe deux constantes A, B > 0 telles que pour tout famille finie de scalaires {cy},

on a
AN el < 1D enfell> < BD el

m Exemple 2.5 Nous présentons ci-dessous un exemple d’utilisation des bases biorthogonales.
On reprend pour cela le cas 3 de 'exemple 2.3. On considére la base oblique u = (1,1),
v = (0,2) et le vecteur z = (2,2). Recherchons la base duale {, 0} de {u,v}. Elle vérifie les
quatre relations

{Uyuy =1,  {(0,u) =0,
(u,vy =0, (v,v)y=1
Sia = (a,b),onaa+b=1et2b=0doua=(1,0). De méme, on a v = (—1/2,1/2). La
base {u, 0} permet de calculer la décomposition de x dans la base {u, v} par la relation (2.1).
Soit x = au + fv. On a
a={r,uy=2 et a={z,0)=0

et on retrouve le résultat attendu. On a également

z = {z,uyt + {x,v)0 = 44 + 47.
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En représentant ces différents vecteurs sur une figure, on se rend bien compte du cacactére
biorthogonal des deux bases.

Frames
Ce paragraphe peut étre omis en premiére lecture.

La propriété principale d’une base {fx}ren d'un espace de Hilbert H est que tout vecteur
f € H peut étre représenté par une combinaison linéaire (infinie) d’éléments fj dans la base

f= X (P (2.2)

keN

Les coefficients ¢ (f) sont uniques.

Une frame est une suite d’éléments {fi}ren dans H qui permet que chaque vecteur f € H
puisse étre écrit comme dans (2.2). Cependant, les coefficients correspondants ne sont pas
nécessairement uniques (voir exemple 2.3, point 4). Donc, une frame peut ne pas étre une
base.

Définition 2.1.4 Une famille dénombrable de vecteurs {fx, k € N} € H est appelée une
frame de H si il existe deux constantes A, B > 0 telles que pour tout f e H,

ALFI? < Y5 KE fol? < BIFIP. (2.3)

keN

Si A = B, une frame est dite étroite et on a la relation de Plancherel généralisée

DKL fol? = Al £

keN

Les nombres A et B sont appelés bornes de frame. Ils ne sont pas uniques. En revanche, les
bornes optimales sont disponibles en prenant le supremum sur tous les A et I'infimum sur
tous les B.

On a d’apreés la définition que si {fx}ren est une frame, alors

VeCt{fk}keN = H.

p) Il faut noter que la famille {fr}ren étant potentiellement redondante, les f; ne sont
pas nécessairement indépendants. Avoir une frame (famille ayant de la redondance) est
trés utile en pratique en théorie du signal. Les réseaux de communication agissent en
transportant des paquets de données. Chaque paquet contient I’information essentielle,
c’est & dire les données que 'on veut transmettre, ainsi qu’une collection de paramétres
de controdle. Le but de ces paramétres supplémentaires est de vérifier que les données
seront délivrées correctement : dans le cas oll une erreur apparait, aucun paquet n’est
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délivré. Il est clair que si il n’y a aucune relation entre les différents paquets, les données
appartenant au paquet perdu ne peuvent pas étre récupérées. Cependant, si il y a un
peu de redondance dans le systéme, c’est & dire des relations entre les paquets, il y a un
peu d’espoir que au moins des parties des données manquantes puissent étre récupérées.

Mathématiquement, on peut modéliser les paquets & transmettre comme des coefficients
de frame. Donc, un paquet qui n’est pas délivré revient & enlever un élément de la frame.
Si la frame était une base, elle ne serait plus une base aprés le retrait d’un élément ;
cependant, si elle est redondante, il est possible qu’elle reste une frame aprés suppression
d’un élément. En fait, une frame peut rester une frame aprés suppression de plusieurs
éléments.

Une frame sur un espace de Hilbert est donc une généralisation a la dimension infinie de la
notion de famille de vecteurs avec redondance possible sur un espace vectoriel V' avec laquelle
on peut engendrer des vecteurs de V', 'inégalité (2.3) assurant une stabilité.

m Exemple 2.6 Soit {ex}ren une base orthonormée de H.
En répétant chaque éléments de {eg }ren deux fois, on obtient

{frlren = {e1,€1,€2,€2, -},

qui est une frame étroite de borne de frame A = 2. Si on ne répéte que e, on obtient

{frlren = {e1,e1,€2,€3, -},

qui est une frame de bornes A =1, B = 2. n

Considérons un espace de Hilbert H équipé d’une frame {fj}ren. Alors, Popérateur défini
par

T: EQ(N) — H, T{ck}ren = Z crfr
keN

est borné et s’appelle opérateur de synthése. Son adjoint T* donné par

T*: H — (*(N), T*f = {{f, fu)}ren

est appelé opérateur d’analyse. En composant T et T*, on obtient I'opérateur de frame

S:H—H, Sf=TT*f=Y{f fidfe

keN

On peut montrer que S est borné, auto-adjoint et inversible. Naturellement, {S~! f; }ren est
une frame de borne de frame A~! et B~!. Cette frame est appelée frame duale canonique de
{ fx}ken. Comme pour les bases de Riesz, on a le théoréme suivant qui donne la décomposition
d’un vecteur dans une frame

Théoréme 2.1.10 Soit {fx}ren une frame, d’opérateur de frame S. Alors

F= XS e, VfeH

keN

et
F= X f)S fe, VfeH

keN

Les nombres {f, S~! f;) s’appellent coefficients de frame.

La difficulté dans ce résultat en pratique est qu’il est nécessaire de trouver 'opérateur
S~! pour décomposer un vecteur f € H. Un des moyens de contourner le probléme est de
considérer des frames étroites
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Corollaire 2.1.11 Soit { fx}ren une frame étroite de borne de frame A. Alors, la frame duale
canonique est {A7! fi}ren et

f= g S fofe feeH

keN

Il y a un lien entre base de Riesz et frame.

Théoréeme 2.1.12 Une base de Riesz {fx}reny de H est une frame pour H et les bornes de
la base de Riesz coincident avec les bornes de frame. La base duale de Riesz est égale a la
base duale canonique de frame {S~! f;}ren.

Une frame qui n’est pas une base de Riesz est dite redondante. En fait, si {fx}ren est une
frame qui n’est pas une base de Riesz, il existe des coefficients {ci}ren € £2(N)\{0} pour

lesquels
Z ckfr = 0.
keN

Ainsi, pour de telles frames, il y a une certaine interdépendance entre les éléments de ces
frames.

Théoréme 2.1.13 Soit { f } ey une frame de H. Alors, les deux affirmations sont équivalentes
i) {fk}ren est une base de Riesz de H.
ii) Si>y2crfe =0 pour {ck}ren € £2(N), alors ¢ = 0, Vk € N.

On note donc que si {fx}ren est une frame redondante, alors un élément f € H a plusieurs
représentations en terme d’éléments fi de la frame. En fait, pour toute suite {c}ren €
C2(N)\{0} telle que Y, ek fr = 0, alors

0

F= 8 fof = D (F S e+ e o
k=1

k=1

On se rappelle que les bases de Riesz de H sont caractérisées comme les familles {Uey, }ren
ol {eg}ren est une base orthonormée de H et U : H — H est borné et inversible. On a une
caractérisation équivalente pour les frames.

Théoréeme 2.1.14 Soit {ey }ken une base orthonormée de H. Les frames de H sont les familles
{Ueg}reny ot U : H — H est un opérateur borné et surjectif.

Dirac

Les Dirac permettent de faire la transition entre les signaux analogiques et les signaux
discrets. Les manipulations symboliques avec des Dirac simplifient les calculs, sans qu’on ait &
se soucier de problémes de convergence. Cela se justifie par la théorie des distributions.

Un Dirac a son support réduit & ¢ = 0 et associe & toute fonction continue ¢ sa valeurs en
t=0

‘fwwwﬁ:mm
R

On peut obtenir un Dirac en comprimant une fonction g € L! telle que Spo(t)dt = 1 :
gs(t) = g(t/s)/s, s < 1,¥g e C?,

lim | gu(t)6(t) dt = 6(0) = fR6<t>¢<t> dt = $(0).

s—0 R
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On définit donc un Dirac par la limite (faible) ci-dessus. Un Dirac n’est pas une fonction car
son support est réduit & un point ¢ = 0 (mesure nulle) mais sa masse est 1. Ainsi, {5 0(¢)p(t) dt
n’est qu’une notation symbolique.

Il est intéressant de construire la translation des Dirac pour la construction des signaux
discrets. On note 0, = d(f — 7) la masse concentrée en t = 7 et

f 50t — T)o(t) dt — f 5(r — 1)é(t) dt = b(7) (2.4)
R R

ce qui veut dire que ¢ * 6(u) = ¢(u). De méme, ¢ * 6, (u) = ¢p(u — 7).

Attention, les quantités de I’équation (2.4) ne sont pas des intégrales et on ne peut donc
pas appliquer de changement de variables. Il faut comprendre que §(¢t — 7) charge le point
t—u=0=u—1tdoul'égalité des deux notations.

La transformée de Fourier

Afin d’éviter des problémes de convergence, I'intégrale de Fourier est d’abord définie sur
L'(R) puis étendue a L(R).

Transformée de Fourier sur L!(R)
Définition 2.2.1 Soit f € L'(R), alors sa transformée de Fourier est définie pour & € R par

F()(©) = fe) = fR f(te et = (f(1), €S,

Le terme f(t)e” "¢ peut étre vu comme la modulation de la fonction f par la fonction de
modulation e . Le terme f (&) est le coefficient de Fourier a la fréquence £. Si f posséde
des oscillations proches de la fréquence &, elles vont entrer en résonance avec la fréquence
¢ de e ™ et donc f (&) aura des valeurs différentes de 0. Si au contraire, f ne posséde pas
d’oscillations a la fréquence €, alors f(€) ~ 0. Ainsi, f(€) mesure 'occurrence d’oscillations a
la fréquence £ dans f.

La transformée de Fourier est une opération globale : si on modifie localement f en un
temps ty4, alors tous les coefficients de Fourier sont immédiatement impactés.

ThéoréAme 2.2.1 — Riemann-Lebesgue. Soit f € L'(R). On a
i) f est continue et bornée sur R avec | f|re < | f|z1,

i) lim f(€) =0.

|§|—c0

Preuve du point i)
e Ona |f(&) < f |f(t)|dt < +oo car f e L'(R).
R

e Pour tout ¢, la fonction h : & — f(t)e %! est continue et f(£) = f h(t,&)dt. On a

R
\h(t,€)] = |f(t)] qui est un majorant indépendant de ¢ et qui est dans L'(R) par
hypothése. On applique la théoréme de continuité des intégrales & paramétres pour
conclure a la continuité.

Le point ii) est trop long pour étre traité ici. |
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1
m Exemple 2.7 On considére la fonction indicatrice v = Q—Il[_a a]» @ > 0. Alors
a b

X 1 i
U(f) = 0 %1[7&(1]6 zt&dta
_ f C it _ L [efz‘ts]“ R .
2a J_, 2i€a —a 2iéa
sin a&

T = sinc(a)

ou la fonction sinus cardinal est définie par

. | sin(t)/t sit#0,
Smc_{l sit=0.

Le sinus cardinal est donc la transformée de Fourier de la fonction de fenétrage. On constate
que méme si la fonction v est discontinue, sa transformée de Fonction © est elle continue. En
outre, on constate que ¥ décroit comme 1/a& quand || — o0, ce qui est une décroissance assez
lente. Ainsi, quand un signal contient une discontinuité, ses coefficients de Fourier décroissent
lentement. ]

Propriétés 2.2.2 Soient f,g e L'(R), a € R*

i) Translation et modulation par e,(t) = €%

—

Taf(€) = e—alO)f(E),  eaf(€) = Taf(€)

ou 14h(t) = h(t — a).
ii) Dérivation. Siz*f e L', k =0, --- ,n, alors f € C™ et on a les n dérivées fréquentielles
d’ordre k£ données par

f‘(k)(g):(:;t)\kf(g), k=0,---,n.

Si fe C™R) avec f*) e L' k =0,--- ,n, alors on a les n dérivées spatiales d’ordre
k données par

B = GO*F(e).
iii) Si f e L' est a support compact, alors fec>.
iv) Changement d’échelle : si g(t) = f(t/s) alors §(€) = |s|f(s€).

Idées de preuves
i) Par changement de variable z =t —a, on a

f e F(t — a)dt = f eI f(2)dw = €7 f(£).
R

R
ii) Par intégration par parties, on a

| o= - | (<) o = icfe)
|

La propriété qui rend la transformée de Fourier utile est qu’elle est inversible. Ainsi, si on
connait les coefficients de Fourier f, on peut reconstruire f. Il faut cependant un peu moduler
ce résultat car la justification de ’existence de la transformée de Fourier inverse peut étre
délicate.
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Théoréme 2.2.3 Si f € L'(R) et f € L}(R), alors

1 R A
£0 = 5 | Fereae.
™ JR
On a donc la formule de reconstruction

FO) = 52007 = 5 | 0, e de,

La formule d’inversion décompose f comme une somme d’ondes sinusoidales e’* d’amplitudes

£(©).

R) La formule de reconstruction est une caractéristique des bases orthogonales. La base
orthonormée associée est {€?27¢!} ce qui éviterait d’avoir a ajouter la normalisation
présente dans la transformée de Fourier inverse.

Comme pour la transformée de Fourier directe, comme on suppose f e L', f est continue. On
ne sait donc pas justifier avec la théorie L' la transformée de Fourier inverse de transformée
de Fourier des fonctions discontinues. On fera donc I’extension de la transformée de Fourier a
L? pour résoudre ce probléme.

Intéréts principaux de la transformée de Fourier
e Le calcul des dérivées est simplifié puisqu’il suffit de multiplier par (i€)* dans I’espace
des fréquences.
e On peut modifier les fréquences et reconstruire une fonction.
L’autre intérét fondamental est la possibilité de simplifier I’application d’un filtre, soit encore
de manipuler plus aisément les convolutions.

Théoréme 2.2.4 Soit une fonction f € LY(R) et un filtre h € L*(R). La fonction g = hxf € L!
et

9(&) = (&) f(9).

Réciproquement, on a

FFORD)E) = 5 5 h(e).

La transformée de Fourier du filtre h s’appelle fonction de transfert.

Preuve On a
g(6) = JR e it UR f(t— u)h(u)du) dt.

Comme |f(t — u)||h(u) est intégrable sur R%, on peut appliquer le théoréme de Fubini et on
fait le changement de variable (t,u) — (v =1t — u,u)

56 = J]R JR e~ (L £ (v) h(u)dudv

_ < JR e—iuﬁh(u)du> < JR et f(v)dv) .

Extension aux dimensions supérieures L’extension aux dimensions supérieures ne pose pas
de réelles difficultés, seule la normalisation de la transformée de Fourier inverse est spécifique
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& la dimension.

FNE - [ O f@its o FUN@ = i [ OO

RD

Les propriétés énumérées précédemment restent valable en dimensions supérieures. Une
propriété spécifique aux dimensions D > 1 concerne les fonctions séparables. Par exemple, si
D =2, et f(z1,22) = g1(x1)ga(22), alors f(€1,&) = §1(€1)g2(&2). Un cas intéressant concerne
f($1,$2) _ ei(a:1+ac2).

Transformée de Fourier sur L2(R)

On a vu que la transformée de Fourier de f = 1j_y ) est f(g) = 2sinc(§). Or, fe L.
En effet, méme si S(;r * sinc(€)d¢ converge (la valeur de cette intégrale vaut m/2), elle n’est
pas absolument convergente SS_ *|sinc(€)|dé = +o0 et n’est donc pas intégrable au sens de
Lebesgue. On ne peut donc pas appliquer la transformée de Fourier inverse. Cependant, | f |2
est intégrable (on a {j [sinc(¢)[?d¢ = 7). On doit donc étendre la transformée de Fourier a
L?. Le théoréme suivant montre que le produit scalaire et la norme de L? sont invariants par
transformée de Fourier, & un facteur 27 prés. On reconnaitra les formules de Parseval et de
Plancherel.

Théoréme 2.2.5 Soit f,h € L' n L?(R), alors on a I’égalité de Parseval

_ 1 . =
| s - o [ feneas

et pour f = h, on a I’égalité de Plancherel

2 _ i A 2
| 1rora = 5- | 1f@ P,

la transformée de Fourier étant donc une (quasi) isométrie sur L.

R) En dimension D, on a

1

(fs 9>L2(RD) = WQ?’ §>L2(RD)

et
1

1f1Z2 g0y = W\\fﬂia(mm-

L’extension de la transformée de Fourier a L? se fait par densité. Si f € L?(R) mais f ¢ L'(R),
sa transformée de Fourier n’est pas calculable car f (t)e*igt n’appartient pas a L'. Elle est
donc définie comme limite de la transformée de Fourier de fonctions appartenant & L' n L2,
Comme L' n L? est dense dans L2, il existe une suite {f,}, € L' n L? qui converge vers
felL?: nlgI(}o [ fn— fllzz = 0. Comme {f,}, converge, c’est une suite de Cauchy et donc

| fn. — fp| peut étre rendue arbitrairement petite pour n et p grands. De plus, f, € L' et donc
fn est bien définie. Par Plancherel, on a

|fo = foll = V2rlfu = fol <e

et donc fn est une suite de Cauchy. Or, un espace de Hilbert est un espace complet, les
suites de Cauchy convergent vers un élément de cet espace. Dong, il existe f € L? tel que
lim | f, — f| = 0. Par définition, f est la transformée de Fourier de f.

n—0oo
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m Exemple 2.8 — Filtre passe bas idéal. Nous avons vu que la transformée de Fourier facilite
I’application d’un filtre en transformant une convolution en produit dans I’espace des fréquences.
Supposons que 'on souhaite ne laisser passer que les basses fréquences d’un signal, il suffit
pour cela de multiplier une fonction f par h = 1_z, ) dans l'espace des fréquences f (5)%({)
L’opération dans I'espace du temps est f * h et existence de h est justifiée par la théorie L2
|

Transformée de Fourier d’un Dirac

Un Dirac n’appartient ni & L', ni a L?. Il est nécessaire d’étendre la transformée de Fourier
aux distributions tempérées (hors programme : voir programme de master). On suppose que
cette théorie est valide pour justifier les calculs suivants. Comme e %* = 1 en ¢t = 0, on a

= J S(t)e ®tdt = 1.
R

Comme 7o f (&) = e_qa(€)f(€), le translaté d’un Dirac a comme transformée de Fourier
dal€) = e,

Réciproquement, la transformée de Fourier inverse d’un Dirac est
ag—1 1 i€t 1
F(0)(t) = 5= | 0(&e™dE = ——,
27 R 2T

de sorte que Z (1) = 274(§).
On définit le peigne de Dirac comme étant la somme de Dirac translatés c(t) = >, _, 0(t —
nT') qui permet d’échantillonner uniformément les signaux analogiques car

JR c(ptydt = 3 o(nT).

nez

On a ¢(§) = Z e inTe,

nez

Théoréme 2.2.6 — Formule de Poisson. On a (au sens des distributions)

Ze—mTE 271—256_@

neZ keZ

Cette formule (que nous reverrons) indique que ¢ est aussi un peigne de Dirac en fréquence
d’espacement 27 /T

c(t) &(&)
F
971
> ~ ‘ e g
T 2r/T

On peut dorénavant calculer la transformée de Fourier d’un sinus ou d’un cosinus. FEn effet,
cela était impossible jusqu’alors car ni un sinus, ni un cosinus n’appartiennent a L?(R). Ce
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calcul est & faire au sens des distributions.

cos(§) = JR e cos(t) dt

_ J e—itf eit + e—it o
R 2

1f e MED gt + L f e~ MERD) gy
2 Jr R

2
- % (FA)(E-1) + F1)(E+1))
= 71'((51 +5—1)‘

2.2.3 Propriétés
Régularité et décroissance
On a vu par le théoréme de Riemann-Lebesgue que lim¢| o f(&) =0pour feL'. Ona
en fait que le taux de décroissance quand |£| — oo est lié a la régularité de f.

Proposition 2.2.7 Une fonction f est bornée avec des dérivées jusqu’a 'ordre p continues et
bornées si

JR 17(6)(1 + |¢P)de < +oo.

o~

Idées de preuve On sait que f(*)(&) = (i€)* f(€) et donc

1 . N 3
£90) < 5 [ o)A ag
™ JR
<C [ JelAepettds < oo
R
et donc |f*)| est bornée. [ |
Cette proposition montre que si il existe K et € > 0 tel que
K

FAGIES 11|
alors f € CP.

mExemple 2.9 1. Considérons la fonction indicatrice de I'intervalle [~1,1], f = 1j_q 1.
Cette fonction est discontinue et sa transformée de Fourier est donnée par f(€) = sinc(€).
Ainsi, |f| est équivalente & |£71| pour |¢| — 4c0. Ainsi, il n’existe aucun p € N pour
vérifier les hypotheses de la proposition 2.2.7.

2. Considérons maintenant g = f % f. La fonction g vérifie donc

1+x/2, —2<z<0,
glx) =% 1—2/2, 0<xz<2
0, sinon.

C’est donc une fonction continue. On calcule aisément sa transformée de Fourier par
§(8) = f2(€) = sinc®(€). Ainsi, § est équivalente a |€~2| pour |€| — +0c0. La propositon
est donc vérifiée pour p = 0 et la fonction g est continue et bornée.

3. On a immédiatement en continuant ce procédé que h = f * f * f est de classe C! car
|h| se comporte comme |€73| en |¢] — +00.

R) La propositon 2.2.7 est & la base de la définition des espaces de Sobolev.
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Principe d’incertitude de Heisenberg

On se pose la question de savoir si une fonction peut étre a la fois localisée en espace et
en fréquence (ce qui correspond & une localisation de sa transformée de Fourier). On a vu que
57 (€) = e7"¢ et donc 60 = 1. Or un Dirac a un support trés localisé en temps puisqu’il est
réduit & un point, mais par contre, le support devient infini en fréquence. Réciproquement,
si f(t) =1, alors f(f) = 2md0(£). On a donc une compétition entre localisation spatiale et
localisation fréquentielle : une bi-localisation est limitée. Ainsi, une concentration dans un
domaine va conduire & un étalement dans 'autre : le produit des étalements est minoré.
Pour définir la localisation, on fait intervenir la fonction densité de probabilité

b
Pla<g(t) <b) = f g(t)dt si JRg(t)dt = 1.

Les quantités importantes sont

Moyenne py =E(g) = f g(t)dt,

Variance 03 E[(g— ug] Sp(t — 1g)?g(t)dt,

plus la variance sera grande, plus grand sera 1’étalement. Cependant, un signal n’est pas
nécessairement de masse 1. Par contre, on sait que | f[3 = {3 |f(t)|?dt et donc

f ()
I£11?

On adapte donc les définitions de moyenne et variance en choisissant g = |f|?/|f|? pour
définir la moyenne et la variance temporelles

(0 s N0
= | gt e ot = [ 6—

= Exemple 2.10 e Soit b(t) = 1[_1/9,1/9, alors p; = 0 et o7 = 1/12.
1 sint

N

94\ /4
e La gaussienne g (t) = (a) e~ a pour moyenne et variance p; = 0 et o2 =1/(4a).
T

décroit comme 1/[t|? et 07 = +o0.

e Soit sinc (t) = alors [sinc(t)|?

Concernant ’étalement en fréquence, par Parseval, on sait

[ 1F @ =17 @ = 2nis f2|f e

et donc on définit

~ 2 A
'uf::ng‘f(g)‘ d¢ et UJ%ZJR@_HJCF |f (&) ]?

2r | f? 2r | £
5 20\"" [T _e2/aa) :
m Exemple 2.11 On a §(¢§) = [ — —e et donc les moyenne et écart-type sont
T e
donnés par py = 0 et JJ% = « de sorte que atzo']% =1/4. L]

L’égalité précédente n’est valable que pour les gaussiennes. On a en fait le résultat donnant
le principe d’incertitude de Heisenberg
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Théoréme 2.2.8 — Incertitude de Heisenberg. Soit f € L?(R), alors le produit de ses
étalements temporels et fréquentiels est minoré par

1

Vv

2 2
O'tO'f

La borne inférieure est atteinte pour les gaussiennes.

On peut représenter cette incertitude par des boites de Heisenberg dans le plan temps-
fréquence : ce sont des boites centrées en (ju, pf) qui s’étendent sur le domaine rectangulaire
(20¢,20¢), aire de la boite étant d’au moins de 2 (voir Figure 2.1).

NG l
R 200
20,
i Mt t
f()]?

FIGURE 2.1 — Boites de Heisenberg

L’effet d’un shift en temps ou en fréquence est aisément identifiable avec les boites
de Heisenberg comme on l'identifie sur la figure 2.2. Les nouvelles fonctions sont pour un shift
en temps g(t) = f(t — to) et §(€) = e~ £(£), et pour un shift en fréquence g(t) = €0t f(t)

A

et g(§) = f(§ = &o)-

917 ['€ : : 3 :
It AN Y S IS A B it i S
| | 9(6)P? |
1 | I T
L e ttot L 2
1g(t)? lg(t)[?
Shift en temps Shift en fréquence

FIGURE 2.2 — Boites de Heisenberg

Observons maintenant 'effet d’'un changement d’échelle (cf. Fig. 2.3) ou on définit
g(t) = vaf(at), a > 0. On sait que si g(t) = f(t/s), alors g(§) = |s|f(s§). Ici, s = 1/a de
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sorte que

On remarque que ce changement d’échelle laisse la norme L? invariante. En effet

la]? = fRa!f(at)Pdt - fR F@)Pdy = 1P

ou on a fait le changement de variable y = at.

3 | |
IaCAN Y S
3 20¢/a
kqﬁff,,,;,,,,,,], | 2007
9(&)1? i i
e t

FIGURE 2.3 — Boites de Heisenberg et changement d’échelle

Comme on le voit sur ces figures, un shift (décalage) ou un changement d’échelle ne modifie
pas 'aire des boites de Heisenberg : compresser un signal dans un domaine I’étire dans ’autre.

En conclusion, on peut résumer ces différents effets dans le tableau 2.1

Fonction | Moy. temps | Etal. temps Fourier Moy. Fréq | Etal. Fréq
f(@) it o f(€) 1f of

f(t — to) ue + o Ot eiitogf(g) Hy of

el f(t) it o fe=&) | nr+é of

Vaf(at) pe/a at/a ﬁf(%) apf aof

TABLE 2.1 — Effet des shifts et changement d’échelle




3.1

3.1.1

On a vu que l'enregistrement de sources sonores (signal) ou d’images se faisait a partir
d’échantillons obtenus par I’échantillonnage d’un signal (resp. image) analogique. Les questions
que 'on peut se poser sont :

e peut-on reconstruire un signal & partir d’un échantillonnage ?
e quel est 'effet de la transformée de Fourier ?

Echqnﬁllonnage des signaux analogiques

La méthode la plus simple pour discrétiser un signal consiste a enregistrer ses valeurs
{f(ns)}nez & intervalle de s. Une approximation de f(¢) & n’importe quel instant ¢ € R peut
étre obtenue en interpolant ces échantillons grace aux résultats qui suivent.

Théoréme d’échantillonnage de Shannon-Whittaker

Un signal discret peut étre représenté comme une somme de Dirac. A I'échantillon f(ns),
on associe un Dirac f(ns)d(t — ns) localisé en t = ns. Un échantillonnage correspond donc
a fqg= Z f(ns)d(t —ns). Or, Z(6(t — ns) = e~ et donc fd(i) = Z f(ns)e~™. Pour

nez nez
calculer f(t) a partir de ses échantillons f(ns), on fait le lien entre fet fd

Théoréme 3.1.1 Soit f une fonction et fy son échantillonnage fg = >, ., f(ns)o(t —ns) de

pas s. Alors,
2k7r
Z fle——

keZ

Preuve D’aprés la définition d un Dirac (non nul seulement en ¢t = ns), on a f(ns)dé(t —ns) =
f(t)d(t—ns) et donc fq(t) Z 0(t—mns) = f(t)c(t), ou c(t) est le peigne de Dirac. Ainsi,

neZ
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On sait par la formule de Poisson que

Zag—@).

keZ

Comme f * ¢ —w) = f(f —w), on a le résultat. [ |

Ainsi, ce théoréme montre que ’échantillonnage de f a intervalles de s rend sa transformée
de Fourier 27/s périodique en sommant ses translatés f(& — 27k/s). En effet,

Fae =Ty = 23 fe - -2 < fuge.

On en déduit le théoréme

Théoréme 3.1.2 — Shannon-Whittaker. Si le support de f est inclus dans [—7 /s, 7/s] (27 /s
périodique), alors

sin(wt/s)'

= > f(ns)ds(t —ns), avec ¢s(t) = 2 mt/s

nez

Preuve Si n # 0, suppf(§ — n7/s) n’intersecte par suppf(f) car f(é’) = 0 pour [{| > /s (par
hypothése du théoréme). Ainsi, en utilisant le théoréme précédent, on a
~o O
Fue =18 i<

T
s s
soit encore f(&) = sfd( ) si €] < 7/s.
Or, on a vu que qﬁs = sl{_n/sn/s] €6 comme suppf € [—m/s,7/s], f(€) = psfa(€). Par
transformée de Fourier inverse, on obtient

F(£) = ¢s * fa(t)
= ¢sx Y. f(ns)d(t —ns)

nez
= D, F(n8)¢u(t = ns)
nez

|

Il semble donc que ’on puisse reconstruire f tout entier en n’importe quel point sous la

condition que suppf < [—7/s,7/s], ce qui garantit que f n’a pas de fortes variations entre

deux échantillons car un spectre borné implique de la régularité de f.

Soit f un signal et sa transformée de Fourier

L O A f(f)

N

h‘:]_
SER
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L’échantillonnage uniforme du signal f rend sa transformée de Fourier périodique.

IRL p fa(€)

[ 111y , 4L N\

Y

| |
- ¢ 37 _m m 37
S s s s s
Echantillonnage uniforme Transformée de Fourier périodisée
On construit un filtre idéal passe-bas.
| &® b 6s(6)
1
0 t
—3s s 3s m s - <
s s
Filtre Fonction de transfert
Le filtrage par le filtre passe-bas permet de reconstruire le signal
b frd®  fa()os(8)
\ /N -
N\ zl il
s s

3.1.2 Aliasing

Dans la pratique, on ne peut pas connaitre une infinité d’échantillons (ce qui est nécessaire
pour pouvoir appliquer le théoréme) et/ou supp f & [—7/s,m/s]. Le théoréme n’est donc plus
applicable et si on utilise la formule de Shannon ci-dessus, on engendre une erreur qui fabrique
une fonction différente de f. Analysons cette erreur.
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Supposons que suppf ¢ [—7/s,7/s]. 1l existe donc au moins un k tel que suppf(§ —
omk/s) nsuppf(€) # @. Ce repliement des composantes de haute fréquence ¢ > 7/s sur
un intervalle a basse fréquence || < m/s s’appelle aliasing. En présence d’aliasing, le signal
interpolé

s * fa(t) = s x Y f(ns)d(t — ns)

neZ

a pour transformée de Fourier

05 Fa(€) = $Fa€) /s /s (€) = Lon/sn/s)(6) Y. F(€ — 2km/s)

keZ
qui peut étre complétement différent de f(£) sur Vintervalle [—m/s, 7/s] et donc le signal
¢s * fa(t) peut étre une approximation de mauvaise qualité de f. Le terme Y}, ., f(§ —2kn/s)
qu’on ameéne dans lintervalle [—7/s,m/s] des fréquences qui viennent d’en dehors de cet

intervalle : il y a donc bien repliement des hautes fréquences sur [—m/s, 7/s].

Soit f un signal et sa transformée de Fourier a support plus grand que |£] < 7/s.

W0 WG

J\/\ N, ,

Ly VU .

w|ly
vy +

L’échantillonnage uniforme du signal f introduit un aliasing produit par un overlapping de
f(& —2km/s) pour différent k.

) 1. A fa(€)

_ 3w -

’ / \ \
/ N\ / N AN
’ \\/ \
I I //\ // \\
| [ = ~_1 |
° L Ny T T I f = 5

- l K
N

Echantillonnage uniforme Transformée de Fourier avec aliasing

Le filtrage par le filtre passe-bas crée un signal basse fréquence différent du signal originel f.
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A frb D 4 fa(€)os(€)

AR/AWNE
WY,

I
e

m Exemple 3.1 Considérons une oscillation haute fréquence

ei&ot + e—ifot

f(t) = cos(&ot) = 5

donc la transformée de Fourier est f(€) = m(8(& — &) + 6(€ + &). Le signal reconstruit par la
formule de Poisson est donc

D5 Fal€) = TU{_n/s.m/s)(€) D (8(€ — 0 — 27h/s) + 6(€ + & — 27k/s).

keZ

Si on suppose que &y €]|m/s,2m/s[, on a le repliement du spectre représenté sur la figure 3.1

FIGURE 3.1 — Repliement de fréquences

d'ott gy fu(€) = m(8(€ — &9 — 27/3) + 6(€ + & — 27/s) et donc

vt = (2 ) 1)
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i

—27T _

FIGURE 3.2 — f (bleu) et fq* ¢s (rouge)

L’aliasing rameéne donc la haute fréquence &y (€| > 7/s) a une fréquence plus basse
21/s — &y € [—7/s,m/s] d’out un repliement de fréquences. "

Comment procéder pour supprimer l'aliasing? Afin de le supprimer (ou tout du moins

latténuer), il faut approcher f par le signal le plus proche f dont la transformée de Fourier a
son support dans [—7/s, 7/s]. On cherche donc & minimiser la distance de f & f. La formule
de Plancherel donne

If—fP = fv )= f(6)[2de

= Z 2d A B 2 2d
o (Lbﬂ/s’f (&) = flOF e +L|@/s!f(£) o) 5)

1 ) 1 ) -
1 o L .
o WLGIKe s IR GRS (G

car supp f c [—7/s,m/s]. La distance est minimale lorsque la seconde intégrale est nulle. On

demande donc que

soit encore

F(©) = FON njsmsal() = <00 F(©)
ce qui correspond a f(t) = %f x g (t).

Ainsi, le filtrage de f par ¢5 empéche I'aliasing en supprimant toutes les fréquences supé-
rieures a m/s. Comme supp fc [—7/s,7/s], on peut appliquer le théoréme d’échantillonnage
et donc on récupére f(t) a partir des échantillons f(ns).

Un convertisseur analogique-numérique est donc composé d’un filtre qui limite les fréquences
a la bande [—7/s, 7/s] et suivi par un échantillonnage uniforme.

3.1.3 Echantillonnage général

La lecture de ce paragraphe n’est pas nécessaire dans un premier temps.
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Le théoréme de Shannon-Whittaker est un exemple particulier de conversion analogique-
numérique. Il existe d’autre conversion.

On veut en fait trouver une approximation stable de f € L?(R) a partir d’un filtrage et
d’un échantillonnage uniforme qui donne {f * ¢4(ns)}nez pour un filtre réel ¢4 soit

[ # Ba(ns) = fR F(O)Ga(ns — t)dt = (F(£), dalt — ns))p2

olt on a défini ¢(t) = ¢s(—t). Les échantillons peuvent donc étre construits par un produit
scalaire.

Considérons U, l'espace d’approximation Vect{¢s(t — ns)}. L’approximation feU, qui
minimise la distance |f — f|| 2 est la projection orthogonale de f sur U,. Le calcul de cette
projection orthogonale est stable (possible) si {¢s(t — ns)}nez est une base de Riesz de U,
puisque dans ce cas 14, on a un produit scalaire qui satisfait une équivalence d’énergie. Le
théoréme d’échantillonnage généralisé suivant donne la projection orthogonale sur U

Théoréme 3.1.3 Soit {¢s(t — n5)}nez une base de Riesz de U; et ¢5(t) = ¢s(—t). 1 existe
une base biorthogonale {¢s(t — ns)}nez de Us telle que

Vfe L*(R), Py, f( 2 [ # ¢s(ns)gs(t — ns).

nez

Si on écrit le signal discret fg(t) = Z f * ¢5(ns)é(t — ns), alors la projection orthogonale
nez
Py, (f) peut étre écrite comme un filtre analogique de fj :

Py, f(t) = fa* &s(t).

o Si f e Us, alors Py, f = f et donc f est reconstruite en filtrant le signal discret
d’échantillons {f # ¢s(ns)Inez avec le filtre analogique @(t).
o Si f ¢ Us, alors Py, f est la meilleure approximation de f dans Us.
Le théoréme suivant caractérise les filtres ¢ qui générent une base de Riesz.

Théoréme 3.1.4 Un filtre ¢, génére une base de Riesz {¢s(t —ns)}nez de Us si et seulement
si 3B = A > 0 telles que Y¢ € [0, 27/s],

2k
2\¢sf—ir <B.

keZ
La base biorthogonale {g;(t — n8) }nez est définie par le filtre dual b5 qui vérifie

= 5 s (£)
¢s = — .
2 Dkez |0s(€ — 2km/s)|?

Ce théoréme donne une condition nécessaire et suffisante sur le filtre passe base ¢4(t) = ¢4(—t)
pour obtenir une approximation stable & partir d’'un échantillonnage uniforme de pas s. Pour
différents pas s, le filtre ¢4 peut étre obtenu en dilatant un filtre ¢4(t) = s~1/24(t/s) et donc
@(5 ) = s12¢(s€). La condition nécessaire et suffisante de base de Riesz est donc satisfaite si
et seulement si

vee[-mal, A< |bs(€—2km)? < B.

keZ

Quand A = B =1, la base de Riesz est orthonormée et on a donc
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Corollaire 3.1.5 La famille {¢s(t — ns)},ez est une base orthonormée de Us avec ¢4(t) =
s712¢(t/s) si et seulement si V¢ € [0, 27]

3 (s (€ — 2km)|? =

keZ

et le filtre dual est 5; = ¢s.

Le théoréme de Shannon-Whittaker est donc un cas particulier ou le filtre passe bas est un
sinus cardinal ¢4(t) = s"/2sinc(mt/s) et {¢s(t — ns)}nez forme un base orthonormée de U
de fonctions dont les transformées de Fourier ont un support dans [—7/s,7/s] et si f € Us,

f(ns) = s712f % ¢(ns).

Fourier et les signaux discrets

Série de Fourier
On a vu qu’aprés échantillonnage uniforme de pas s, fg = Z f(ns)d(t —ns) et fd(g) =

nez
Z f(ns)e™™¢. Si s = 1, alors la collection {f(ns)}nez est une suite {fnlnez et fq =
nez
2 f(n)d(t — n), soit par suite fd Z f(n € qui est une série de Fourier. La sé-

neZ neZ
rie de Fourier est donc un cas particulier de transformée de Fourier pour des fonctions qui

sont des sommes de Dirac.

Pour n € Z, e~ est de période 27 et par conséquent, les séries de Fourier sont de période
27. Une fonction 27m-périodique peut étre caractérisée par sa restriction a [—m, 7]. On considére
les fonctions f € L?([—m,7]. On a vu que la famille des {e~%*%};cz est une base orthonormée
de L?([—7, 7] et donc toute fonction de L?([—n, 7] peut s’écrire comme une série de Fourier.

Ainsi, si (fn)nez € (2(Z), alors la série de Fourier f(£) = Z frne” ™ peut s'interpréter

neZ
comme la décomposition de f € L2([—,7]) sur une base orthonormée. Les coefficients f,
peuvent donc s’écrire

fu= GO = o [ fletnas

et on a l'identité de Plancherel

s

D P =117 = | (©)[Pde.
neZ -
@ L’identité f (&) = ez fne™ ™™ n'est pas une identité ponctuelle mais s’entend au sens de

la convergence en moyenne

lim [ £(¢) Z frem™| = 0.

N [e'e]
—+ [

Signaux finis

Jusqu’ici, on a considéré un nombre infini d’échantillons (f,,)nez. En pratique, on ne connait
qu'un nombre N fini d’échantillons 0 < n < N — 1. Il faut donc redéfinir les convolutions
(effets de bords en 0 et N — 1) et les transformées de Fourier.
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Convolutions circulaires
Soit ( fn) et (hy) définies pour 0 < n < N — 1. Si on souhaite calculer la convolution

( f= h 2 fp n—p, il faut connaitre frn et hy au dela de 0 < n < N — 1. On fait le choix
p=—00
d’étendre ces suites par périodisation sur N échantillons

fo=Fany €t P = hya

La convolution circulaire de (fy,) et de (h,) de période N est la somme restreinte a leur
période

N-1 N-1 3
(f@®hn =D fohnyp= D faphy.
p=0

p=0
C’est un signal de période V.

Transformée de Fourier discréte

L’espace des signaux périodiques de période N est un espace euclidien de dimension N,
muni du produit scalaire

N-1
oy =D fagi
n=0

On a le théoréme suivant qui montre que tout signal périodique de période N de décompose
comme une somme de sinusoides discrétes.

2mkn
N

Théoréme 3.2.1 La famille {ekm = exp (z ) } est une base orthogonale de 1'es-
0<k<N

pace des signaux de période V.

On peut donc décomposer f de période N

Z <f7 6n|z en.

(e

Définition 3.2.1 La transformée de Fourier discréte de f (DFT : Discrete Fourier Transform
en anglais) est

2ﬁkn
fk_<f>ekn>—2fn , 0<k<N-1.

n=0

Comme |eg,|? = N, on a la transformée inverse

On a par orthogonalité la formule de Plancherel

N-1 1 N-1
2 2 n
IFI% = 20 1al* = 5 D0 IFal?
n=0 k=0

Théoréme 3.2.2 Si (f,) et (hy) sont de période N, la DFT de g = f ® h vaut gy = frhy.
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Cette formule est particuliérement intéressante car elle permet un calcul rapide d’'une convolu-
tion
Preuve

N—
(f®h), = D) (f@h), e F"*

n=0
N—1N-1

_ fn phpe z%nk
n=0 p=0
N—1N-1

_ fn phpe—zwnk —i2 ~ (Pk—pk)
n=0 p=0
N—-1N-1

_ fn_phpefz—(n p)k —iZr ~ Pk
n=0 p=0
N-1

_ hpefz—pk Z fn e 121\1 n—p)k
p=0
N—l N-1-p

=Y b Y i
p=0 l=—p

Or, fy est périodique de période N. Il en est de méme pour eIk qui est elle aussi périodique

en ¢ & k fixé de période N. On a vu que la somme d’une suite périodique ne dépend pas de la
période sur laquelle on fait la somme. Ainsi

N—1-p

N-1
Z fee—i%”kéz 2 fée—i%”ké
=0

{=—p

et donc

F@h, = Zhe NPkage L

=0

Proposition 3.2.3 Soit (f,) et (gn) deux suites de réels avec 0 < n < N — 1. Alors

]\7—1T N— N-1 R N-1
Z k.é;c 2 ngn et Z ’fk‘QZN Z fg
k=0 n=0 k=0 n=0

Preuve Soit (h,,) la suite définie par h, = f_,. Alors

N-1
hk _ hne—z ~ kn
n=0
N—-1
_ f e—i%"kn
- —n
n=0
0
L9, ) : FIRENSP
= Z fee! N Pargument est une suite périodique
{=1-N
N—-1
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Par suite,
N—l7 N—IA
> Fede = Y. hwdi
k=0 k=0
N-1
= (h®g),
k=0
N— 1
z%rko
k:O
=N (h®g),, par DFT inverse
N— N-1
=N Z ho—ngn = N Z Indn-
n=0 n=0

Nous pouvons prouver que la formule donnant la transformée inverse de Fourier discréte
redonne bien le signal (f,,). Pour cela, on a

1 N-1 P 1 N-1 /N-1 ) )
N fkezW"kn N (Z f e szp> ezﬁkn
k=0 k=0 \p=0
| N=1 Na1
= N fp ei k(p TL)
p=0 k=0
N-1 &
Etudions la somme Z e N klp—n)
k=0
N-1
Casp=n Z 1=N
k=0
Cas p#n
N-1 N-1 N
Z (ei%”(p—n))k - Jolza
k=0 k=0 1-a
1 e—i27r(p n)

1—a
car p —n € Z*.
Donc, le seul cas p = n donne une somme non nulle et ainsi

R 1
¥ 2 fee T = SN = o
k=0

La DFT peut étre définie sur Z car on peut la perlodlser En effet, comme e —iffkm
e 2NN peZ et e 2™ = 1 Vp,meZ, on a fk+pN = fk et donc fk = f_k pour la

suite perlodlsee. On peut donc représenter la DFT sur n’importe quelle période. On choisit

I'intervalle —N/2 < k < N/2 — 1 pour fr qui est symétrique par rapport a 0.

Concernant les dimensions supérieures et en particulier les images, la DFT devient

N—-1N-1

wkl— 2 Z Wm,n€ ZN km-‘rln)’ (kal)e{07 7N_1}27

m=0 n=0
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et

N—1N-—
1
Wmn = m kz_: Z Wk 1€ N(km+ln) (m,n) c {0’ - ,N _ 1}2‘

3.2.3 Latransformée de Fourier rapide

Pour un signal & N échantillons, le calcul direct des N sommes de Fourier discrétes

N-1

fk:ane_i%rkna 0<k<N—1
n=0

nécessite N2 additions et multiplications complexes (N pour chaque somme et N sommes).
Si N est grand, ou que l'on traite des images 2D (auquel cas N devient N?2), alors le coiit
calcul devient énorme.

De nombreux chercheurs ont étudié la possibilité de réduire le cofit et ¢’est Cooley et Tukey
qui ont donné un algorithme célébre pour le cas des signaux dont le nombre d’échantillons N
est une puissance de 2. C’est la Fast Fourier Transform (FFT) qui réduit le coit a O(NlogN).

Commencons par quelques manipulations algébriques et supposons N = 2#. On a

. _i2m o N-1
Si on note wy = e~ 'V, on peut réécrire f, = >, fnwf\}l de sorte que

~ N-1)k
fk=f0w9v+f1w?v+f2w12\f+"'+fN—2wz(v +f —lwgv "

e Comme N est pair (c’est une puissance de 2), N — 1 est impair et N = 2p.

e On a vu que on peut assimiler les fk & une suite périodique de période N et donc étudier
cette suite sur —N/2 < k < N/2 — 1 ce qui revient a regarder 0 < k < N/2 — 1 puis
N/2<k<N-1.

Supposons donc pour commencer que 0 < k < N/2 — 1, soit encore 0 < k <p— 1.

-~ . . . N— 2
fr = fowd + fiwh + f2w2k “+ fno zwgv "+ fn —1wN

p—1
ok (2n+1)k
= Z f2nw o+ Z f2n+lw
n=0

~1)k

p—1 p—l
2nk nk
= Z anW r +WN Z f2n+1wN .
n=0 n=0

Ol“ w2nk —Z—an —iﬁ—%nk

_ ’
e =e wN/2 d’ou

p—1 p—1
N k k k
fk = Z anWKI/Q + wn 2 f2n+1w§{//2

Z f2n w +WNZ f2n+1 Wp )

pair n= 0 impair
f n

_—

etdoncﬁ;z pa1r+ Nflmpalr O<k<p—1
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Examinons maintenant le cas N/2 < k < N — 1, soit encore p < k < 2p — 1, ou encore si

onpose k=N/2+0,0<{<p-—1.

~ ~ n(Y+e
fe="Fy = fan(2 )
n=0
p1 N N
2n(5-+4) 2n+1)(5+2£
= Z f2an 2 + 2 f2n+1w (2 )
n=0

Il est possible de simplifier cette expression en constatant que
[ ]

2n(N/2+L _92m N — _92m
]\?( /-‘r):e 25 2n(5+40) _ e 2mn e 2N2n€:w]2\?€7
=1, VneZ

w](\?n+1)(N/2+€) _ wjz\;@(zv/ue)wjz\\fr/uz

et on a vu que w?\?g = wy /2 Ainsi

p—1 p—1
N nt ¢ nt
f%_M = Z fan/z — Wy Z f2n+1WN/2
n=0

fpalr . 1mpa1r
)4

Au final, on a pour 0 < k< N/2—1ouencore 0 <k<p-—1

—_

palr impair
fk - f k ’
p ir k mr

Fjein = —WN g

—

Les nouvelles suites fpalr et fi
pair. En effet,

impair . 212 . .
pmpa sont des suites dont le nombre d’éléments mis en jeu est

N
N =2 et p:§:2“*1.

On peut donc ré-appliquer les deux relations jusqu’a ce que p = 1. A ce moment &

fo=fo

p—1
k
car Z Frw = fou = fo.
n=1
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m Exemple 3.2 Décomposition par FFT d’un vecteur de longueur 8

longueur 8 fo fi fo fz fa f5 fo fr

/>N

2xlongueur 4 fo fo fa fe f1 fs fs f7
| | | I | |
F S A E S £ S 1 O F A i
dxlongueur 2 fo fo fi f3 fo fo fi f3
NS £ 1 A ¢ SR E N 1

8xlongueur 1 fo f1 fo f1 Jo fi Jo h

On peut donc construire 1'algorithme récursif de la FFT.

Algorithm 1: Algorithme de la FFT
Entrée: f : signal de taille N (puissance de 2)
Sortie : f : taille N (puissance de 2)
si N =1 alors

‘ return fo = fo;

sinon
p=N/2;
extraire les parties paires et impaires de (f,)o<n<N-—1;
calculer les (f2™ )o<n<p—1 €t (fa T )o<n<p—1 par algo. FFT;

pour k=0 a N/2 — 1 faire

fk _ flgair + efi%kf]icmpair;

—_ o —

. . I —
Injere = fi 0 — e IR
fin

fin

On peut montrer que le cotit de cet algorithme est O(NlogN) « O(N?).

Calcul de la DFT inverse

On définit
-1
DFT(fn) =Jk = fnwje\fn
n=0
et
. 1 =1,
IDFT(fy) i= fo = 1 ) fei™”
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On a donc

DFT(f,) Fawkn

I
3

(S
=2

I
VRS
2
Il |
=} —
>
&
= |
g
N~

d’out

IDFT(f,) = %DFT(E).

Extension au calcul de la FFT 2D
Soit (Wmn)o<m<n—1 une image. On a vu

N-1 )
_92m
W = Z Win,n 257 (km+£n)
m,n=0
N-1 N-1
_92m —92m
_ Z 2 e 257 (€n) e 2N(km+)‘

m=0 n=0

>

DFT du signal 1D (wpm n)o<n<n—1

N-1
DFT du signal 1D ( Y wmme ¥ ™)ocmen-1

n=0

Donc, pour faire une FFT 2D pour les indices (k,£), on enchaine deux FFT 1D.

Algorithm 2: Algorithme de la FFT 2D

Entrée:image w de taille N x N (N puissance de 2)
Sortie : 4 : taille N x N (N puissance de 2)
pour m =0 a N — 1 faire

extraire la ligne (W, n)o<n<n—1 (signal 1D);
calcul la FFT 1D de ce signal ;

ranger cette FFT a la ligne m d’une image temporaire (v, ¢)o<e<nN—1;
fin

pour n =0 a N — 1 faire

extraire la colonne (v, ¢)o<m<n—1 (signal 1D);
calcul la FFT 1D de ce signal ;

ranger cette FFT & la colonne ¢ de w;

fin
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Sous-échantillonnage

On a vu que la transformée de Fourier d’un peigne de Dirac ¢(t) = Z 0(t —nT) était

neZ
donnée par la formule de Poisson

27Tk
e 2t
keZ
Cette formule intervient pour le sous échantillonnage de rapport K des suites finies

Proposition 3.2.4 — Formule de Poisson. Soit (f,)o<n<ixn—1 une suite de réels. On note u
le sous échantillonnage de rapport K : u, = fxn, 0 <n < N —1. On a alors

K-1
. 1 ;
U = — k+4{N
K
=0
Preuve
N—-1 ) N-1 )
ak Z ” e—zﬁkn _ Z fKne—szn
n=0 n=0

soit encore

~ 1 P 427 (L
YT KN D fp D et (3.1)
p=0 n=0
o Sip=k+jN,jel,
N-1 N-1
Z e (k—p)n _ Z ei27r]n Z 1=
n=0 n=0

e Sinon, en posant a = e —i % (k— p),
N-1 B
1—a —e
20" = = — 0.
l-a 1—a
n=0

D’ou la somme )} "~ ~ (k=P)" ne donne des termes non nuls dans I'équation (3.1) que
quandpestdelaformepzk‘+€N,er. Comme 0 <K p<KN-1,0</¢{<K-—-1letilya
K multiples de N dans {0,--- , KN — 1}, donc

N1—7,

1 K-1
Uk = 7737 Z N frren

ce qui conclut la preuve. |

Ce théoréme donne une nouvelle vision sur ’aliasing qu’on avait vu pour des signaux
discrets (provenant d’un échantillonnage) & nombre infini de termes. En effet, il indique que
le coefficient de Fourier du signal sous-échantillonné que I’on mesure est en fait la somme de
plusieurs coefficients de Fourier de la fonction de départ. On appelle les fréquences en k + ¢V,
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qui modifie la vraie valeur de uy, les alias.

Comme on I’a vu pour les signaux & étendue infinie (n € Z), on peut supprimer (du moins
limiter) l'aliasing en effectuant une convolution avec '’échantillonnage. Il faut bien choisir le
filtre A pour qu’il annule les alias : la convolution donne une multiplication en Fourier. On
choisit donc hy, = 0 (ou proche de 0) dés que k est un alias.

Pour les images (tm n)o<mn<N—1 sous échantillonnage de (fm.n)o<mn<ixn—1, la formule

devient
K-1K-1

. 1 2
Ukj = 373 Z Z Jh+01N j+05N -

£1=0/¢2=0

3.2.5 Le théoreme de Shannon pour les suites finies

Nous avons vu que le théoréme de Shannon qui permet de reconstruire un signal analogique
dont le support de la transformée de Fourier est compact & partir de la version échantillonnée
de ce signal. Nous présentons maintenant le résultat sur des suites discrétes. On suppose que
N est pair.

Proposition 3.2.5 — Shannon. Soit (fn)o<n<kN—1, fn € R, ¥n. On suppose que (f,) est &
bande limitée, c’est a dire fi, = 0 pour k jn{—N/2+1,--- , N/2—1}. On note (un)o<n<nN—1

le sous échantillonnage de f,, soit u, = fx,. On a alors pour tout n € {0,--- , KN — 1}
N—1
= Z UpSinCy_ Kp
p=0

ou sinc est le sinus cardinal discret défini pour m e {—KN/2 +1,--- ,KN/2 — 1} par

. <(N71)7r )
1 8in (e m
N sin (%) ’
N -1 .
_ sinon.

N

sim # 0,
sinc,, =

Ce résultat indique que 'on peut reconstruire un signal & bande limitée & partir d’une version
sous échantillonnée de ce signal.






4.1

La transformée de Fourier est obtenue en corrélant f avec une sinusoide (complexe) e =%,
Comme le support de e %! couvre tout 'axe réel, f (&) dépend de f a tous les instants ¢ € R
(et donc, y compris dans le futur pour un signal). On brasse donc toutes les informations et
on oublie les propriétés locales. Ainsi, toute information temporelle est perdue (fréquence
locale, ordre des notes dans un morceau de musique, ...).

On introduit donc dans ce chapitre des outils pour obtenir des informations a la fois en
fréquence mais aussi en temps.

La transformée de Fourier a fenétre

Si on veut des informations temporelles, il faut localiser la fonction de modulation e~ %,
Pour cela, on utilise une fonction auxiliaire g(¢) € L?(R) localisée, symétrique (paire), normalisé
lgll =1 et qu’on va translater en temps (cf. U'effet d’une translation en temps sur des boites
de Heisenberg). On remplace e %! dans la formule de la transformée de Fourier par ’atome
temps-fréquence

Gue(t) = gt —u)e™, wu,&eR2

Alors, on définit la transformée de Fourier & fenétre par

SF(u.€) = (frgue) = fR (gt — upei€at.

La transformée de Fourier a fenétre dépend de deux parameétres qui engendre une redondance
d’informations : {g(u, &)} est une famille redondante génératrice et constitue une frame de
L2(R).

= Exemple 4.1 o Li_apa/2(t) et f(£)g(t —u) = f(t)L[_as2,a/2)(t —u), alors
Sf(u,§) = F (f(t)g(t —u))
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Plus A est petit (localisation fine en temps), plus on élargit le spectre (régle du principe
d’incertitude d’Heisenberg).

e Fenétre triangulaire g(t) = 1j_a/2 a/2] * L[—a/2,4/2)(t) et §(§) = Asinc? 35 donne une
décroissance plus rapide en fréquence.

e Fenétre de Hamming g(t) = { 0.54 — 0.46 cos(2t/T), L€ [0,T]

0, sinon
e Fenétre de Hann g(t) = { 8'5 _Si?l'ifos(Qﬂ/T)’ tel0,T]

Définition 4.1.1 Soit g € L?(R) avec |g| = 1
i) On définit la transformée de Fourier a fenétre par

SF(u,€) = {fr gue) = fR F(D)g(t — upeEdr.

ii) La densité d’énergie (spectrogramme) est donnée par |Sf(u, £)|?.

Comme pour la transformée de Fourier, la question est de savoir si connaissant S f(u, &),
(u, &) € R?, on peut reconstruire f alors que la famille {g(u,£)} engendre une frame (redon-
dance).

Formule de Gabor La reconstruction est possible sous condition d’admissibilité : g doit étre
paire, |lg| = 1.

Théoréme 4.1.1 Si f € L%(R), alors
) 10 = 5= [ [ Sr Ot —weduds

1
ii) Plancherel généralisé | f|3. = o JR jR 1S f(u, €)|>dude.

Preuve
i) Par Parseval,

| srtweat=au = o [ SFCO T )w)d

Calculons les deux transformées de Fourier apparaissant dans la formule précédente.
D’une part, nous trouvons

—_—

SFE)(w) = f €S f (u,€)du

= f J f(t) e~ Stdt du

= f e“"”ez‘guf F()g(t —u)e Wt duy,
R

=J e i wHou J f(t) ’5“ Ydt du, par symétrie de g
R

= [ et (s (g(-)ezg')) (w) du
J9()e (@ +¢)
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D’autre part, par parité de g et par changement de variables s = u — ¢

gt —)(w) = JR e Wig(u —t)du = JR e_i“’(HS)g(s)ds = e g(w).

On a donc

Sf(u,€)9(F — w)du ffw+5 )G (w)dw,

R
d’oul

1 T~ a)dueitds — (V2w
WJRJRSf(u,f)g(t u)due's" d€ @ )|g(w)|“e dwdg.

Si felLl, flt) = ;J f(w + f)ei(“’+£)td§ (il suffit de poser ¢ = w + &). Ainsi
T JR

f f 5 (u, €907 — w)du g = o f FO13(@)Pdw = £(1)]g]2. = £(2).

Si f ¢ L', on fait par densité comme dans le cas de la transformée de Fourier sur L2.
ii) Par la formule de Plancherel, on a

fR JR 54 (. &) duds = 1J f |§}(',§)‘2dwd§

= o7 | | 17+ Plae)Pdude

=52 | | 1o Pavds

HfHL2”gHL2 = [ £I7227 glZ- -
——
1

La formule de reconstruction peut se réécrire

1
ft) = o JR fR<f7 Gu,&)GucdEdu.

Cela ressemble & une décomposition sur une base orthogonale. Cependant, ce n’est pas le cas
car la famille {g(u,£)} est largement redondante dans L?(R) et constitue une frame : on a
une redondance d’informations.

1
La conservation de l'énergie ||f[7. = 2f J 1S f(u, &) > dudé montre que Sf € L*(R).
T Jr JR

Mais & cause de la redondance de la représentation, toute fonction ¢ € L?(IR?) ne peut pas
s’écrire comme la transformée de Fourier & fenétre d’un signal f € L2(R) : tous les éléments
de L?(R?) n’ont pas nécessairement un antécédent par la transformée de Fourier & fenétre
d’une fonction de L?(R), I'application Sf n’est donc pas surjective. En revanche, I'application
S : L*(R) — L?(IR?) est injective.

La proposition suivante donne les contraintes pour étre dans I'image S(L?*(R)) de S.

Proposition 4.1.2 3f € L2(R) tel que ¢ = Sf —

S, ) = f f i, VB o o iy )
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I ou K(Uo, u, £0a 5) = <gu,§7guo,§0>~

Le terme K (ug,u,&o, &) s’appelle noyau reproduisant et mesure la corrélation de deux atomes
temps-fréquence soit encore leur recouvrement.

La transformée de Fourier & fenétre discréte On considére un signal f discret périodique de
période N et on note f[n] les éléments du signal. La fenétre est aussi une suite g[n| symétrique,
périodique de période N, |g| = 1. Soit gy, i[n] = g[m — n]ei%ﬁl” I'atome discret dont la DFT
est

DFT (g [k] = Gma[k] = [k — []e "5 ™0,
Alors, la transformée de Fourier a fenétre discréte (WDFT) de f est

Sf[m7 l] = <f7 gm,l>

N-1

)_l

=Z flp +mg[ple " 1@

la derniére égalité ayant été obtenue en faisant le changement de variable p = n — m et en se
rappelant que la somme ne dépend pas de l'intervalle de longueur N sur lequel on se place.
Ainsi, pour chaque 0 < m < N, Sf[m,l] est calculée pour 0 <! < N avec des DFT de
fInlg[n —m] soit N FFT de taille N ce qui engendre un coiit de O(N2logV).
La transformation inverse suit un procédé identique

—1N-1

72 > S f[m, lgln —m 12*”"—72 n—mZSfml

m=0 [=0

ce qui nécessite N FFT et un coiit similaire a la WDFT.

Une des limitations de la transformée de Fourier & fenétre est que l'on ne peut pas traiter
des signaux transitoires. Pour ce genre de signaux, il serait nécessaire d’avoir des fenétres
dont la taille peut varier, sinon, si le signal contient des détails dont la taille est trés inférieure
a celle de la fenétre, alors on retombe sur la limitation de la transformée de Fourier usuelle
(comme si il n’y avait pas de fenétre), et dans le cas opposé (taille des détails trés grands par
rapport a celle de la fenétre), alors, les détails ne sont pas détectés.

90,6

|Guw(€)]

FIGURE 4.1 — Boites de Heisenberg pour les atomes de la transformée de Fourier a fenétre
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On va alors chercher une décomposition a base d’atomes temps-fréquence

{¢’Y}'yEF; d)’y € L2(R)’ “QS’Y” =1, et Tf(’)/) = JR f(t)d)i’y(t)dt = <fv ¢’Y>

Dans les cas favorables, on a une formule de reconstruction.

Cette écriture englobe la transformée de Fourier ot les atomes ¢, = et
qu’en fréquence et la transformée de Fourier a fenétre ot ¢y = gy ¢.

On cherche donc des ¢, qui permettent un bonne localisation fréquentielle et une bonne
localisation temporelle (spatiale) qui s’adapte. C’est 1'objet du paragraphe suivant.

t ne sont localisés

4.2 La transformée en ondelettes

L’idée est d’introduire un facteur d’échelle pour avoir une variabilité sur la taille de la
fenétre en temps par changement d’échelle ce qui aura un effet immédiat sur la taille de
I’analyse en fréquence.

On choisit ainsi un profil (comme g dans la transformée de Fourier & fenétre) 1) € L?(R)
avec la propriété d’étre & masse nulle SR Y (t)dt = 0 (propriété qui joue un role similaire a celle
de la symétrie pour g), normalisée ||1)| = 1 et centrée en 0. On construit la famille d’atomes
temps-fréquence en dilatant v, appelée ondelette, par un facteur s et en la translatant de u

) = 0 ()

ce qui assure que ||t | = 1. La transformée en ondelettes est définie par

Wi s) = o) = [ f0 70 (1) ae (a.)

Le W de W f(u,s) désigne Wavelet (ondelette en anglais). La position de 'ondelette est
déterminée par u et s donne son échelle et caractérise I'inverse de la fréquence. En effet, I'effet
de la dilatation sur des fonctions et le lien avec la fréquence est décrit sur la figure suivante.

%,0, s>1 1/}5,0 1/15,0, s<1
étalement (basse fréquence) contraction (haute fréquence)
et amplitude décroit et amplitude croit

FIGURE 4.2 — Effet de la dilatation sur

La définition de transformée en ondelette (4.1) est similaire a celle de la transformée de
Fourier avec une fenétre qui serait dilatée ou contractée. Les v, s ont donc un support en
fréquence ou en temps qui varie avec s.

1. On demande que SR Y (t)dt = 0, ainsi 9 doit osciller pour autant de parties positives
que négatives pour annuler l'intégrale. ¢ a donc la forme d’une onde d’out le nom
d’ondelette.
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2. La transformée de Fourier de 1) est 1[)(5) = J e~ %) (t)dt et donc @/} J Y(t)dt =
R

0. Comme t € L2, ¢ € L? et on a, si ¢ est continue, lim,_o w( ) = 0. En outre,

comme 7,/; e L?, 1/1 décroit & 'infini et le graphe de ¢ prend la forme indiquée sur la
figure 4.3

¥

F1GURE 4.3 — Transformée de Fourier typique d’une ondelette

5 WS 0,8) = ) = [ 1025 (S0 o= by ond = 55 (-1).

Mais, 7,/1( ) = /5 w(sf ). On peut donc interpréter 1) comme la fonction de transfert
associée au filtrage de f par Vs

Mais comme 1& a une forme particuliére d’étre localisée sur deux bande de fréquence
(voir figure 4.3), on dit que la transformée en ondelette est une filtrage par filtre
passe bande.

Ondelettes continues

Comme pour la transformée de Fourier a fenétre, on peut se poser les questions :

e quand est ce que W f est inversible soit encore peut on reconstruire f a partir de W f?

e quelle est 'image de I'application W f 7
Pour répondre & ces questions, supposons tout d’abord que v soit réelle. La réponse a la
premiére question nécessite une condition d’admissibilité car comme pour la transformée de
Fourier & fenétre, on a une famille {1, ;} redondante qui constitue une frame.

Théoréme 4.2.1 — Calderdn, Grossmann & Morlet. Soit ) € L2(R) une fonction réelle qui
vérifie la condition d’admissibilité

P8
Cy = Jo ¢ ——d¢ < +00.

Toute fonction f e L%(R) vérifie

9 _L +00 ) ﬁ
lef(t)l dt = wao JRIWf(u,s)| du .

Pour que l'intégrale apparaissant dans la condition d’admissibilité ne soit pas divergente, il
faut que 1(0) = 0 qui est une des conditions pour définir une ondelette.




4.2 La transformée en ondelettes 69

m Exemple 4.2 — Ondelette réelle. Un exemple typique d’ondelette réelle est donné par la
dérivée seconde d’une gaussienne aussi connu comme le chapeau mexicain

2 12 2 . /8552 11/4 22
o) = —2 (L 1) et a g = YT
m/4/30 \ 02 \/3
T
1 —p(t) |  1p
0.5 .
0.5
0
*05* | | | | | ] 0 |
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

m Exemple 4.3 — Ondelette analytique. On peut également localiser seulement en fréquence
positive, auquel cas on construit une ondelette analytique (fonction dont la transformée de
Fourier est nulle pour £ < 0). Pour cela, on fait le produit d’une fonction réelle et symétrique
et d’une sinusoide ¥(t) = e g(t) ce qui revient en fréquence a avoir (&) = §(€ — ). On
remarque donc que cela revient a avoir une fenétre modulée. Si on choisit g telle que §(§) =0
pour [£| > n, alors ¥(£) =0, V€ < 0.

Suivant cette idée, on définit 'ondelette de Gabor g(t) =

2
We_;?. Sa transformée
o
de Fourier est (&) = (47702)1/46_0252/2. Si o2n? » 1, alors §(¢) ~ 0 pour |¢] > 1. L’ondelette
de Gabor est approximativement analytique.

T
)
2L -
1k -
\ \ \ | | 0 | | | | !
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

FIGURE 4.4 — Ondelette de Gabor pour 0 =2 et n =3

Résolution temps fréquence Soit 1) un ondelette continue. Supposons la centrée, c¢’est a
dire { ¢[1(t)|*dt = 0 et définissons sa variance 0% = (g ¢2[4)(t)|?dt. Alors, by (t) est centrée

enu € R et )
|y (e
JR(t w \/51/1( s )

dt = %0 := 61,
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Soit n = % SR£|1[A)(£)|2d£ (si ¢ est analytique, alors n = i gw£|qﬁ(§)|2d£ ) la moyenne en

fréquence et ag = f (& — )2 (€)|?de (lintégrale étant limitée a [0, +oo[ pour une ondelette
R

analytique). La transformée de Fourier de 1, s est une dilatation de 12) par 1/s

Bus(€) = V/s(sE)e ",

Sa moyenne est donc 7/s et on a

2
2.7 2 Te _ -2
| €= Prstiopas - % - a2
Donc, 5?&? = atzag est constant. Donc, I'étalement énergétique de I’atome 1), s correspond a

une boite de Heisenberg centrée est (u,n/s) de paramétre so; x % (voir Figure 4.5).
s

: 2500
| -
) n/50 | ] 204
|wu075(1 (§)| 777777777 : 7777777777777777 | 7: e —8.0- o
23‘0} |
-t |
A T 20'f |
duste)l Cp b
S
n/s | |
: U : Ug
A I\
- - - Yu,s v v v L/)’lto,,SO

FIGURE 4.5 — Boites de Heisenberg pour 'ondelette de Gabor

On voit donc sur la figure 4.5 que
e pour s grand (basse fréquence) : faible résolution spatiale mais bonne résolution fré-
quentielle,
e pour s petit (haute fréquence) : bonne résolution spatiale mais faible résolution fréquen-
tielle.
Les basses fréquences sont donc moins bien localisée en temps au contraire des hautes
fréquences.
On définit Py ¢(u,w) la densité d’énergie locale de f dans la boite de Heisenberg (w = 1/s)
centrée en (u,w) par

n
PWf<u>w) = ‘Wf(uas)‘g = ‘Wf(u> ;)’2
On appelle la donnée de Py ¢ pour tout (u,w) un scalogramme.
Comme pour les transformées de Fourier et de Fourier & fenétre, il est possible d’écrire

une transformée en ondelette discréte & base de DFT. Cependant, nous préférons examiner la
notion de base d’ondelettes et nous consacrer ultérieurement aux ondelettes discrétes.
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4.2.2 Transformations dyadiques

On veut construire des ondelettes 1) qui générent des bases orthonormées de L?(R) par
translation et dilatation (on dispose pour U'instant de frames). Avec les ondelettes continues,
on sait qu’il va y avoir redondance d’informations, les supports des ondelettes se chevauchant.
On veut donc éviter la redondance inhérente a la formule

1 TO L WE(u,s)
ft) = ijo JR — a2 Yy, sduds.

Une idée est d’utiliser un pavage échelle-temps (s, k) = (B~/, B~7) (qui correspondant en
fréquence-temps a (£,k) = (B, B77)) discret disjoint. Souvent, B = 2 (on parle alors de
transformation dyadique) et chaque fonction 1);(t) est caractérisée par sa largeur (échelle)
277 et sa position k. On a vu sur la figure 4.5 la représentation des boites de Heisenberg dans
le plan temps-fréquence. Celle-ci se transforme en le pavage échelle-temps de la figure 4.6.

S 5“
j=1
j=0
j=-1
j=-2
t
\4

FIGURE 4.6 — Pavage échelle-temps

A j fixé, les supports des 1} ,(t) sont disjoints et contigus (pavés de la figure 4.6). On
définit alors

i p(t) = V22Tt — k) = 20/%p(20(t — 279k)), jeZ,

formule qu’il faut comparer a vy, s = ¥((t —u)/s)/y/s, s étant assimilable & s = 277,
Les fonctions de base (¥ x)(jr)ez2 sont ainsi dénombrables et générées par dilatations et
translations dyadiques. On a ainsi réduit la redondance de la transformée continue et on peut

reconstruire le signal
10 =35 ([ 0o wisto:

JEZL kel

Ceci conduit & I'idée de faire des approximations successives & des résolutions de plus en plus
fine sur des échelles dyadiques, ce qui conduit a la notion d’approximation multirésolution qui
est un formalisme général pour construire des bases d’ondelettes.

4.2.3 Analyse multirésolution
Définition 4.2.1 Une famille de sous espaces V; © L*(R), j € Z, constitue une approximation
multirésolution (AMR) si les 6 propriétés suivantes sont satisfaites :
1. feV;j e f(2)eVju,VjelZ
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[\)

Vi Vi, VjeZ

w

feVie— f(-—277k) e V;,V(j, k) € Z?

o0
4 lim Vi= () V; = {0}
Jj=—0

o0
lim V;= ] V;=L*R)

Jj——+0

o

j=—o

6. 30 € L2(R) telle que {#(- — k), k € Z} est une base de Riesz de Vj

Interprétation

1. Vj41 est 'image de V; par une contraction d’un facteur 2.

2. Vj, Vj est un sous espace de Vi1 (structure de boites emboitées) : un signal basse
résolution est aussi un signal haute résolution.

3. Vj est invariant par translations de 277,

4. L’intersection des Vj est réduite a 0 dans L? : a la résolution minimale, on perd toute
I'image. Plus j diminue, plus 'approximation est grossiére.

5. La réunion des V; est dense dans L? : a résolution infinie, on reproduit parfaitement
tous les signaux. Plus j augmente, plus I'approximation est fine.

6. Les translations entiéres de 6 forment une base de Riesz (base non nécessairement
orthonormée mais pouvant étre « oblique ») de Vj : chaque résolution est engendrée par
une base d’atomes translatés de 277. Comme on a une base de V), on a une base de
tous les V.

FIGURE 4.7 — Espaces emboités

On peut s’assurer que {#(-—k), k € Z} forme une base de Riesz de V}) et on peut la transformer
en base orthonormée par la proposition suivante.

Proposition 4.2.2 Soit § € L?(R) et {740, k € Z} 'ensemble des translations de 6.
e La famille {70} est une base de Riesz de Vjj = Vect{7;0} (espace vectoriel engendré
par les translations de ) si et seulement si 30 < A < B < 40 telles que A < k() <
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B ot k(§) = ). 10(£ + 2km)|*.
keZ
e Si on définit la fonction ¢ par

alors les {7} forment une base orthonormée de Vjp.

p) Dans la suite, on ne va plus travailler qu’avec des bases d’ondelettes orthonormées.
L’orthogonalité des bases est une contrainte trés forte en dimension infinie. On préfére
souvent simplement conserver la propriété de base de Riesz qui est plus souple. Si on
ne fait pas ce choix, on verra apparaitre des ondelettes biorthogonales avec deux filtres
miroirs (voir suite pour la notion de filtre miroir).

On pose
pik(t) = 2Pt — k) = 2Pp(2 (t - 277k)).

Alors, la famille des {¢; 1 }rez est une base orthonormée de V;, j € Z. On appelle les ¢; 1, les
fonctions d’échelle.

La projection orthogonale de f sur V; s’obtient par la décomposition sur la base orthonor-
mée des fonctions d’échelle

Py, f = > {f,000in(t).
keZ
L’idée fondamentale de 'AMR est que comme V; < Vj,1, il existe un sous espace W; < Vj;4
tel que
Vieir=V; @ Wj.
V41 est donc la somme directe des deux sous espaces V; et W; : W; est le supplémentaire
orthogonal de V; dans Vj,1. Donc, u € Vj;1 se décompose de maniére unique comme somme
deveVjetwe Wjetona(v,wy=0.La projection orthogonale d’une fonction f s’obtient
alors par
PVj+1f :P‘Gf+Pija

la projection Py, f fournissant les détails de f qui existe a 'échelle 2-U+1) et qui sont absents
a ’échelle plus grossiére 277.
On a a nouveau que les espaces W; sont invariants par translation, c’est a dire

feW;, — f(-—277k)eW;, VkelZ.

Les espaces W; disposent encore d’un autre atout : il est possible de construire une base
orthonormée de W {1; x(t) = 2/24)(27t — k) }rez, & partir d'une fonction mere 1) (construite &
partir de ¢) qu’on appelle ondelette. Ainsi, {¢;x} U {1}, k € Z, forme une base orthonormée
de ‘/}‘+1.

On peut itérer le processus qui a abouti a la définition de W et on a
Vit1 =V; @ W;
=Viai@eW.ieWw;

VoeWyeW@---eW;-1 @ W,

J
@ W

{=—00
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e ¢]
et on a donc L?(R) = @ W, et on peut ainsi écrire

{=—0o0

Ft) =0 digthn(t).

JEL keZ

m Exemple 4.4 — Approximation constante par morceaux. Soit
Vj = {g € L*(R) | g(t) constante pour t € 2~ 7[n,n + 1[, n € Z}.

Ainsi, I'espace Vj contient des fonctions g constantes sur les intervalles de longueur unité
[n,n + 1[, n € Z. Ces intervalles sont engendrés par la cellule de base [0,1[. On construit
0 = 1) et {0(- — k), k € Z} forme un base orthonormée de Vg (inutile de passer ici par
Porthonormalisation d’une base de Riesz) et on a donc (t) = 6(t).

Comme Vy = V; et que @ x(t) = 27/2¢(27t — k) forme un base orthonormée de Vj, on a

po0(t) (= (1)) = D V2hip(2t — k).
keZ
Comme ¢ est a support compact sur [0, 1[, la somme infinie se simplifie et on a

o) = V2 (\gmw b ol - 1))

_ \}5901,0(75) " jiw,l(t)

dou hy, =272 i k= 0,1 et 0 sinon.
Une ondelette mére peut étre construite par

B(t) = p(21) — (2t — 1) = é (10(t) — o1 (1))

qui est 'ondelette de Haar. Le probléme de cette AMR est son manque de régularité. [

Tout AMR repose sur la détermination de ¢. Cherchons & réduire possibilités. Comme
Vo < Vi, on a vu que

p(t) = > V2hpp(2t — k)
keZ

e = o1 = V2 |l =yt

On peut encore réécrire p par

e (3) - 3 Vhee(t =) (1.2

h constituant donc un filtre discret.

R) Comme on I'a vu dans I'exemple précédent, si ¢ est a support compact, hy a un nombre
fini de composantes non nulles.

Prenons la transformée de Fourier de I’équation (4.2). Comme on a une convolution, elle se
transforme en produit

B(26) = —h(©)p(€), avec h(€) = Y hne e, (4.3)

2 neZ



4.2 La transformée en ondelettes 75

En effet, on représente la suite (hy)nez par une distribution hA(t) = Z hndn(t) et comme
nes

5An(§) = e ™ on obtient ﬁ(f) = Z hne_mf,

En changeant de variables dag:Zla relation (4.3), on obtient
PTG = hETHTE), Wp 20
Pour p =1,
26 = =)o)
- 55| eS|

p=1

Il faut s’assurer que ce produit infini H;;'Ol conduise & ce que cette formule soit bien la
transformée de Fourier d’une fonction d’échelle. On a pour cela le théoréme

Théoreme 4.2.3 — Mallat, Meyer 89. Soit ¢ € L'(R) n L?(R) une fonction d’échelle. Alors,
la série de Fourier h(§) = Y,z hne™™ ol by, = V2§ p(t)(2t — k)dt vérifie
h0) =2 et |AEP+|RE+T)> =2, VEeR. (4.4)

Réciproquement, si ﬁ(f) est 2m-périodique, vérifiant (4.4) et h e Cl([~¢,¢]) pour un

[
e > 0 (autrement dit C' dans un voisinage de 0) et si |h(€)| > 0, alors
ge]—m/2,m/2[

est la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle ¢ € L%(R).

R) Comme [A(£) + |h(€ + 7)|? = 2 V€ € R, pour € = 0, on obtient h(r) = 0 et donc h est
un filtre passe-bas.

Le filtre discret (hy) est appelé filtre miroir conjugué. Il permet de construire ¢ & partir de
$(0). I permet aussi de déterminer les ondelettes (base de ). On cherche donc une fonction
Y e L2(R) telle que
Vect{yjr} = W; et (Yjr, Yjr) = O
ot 1y () = 2¢(27t — k), (j,k) € 22,
Comme Vi = Vo @ Wy, ¥ € V1 et on peut la représenter dans la base de V;

Y(t) = Y geV2p(2t — k), gr = (U, 018 = V2, 0(2- —k)).

keZ
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Par les mémes arguments que précédemment,

p 1 A P A —in,
$(28) = (), avec Q(@:;Zg”e £,

Théoréme 4.2.4 Soit ¢ une fonction d’échelle et h son filtre miroir conjugué. Soit 1) la
fonction dont la transformée de Fourier vaut

avec §(€) = 27%€h(€ + 7). Alors, la famille {Y;k(t) = 29/24)(27t — k)} ez forme une base
orthonormée de Wj et la famille {1} x}(; x)ez2 une base orthonormée de e

p) Les relations définissants h implique [§(£)[* + [g(¢ + 7)[* = 2 et GERE) + §(€ +

(€ + ) = 0. On a donc §(0) = h(r) = 0 et [§(0)|2 + |§(n)|? = 2 implique |§(r)|? = 2.
g est ainsi un filtre passe-haut.

Comme on a §(&) = 27%h(& + ), qui constitue la série de Fourier associée a (gi), on obtient
I’égalité fondamentale pour la construction d’algorithmes efficaces

g = (—1)""Fhy_y.

Connaissant le filtre miroir conjugué B({ ), on peut donc construire ¢ et 1 et donc toute la
base d’ondelettes.

1h(€))? filtre passe bas

13(€)|? filtre passe haut

FIGURE 4.8 — Filtres miroirs

On a vu que si 'on veut réduire le nombre d’éléments non nuls du filtre (hy), (et par
suite de (gp)p), il faut avoir ¢ a support compact. En fait, on a 'équivalence « ¢ a support

compact » et « filtre miroir conjugué (hy), & support compact » c’est a dire 3N € N tel que
N-1

i}(g) = Z hipe €. Les filtres & support compact ont été calculés par I. Daubechies. Elle les

k=0
a construit en demandant de plus m moments nuls

f thp(t)dt =0, VYk=1,---,m,
R

soit que v soit orthogonale & tous les polynémes de degré inférieur ou égal a m.
L’intérét des moments nuls est que ceci est équivalent & ce que la fonction d’échelle ¢
restitue les polynomes de degré inférieur ou égal & m, ce qui pour une AMR indique sa capacité
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a restituer des signaux réguliers. Pour les ondelettes, la propriété de moments nuls permet de
caractériser une propriété duale c’est a dire 'ordre des singularités d’un signal.

m Exemple 4.5 Les coefficients pour 'ondelette de Daubechies D4 sont donnés par

1++/3 3+4/3 3—4/3 1-+/3
hO: ) h’1: ) h2: ) h3: .
4:/2 44/2 44/2 4:/2

Les filtres pour la fonction d’échelle et 'ondelette mére sont respectivement

(ho,h1,ha, h3) et (go,g1,92,93) = (h3, —ha, h1, —hg).

4.2.4 Transformée en ondelettes rapide

Une transformée en ondelettes rapide décompose successivement chaque approximation
Py, 11 en une approximation plus grossiere Py; et en coefficients d’ondelettes correspondant
Py, f. A la reconstruction, chaque Py, 1 f est calculé & partir de Py, et de Py, f.

Comme Vj 1 = V; @ W;, f e V1 est représenté

e soit par f = Z<f7 itk )Pi+1k 1= Z Aj+1,kPj+1,k
keZ keZ

f=Y X eirrmein+ 2 ietmbin

keZ keZ

= Z ajkPj+1,k + Z dj 1Pk

keZ keZ

e soit par

Comme V; < Vj1, on peut décomposer les ¢;, dans la base des ¢;,1, et on a

Pjn = Z<90j,n, ©ir1,k)Pi+1ks
keZ

ce qui conduit &

ajn = frpjn) = Z<f, i1,k Pjn> Pit1,k)-

keZ

Par définition,
{Pjms Pj+1,k) = f 292 (27t — n)20+2p(27 1t — k) dt.
R
On pose & = 2/t —n d’ott 27 /dx = dt et

{Pjns Pj+1k) = 2i91/29-1 J}R o(z)p(2x — k + 2n)dx

= {p(t), V2p(2t — k + 2n))
= hyj,_o, par définition des hy.

On en conclut donc que a;, = hi—onait1 k autrement dit
q 75 k ny+ 7k
keZ

Ajn = (aj+17. *E)Zn (4.5)

ol on note T, = r_p.
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Pour les mémes raisons,

Vjn = Z<¢j,na ¢j+1,k><ﬁj+1,k,

keZ
et
djn = {f, ¥jn) = Z<f’ i1,k XVjns PjtLk)-
keZ
D’ou
Wjns Pi+1,6) = f 29/2(27t — )20 D 25274 — o)t
R

= (1), V2p(2t — k + 2n))

= gr—2n par définition des hy.
On a donc

dj,n = (aj+17. * g')Qn (46)
On calcule donc les coefficients (ajn)n et (djn)n par des convolutions discrétes et un sous

échantillonnage (un échantillon sur deux).
N . o
Gréce a ces formules, on peut reconstruire 'approximation Py, , par

Pivin = Y, (Lit1mPiky Pik+ Y, {LitinViky Vik
keZ keZ

hk—?n 9k—2n

et donc

Pitin = D, Mk on@ik + ), Gk-omWik-
keZ keZ

En prenant le produit scalaire de cette égalité avec f, ceci conduit a

Qi = O, Pr—onin + 2. Gr—2ndjk;
keZ keZ

ce que ’on note encore

aji1n = (aj. *h.), + (daw * h~>

n
ol I'opération
¥ _) T powrn= 2p
" 10 pourn=2p+1
désigne le sur échantillonnage de rapport 2.
On résume tous ces résultats dans le théoréme

Théoréme 4.2.5 A la décomposition
Ajn = (aj+17. * E)Zn et d]',n = (aj+17. * y)Qn .

A la reconstruction

o = G+ b0, + (5 )

n

On a ainsi le tableau

/ a‘%n a.]?” \
Aj+1,n et Aj+1,n

\A d‘],n djvn /'
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Interprétation

e Dans le calcul a;, = (aj+17‘ * E')Qn’ h enléve les hautes fréquences (filtre passe bas)

e Dans le calcul dj,, = (aj41, #§.)y,, g est un filtre passe haut : on récupére les hautes
fréquences de la suite des produits scalaires (aj41.)%-

e La formule de reconstruction a;y1, = (aj,. * h.), + (J]/ . h.) réalise une interpolation
n
qui insére des 0 dans les suites (aj,)n et (djn)n pour doubler leur longueur, puis les

filtres.
On peut bien entendu itérer le processus.

Aj41,. h H \L 2 as;,. h i/ 2 Qj_1,. —>

g —+2—d; g 42— dj_1.

,

FIGURE 4.9 — Décomposition (A)

aj—1,, ——— 12+ h —P a;

! rel-n -o—

dji—1,, ——— 129 dj, —— 129

)

FIGURE 4.10 — Reconstruction (B)

A la sortie de (A), on a la suite (ao,.; do,.;d1,;- - ;d;.). La transformation
a1, — (ao.ido,sd1s -5 dj.)

s’appelle transformation en ondelettes discréte. On peut reconstruire a partir de (B) de
manieére exacte.

En pratique, les signaux sont finis et on a (a;4+1,n)n 271 périodique ce qui veut dire qu’on
a N = 27%1 coefficients et (@j41,n)n € Vj41 et on peut ainsi décomposer jusqu’a V.

Si par exemple on a N = 8 = 23 composantes dans un signal (supposé périodisé)

Vs o o oo oo e (i) ne {0;7)
i}‘ W, o o o o (dsn) ne{0:3)
iw‘ W, e e (dy ) € {01}
i\‘ ne {0}

On peut stocker le résultat de la décomposition en ondelettes

Vo Wy Wy
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La transformée en ondelettes pour les images

On veut construire des bases 2D. Pour cela, on utilise le produit tensoriel. Soit f : £y — C
et g: Fo — C, alors, le produit tensoriel de f et g est

h: F1®F2 I C
(z1,72) > f(z1)9(22)

On construit les bases 2D & partir de bases d’ondelettes 1D. Soit ¢ et 1 les fonctions d’échelle
et d’ondelettes provenant d’'une AMR. On a deux constructions possibles.
1. Bases d’ondelettes tensorielles ( ou anisotropes si on ne prend pas les mémes AMR pour
chaque direction)

Wi (wn,22) = Yyp(e) (@), (g kK) € 2%

Cette transformée en ondelettes 2D utilise la transformée en ondelettes 1D sur les lignes
d’une image puis sur les colonnes.

On dit que cette décomposition est standard. Elle est simple & mettre en ceuvre.
2. Ondelettes issues I’AMR de L%(R?) : V]? = V; ® Vj. L’espace des détails (ondelettes)

Wj2 est défini comme le complémentaire orthogonal de Vj2 dans Vj%rl On a donc
Vin=Views,
ce qui conduit &
VJ'2+1 = Vi1 ® V1
- (Zew)e Vi en)
2 I/ — PYPATE N —
=V7eV)eVyew;)e (W e V) e W;eWw;)
v W
donc
Vi = Vect {jn(e1)psw (@2),  (k,K') e Z°}

et

W2 = Vect { @)k (x1) 00 (22): ¥ (@1) 0 0 (@2); Vs (@) Vs a0 (w2) - (K, k') € Z2} .
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_|_

On dit que cette décomposition est non standard, mais elle a un avantage important :
elle nécessite beaucoup moins de calculs et est plus efficace. C’est dans la pratique celle
qu’on utilise.
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