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1. Introduction : Signaux et Images

1.1 Analogique et Digital
Un signal analogique désigne un phénomène physique à valeurs réelles ou complexes mesuré

dans un système d’unité. Le phénomène dépend en général d’une variable, par exemple le
temps. Lorsqu’il dépend de deux variables (espace 2D), on parle d’image analogique.

Un signal analogique est donc représenté par une fonction

x : I Ă R ÝÑ R ou C
t ÞÝÑ xptq.

Si xptq P C, on écrit xptq “ uptq ` ivptq “ Repxptqq ` iImpxptqq “ aptqeiϕptq avec aptq P R` et
ϕptq P r´π, πr. aptq “

?
u2 ` v2 est l’amplitude et ϕ la phase.

Une image analogique est de même représentée par

U : X ˆ Y Ă R2 ÝÑ R ou C
px, yq ÞÝÑ Upx, yq.

Une vidéo analogique serait quand à elle représentée par

V : I ˆX ˆ Y Ă R3 ÝÑ R
pt, x, yq ÞÝÑ V pt, x, yq.

Un signal ou une image correspond donc à un phénomène physique mesuré. Par exemple
la quantité

?
u2 ` v2 peut être une différence de potentiel étalonnée en Volt, une intensité

(Ampère), une intensité sonore (en Bel), une température (en degré), ... Lorsque l’on mesure
des phénomènes physiques, ou lorsque l’on fait des photos, ou lorsque l’on fait des vidéos, on
ne peut faire ces mesures à tous les temps de t P I. Pour des raisons pratiques (impossibilités
de mesurer tous les temps continus), ces signaux analogique sont mesurés suivant un maillage
du temps de pas τ . Si ce pas τ “ 1{F , avec F P N˚, on dit que le signal a été échantillonné à
F Hertz.
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Définition 1.1.1 Un signal analogique est dit échantillonné à F Hertz si le nombre d’échan-
tillons du signal collectés par seconde lors de la mesure (ou enregistrement) de ce signal
est égale à F .

� Exemple 1.1 • Si on mesure la vitesse d’un véhicule 10 fois par seconde, on fait un
échantillonnage à 10Hz.

• Si on mesure la température d’une pièce 1 fois par minute, on fait un échantillonnage à
1{60Hz.

�

Un autre phénomène important est qu’il est impossible de faire une mesure exactement à
un temps t0 P R. Ce que l’on convient de considérer comme grandeur mesurée Xptq est la
« valeur moyenne »

rxptqsϕ, ε “
1

ε

ż

R
ϕ

ˆ

t´ τ

ε

˙

xpτq dτ,

où ϕ : RÑ r0,8r est une fonction paire, assez régulière (au minimum continue par morceaux)
telle que

ş

R ϕpτq dτ “ 1 (masse 1) et ε est une seuil strictement positif choisi suffisamment
petit (précision temporelle de l’appareil de mesure).

Fonctions ϕ usuelles
• Fonction créneau

ϕptq “ Π1ptq “

"

1, ´1{2 ď t ď 1{2
0, sinon.

• Gaussienne normalisée ϕptq “ gptq “ e´t
2{2{

?
2π.

On a pour Π1

rxptqsϕ, ε “
1

ε

ż

R
1
´1{2ď t´τ

ε
ď1{2xpτq dτ

“
1

ε

ż t`ε{2

t´ε{2
xpτq dτ.

Cette dernière quantité représente la moyenne autour de t de xp¨q sur l’intervalle centré en t
de longueur ε.

Pour la Gaussienne, on trouve

rxptqsg, ε “
1

ε

ż

R

1
?

2π
e
´
pt´ τq2

2ε2 xpτq dτ.

On sait que la fonction

npt, σ, µq “
1

?
2πσ

e
´
pt´ µq2

2σ2

est une gaussienne de moyenne µ et d’écart type σ. Ainsi,

rxptqsg, ε “

ż

R
npt, ε, τqxpτq dτ.

Ainsi, au lieu de faire une moyenne sur un intervalle précis rt ´ ε{2, t ` ε{2s avec Π1, on
fait une moyenne toujours centrée autour de t, mais avec une Gaussienne d’écart type ε. La
fonction g est plus régulière que Π1 (on peut calculer ses dérivées par exemple).

Pour ce qui est des images, l’échantillonnage et la moyenne sont aussi présents lors des
prises de vues. Le principe de l’acquisition est le même que l’on fasse de la photographie
argentique ou numérique.
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Dans un appareil photo argentique, l’image se forme sur un film transparent argentique
sur lequel est déposée une couche photosensible de grains d’argent. Chimiquement activé par
la lumière, il se forme alors une image. Sur une pellicule à grains fins, la taille moyenne d’un
grain d’argent est d’environ 20µm. Une pellicule photo a une taille de 24 ˆ 36mm ce qui
donne une quantité de 2 millions de grains.

Les capteurs numériques remplacent les grains d’argent par des senseurs (photosites) CCD
(Charge-Couples Device ou dispositif à transfert de charges). Les informations lumineuses
frappent chacun des éléments du capteur qui constitue la surface sensible de l’appareil pour
être transformées en courant électrique variable. Dans un téléphone portable de type iPhone
XR, XS ou 11, la taille du capteur est de 5.64 ˆ 4.23mm avec des CCDs d’une tailles de
1, 4µm. Une photo est donc constituée de 4032ˆ 3024 pixels soit environ 12 millions. Un pixel
désigne un élément d’une image (PICTure Element) qui correspond ici à la taille d’un CCD.

Durant la phase d’acquisition d’une image, on passe donc d’une phase continue à une
phase discrète par

• un échantillonnage (nombre fini de points)
• une opération de moyenne (durée de temps d’exposition de la photo)
• une quantification (on ne peut coder qu’un nombre fini de nuances de couleurs).
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Il y a donc une perte d’information.

1.2 Image numérique

On ne considère ici que les images numériques dites matricielles (celles qui proviennent
d’appareils photo). Une image matricielle (ou bitmap) est composée d’une matrice (tableau)
de points à plusieurs dimensions. Une image numérique est un objet discret défini sur une
grille à deux dimensions. Elle est donc définie sur un ensemble t0, ¨ ¨ ¨ ,M´1uˆt0, ¨ ¨ ¨ , N´1u,
M,N P N˚. Les éléments de la grille s’appellent pixels. Pour chaque point de cette grille, on
affecte une couleur. Dans ce cours et les travaux pratiques, nous travaillerons avec des images
en 256 niveaux de gris (chaque pixel est donc codé sur 1 octet=8bits). On définit donc un
ensemble fini Col Ă R qui représente les couleurs. Ici, cela correspond à

Col “ t0, 1, ¨ ¨ ¨ , 255u.

Noir et blanc Niveaux de Gris Couleurs

Ainsi, une image est une application

u : t0, ¨ ¨ ¨ ,M ´ 1u ˆ t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u ÝÑ Col
pm,nq ÞÝÑ um,n.

Comme finalement on travaille sur un sous ensemble de N2, u peut aussi être identifiée à une
suite. On utilisera donc indifféremment les termes image, fonction et suite.

Lorsque les images sont carrées, M “ N .
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1.3 Quelques outils basiques pour le traitement du signal
Nous avons vu que l’on peut représenter une image sous la forme d’une suite à deux termes.

Il est serait de même pour un signal numérique (suite à un terme). Dans la suite du cours, il
arrivera que l’on considère les signaux ou images comme périodiques ce qui permet aux indices
des suites de ne plus être limités à l’ensemble t0, ¨ ¨ ¨ ,M ´ 1u ˆ t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u Ă NˆN, mais
de travailler sur Zˆ Z (ou Z pour un signal).

1.3.1 Changement de variables
Soit E Ă Z (ou dans Z2) un ensemble et paeqePE P CE une suite de nombres.

� Exemple 1.2 E “ t´2, 0, 1u et paeqePE “ p1, 2, 3q P R3. �

Considérons la somme
S “

ÿ

ePE

ae.

S, qui est une somme finie, ne dépend pas de notre façon de décrire les éléments de E. Ainsi
par exemple, pour E Ă Z, on peut écrire

E “ E1 Y E2,

où
E1 “ E X t2n P Z|n P Zu et E2 “ E X t2n` 1 P Z|n P Zu.

Pour notre exemple, E1 “ t´2, 0u et E2 “ t1u.
On a donc aussi

S “
ÿ

ePE

ae “
ÿ

ePE1

ae `
ÿ

ePE2

ae.

Cette égalité est particulièrement utile pour deux égalités que nous utiliserons dans le cours
• Pour tout N P N et tout panq1ďnďN P CN :

2N
ÿ

n“1

an “
N
ÿ

n“1

a2n´1 `

N
ÿ

n“1

a2n.

• Pour tout K P N, tout N P N et tout panq1ďnďN P CKN :

KN
ÿ

n“1

an “
N´1
ÿ

n“0

K
ÿ

k“1

aKn`k.

1.3.2 Une somme finie importante
Soit a ‰ 1 et N P N, alors

N
ÿ

k“1

ak “
aN`1 ´ a

a´ 1
.

La preuve repose sur

pa´ 1q
N
ÿ

k“1

ak “ a paN ` aN´1 ` . . .` a2 ` aq

´paN ` aN´1 ` . . .` a2 ` aq,

“ aN`1 ` aN ` . . .` a2,

´aN ´ . . .´ a2 ´ a,

“ aN`1 ´ a.
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Par une preuve similaire, on a
N´1
ÿ

k“0

ak “
aN ´ 1

a´ 1
.

Une utilisation intéressante de cette somme est lorsque a est une racine N ième de l’unité (i.e.
telle que aN “ 1). Si a P C, alors a “ ρeiθ et ρ “ 1 et eiNθ “ 1 ce qui conduit à Nθ “ 2mπ. On
a donc une infinité de racines N ième de l’unité et si l’on veut celles dont l’argument principal
appartient à r0, 2πr, on prend

e2iπm
N , m P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u.

Donc, si aN “ 1, on a
N
ÿ

k“1

ak “
aN`1 ´ a

a´ 1
“
a´ a

a´ 1
“ 0.

1.3.3 Somme d’une suite périodique
Pour un signal, on considère N P N avec N ą 0 et une suite pvnqnPZ P CZ.

Définition 1.3.1 On dit que la suite pvnqnPZ est périodique de période N si pour tout n P Z,
on a

vn “ vn`N .

Ainsi, vn`2N “ vpn`Nq`N “ vn`N “ vn et plus généralement, on a

@k P Z, @n P Z, vn “ vn`kN .

Rappelons que si n P Z, N P Z, alors la division Euclidienne de n par N est définie par la
donnée de l’unique couple formé d’un quotient q P Z et d’un reste r P t0, . . . , N ´ 1u tels que

n “ qN ` r.

Ainsi, r “ n ´ qN . Posons q “ ´k et on a r “ n ` kN . Alors, comme vn “ vn`kN , on a
vn “ vr où r est le reste de la division entière de n par N . On note r “ nrN s, que l’on lit n
modulo N , et on a finalement

pour tout n P Z, vn “ vnrNs,

avec nrN s P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u.
Ainsi toute la suite pvnqnPZ P CZ est entièrement déterminée par ses N valeurs d’indice

n P t0, . . . , N ´ 1u ou plus généralement par ses valeurs sur une période quelconque.
Plutôt que de disposer de la suite complète pvnqnPZ, on peut aussi la périodiser. Soit

pwnq0,ďnďN´1 P CN, on périodise la suite en posant

wn “ wnrNs, @n P Z.

Pour une telle suite périodique, on a la propriété suivante :

Proposition 1.3.1 Pour N P N et pour toute suite périodique pvnqnPZ P CZ de période N ,
on a pour tout k P Z

k`N´1
ÿ

n“k

vn “
N´1
ÿ

n“0

vn.

Cette proposition dit simplement la somme de N éléments consécutifs d’une suite périodique
ne dépend pas de la période sur laquelle on fait cette somme.

De même, pour les images (dimension 2), on a
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Proposition 1.3.2 Pour pM,Nq P N2, on dit que la suite pvm,nqpm,nqPZ2 P CZ2 est périodique
de période pM,Nq si

@pm,nq P Z2, vm,n “ vm`M,n`N “ vm`M,n “ vm,n`N .

Proposition 1.3.3 Pour pM,Nq P N2 et pour toute suite périodique pvm,nqpm,nqPZ2 P CZ2 de
période pM,Nq, on a pour tout pk1, k2q P Z2

k1`M´1
ÿ

m“k1

k2`N´1
ÿ

n“k2

vm,n “
M´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

n“0

vm,n.

1.4 Opérations mathématiques pour transformer une image analogique en ima-
ge numérique

1.4.1 La convolution

On a déjà rencontré cette opération dans le premier paragraphe. On a vu qu’un appareil
ne pouvait pas saisir un phénomène à un instant t précis. De même, on ne peut pas capturer
l’infinité des points de l’espace d’une scène par photographie. On doit faire des opérations de
moyenne. Mathématiquement, cette opération s’appelle convolution. Pour définir la convolu-
tion, on a besoin des espaces fonctionnels de Lebesgue. Ces espaces seront définis précisément
dans le module « Intégration, théorie de la mesure, probabilité ».

Soient f et g deux fonctions réelles mesurables sur Rd telles que fpxq “ gpxq sauf sur un
ensemble de mesure nulle : on dit que f “ g presque partout (noté p.p). C’est une classe
d’équivalence.

Définition 1.4.1 On appelle, pour 1 ď p ă 8, LppRdq l’ensemble des fonctions définies p.p
et telles que

ż

RD
|fpxq|p dx ă 8.

On appelle L8pRdq l’ensemble des fonctions définies p.p tel que il existe une constante
C ě 0 telle que

|fpxq| ď C, p.p x P Rd.

La plus petite constante C pour laquelle cette relation est vraie s’appelle le « sup essentiel »
de |fpxq| et on le note }f}L8 .

On définit la norme de Lp par

}f}pLp “

ż

RD
|fpxq|p dx.

Définition 1.4.2 Soient f et g deux fonctions de L1pRdq. Alors, le produit de convolution
f ˚ g est défini par

pf ˚ gqpxq “

ż

RD
fpx´ yqgpyq dy “

ż

RD
gpx´ yqfpyq dy.

En outre, f ˚ g P L1pRdq et
}f ˚ g}L1 ď }f}L1 }g}L1 .
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Quand on applique une convolution, on dit qu’on filtre f par g (resp. g par f) et on dit que g
est un filtre (resp. f).

� Exemple 1.3 Considérons la fonction indicatrice 1r´1{2,1{2spxq

y

fpyq

´1
2

1
2

y

fpx´ yq

x´ 1
2 x` 1

2

pf ˚ fqpxq “

ż

R
1r´ 1

2
, 1
2
spx´ yq1r´ 1

2
, 1
2
spyqdy.

Pour réaliser ce calcul, on décompose en plusieurs cas.
• Cas 1 : x` 1

2 ď ´
1
2 ce qui équivaut à x ď ´1

y
x´ 1

2 x` 1
2
´1

2
1
2

alors, les supports de fpx´ yq et fpyq sont disjoints ce qui conduit à une intégrale nulle :
f ˚ fpxq “ 0.

• Cas 2 : ´1 ă x ă 0

y
x´ 1

2 x`
1
2

´1
2

1
2

La zone de recouvrement des supports est l’intervalle r´1{2, x` 1{2s, alors

f ˚ fpxq “

ż x`1{2

´1{2
dy “ x` 1.

• Cas 3 x “ 0. Dans ce cas, fpyq et fpx´ yq sont confondues et on a

f ˚ fpxq “

ż 1{2

´1{2
dy “ 1.

• Cas 4 0 ă x ă 1, on a de même f ˚ fpxq “ 1´ x.
• Cas 5 x ě 1, f ˚ fpxq “ 0.

On a donc

pf ˚ fqpxq “

$

&

%

1` x, ´1 ď x ď 0,
1´ x, 0 ď x ď 1,
0, sinon.
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y

pf ˚ fqpyq

´1 1

Conclusion : on est parti d’une fonction f discontinue et pf ˚ fq est continue. La convolution
régularise. En outre, le support a grandi. �

La formule de convolution est donnée pour RD et donc applicable en 2D. Comme on l’a
dit, lors d’une prise de vue d’une image, on moyennise autour d’un point pour affecter la
couleur à ce point. Si v est l’image de départ, et hpx, yq “ 1r´1{2,1{2s2px, yq, alors

ph ˚ vqpx, yq “

ż

R

ż

R
hpx´ x1, y ´ y1qvpx1, y1q dx1dy1

“

ż y`1{2

y´1{2

ż x`1{2

x´1{2
vpx1, y1q dx1dy1.

Il s’agit bien de la moyenne de v sur un carré de côté 1, centré en px, yq. Modifier le support
de h revient à changer le support sur lequel on fait la moyenne. Il est important de noter
que l’opération de moyenne ne dépend que de h et reste la même pour tout px, yq P R2. En
revanche, pour que la convolution soit bien une opération de moyennisation, on demande que
}h}L1pRdq “ 1.

Proposition 1.4.1 Pour tout filtre h P L1pRdq, l’opérateur de convolution avec h est un
opérateur linéaire.

Preuve Soient α, β P R et u, v P L1pRdq, alors

ph ˚ pαu` βvqpxq “

ż

Rd
hpx´ yqpαupyq ` βvpyqqdy

“ α

ż

Rd
hpx´ yquptqdy ` β

ż

Rd
hpx´ yqvpyqdy

“ αh ˚ u` βh ˚ v.

�

Soit τp l’opérateur de translation défini pour tout p P Rd par τpvptq “ vpt´ pq. On a le
résultat

Proposition 1.4.2 Pour tout filtre h P L1pRdq, l’opérateur de convolution avec h est invariant
par translation. Pour tout v P L1pRdq et p P Rd, on a

h ˚ pτpvq “ τpph ˚ vq.
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Preuve

ph ˚ pτpvqqpxq “

ż

Rd
hpx´ yqτpvpyq dy

ż

Rd
hpx´ yqvpy ´ pq dy

ż

Rd
hpx´ pz ` pqqvpzq dz, par changement de variable z “ y ´ p,

ż

Rd
hppx´ pq ´ zqvpzqdz “ ph ˚ vqpx´ pq “ τpph ˚ vqpxq.

Ainsi, faire une translation puis une convolution revient au même que faire une convolution
puis une translation. La convolution commute avec les opérateurs de translation ou encore la
convolution est invariante par translation.

L’opération de moyennisation que l’on fait subir aux signaux ou images analogiques pour
faire leur mesure peut aussi être appliqué aux signaux (images) discrets. Pour définir la
convolution des suites finies, on se restreint ici aux signaux de taille N périodisés ou des
images carrées de taille N ˆN périodisées. On parle alors de convolution circulaire. Soit un
filtre phnq0ďnďN´1 et un signal discret punq0ďnďN´1, alors la convolution discrète de h et
u est définie par

phf uqn “
N´1
ÿ

p“0

hn´pup.

Concernant des images, soient phm,nq0ďm,nďN´1 et pvm,nq0ďm,nďN´1 deux suites finies pério-
disées de période N . Ainsi,

hm`kN,n``N “ hm,n, @pm,nq P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u, @pk, `q P Z2.

On note leur produit de convolution

phf vqm,n “
N´1
ÿ

p“0

N´1
ÿ

q“0

hm´p,n´qvp,q.

�

Si h et v sont des images numériques, on n’est pas assuré que hf v le soit car hf v va
a priori prendre des valeurs en dehors de Col. Il faut faire une étape supplémentaire (voir
ultérieurement) pour que hf v soit une image numérique.

Comme pour les images analogiques, la convolution revient à faire des moyennes de v
autour de pm,nq.

R Le fait de prendre des images périodisées nous évite d’avoir des problèmes avec leur
bord.

� Exemple 1.4 Nous présentons ci-dessous trois méthodes pour calculer une convolution
circulaire discrète. Nous considérons ainsi deux signaux périodiques h et u et souhaitons
calculer

vn “ phf uqn “
N´1
ÿ

p“0

hn´pup. (1.1)

Prenons par exemple
h “ r1, 2, 2s; u “ r2,´1, 3s.
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• Méthode lente. Il faut calculer les trois composantes de v par la formule (1.1). Commen-
çons par n “ 0. Ainsi,

v0 “ h0u0 ` h´1u1 ` h´2u2

Afin de réaliser ces calculs, nous représentons dans le tableau ci-dessous les différentes
valeurs nécessaires en se rappelant que les signaux sont périodiques.

n -3 -2 -1 0 1 2 3
h 1 2 2 1 2 2 1
u 2 -1 3 2 -1 3 2

Ainsi, v0 “ 6. De même,

v1 “ h1u0 ` h0u1 ` h´1u2 “ 9
v2 “ h2u0 ` h1u1 ` h0u2 “ 5

et
v “ r6, 9, 5s.

• Méthode rapide. Cette méthode est spécifique à la convolution circulaire.

h 1 2 2
u 2 -1 3

h multiplié par u0 2 4 4
h multiplié par u1, shift de 1 -1 -2 -2
h multiplié par u2, shift de 2 3 6 6
somme des colonnes 2 3 5 4 6

On scinde en deux le vecteur résultant et on ajoute un zéro au dernier vecteur. On fait
enfin la somme de ces deux vecteurs pour récupérer v

2 3 5
+ 4 6 0

6 9 5

Cette procédure n’est évidemment pas limitée aux vecteurs à trois composantes. Si
h “ r1, 2, 3, 1s et u “ r1, 0, 1, 1s, on a h “ r6, 6, 5, 4s.

• La dernière méthode, rapide également, repose sur une multiplication d’une matrice H
par le vecteur u. La matrice H est constituée sur ses colonnes par la version périodisée
de h

h “ 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 ¨ ¨ ¨

On isole les colonnes comme ci-dessous

h “ 1 2 2 1 2 2 1 2 2 ¨ ¨ ¨

h “ 1 2 2
2 1 2

2 2 1

La matrice H est ainsi

H “

¨

˝

1 2 2
2 1 2
2 2 1

˛

‚

Et on a v “ Hu.
�
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1.4.2 Le fenêtrage
Lors de la prise de vue d’une image, même si la scène apparaît infinie vue en dehors

de l’appareil photo, on est obligé de faire une opération de cadrage pour regarder la scène
observable : il y a fenêtrage.

Ainsi, toutes les opérations de convolutions vues sur Rd (R2 pour une image) sont à
interpréter sur un domaine borné. Donc, après convolution, on a une image analogique h ˚ v
dont on ne garde que la partie intérieure à une fenêtre r0, N ´ 1s2. Mathématiquement, on
multiplie par la fonction indicatrice 1r0,N´1s2 .

�

Cette perte d’informations joue un rôle important près des bords de l’image. En effet,
lors de la convolution, si px1, x2q est tel qu’il existe px11, x12q hors de r0, N ´ 1s2 tel que
hpx1 ´ x11, x2 ´ x12q ‰ 0, alors h ˚ px1, x2q dépend de v en un endroit où on ne la connaît
pas. Plus le support de h est grand, plus ce nombre de points où l’information manque est
grand. Comme pour les suites finies, on évite de problème en prolongeant ph ˚ vq1r0,N´1s2 par
périodisation

h ˚ vpx1, x2q “ h ˚ vpx1 ` tN, x2 ` sNq

avec pt, sq tels que px1 ` tN, x2 ` sNq P r0, N ´ 1s2.
Ce n’est pas la seule solution pour régler les problèmes de bord, mais c’est celle qui nous

permet dans ce cours d’utiliser aisément des outils puissants comme la transformée de Fourier
que nous verrons ultérieurement.

1.4.3 L’échantillonnage
L’échantillonnage consiste, comme on l’a vu dans les exemples, à ne garder que les

valeurs de ph ˚ vq1r0,N´1s2 aux points entiers. On obtient donc une fonction (suite) définie sur
t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u2 par

ph ˚ vq1r0,N´1s2pm,nq, pm,nq P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u2.

Cette opération inhérente au processus de création d’une image numérique est celle où l’on
perd le plus d’informations.

Soit K P N˚. On peut souhaiter sous échantillonner une image (par exemple passer d’une
image 512ˆ 512 à 256ˆ 256 ou 128ˆ 128). On suppose pour cela que l’on dispose d’une image
digitale u définie sur t0, ¨ ¨ ¨ ,KpN ´ 1qu2. On obtient l’image v définie sur t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u2 en
faisant l’opération

vm,n “ uKm,Kn.
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�

L’échantillonnage et le sous échantillonnage peuvent faire apparaître des fréquences
parasites dans le signal (image).

sous échantillonnage de rapport 4
apparition de fréquences parasites

effet de moirage

1.4.4 Le bruit

Un appareil de mesure créant un signal ou une image digitale génère toujours un bruit :

• caractère probabiliste du nombre de photons issus d’une région d’intensité donnée,
• imperfection des capteurs.

On modélise ces phénomènes par un bruit additif qui est une suite dont les valeurs sont
aléatoires. On considère en particulier un bruit blanc : les valeurs bm,n sont indépendants les
unes des autres, ce qui est souvent faux. De plus, on suppose ce bruit Gaussien c’est à dire
que bm,n est une réalisation de la loi de probabilité continue de densité

pptq “
1

σ
?

2π
exp

ˆ

´
t2

2σ2

˙

, σ ą 0.

Alors, l’image est représentée par la fonction

h ˚ vpm,nq1r0,N´1s2pm,nq ` bm,n.

1.4.5 La quantification

Comme on l’a vu, la quantification consiste à traduire les valeurs de h˚vpm,nq1r0,N´1s2pm,nq`
bm,n sous la forme d’une couleur. Il faut approximer cette valeur qui est dans R3 (si on consi-
dère une image couleur RGB) ou R (si on considère des niveaux de gris) de façon à ce qu’elle
soit codable dans un ordinateur (nombre fini de bits). Si l’on code les niveaux de gris sur n
bits, on a différentes quantification qui donne N niveaux de gris
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n “ 1 et N “ 2 n “ 2 et N “ 4 n “ 3 et N “ 8

n “ 4 et N “ 16 n “ 5 et N “ 32 n “ 6 et N “ 64

Si l’image est en niveaux de gris codés sur 8 bits, les valeurs vont appartenir à l’ensemble
t0, 1, ¨ ¨ ¨ , 255u. On quantifie une valeur t P R en l’approximant par la valeur Arptq la plus
proche dans t0, 1, ¨ ¨ ¨ , 255u. Donc, l’image digitale est

um,n “ Ar

¨

˚

˝

h ˚ vpm,nq1r0,N´1s2pm,nq ` bm,n
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

wm,n

˛

‹

‚

.

Il peut arriver que les valeurs de wm,n soient trop éloignées de l’intervalle t0, 1, ¨ ¨ ¨ , 255u pour
que les résultats soient corrects. Il faut donc procéder à des réglages :

• si l’image est trop claire (surexposition), alors la plupart des valeurs de um,n seront
proches ou égales à 255 : on obtient une image brûlée

• si l’image est trop sombre (sous exposition), alors um,n « 0.

image sur exposée image sous exposée
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1.5 Traitement ponctuel des images numériques

Le traitement ponctuel des images consiste à appliquer une fonctions qui agit sur les pixels

um,n ÞÝÑ vm,n “ fpum,nq.

Définition 1.5.1 — Histogramme d’une image. Soit pum,nqpm,nqPr0,N´1s2 une image numé-
rique. On appelle histogramme de l’image pum,nq (en niveaux de gris) la fonction discrète

@p P t0, ¨ ¨ ¨ , 255u, hp “ nombre de pixels ayant p pour niveaux de gris.

L’histogramme donne donc la distribution des différentes teintes présentent dans l’image
.

Définition 1.5.2 • Moyenne µ “
1

N2

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

n“0

um,n qui caractérise l’intensité (luminosité)

de l’image.

• Variance V “
1

N2

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

n“0

pum,n ´ µq
2 “

1

N2

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

n“0

u2
m,n ´ µ

2.

• Écart type σ “
?
V caractérise le contraste de l’image.

Définition 1.5.3 On appelle histogramme normalisé l’histogramme qui donne la proportion
de pixels en fonction du niveau de gris, c’est à dire

hp “
hp
N2

.

On appelle histogramme cumulé

hCppq “

p
ÿ

k“0

hk.

On appelle dynamique de l’image l’intervalle rmin,maxs où min désigne la valeur minimale
des niveaux de gris et max la valeur maximale.

photographie histogramme
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histogramme normalisé histogramme cumulé

Considérons l’image suivante dont nous souhaitons les valeurs par une fonction.

Par exemple, un éclaircissement peut être réalisé par la fonction fpuq “ pu` 255q{2

L’augmentation du contraste est réalisé par la fonction

fpuq “

$

’

&

’

%

255
u´ a

b´ a
pour a ď u ď b

0 si u ă a
255 si u>b
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Si on prend a “ 30 et b “ 190, on a

Pour rehausser le contraste, on utilise

fpuq “

$

’

&

’

%

b

a
u pour 0 ď u ď a

p255´ bqu` 255pb´ aq

255´ a
pour a ď u ď 255

Pour les valeurs a “ 80 et b “ 200, on dilate la dynamique des zones claires

Pour les valeurs a “ 100 et b “ 400, on dilate la dynamique des zones sombres
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La fonction négative est donnée par fpuq “ 255´ u.

On peut également procéder par un étalement d’histogramme par la fonction fpuq “ au`b.
Supposons qu’on ait une image avec son histogramme

La dynamique de cette image est r80, 180s. On veut transférer la valeur 80 à 0 et 180 à
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255 ce qui donne a “ 2, 55 et b “ ´204 ce qui donne

Le dernier exemple concerne l’égalisation par histogramme. Le principe consiste à appliquer
une modification d’image par fonction afin que l’histogramme soit normalisé hpkq “ c, @k,
donnant un histogramme idéal plat. La méthode pour une image u à valeurs dans t0, ¨ ¨ ¨ , 255u
avec un histogramme h, consiste pour chaque pixel um,n à

• Récupérer sa valeur val “ um,n
• Déterminer la classe k contenant val
• Remplacer la valeur de um,n par hCpkq

Ceci conduit ainsi à la fonction

fpum,nq “
255

N2

um,n
ÿ

i“0

hi.

Par exemple,
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histogramme à 16 classes.

et on a l’histogramme cumulé



2. La transformée de Fourier

Il est nécessaire de rappeler sans démonstration quelques résultats mathématiques impor-
tants pour définir proprement la transformée de Fourier et plus tard les ondelettes.

2.1 Compléments mathématiques
2.1.1 Fonctions et intégrations

Les signaux analogiques sont modélisés par des fonctions mesurables. Un fonction f est
dite intégrable si

ş

R |fptq|dt ă `8. On fait référence ici à l’intégration de Lebesgue. On note
L1pRq l’espace des fonctions intégrables. Deux fonctions f1 et f2 sont égales si

ż

R
|f1ptq ´ f2ptq| dt “ 0.

Ainsi, f1 et f2 peuvent différer sur un ensemble de points de mesure nulle. On dit qu’elles
sont égales presque partout ce que l’on note p.p

Théorème 2.1.1 — Convergence dominée. Soit pfnqnPN une famille de fonctions telle que
lim
nÑ8

fnptq “ fptq p.p. Si

@n P N, |fnptq| ď gptq et
ż

R
|gptq| dt ă `8

alors f est intégrable et
ż

R
fptq dt “ lim

nÑ8

ż

R
fnptqdt.
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Théorème 2.1.2 — Fubini. Si
ż

R

ż

R
|fpx, yq| dxdy ă 8, alors

ż

R

ż

R
|fpx, yq| dxdy “

ż

R

ˆ
ż

R
|fpx, yq| dx

˙

dy “

ż

R

ˆ
ż

R
|fpx, yq| dy

˙

dx.

Soit λ P C un paramètre et fλptq “ fpt, λq intégrable par rapport à t. Soit F pλq “
ş

R fλptq dt
une intégrale dépendant d’un paramètre.

Théorème 2.1.3 — Continuité sous le signal intégrale. Soit λ0 P C et
i) @t P R, la fonction λ ÞÑ fpt, λq soit continue en λ0

ii) il existe un voisinage de λ0 et g P L1pRq tels que |fpt, λq| ď gptq @λ, p.p x.
Alors F pλq est continue en λ0.

Ce résultat s’étend pour la dérivabilité de F par rapport à λ sous des hypothèses similaires
de dérivabilité (i) et de majorations (ii) de la dérivée par une fonction de L1pRq.

2.1.2 Espaces de Banach et de Hilbert
Espaces de Banach

Les signaux sont souvent considérés comme des vecteurs. Pour définir une distance, on
travaille dans un espace vectoriel H qui admet une norme, application qui vérifie

• @f P H, }f} ě 0 et }f} “ 0 ðñ f “ 0.
• @λ P C, }λf} “ |λ|}f}.
• @f, g P H, }f ` g} ď }f} ` }g}.

La convergence d’une suite pfnqnPN vers f dans H signifie que

lim
nÑ8

fn “ f ðñ lim
nÑ`8

}fn ´ f} “ 0.

Pour garantir qu’on reste dans H en passant à de telles limites, on impose une propriété de
complétude en utilisant la notion de suites de Cauchy : pfnq est de Cauchy si : @ε ą 0, si n et
p sont assez grands, alors }fn ´ fp} ă ε. L’espace est dit complet si toute suite de Cauchy
dans H converge vers un élément de H. Dans ce cas, H est un espace de Banach.

� Exemple 2.1 • Soit p P N˚ et on définit sur les suites pfnqnPZ la norme

}fn}p “

˜

ÿ

nPZ
|fn|

p

¸1{p

.

L’espace `p “ tpfnq : }fn}p ă 8u muni de la norme } ¨ }p est un espace de Banach.
• L’espace LppRq constitué des fonctions mesurables f sur R telle que

}f}p “

ˆ
ż

R
|fptq|p dt

˙1{p

est un espace de Banach muni de cette norme.
�

Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application linéaire U : X Ñ Y est appelée
opérateur, et U est bornée ou continue si il existe une constante K ą 0 telle que

}Ux}Y ď K}x}X , @x P X.

La norme de l’opérateur U , notée }U}, est la plus petite constante K. Alternativement, on a
aussi

}U} “ sup
xPX

}Ux}Y
}x}X

“ sup
xPX, }x}X“1

}Ux}Y .
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Un opérateur U : X Ñ Y est inversible si U est surjectif et injectif (il est donc bijectif).

Espaces de Hilbert
Autant que possible, on travaille dans un espace ayant un produit scalaire (pour définir

les angles et l’orthogonalité). Un espace de Hilbert H est un espace de Banach muni d’un
produit scalaire x¨, ¨y

• linéarité @λ1, λ2 P C, xλ1f1 ` λ2f2, gy “ λ1xf1, gy ` λ2xf2, gy.
• symétrie hermitienne xf, gy “ xg, fy.
• xf, fy ě 0 et xf, fy “ 0 ðñ f “ 0.

}f} “
a

xf, fy est une norme et on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz (C.S)

|xf, gy| ď }f}}g}.

Deux éléments f, g P H sont orthogonaux si xf, gy “ 0 et le complément orthogonal d’un sous
espace U de H est

UK “ tx P H : xx, yy “ 0, @y P Uu.

� Exemple 2.2 • signaux discrets fn et gn :

xf, gy “
ÿ

nPZ
fngn et }f}2 “ xf, fy “

ÿ

nPZ
|fn|

2.

`2pZq “ tfn : }fn} ă `8u est un espace de Hilbert et on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz
ř

nPZ fngn ď }fn} }gn}.
• signaux analogiques fptq et gptq : xf, gy “

ş

R fptqgptqdt. L’espace L
2pRq muni de ce

produit scalaire est un espace de Hilbert (des fonctions d’énergie finie).
�

Soit U un opérateur borné d’un espace de Hilbert pK, x¨, ¨yKq dans un espace de Hilbert
pH, x¨, ¨yHq. L’opérateur adjoint est défini comme l’unique opérateur U˚ : H Ñ K tel que

xx, UyyH “ xU
˚x, yyK , @x P H, y P K.

Quand K “ H, un opérateur borné U : H Ñ H est unitaire si UU˚ “ U˚U “ I. Si U est
unitaire, alors

xUx,Uyy “ xx, yy, @x, y P H.

Un opérateur borné U : H Ñ H est auto-adjoint si U “ U˚. Quand U est auto-adjoint,

}U} “ sup
}x}“1

|xUx, xy|

et le produit scalaire xUx, xy est réel.
Une classe importante pour nous d’opérateurs auto-adjoints consiste en les projections

orthogonales. Considérons un sous-espace fermé V de H. Un projecteur PV sur V est un
opérateur linéaire (Upλx` µyq “ λUx` µUy) qui vérifie

@f P H, PV f P V et @f P V, PV f “ f.

Un projecteur est orthogonal si

@f P H, @g P V, xf ´ PV f, gy “ 0.
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Proposition 2.1.4 Si PV est un projecteur sur V , alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

• PV est orthogonal.
• PV est autoadjoint.
• }PV } “ 1.
• @f P H, }f ´ PV f} “ mingPV }f ´ g}.

Si tekukPN est une base orthogonale de V (voir suite pour la définition), l’opérateur PV est
donné explicitement par

PV x “
ÿ

kPN

xx, eky

}ek}2
ek, @x P H.

Si tekukPN est une base de Riesz de V et tẽkukPN la base biorthogonale (voir suite pour la
définition), alors

PV x “
ÿ

kPN
xx, ẽky ek, @x P H.

2.1.3 Base des espaces de Hilbert

On rappelle qu’en dimension finie, une base d’un espace vectoriel est une famille de vecteurs
qui est libre et génératrice.

Définition 2.1.1 • Une collection finie d’éléments txiu1ďiďn dans un espace vectoriel
V est linéairement indépendante si toute collection de scalaires tαiu1ďiďn vérifiant
řn
i“1 αixi “ 0 est identiquement nulle. Sinon, txiu1ďiďn est linéairement dépendante.

• V est de dimension n si il existe n éléments linéairement indépendants dans V mais
que tout ensemble de pn ` 1q éléments est linéairement dépendant. Si il y a un
ensemble de n éléments indépendants pour tout n, alors V est infini dimensionnel.

• Un ensemble de n éléments linéairement indépendants d’un espace vectoriel de
dimension n est une base pour cet espace.

R

1. Si tvku1ďkďn est une base de V , de dimension n, alors tout x P V s’écrit de manière
unique comme x “

ř

k αkxk et donc V est isomorphe à Rn (ou Cn) et on peut
équiper V d’un produit scalaire et parler d’orthogonalité. On peut définir une
base orthonormée pour tout espace vectoriel de dimension finie par l’algorithme
de Gram-Schmidt.

2. Soient deux bases de V pvkq et pwkq. Alors, il existe une unique matrice T de taille
nˆ n telle que si α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq sont les coefficients de x P V dans la base pvkq,
alors le vecteur Tα rassemble les coefficients de x dans la base pwkq : T est une
matrice de changement de base. Toute base est donc l’image par une application
linéaire inversible d’une base orthonormée.

Avant de voir comment ces propriétés s’étendent à la dimension infinie, présentons quelques
exemples de la dimension finie.

� Exemple 2.3 On se place dans le plan R2.
1. Considérons deux vecteurs u “ p1, 0q et v “ p0, 1q. Alors, le vecteur x “ p2, 2q se

représente aisément par une décomposition dans la base pu, vq
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xx, uy

xx, vy

u

v

x

La base pu, vq est orthonormée et on a donc simultanément

@x P R2, x “ xx, uyu` xx, vy v

et
@x P R2, D!pα1, α2q, x “ α1u` α2v.

2. Si maintenant u “ p2, 0q, v “ p0, 2q et x “ p1, 1q. La base pu, vq n’est plus orthonormée
mais simplement orthogonale. Alors xx, uy “ 2 et xx, vy “ 2 et

xx, uyu` xx, vyv “

ˆ

4
4

˙

‰

ˆ

1
1

˙

“ x.

En revanche, on a toujours

@x P R2, D!pα1, α2q, x “ α1u` α2v.

En effet,

α1 “
xx, uy

}u}2
et α2 “

xx, vy

}v}2
.

3. Prenons maintenant u “ p1, 1q, v “ p0, 2q et x “ p2, 2q. La base est maintenant une base
oblique.

x

u

v

Encore une fois, on n’a pas @x P R2, x “ xx, uyu` xx, vy v. Par contre, la propriété

@x P R2, D!pα1, α2q, x “ α1u` α2v

reste vraie. En revanche, l’identification des pα1, α2q est non triviale (α1 “ 2 et α2 “ 0
ici).

4. Considérons maintenant une famille tu, v, wu de vecteurs de R2. Elle est redondante
et présente aussi une structure oblique. On prend u “ p2, 0q, v “ p0, 2q, w “ p1, 1q et
x “ p2, 2q
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u

v x

w

On n’a évidement pas

@x P R2, x “ xx, uyu` xx, vyv ` xx,wyw.

On a
@x P R2, Dpα1, α2, α3q, x “ α1u` α2v ` α3w,

mais pα1, α2, α3q n’est plus unique ! En effet, pα1, α2, α3q “ p1, 1, 0q et pα1, α2, α3q “

p0, 0, 2q permettent de vérifier l’égalité.
�

C’est ce genre d’exemples qui conduit en dimension infinie à construire les notions de
frames (base oblique redondante), de bases de Riesz (base oblique) et de bases orthonormées.

Base orthonormée d’un espace de Hilbert
Une famille tenunPN dénombrable dans un espace de Hilbert H est orthogonale si pour

tout n ‰ p, xen, epy “ 0. Si pour tout f P H, il existe une suite pλnq telle que

lim
NÑ`8

›

›

›

›

›

f ´
N
ÿ

n“0

λnen

›

›

›

›

›

“ 0

alors tenunPN est une base orthogonale de H. L’orthogonalité implique

λn “
xf, eny

}en}2

et on écrit

f “
8
ÿ

n“0

xf, eny

}en}2
en.

Ceci nous donne la représentation de f dans la base orthogonale tenu. Un espace de Hilbert
qui admet une base orthogonale est dit séparable. La base est orthonormée si }en} “ 1 pour
tout n P N. Dans ce cas, si on prend deux vecteurs f et g de H, on a la relation de Parseval

xf, gy “

C

8
ÿ

n“0

xf, enyen,
8
ÿ

p“0

xg, epyep

G

“

8
ÿ

n“0

xf, enyxg, eny.

Si f “ g, on obtient la relation de conservation d’énergie appelée formule de Plancherel

}f}2 “
8
ÿ

n“0

|xf, eny|
2 “

8
ÿ

n“0

|λn|
2.
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� Exemple 2.4 Les espaces de Hilbert `2pZq et L2pRq sont séparables.
• La famille des Dirac translatés (voir la définition ultérieurement) ten “ δnunPZ est une

base orthonormée de `2pZq.
• Base de Haar de L2pRq. Soit

ψptq “

$

&

%

1, 0 ď t ă 1{2,
´1, 1{2 ď t ă 1,
0, sinon.

Alors, les dilatations-translations de ψ engendrent une base de L2pRq dite d’ondelettes
!

ψj,nptq “ 2j{2ψ
`

2jpt´ 2´jnq
˘

)

pj,nqPZ2

et pour tout f P L2pRq
f “

ÿ

jPZ

ÿ

nPZ
xf, ψj,nyψj,n.

• La famille
"

eikt
?

2π

*

est une base de Hilbert de L2p´π, πq dite base de Fourier et si

f P L2p´π, πq

fptq “
ÿ

nPZ

ˆ

1

2π

ż π

´π
e´insfpsqds

˙

eint.

�

On peut caractériser toutes les bases orthonormées deH en partant d’une base orthonormée
arbitraire.

Théorème 2.1.5 Soit tenunPN une base orthonormée de H. Alors les bases orthonormées de
H sont définies par les ensembles tUekukPN où U : H Ñ H est un opérateur unitaire.

En pratique, les bases orthonormées sont certainement les bases les plus utiles. Cependant,
les conditions pour avoir une base orthonormée sont très fortes et souvent, il est impossible
de construire des bases orthonormées possédant des conditions supplémentaires.

Bases de Riesz
On vient de caractériser les bases orthonormées en terme d’action d’opérateurs unitaires.

On peut assouplir la condition d’unitarité et fabriquer des bases « plus faibles » dites bases
de Riesz (« bases obliques »).

Définition 2.1.2 Une base de Riesz pour H est une famille de la forme tUekukPN où tekukPN
est une base orthonormée de H et U : H Ñ H est un opérateur bijectif borné.

Il faut voir cette définition comme le pendant de la remarque 2 donnée après la définition
2.1.1.

Comme on l’a vu dans l’exemple précédent (point 3), on peut tout de même reconstruire
un vecteur sur une base oblique. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 2.1.6 Si tfkukPN est une base de Riesz pour H, fk “ Uek, alors il existe une suite
unique tgkukPN de H telle que

f “
8
ÿ

k“1

xf, gkyfk, @f P H. (2.1)

La suite tgkukPN est aussi une base de Riesz définie par gk “ pU´1q˚ek dite base de Riesz
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duale de tfkukPN.

À une base de Riesz correspond toujours une base duale. On parle donc souvent de paire de
bases de Riesz duales. Ces bases vérifient une relation particulière concernant leur orthogonalité
relative.

Définition 2.1.3 Deux suites tfkukPN et tgkukPN dans un espace de Hilbert sont biorthogo-
nales si

xfk, gjy “ δk,j .

Corollaire 2.1.7 Soit tfkukPN et tgkukPN une paire de bases de Riesz duales dans H. Alors,
on a

i) tfkukPN et tgkukPN sont biorthogonales
ii) Pour tout f P H,

f “
ÿ

kPN
xf, gkyfk “

ÿ

kPN
xf, fkygk.

On a une propriété très importante de stabilité

Proposition 2.1.8 Si tfk “ UekukPN est une base de Riesz pour H, alors il existe deux
constantes A,B ą 0 telles que

A}f}2 ď
ÿ

kPN
|xf, fky|

2 ď B}f}2, @f P H.

La plus grande constante A est 1{}U´1}2 et la plus petite constante B vaut }U}2. Si A “ B,
alors

ÿ

kPN
|xf, φky|

2 “ A}f}2

ce qui conduit à la relation de Plancherel généralisée.
Le théorème suivant donne une condition équivalente pour que tfkukPN soit une base de

Riesz.

Théorème 2.1.9 Une suite tfkukPN est une base de Riesz deH si et seulement si VecttfkukPN “
H et si il existe deux constantes A,B ą 0 telles que pour tout famille finie de scalaires tcku,
on a

A
ÿ

|ck|
2 ď }

ÿ

ckfk}
2 ď B

ÿ

|ck|
2.

� Exemple 2.5 Nous présentons ci-dessous un exemple d’utilisation des bases biorthogonales.
On reprend pour cela le cas 3 de l’exemple 2.3. On considère la base oblique u “ p1, 1q,
v “ p0, 2q et le vecteur x “ p2, 2q. Recherchons la base duale tũ, ṽu de tu, vu. Elle vérifie les
quatre relations

xũ, uy “ 1, xṽ, uy “ 0,
xũ, vy “ 0, xṽ, vy “ 1.

Si ũ “ pa, bq, on a a ` b “ 1 et 2b “ 0 d’où ũ “ p1, 0q. De même, on a ṽ “ p´1{2, 1{2q. La
base tũ, ṽu permet de calculer la décomposition de x dans la base tu, vu par la relation (2.1).
Soit x “ αu` βv. On a

α “ xx, ũy “ 2 et α “ xx, ṽy “ 0

et on retrouve le résultat attendu. On a également

x “ xx, uyũ` xx, vyṽ “ 4ũ` 4ṽ.
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En représentant ces différents vecteurs sur une figure, on se rend bien compte du cacactère
biorthogonal des deux bases.

x

u

v

ũ

ṽ

�

Frames
Ce paragraphe peut être omis en première lecture.

La propriété principale d’une base tfkukPN d’un espace de Hilbert H est que tout vecteur
f P H peut être représenté par une combinaison linéaire (infinie) d’éléments fk dans la base

f “
ÿ

kPN
ckpfqfk. (2.2)

Les coefficients ckpfq sont uniques.
Une frame est une suite d’éléments tfkukPN dans H qui permet que chaque vecteur f P H

puisse être écrit comme dans (2.2). Cependant, les coefficients correspondants ne sont pas
nécessairement uniques (voir exemple 2.3, point 4). Donc, une frame peut ne pas être une
base.

Définition 2.1.4 Une famille dénombrable de vecteurs tfk, k P Nu Ď H est appelée une
frame de H si il existe deux constantes A,B ě 0 telles que pour tout f P H,

A}f}2 ď
ÿ

kPN
|xf, fky|

2 ď B}f}2. (2.3)

Si A “ B, une frame est dite étroite et on a la relation de Plancherel généralisée
ÿ

kPN
|xf, fky|

2 “ A}f}2.

Les nombres A et B sont appelés bornes de frame. Ils ne sont pas uniques. En revanche, les
bornes optimales sont disponibles en prenant le supremum sur tous les A et l’infimum sur
tous les B.

On a d’après la définition que si tfkukPN est une frame, alors

VecttfkukPN “ H.

R Il faut noter que la famille tfkukPN étant potentiellement redondante, les fk ne sont
pas nécessairement indépendants. Avoir une frame (famille ayant de la redondance) est
très utile en pratique en théorie du signal. Les réseaux de communication agissent en
transportant des paquets de données. Chaque paquet contient l’information essentielle,
c’est à dire les données que l’on veut transmettre, ainsi qu’une collection de paramètres
de contrôle. Le but de ces paramètres supplémentaires est de vérifier que les données
seront délivrées correctement : dans le cas où une erreur apparaît, aucun paquet n’est
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délivré. Il est clair que si il n’y a aucune relation entre les différents paquets, les données
appartenant au paquet perdu ne peuvent pas être récupérées. Cependant, si il y a un
peu de redondance dans le système, c’est à dire des relations entre les paquets, il y a un
peu d’espoir que au moins des parties des données manquantes puissent être récupérées.
Mathématiquement, on peut modéliser les paquets à transmettre comme des coefficients
de frame. Donc, un paquet qui n’est pas délivré revient à enlever un élément de la frame.
Si la frame était une base, elle ne serait plus une base après le retrait d’un élément ;
cependant, si elle est redondante, il est possible qu’elle reste une frame après suppression
d’un élément. En fait, une frame peut rester une frame après suppression de plusieurs
éléments.

Une frame sur un espace de Hilbert est donc une généralisation à la dimension infinie de la
notion de famille de vecteurs avec redondance possible sur un espace vectoriel V avec laquelle
on peut engendrer des vecteurs de V , l’inégalité (2.3) assurant une stabilité.

� Exemple 2.6 Soit tekukPN une base orthonormée de H.
En répétant chaque éléments de tekukPN deux fois, on obtient

tfkukPN “ te1, e1, e2, e2, ¨ ¨ ¨ u,

qui est une frame étroite de borne de frame A “ 2. Si on ne répète que e1, on obtient

tfkukPN “ te1, e1, e2, e3, ¨ ¨ ¨ u,

qui est une frame de bornes A “ 1, B “ 2. �

Considérons un espace de Hilbert H équipé d’une frame tfkukPN. Alors, l’opérateur défini
par

T : `2pNq Ñ H, T tckukPN “
ÿ

kPN
cffk

est borné et s’appelle opérateur de synthèse. Son adjoint T ˚ donné par

T ˚ : H Ñ `2pNq, T ˚f “ txf, fkyukPN

est appelé opérateur d’analyse. En composant T et T ˚, on obtient l’opérateur de frame

S : H Ñ H, Sf “ TT ˚f “
ÿ

kPN
xf, fkyfk.

On peut montrer que S est borné, auto-adjoint et inversible. Naturellement, tS´1fkukPN est
une frame de borne de frame A´1 et B´1. Cette frame est appelée frame duale canonique de
tfkukPN. Comme pour les bases de Riesz, on a le théorème suivant qui donne la décomposition
d’un vecteur dans une frame

Théorème 2.1.10 Soit tfkukPN une frame, d’opérateur de frame S. Alors

f “
ÿ

kPN
xf, S´1fkyfk, @f P H

et
f “

ÿ

kPN
xf, fkyS

´1fk, @f P H.

Les nombres xf, S´1fky s’appellent coefficients de frame.
La difficulté dans ce résultat en pratique est qu’il est nécessaire de trouver l’opérateur

S´1 pour décomposer un vecteur f P H. Un des moyens de contourner le problème est de
considérer des frames étroites
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Corollaire 2.1.11 Soit tfkukPN une frame étroite de borne de frame A. Alors, la frame duale
canonique est tA´1fkukPN et

f “
1

A

ÿ

kPN
xf, fkyfk, fk P H.

Il y a un lien entre base de Riesz et frame.

Théorème 2.1.12 Une base de Riesz tfkukPN de H est une frame pour H et les bornes de
la base de Riesz coïncident avec les bornes de frame. La base duale de Riesz est égale à la
base duale canonique de frame tS´1fkukPN.

Une frame qui n’est pas une base de Riesz est dite redondante. En fait, si tfkukPN est une
frame qui n’est pas une base de Riesz, il existe des coefficients tckukPN P `2pNqzt0u pour
lesquels

ÿ

kPN
ckfk “ 0.

Ainsi, pour de telles frames, il y a une certaine interdépendance entre les éléments de ces
frames.

Théorème 2.1.13 Soit tfkukPN une frame de H. Alors, les deux affirmations sont équivalentes
i) tfkukPN est une base de Riesz de H.
ii) Si

ř8
k“1 cffk “ 0 pour tckukPN P `2pNq, alors ck “ 0, @k P N.

On note donc que si tfkukPN est une frame redondante, alors un élément f P H a plusieurs
représentations en terme d’éléments fk de la frame. En fait, pour toute suite tckukPN P
`2pNqzt0u telle que

ř

kPN ckfk “ 0, alors

f “
8
ÿ

k“1

xf, S´1fkyfk “
8
ÿ

k“1

pxf, S´1fk ` ckqyfk.

On se rappelle que les bases de Riesz de H sont caractérisées comme les familles tUekukPN
où tekukPN est une base orthonormée de H et U : H Ñ H est borné et inversible. On a une
caractérisation équivalente pour les frames.

Théorème 2.1.14 Soit tekukPN une base orthonormée de H. Les frames de H sont les familles
tUekukPN où U : H Ñ H est un opérateur borné et surjectif.

2.1.4 Dirac
Les Dirac permettent de faire la transition entre les signaux analogiques et les signaux

discrets. Les manipulations symboliques avec des Dirac simplifient les calculs, sans qu’on ait à
se soucier de problèmes de convergence. Cela se justifie par la théorie des distributions.

Un Dirac a son support réduit à t “ 0 et associe à toute fonction continue φ sa valeurs en
t “ 0

ż

R
δptqφptq dt “ φp0q.

On peut obtenir un Dirac en comprimant une fonction g P L1 telle que
ş

R gptqdt “ 1 :
gsptq “ gpt{sq{s, s ă 1, @g P C0,

lim
sÑ0

ż

R
gsptqφptq dt “ φp0q “

ż

R
δptqφptq dt “ φp0q.
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On définit donc un Dirac par la limite (faible) ci-dessus. Un Dirac n’est pas une fonction car
son support est réduit à un point t “ 0 (mesure nulle) mais sa masse est 1. Ainsi,

ş

R δptqφptq dt
n’est qu’une notation symbolique.

Il est intéressant de construire la translation des Dirac pour la construction des signaux
discrets. On note δτ “ δpt´ τq la masse concentrée en t “ τ et

ż

R
δpt´ τqφptq dt “

ż

R
δpτ ´ tqφptq dt “ φpτq (2.4)

ce qui veut dire que φ ˚ δpuq “ φpuq. De même, φ ˚ δτ puq “ φpu´ τq.
Attention, les quantités de l’équation (2.4) ne sont pas des intégrales et on ne peut donc

pas appliquer de changement de variables. Il faut comprendre que δpt ´ τq charge le point
t´ u “ 0 “ u´ t d’où l’égalité des deux notations.

2.2 La transformée de Fourier

Afin d’éviter des problèmes de convergence, l’intégrale de Fourier est d’abord définie sur
L1pRq puis étendue à L2pRq.

2.2.1 Transformée de Fourier sur L1pRqL1pRqL1pRq
Définition 2.2.1 Soit f P L1pRq, alors sa transformée de Fourier est définie pour ξ P R par

F pfqpξq “ f̂pξq “

ż

R
fptqe´itξdt “ xfptq, eitξy.

Le terme fptqe´itξ peut être vu comme la modulation de la fonction f par la fonction de
modulation e´itξ. Le terme f̂pξq est le coefficient de Fourier à la fréquence ξ. Si f possède
des oscillations proches de la fréquence ξ, elles vont entrer en résonance avec la fréquence
ξ de e´itξ et donc f̂pξq aura des valeurs différentes de 0. Si au contraire, f ne possède pas
d’oscillations à la fréquence ξ, alors f̂pξq « 0. Ainsi, f̂pξq mesure l’occurrence d’oscillations à
la fréquence ξ dans f .

R La transformée de Fourier est une opération globale : si on modifie localement f en un
temps t˚, alors tous les coefficients de Fourier sont immédiatement impactés.

Théorème 2.2.1 — Riemann-Lebesgue. Soit f P L1pRq. On a
i) f̂ est continue et bornée sur R avec }f̂}L8 ď }f}L1 ,
ii) lim

|ξ|Ñ8
f̂pξq “ 0.

Preuve du point i)

• On a |f̂pξq| ď
ż

R
|fptq|dt ă `8 car f P L1pRq.

• Pour tout t, la fonction h : ξ ÞÑ fptqe´iξt est continue et f̂pξq “
ż

R
hpt, ξqdt. On a

|hpt, ξq| “ |fptq| qui est un majorant indépendant de ξ et qui est dans L1pRq par
hypothèse. On applique la théorème de continuité des intégrales à paramètres pour
conclure à la continuité.

Le point ii) est trop long pour être traité ici. �
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� Exemple 2.7 On considère la fonction indicatrice v “
1

2a
1r´a,as, a ą 0. Alors

v̂pξq “

ż

R

1

2a
1r´a,ase

´itξdt,

“
1

2a

ż a

´a
e´itξdt “ ´

1

2iξa

”

e´itξ
ıa

´a
“ ´

1

2iξa
pe´iaξ ´ eiaξ

“
sin aξ

aξ
“ sincpaξq

où la fonction sinus cardinal est définie par

sinc “
"

sinptq{t si t ‰ 0,
1 si t “ 0.

Le sinus cardinal est donc la transformée de Fourier de la fonction de fenêtrage. On constate
que même si la fonction v est discontinue, sa transformée de Fonction v̂ est elle continue. En
outre, on constate que v̂ décroît comme 1{aξ quand |ξ| Ñ 8, ce qui est une décroissance assez
lente. Ainsi, quand un signal contient une discontinuité, ses coefficients de Fourier décroissent
lentement. �

Propriétés 2.2.2 Soient f, g P L1pRq, a P R˚
i) Translation et modulation par eaptq “ eiat

yτafpξq “ e´apξqf̂pξq, yeafpξq “ τaf̂pξq

où τahptq “ hpt´ aq.
ii) Dérivation. Si xkf P L1, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , n, alors f̂ P Cn et on a les n dérivées fréquentielles

d’ordre k données par

f̂ pkqpξq “ {p´itqkfpξq, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , n.

Si f P CnpRq avec f pkq P L1, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , n, alors on a les n dérivées spatiales d’ordre
k données par

yf pkqpξq “ piξqkf̂pξq.

iii) Si f P L1 est à support compact, alors f̂ P C8.
iv) Changement d’échelle : si gptq “ fpt{sq alors ĝpξq “ |s|f̂psξq.

Idées de preuves
i) Par changement de variable x “ t´ a, on a

ż

R
e´itξfpt´ aqdt “

ż

R
e´ipx`aqξfpxqdx “ e´iaξ f̂pξq.

ii) Par intégration par parties, on a
ż

R
e´itξf 1ptqdt “ ´

ż

R

´

e´itξ
¯1

fptqdt “ iξf̂pξq.

�

La propriété qui rend la transformée de Fourier utile est qu’elle est inversible. Ainsi, si on
connaît les coefficients de Fourier f̂ , on peut reconstruire f . Il faut cependant un peu moduler
ce résultat car la justification de l’existence de la transformée de Fourier inverse peut être
délicate.
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Théorème 2.2.3 Si f P L1pRq et f̂ P L1pRq, alors

fptq “
1

2π

ż

R
f̂pξqeitξdξ.

On a donc la formule de reconstruction

fptq “
1

2π
xf̂pξq, e´itξy “

1

2π

ż

R
xfptq, eitξy eitξ dξ.

La formule d’inversion décompose f comme une somme d’ondes sinusoïdales eiξt d’amplitudes
f̂pξq.

R La formule de reconstruction est une caractéristique des bases orthogonales. La base
orthonormée associée est tei2πξtu ce qui éviterait d’avoir à ajouter la normalisation
présente dans la transformée de Fourier inverse.

Comme pour la transformée de Fourier directe, comme on suppose f̂ P L1, f est continue. On
ne sait donc pas justifier avec la théorie L1 la transformée de Fourier inverse de transformée
de Fourier des fonctions discontinues. On fera donc l’extension de la transformée de Fourier à
L2 pour résoudre ce problème.

Intérêts principaux de la transformée de Fourier
• Le calcul des dérivées est simplifié puisqu’il suffit de multiplier par piξqk dans l’espace

des fréquences.
• On peut modifier les fréquences et reconstruire une fonction.

L’autre intérêt fondamental est la possibilité de simplifier l’application d’un filtre, soit encore
de manipuler plus aisément les convolutions.

Théorème 2.2.4 Soit une fonction f P L1pRq et un filtre h P L1pRq. La fonction g “ h˚f P L1

et
ĝpξq “ ĥpξqf̂pξq.

Réciproquement, on a

F pfptqhptqqpξq “
1

2π
f̂ ˚ ĥpξq.

La transformée de Fourier du filtre h s’appelle fonction de transfert.
Preuve On a

ĝpξq “

ż

R
e´itξ

ˆ
ż

R
fpt´ uqhpuqdu

˙

dt.

Comme |fpt´ uq||hpuq est intégrable sur R2, on peut appliquer le théorème de Fubini et on
fait le changement de variable pt, uq ÞÑ pv “ t´ u, uq

ĝpξq “

ż

R

ż

R
e´ipu`vqξfpvqhpuqdudv

“

ˆ
ż

R
e´iuξhpuqdu

˙ˆ
ż

R
e´ivξfpvqdv

˙

.

�

Extension aux dimensions supérieures L’extension aux dimensions supérieures ne pose pas
de réelles difficultés, seule la normalisation de la transformée de Fourier inverse est spécifique
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à la dimension.

F pfqpξξξq “

ż

RD
e´ixxxx,ξξξyfpxxxqdxxx et F´1pf̂qpxxxq “

1

p2πqD

ż

RD
eixxxx,ξξξyf̂pξξξqdξξξ.

Les propriétés énumérées précédemment restent valable en dimensions supérieures. Une
propriété spécifique aux dimensions D ą 1 concerne les fonctions séparables. Par exemple, si
D “ 2, et fpx1, x2q “ g1px1qg2px2q, alors f̂pξ1, ξ2q “ ĝ1pξ1qĝ2pξ2q. Un cas intéressant concerne
fpx1, x2q “ eipx1`x2q.

2.2.2 Transformée de Fourier sur L2pRqL2pRqL2pRq
On a vu que la transformée de Fourier de f “ 1r´1,1s est f̂pξq “ 2sincpξq. Or, f̂ R L1.

En effet, même si
ş`8

0 sincpξqdξ converge (la valeur de cette intégrale vaut π{2), elle n’est
pas absolument convergente

ş`8

0 |sincpξq|dξ “ `8 et n’est donc pas intégrable au sens de
Lebesgue. On ne peut donc pas appliquer la transformée de Fourier inverse. Cependant, |f̂ |2

est intégrable (on a
ş

R |sincpξq|
2dξ “ π). On doit donc étendre la transformée de Fourier à

L2. Le théorème suivant montre que le produit scalaire et la norme de L2 sont invariants par
transformée de Fourier, à un facteur 2π près. On reconnaîtra les formules de Parseval et de
Plancherel.

Théorème 2.2.5 Soit f, h P L1 X L2pRq, alors on a l’égalité de Parseval
ż

R
fptqhptqdt “

1

2π

ż

R
f̂pξqĥpξqdξ

et pour f “ h, on a l’égalité de Plancherel
ż

R
|fptq|2dt “

1

2π

ż

R
|f̂pξq|2dξ,

la transformée de Fourier étant donc une (quasi) isométrie sur L2.

R En dimension D, on a

xf, gyL2pRDq “
1

p2πqD
xf̂ , ĝyL2pRDq

et
}f}2L2pRDq “

1

p2πqD
}f̂}2L2pRDq.

L’extension de la transformée de Fourier à L2 se fait par densité. Si f P L2pRq mais f R L1pRq,
sa transformée de Fourier n’est pas calculable car fptqe´iξt n’appartient pas à L1. Elle est
donc définie comme limite de la transformée de Fourier de fonctions appartenant à L1 X L2.
Comme L1 X L2 est dense dans L2, il existe une suite tfnun P L1 X L2 qui converge vers
f P L2 : lim

nÑ8
}fn ´ f}L2 “ 0. Comme tfnun converge, c’est une suite de Cauchy et donc

}fn ´ fp} peut être rendue arbitrairement petite pour n et p grands. De plus, fn P L1 et donc
f̂n est bien définie. Par Plancherel, on a

}f̂n ´ f̂p} “
?

2π}fn ´ fp} ă ε

et donc f̂n est une suite de Cauchy. Or, un espace de Hilbert est un espace complet, les
suites de Cauchy convergent vers un élément de cet espace. Donc, il existe f̂ P L2 tel que
lim
nÑ8

}f̂n ´ f̂} “ 0. Par définition, f̂ est la transformée de Fourier de f .
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� Exemple 2.8 — Filtre passe bas idéal. Nous avons vu que la transformée de Fourier facilite
l’application d’un filtre en transformant une convolution en produit dans l’espace des fréquences.
Supposons que l’on souhaite ne laisser passer que les basses fréquences d’un signal, il suffit
pour cela de multiplier une fonction f par ĥ “ 1r´L,Ls dans l’espace des fréquences f̂pξqĥpξq.
L’opération dans l’espace du temps est f ˚ h et l’existence de h est justifiée par la théorie L2.
�

Transformée de Fourier d’un Dirac
Un Dirac n’appartient ni à L1, ni à L2. Il est nécessaire d’étendre la transformée de Fourier

aux distributions tempérées (hors programme : voir programme de master). On suppose que
cette théorie est valide pour justifier les calculs suivants. Comme e´iξt “ 1 en t “ 0, on a

δ̂pξq “

ż

R
δptqe´iξtdt “ 1.

Comme yτafpξq “ e´apξqf̂pξq, le translaté d’un Dirac a comme transformée de Fourier

pδapξq “ e´iaξ.

Réciproquement, la transformée de Fourier inverse d’un Dirac est

F´1pδqptq “
1

2π

ż

R
δpξqeiξtdξ “

1

2π
,

de sorte que F p1q “ 2πδpξq.
On définit le peigne de Dirac comme étant la somme de Dirac translatés cptq “

ř

nPZ δpt´
nT q qui permet d’échantillonner uniformément les signaux analogiques car

ż

R
cptqϕptqdt “

ÿ

nPZ
ϕpnT q.

On a ĉpξq “
ÿ

nPZ
e´inTξ.

Théorème 2.2.6 — Formule de Poisson. On a (au sens des distributions)

ĉpξq “
ÿ

nPZ
e´inTξ “

2π

T

ÿ

kPZ
δpξ ´

2πk

T
q.

Cette formule (que nous reverrons) indique que ĉ est aussi un peigne de Dirac en fréquence
d’espacement 2π{T .

cptq

T

F

F´1

ĉpξq

2π{T

On peut dorénavant calculer la transformée de Fourier d’un sinus ou d’un cosinus. En effet,
cela était impossible jusqu’alors car ni un sinus, ni un cosinus n’appartiennent à L2pRq. Ce
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calcul est à faire au sens des distributions.

xcospξq “

ż

R
e´itξ cosptq dt

“

ż

R
e´itξ

eit ` e´it

2
dt

“
1

2

ż

R
e´itpξ´1q dt`

1

2

ż

R
e´itpξ`1q dt

“
1

2
pF p1qpξ ´ 1q `F p1qpξ ` 1qq

“ πpδ1 ` δ´1q.

2.2.3 Propriétés
Régularité et décroissance

On a vu par le théorème de Riemann-Lebesgue que lim|ξ|Ñ8 f̂pξq “ 0 pour f P L1. On a
en fait que le taux de décroissance quand |ξ| Ñ 8 est lié à la régularité de f .

Proposition 2.2.7 Une fonction f est bornée avec des dérivées jusqu’à l’ordre p continues et
bornées si

ż

R
|f̂pξqp1` |ξ|pqdξ ă `8.

Idées de preuve On sait que yf pkqpξq “ piξqkf̂pξq et donc

|f pkqptq| ď
1

2π

ż

R
piξqkf̂pξqeiξtdξ

ď C

ż

R
|ξ|kf̂pξqeiξtdξ ă `8

et donc |f pkq| est bornée. �
Cette proposition montre que si il existe K et ε ą 0 tel que

|f̂pξq| ď
K

1` |ξ|p`1`ε

alors f P Cp.

� Exemple 2.9 1. Considérons la fonction indicatrice de l’intervalle r´1, 1s, f “ 1r´1,1s.
Cette fonction est discontinue et sa transformée de Fourier est donnée par f̂pξq “ sincpξq.
Ainsi, |f̂ | est équivalente à |ξ´1| pour |ξ| Ñ `8. Ainsi, il n’existe aucun p P N pour
vérifier les hypothèses de la proposition 2.2.7.

2. Considérons maintenant g “ f ˚ f . La fonction g vérifie donc

gpxq “

$

&

%

1` x{2, ´2 ď x ď 0,
1´ x{2, 0 ď x ď 2,
0, sinon.

C’est donc une fonction continue. On calcule aisément sa transformée de Fourier par
ĝpξq “ f̂2pξq “ sinc2pξq. Ainsi, ĝ est équivalente à |ξ´2| pour |ξ| Ñ `8. La propositon
est donc vérifiée pour p “ 0 et la fonction g est continue et bornée.

3. On a immédiatement en continuant ce procédé que h “ f ˚ f ˚ f est de classe C1 car
|ĥ| se comporte comme |ξ´3| en |ξ| Ñ `8.

�

R La propositon 2.2.7 est à la base de la définition des espaces de Sobolev.
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Principe d’incertitude de Heisenberg
On se pose la question de savoir si une fonction peut être à la fois localisée en espace et

en fréquence (ce qui correspond à une localisation de sa transformée de Fourier). On a vu que
pδτ pξq “ e´iτξ et donc pδ0 “ 1. Or un Dirac a un support très localisé en temps puisqu’il est
réduit à un point, mais par contre, le support devient infini en fréquence. Réciproquement,
si fptq “ 1, alors f̂pξq “ 2πδ0pξq. On a donc une compétition entre localisation spatiale et
localisation fréquentielle : une bi-localisation est limitée. Ainsi, une concentration dans un
domaine va conduire à un étalement dans l’autre : le produit des étalements est minoré.
Pour définir la localisation, on fait intervenir la fonction densité de probabilité

Ppa ď gptq ď bq “

ż b

a
gptqdt si

ż

R
gptqdt “ 1.

Les quantités importantes sont

Moyenne µf “ Epgq “
ż

R
tgptqdt,

Variance σ2
g “ E

“

pg ´ µgq
2
‰

“
ş

Rpt´ µgq
2gptqdt,

plus la variance sera grande, plus grand sera l’étalement. Cependant, un signal n’est pas
nécessairement de masse 1. Par contre, on sait que }f}22 “

ş

R |fptq|
2dt et donc

ż

R

|fptq|2

}f}2
“ 1.

On adapte donc les définitions de moyenne et variance en choisissant g “ |f |2{}f}2 pour
définir la moyenne et la variance temporelles

µf “

ż

R
t
fptq

}f}2
dt et σ2

t “

ż

R
pt´ µtq

2 fptq

}f}2
dt.

� Exemple 2.10 • Soit bptq “ 1r´1{2,1{2s, alors µt “ 0 et σ2
t “ 1{12.

• Soit sinc ptq “
1
?
π

sin t

t
, alors |sincptq|2 décroît comme 1{|t|2 et σ2

t “ `8.

• La gaussienne g ptq “
ˆ

2α

π

˙1{4

e´αt
2
a pour moyenne et variance µt “ 0 et σ2

t “ 1{p4αq.
�

Concernant l’étalement en fréquence, par Parseval, on sait
ż

R
| pf pξq |2dt “ } pf pξq }2 “ 2π }f ptq}2 ùñ

ż

R

| pf pξq |2

2π}f ptq }2
dξ

et donc on définit

µf :“

ż

R
ξ

ˇ

ˇ

ˇ

pf pξq
ˇ

ˇ

ˇ

2

2π }f}2
dξ et σ2

f “

ż

R
pξ ´ µf q

2 |
pf pξq |2

2π }f}2
dξ

� Exemple 2.11 On a ĝpξq “
ˆ

2α

π

˙1{4 cπ

α
e´ξ

2{p4αq et donc les moyenne et écart-type sont

donnés par µf “ 0 et σ2
f “ α de sorte que σ2

t σ
2
f “ 1{4. �

L’égalité précédente n’est valable que pour les gaussiennes. On a en fait le résultat donnant
le principe d’incertitude de Heisenberg
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Théorème 2.2.8 — Incertitude de Heisenberg. Soit f P L2pRq, alors le produit de ses
étalements temporels et fréquentiels est minoré par

σ2
t σ

2
f ě

1

4
.

La borne inférieure est atteinte pour les gaussiennes.

On peut représenter cette incertitude par des boîtes de Heisenberg dans le plan temps-
fréquence : ce sont des boîtes centrées en pµt, µf q qui s’étendent sur le domaine rectangulaire
p2σt, 2σf q, l’aire de la boîte étant d’au moins de 2 (voir Figure 2.1).

|f̂pξq|2

|fptq|2

µt

µf

2σt

2σf

t

ξ

Figure 2.1 – Boîtes de Heisenberg

L’effet d’un shift en temps ou en fréquence est aisément identifiable avec les boîtes
de Heisenberg comme on l’identifie sur la figure 2.2. Les nouvelles fonctions sont pour un shift
en temps gptq “ fpt´ t0q et ĝpξq “ e´it0ξ f̂pξq, et pour un shift en fréquence gptq “ eiξ0tfptq
et ĝpξq “ f̂pξ ´ ξ0q.

|ĝpξq|2

|gptq|2

µt

µf

µt ` t0 t

ξ

|ĝpξq|2

|gptq|2

µt

µf

µf ` ξ0

t

ξ

Shift en temps Shift en fréquence

Figure 2.2 – Boîtes de Heisenberg

Observons maintenant l’effet d’un changement d’échelle (cf. Fig. 2.3) où on définit
gptq “

?
afpatq, a ą 0. On sait que si gptq “ fpt{sq, alors ĝpξq “ |s|f̂psξq. Ici, s “ 1{a de
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sorte que

ĝpξq “
1
?
a
f̂

ˆ

ξ

a

˙

.

On remarque que ce changement d’échelle laisse la norme L2 invariante. En effet

}g}2 “

ż

R
a|fpatq|2dt “

ż

R
|fpyq|2dy “ }f}2

où on a fait le changement de variable y “ at.

|ĝpξq|2

|gptq|2

µt

µf

µt{a

aµf

2σt{a

2aσf

t

ξ

Figure 2.3 – Boîtes de Heisenberg et changement d’échelle

Comme on le voit sur ces figures, un shift (décalage) ou un changement d’échelle ne modifie
pas l’aire des boîtes de Heisenberg : compresser un signal dans un domaine l’étire dans l’autre.

En conclusion, on peut résumer ces différents effets dans le tableau 2.1

Fonction Moy. temps Etal. temps Fourier Moy. Fréq Etal. Fréq
fptq µt σt f̂pξq µf σf

fpt´ t0q µt ` t0 σt e´it0ξ f̂pξq µf σf
eiξ0tfptq µt σt f̂pξ ´ ξ0q µf ` ξ0 σf
?
afpatq µt{a σt{a

1?
a
f̂p ξaq aµf aσf

Table 2.1 – Effet des shifts et changement d’échelle



3. La révolution discrète

On a vu que l’enregistrement de sources sonores (signal) ou d’images se faisait à partir
d’échantillons obtenus par l’échantillonnage d’un signal (resp. image) analogique. Les questions
que l’on peut se poser sont :

• peut-on reconstruire un signal à partir d’un échantillonnage ?
• quel est l’effet de la transformée de Fourier ?

3.1 Échantillonnage des signaux analogiques

La méthode la plus simple pour discrétiser un signal consiste à enregistrer ses valeurs
tfpnsqunPZ à intervalle de s. Une approximation de fptq à n’importe quel instant t P R peut
être obtenue en interpolant ces échantillons grâce aux résultats qui suivent.

3.1.1 Théorème d’échantillonnage de Shannon-Whittaker

Un signal discret peut être représenté comme une somme de Dirac. À l’échantillon fpnsq,
on associe un Dirac fpnsqδpt´ nsq localisé en t “ ns. Un échantillonnage correspond donc
à fd “

ÿ

nPZ
fpnsqδpt ´ nsq. Or, F pδpt ´ nsq “ e´insξ et donc pfdpξq “

ÿ

nPZ
fpnsqe´insξ. Pour

calculer fptq à partir de ses échantillons fpnsq, on fait le lien entre f̂ et pfd.

Théorème 3.1.1 Soit f une fonction et fd son échantillonnage fd “
ř

nPZ fpnsqδpt´ nsq de
pas s. Alors,

pfdpξq “
1

s

ÿ

kPZ
f̂pξ ´

2kπ

s
q.

Preuve D’après la définition d’un Dirac (non nul seulement en t “ ns), on a fpnsqδpt´ nsq “
fptqδpt´nsq et donc fdptq “ fptq

ÿ

nPZ
δpt´nsq “ fptqcptq, où cptq est le peigne de Dirac. Ainsi,

pfdpξq “
1

2π
f̂ ˚ ĉpξq.
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On sait par la formule de Poisson que

ĉpξq “
2π

s

ÿ

kPZ
δpξ ´

2πk

s
q.

Comme f̂ ˚ ĉpξ ´ ωq “ f̂pξ ´ ωq, on a le résultat. �

Ainsi, ce théorème montre que l’échantillonnage de f à intervalles de s rend sa transformée
de Fourier 2π{s périodique en sommant ses translatés f̂pξ ´ 2πk{sq. En effet,

pfdpξ ´
2π

s
q “

1

s

ÿ

kPZ
f̂pξ ´

2π

s
´

2πk

s
q “ pfdpξq.

On en déduit le théorème

Théorème 3.1.2 — Shannon-Whittaker. Si le support de f̂ est inclus dans r´π{s, π{ss (2π{s
périodique), alors

fptq “
ÿ

nPZ
fpnsqφspt´ nsq, avec φsptq “ 2

sinpπt{sq

πt{s
.

Preuve Si n ‰ 0, suppf̂pξ ´ nπ{sq n’intersecte par suppf̂pξq car f̂pξq “ 0 pour |ξ| ą π{s (par
hypothèse du théorème). Ainsi, en utilisant le théorème précédent, on a

pfdpξq “
f̂pξq

s
si |ξ| ď

π

s

soit encore f̂pξq “ s pfdpξq si |ξ| ď π{s.
Or, on a vu que xφs “ s1r´π{s,π{ss et comme suppf̂ P r´π{s, π{ss, f̂pξq “ xφs pfdpξq. Par

transformée de Fourier inverse, on obtient

fptq “ φs ˚ fdptq

“ φs ˚
ÿ

nPZ
fpnsqδpt´ nsq

“
ÿ

nPZ
fpnsqφspt´ nsq

�
Il semble donc que l’on puisse reconstruire f tout entier en n’importe quel point sous la
condition que suppf̂ Ă r´π{s, π{ss, ce qui garantit que f n’a pas de fortes variations entre
deux échantillons car un spectre borné implique de la régularité de f .

Soit f un signal et sa transformée de Fourier
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(a) Signal f and its Fourier transform f̂ . (b) A uniform sampling of f makes its Fourier
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L’échantillonnage uniforme du signal f rend sa transformée de Fourier périodique.
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Échantillonnage uniforme Transformée de Fourier périodisée

On construit un filtre idéal passe-bas.
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Filtre Fonction de transfert

Le filtrage par le filtre passe-bas permet de reconstruire le signal
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3.1.2 Aliasing
Dans la pratique, on ne peut pas connaître une infinité d’échantillons (ce qui est nécessaire

pour pouvoir appliquer le théorème) et/ou suppf̂ Ć r´π{s, π{ss. Le théorème n’est donc plus
applicable et si on utilise la formule de Shannon ci-dessus, on engendre une erreur qui fabrique
une fonction différente de f . Analysons cette erreur.
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Supposons que suppf̂ Ć r´π{s, π{ss. Il existe donc au moins un k tel que suppf̂pξ ´
2πk{sq X suppf̂pξq ‰ H. Ce repliement des composantes de haute fréquence |ξ| ą π{s sur
un intervalle à basse fréquence |ξ| ď π{s s’appelle aliasing. En présence d’aliasing, le signal
interpolé

φs ˚ fdptq “ φs ˚
ÿ

nPZ
fpnsqδpt´ nsq

a pour transformée de Fourier

xφs pfdpξq “ s pfdpξq1r´π{s,π{sspξq “ 1r´π{s,π{sspξq
ÿ

kPZ
f̂pξ ´ 2kπ{sq

qui peut être complètement différent de f̂pξq sur l’intervalle r´π{s, π{ss et donc le signal
φs ˚ fdptq peut être une approximation de mauvaise qualité de f . Le terme

ř

kPZ f̂pξ ´ 2kπ{sq
qu’on amène dans l’intervalle r´π{s, π{ss des fréquences qui viennent d’en dehors de cet
intervalle : il y a donc bien repliement des hautes fréquences sur r´π{s, π{ss.

Soit f un signal et sa transformée de Fourier à support plus grand que |ξ| ď π{s.
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f f̂

L’échantillonnage uniforme du signal f introduit un aliasing produit par un overlapping de
f̂pξ ´ 2kπ{sq pour différent k.
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Échantillonnage uniforme Transformée de Fourier avec aliasing

Le filtrage par le filtre passe-bas crée un signal basse fréquence différent du signal originel f .
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� Exemple 3.1 Considérons une oscillation haute fréquence

fptq “ cospξ0tq “
eiξ0t ` e´iξ0t

2

donc la transformée de Fourier est f̂pξq “ πpδpξ ´ ξ0q ` δpξ ` ξ0q. Le signal reconstruit par la
formule de Poisson est donc

xφs pfdpξq “ π1r´π{s,π{sspξq
ÿ

kPZ
pδpξ ´ ξ0 ´ 2πk{sq ` δpξ ` ξ0 ´ 2πk{sq.

Si on suppose que ξ0 Psπ{s, 2π{sr, on a le repliement du spectre représenté sur la figure 3.1

´2π{s ´π{s 0 π{s 2π{s
´ξ0 `ξ0 `

2π
s ξ0

´ξ0 `
2π
s

Figure 3.1 – Repliement de fréquences

d’où xφs pfdpξq “ πpδpξ ´ ξ0 ´ 2π{sq ` δpξ ` ξ0 ´ 2π{sq et donc

fd ˚ φsptq “ cos

ˆˆ

2π

s
´ ξ0

˙

t

˙

.
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´2π ´π 0 π 2π

´1

´0.5

0

0.5

1

Figure 3.2 – f (bleu) et fd ˚ φs (rouge)

L’aliasing ramène donc la haute fréquence ξ0 (|ξ0| ą π{s) à une fréquence plus basse
2π{s´ ξ0 P r´π{s, π{ss d’où un repliement de fréquences. �

Comment procéder pour supprimer l’aliasing ? Afin de le supprimer (ou tout du moins
l’atténuer), il faut approcher f par le signal le plus proche f̃ dont la transformée de Fourier a
son support dans r´π{s, π{ss. On cherche donc à minimiser la distance de f̃ à f . La formule
de Plancherel donne

}f ´ f̃}2 “
1

2π

ż

R
|f̂pξq ´

ˆ̃
fpξq|2dξ

“
1

2π

˜

ż

|ξ|ąπ{s
|f̂pξq ´

ˆ̃
fpξq|2dξ `

ż

|ξ|ďπ{s
|f̂pξq ´

ˆ̃
fpξq|2dξ

¸

“
1

2π

ż

|ξ|ąπ{s
|f̂pξq|2dξ `

1

2π

ż

|ξ|ďπ{s
|f̂pξq ´

ˆ̃
fpξq|2dξ

car supp pf̃ Ă r´π{s, π{ss. La distance est minimale lorsque la seconde intégrale est nulle. On
demande donc que

ˆ̃
fpξq “ f̂pξq sur r´π{s, π{ss

soit encore
ˆ̃
fpξq “ f̂pξq1r´π{s,π{sspξq “

1

s
xφspξqf̂pξq

ce qui correspond à f̃ptq “ 1
sf ˚ φsptq.

Ainsi, le filtrage de f par φs empêche l’aliasing en supprimant toutes les fréquences supé-
rieures à π{s. Comme supp ˆ̃

f Ă r´π{s, π{ss, on peut appliquer le théorème d’échantillonnage
et donc on récupère f̃ptq à partir des échantillons f̃pnsq.

Un convertisseur analogique-numérique est donc composé d’un filtre qui limite les fréquences
à la bande r´π{s, π{ss et suivi par un échantillonnage uniforme.

3.1.3 Échantillonnage général
La lecture de ce paragraphe n’est pas nécessaire dans un premier temps.
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Le théorème de Shannon-Whittaker est un exemple particulier de conversion analogique-
numérique. Il existe d’autre conversion.

On veut en fait trouver une approximation stable de f P L2pRq à partir d’un filtrage et
d’un échantillonnage uniforme qui donne tf ˚ φspnsqunPZ pour un filtre réel φs soit

f ˚ φspnsq “

ż

R
fptqφspns´ tqdt “ xfptq, φspt´ nsqyL2

où on a défini φsptq “ φsp´tq. Les échantillons peuvent donc être construits par un produit
scalaire.

Considérons Us l’espace d’approximation Vecttφspt´ nsqu. L’approximation f̃ P Us qui
minimise la distance }f ´ f̃}L2 est la projection orthogonale de f sur Us. Le calcul de cette
projection orthogonale est stable (possible) si tφspt ´ nsqunPZ est une base de Riesz de Us
puisque dans ce cas là, on a un produit scalaire qui satisfait une équivalence d’énergie. Le
théorème d’échantillonnage généralisé suivant donne la projection orthogonale sur Us

Théorème 3.1.3 Soit tφspt´ nsqunPZ une base de Riesz de Us et φsptq “ φsp´tq. Il existe
une base biorthogonale tφ̃spt´ nsqunPZ de Us telle que

@f P L2pRq, PUsfptq “
ÿ

nPZ
f ˚ φspnsqφ̃spt´ nsq.

Si on écrit le signal discret fdptq “
ÿ

nPZ
f ˚ φspnsqδpt ´ nsq, alors la projection orthogonale

PUspfq peut être écrite comme un filtre analogique de fd :

PUsfptq “ fd ˚ φ̃sptq.

• Si f P Us, alors PUsf “ f et donc f est reconstruite en filtrant le signal discret
d’échantillons tf ˚ φspnsqunPZ avec le filtre analogique φ̃ptq.

• Si f R Us, alors PUsf est la meilleure approximation de f dans Us.
Le théorème suivant caractérise les filtres φs qui génèrent une base de Riesz.

Théorème 3.1.4 Un filtre φs génère une base de Riesz tφspt´nsqunPZ de Us si et seulement
si DB ě A ą 0 telles que @ξ P r0, 2π{ss,

A ď
1

s

ÿ

kPZ
|xφspξ ´

2kπ

s
q|2 ď B.

La base biorthogonale tĂφspt´ nsqunPZ est définie par le filtre dual Ăφs qui vérifie

x

Ăφspξq “
s xφs

˚
pξq

ř

kPZ |
xφspξ ´ 2kπ{sq|2

.

Ce théorème donne une condition nécessaire et suffisante sur le filtre passe base φsptq “ φsp´tq
pour obtenir une approximation stable à partir d’un échantillonnage uniforme de pas s. Pour
différents pas s, le filtre φs peut être obtenu en dilatant un filtre φsptq “ s´1{2φpt{sq et donc
xφspξq “ s1{2φ̂psξq. La condition nécessaire et suffisante de base de Riesz est donc satisfaite si
et seulement si

@ξ P r´π, πs, A ď
ÿ

kPZ
|xφspξ ´ 2kπq|2 ď B.

Quand A “ B “ 1, la base de Riesz est orthonormée et on a donc
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Corollaire 3.1.5 La famille tφspt´ nsqunPZ est une base orthonormée de Us avec φsptq “
s´1{2φpt{sq si et seulement si @ξ P r0, 2πs

ÿ

kPZ
|xφspξ ´ 2kπq|2 “ 1

et le filtre dual est Ăφs “ φs.

Le théorème de Shannon-Whittaker est donc un cas particulier où le filtre passe bas est un
sinus cardinal φsptq “ s1{2sincpπt{sq et tφspt ´ nsqunPZ forme un base orthonormée de Us
de fonctions dont les transformées de Fourier ont un support dans r´π{s, π{ss et si f P Us,
fpnsq “ s´1{2f ˚ φspnsq.

3.2 Fourier et les signaux discrets
3.2.1 Série de Fourier

On a vu qu’après échantillonnage uniforme de pas s, fd “
ÿ

nPZ
fpnsqδpt´ nsq et pfdpξq “

ÿ

nPZ
fpnsqe´insξ. Si s “ 1, alors la collection tfpnsqunPZ est une suite tfnunPZ et fd “

ÿ

nPZ
fpnqδpt ´ nq, soit par suite pfdpξq “

ÿ

nPZ
fpnqe´inξ qui est une série de Fourier. La sé-

rie de Fourier est donc un cas particulier de transformée de Fourier pour des fonctions qui
sont des sommes de Dirac.

Pour n P Z, e´inξ est de période 2π et par conséquent, les séries de Fourier sont de période
2π. Une fonction 2π-périodique peut être caractérisée par sa restriction à r´π, πs. On considère
les fonctions f P L2pr´π, πs. On a vu que la famille des te´ikξukPZ est une base orthonormée
de L2pr´π, πs et donc toute fonction de L2pr´π, πs peut s’écrire comme une série de Fourier.

Ainsi, si pfnqnPZ P `2pZq, alors la série de Fourier f̂pξq “
ÿ

nPZ
fne

´inξ peut s’interpréter

comme la décomposition de f̂ P L2pr´π, πsq sur une base orthonormée. Les coefficients fn
peuvent donc s’écrire

fn “ xf̂pξq, e
´iξnyL2 “

1

2π

ż π

´π
f̂pξqeiξndξ

et on a l’identité de Plancherel
ÿ

nPZ
|fn|

2 “ }f̂}2 “
1

2π

ż π

´π
|f̂pξq|2dξ.

�

L’identité f̂pξq “
ř

nPZ fne
´iξn n’est pas une identité ponctuelle mais s’entend au sens de

la convergence en moyenne

lim
NÑ`8

}f̂pξq ´
N
ÿ

k“´N

fke
´ikξ} “ 0.

3.2.2 Signaux finis
Jusqu’ici, on a considéré un nombre infini d’échantillons pfnqnPZ. En pratique, on ne connaît

qu’un nombre N fini d’échantillons 0 ď n ď N ´ 1. Il faut donc redéfinir les convolutions
(effets de bords en 0 et N ´ 1) et les transformées de Fourier.
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Convolutions circulaires
Soit pf̃nq et ph̃nq définies pour 0 ď n ď N ´ 1. Si on souhaite calculer la convolution

pf̃ ˚ h̃qn “
8
ÿ

p“´8

f̃ph̃n´p, il faut connaître f̃n et h̃n au delà de 0 ď n ď N ´ 1. On fait le choix

d’étendre ces suites par périodisation sur N échantillons

fn “ f̃nrNs et hn “ h̃nrNs.

La convolution circulaire de pfnq et de phnq de période N est la somme restreinte à leur
période

pf f hqn “
N´1
ÿ

p“0

f̃ph̃n´p “
N´1
ÿ

p“0

f̃n´ph̃p.

C’est un signal de période N .

Transformée de Fourier discrète
L’espace des signaux périodiques de période N est un espace euclidien de dimension N ,

muni du produit scalaire

xf, gy “
N´1
ÿ

n“0

fng
˚
n.

On a le théorème suivant qui montre que tout signal périodique de période N de décompose
comme une somme de sinusoïdes discrètes.

Théorème 3.2.1 La famille
"

ek,n “ exp

ˆ

i
2πkn

N

˙*

0ďkăN

est une base orthogonale de l’es-

pace des signaux de période N .

On peut donc décomposer f de période N

f “
N´1
ÿ

k“0

xf, eny

}ek,n||2
en.

Définition 3.2.1 La transformée de Fourier discrète de f (DFT : Discrete Fourier Transform
en anglais) est

pfk “ xf, ek,ny “
N´1
ÿ

n“0

fne
´i 2πkn

N , 0 ď k ď N ´ 1.

Comme }ek,n}2 “ N , on a la transformée inverse

fn “
1

N

N´1
ÿ

k“0

pfke
i 2πkn
N .

On a par orthogonalité la formule de Plancherel

}f}2 “
N´1
ÿ

n“0

|fn|
2
“

1

N

N´1
ÿ

k“0

| pfk|
2

Théorème 3.2.2 Si pfnq et phnq sont de période N , la DFT de g “ f f h vaut ĝk “ f̂kĥk.
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Cette formule est particulièrement intéressante car elle permet un calcul rapide d’une convolu-
tion
Preuve

{pffhqk “
N´1
ÿ

n“0

pffhqn e
´i 2π

N
nk

“

N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

p“0

fn´phpe
´i 2π

N
nk

“

N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

p“0

fn´phpe
´i 2π

N
nke´i

2π
N
ppk´pkq

“

N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

p“0

fn´phpe
´i 2π

N
pn´pqke´i

2π
N
pk

“

N´1
ÿ

p“0

hpe
´i 2π

N
pk

N´1
ÿ

n“0

fn´pe
´i 2π

N
pn´pqk

“

N´1
ÿ

p“0

hpe
´i 2π

N
pk

N´1´p
ÿ

`“´p

f`e
´i 2π

N
`n.

Or, f` est périodique de période N . Il en est de même pour e´i
2π
N
k` qui est elle aussi périodique

en ` à k fixé de période N . On a vu que la somme d’une suite périodique ne dépend pas de la
période sur laquelle on fait la somme. Ainsi

N´1´p
ÿ

`“´p

f`e
´i 2π

N
k` “

N´1
ÿ

`“0

f`e
´i 2π

N
k`

et donc

zffhk “
N´1
ÿ

p“0

hpe
´i 2π

N
pk

N´1
ÿ

`“0

f`e
´i 2π

n
k` “ phk pfk.

�

Proposition 3.2.3 Soit pfnq et pgnq deux suites de réels avec 0 ď n ď N ´ 1. Alors

N´1
ÿ

k“0

pfk pgk “ N
N´1
ÿ

n“0

fngn. et
N´1
ÿ

k“0

| pfk|
2 “ N

N´1
ÿ

n“0

f2
n.

Preuve Soit phnq la suite définie par hn “ f´n. Alors

phk “
N´1
ÿ

n“0

hne
´i 2π

N
kn

“

N´1
ÿ

n“0

f´ne
´i 2π

N
kn

“

0
ÿ

`“1´N

f`e
i 2π
N
k`, l’argument est une suite périodique

“

N´1
ÿ

`“0

f`e
i 2π
N
k` “ pfk.
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Par suite,
N´1
ÿ

k“0

pfk pgk “
N´1
ÿ

k“0

phk pgk

“

N´1
ÿ

k“0

{phfgqk

“

N´1
ÿ

k“0

{phfgqke
i 2π
N
k0

“ N phf gq0 , par DFT inverse

“ N
N´1
ÿ

n“0

h0´ngn “ N
N´1
ÿ

n“0

fngn.

�

Nous pouvons prouver que la formule donnant la transformée inverse de Fourier discrète
redonne bien le signal pfnq. Pour cela, on a

1

N

N´1
ÿ

k“0

pfke
i 2π
N
kn “

1

N

N´1
ÿ

k“0

˜

N´1
ÿ

p“0

fpe
´i 2π

N
kp

¸

ei
2π
N
kn

“
1

N

N´1
ÿ

p“0

fp

N´1
ÿ

k“0

e´i
2π
N
kpp´nq.

Étudions la somme
N´1
ÿ

k“0

e´i
2π
N
kpp´nq.

Cas p “ n
N´1
ÿ

k“0

1 “ N

Cas p ‰ n

N´1
ÿ

k“0

´

ei
2π
N
pp´nq

¯k
“

N´1
ÿ

k“0

ak “
1´ aN

1´ a

“
1´ e´i2πpp´nq

1´ a
“ 0

car p´ n P Z˚.
Donc, le seul cas p “ n donne une somme non nulle et ainsi

1

N

N´1
ÿ

k“0

pfke
i 2π
N
kn “

1

N
fnN “ fn.

La DFT peut être définie sur Z car on peut la périodiser. En effet, comme e´i
2π
N
km “

e´i2πpk`pNq
m
N , p P Z et e´i2πpm “ 1, @p,m P Z, on a pfk`pN “ pfk et donc pfk

˚
“ pf´k pour la

suite périodisée. On peut donc représenter la DFT sur n’importe quelle période. On choisit
l’intervalle ´N{2 ď k ď N{2´ 1 pour f̂k qui est symétrique par rapport à 0.

Concernant les dimensions supérieures et en particulier les images, la DFT devient

ŵk,l “
N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

n“0

wm,ne
´i 2π

N
pkm`lnq, pk, lq P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u2,
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et

wm,n “
1

N2

N´1
ÿ

k“0

N´1
ÿ

l“0

ŵk,le
i 2π
N
pkm`lnq, pm,nq P t0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u2.

3.2.3 La transformée de Fourier rapide
Pour un signal à N échantillons, le calcul direct des N sommes de Fourier discrètes

pfk “
N´1
ÿ

n“0

fne
´i 2π

N
kn, 0 ď k ď N ´ 1

nécessite N2 additions et multiplications complexes (N pour chaque somme et N sommes).
Si N est grand, ou que l’on traite des images 2D (auquel cas N devient N2), alors le coût
calcul devient énorme.

De nombreux chercheurs ont étudié la possibilité de réduire le coût et c’est Cooley et Tukey
qui ont donné un algorithme célèbre pour le cas des signaux dont le nombre d’échantillons N
est une puissance de 2. C’est la Fast Fourier Transform (FFT) qui réduit le coût à OpN logNq.

Commençons par quelques manipulations algébriques et supposons N “ 2µ. On a

pfk “
N´1
ÿ

n“0

fne
´i 2π

N
kn, 0 ď k ď N ´ 1

Si on note ωN “ e´i
2π
N , on peut réécrire pfk “

řN´1
n“0 fnω

kn
N de sorte que

pfk “ f0ω
0
N ` f1ω

k
N ` f2ω

2k
N ` ¨ ¨ ¨ ` fN´2ω

pN´2qk
N ` fN´1ω

pN´1qk
N .

• Comme N est pair (c’est une puissance de 2), N ´ 1 est impair et N “ 2p.
• On a vu que on peut assimiler les f̂k à une suite périodique de période N et donc étudier
cette suite sur ´N{2 ď k ď N{2 ´ 1 ce qui revient à regarder 0 ď k ď N{2 ´ 1 puis
N{2 ď k ď N ´ 1.

Supposons donc pour commencer que 0 ď k ď N{2´ 1, soit encore 0 ď k ď p´ 1.

pfk “ f0ω
0
N ` f1ω

k
N ` f2ω

2k
N ` ¨ ¨ ¨ ` fN´2ω

pN´2qk
N ` fN´1ω

pN´1qk
N

“

p´1
ÿ

n“0

f2nω
2nk
N `

p´1
ÿ

n“0

f2n`1ω
p2n`1qk
N

“

p´1
ÿ

n“0

f2nω
2nk
N ` ωkN

p´1
ÿ

n“0

f2n`1ω
2nk
N .

Or, ω2nk
N “ e´i

2π
N

2nk “ e
´i 2π

N{2
nk
“ ωnkN{2 d’où

pfk “

p´1
ÿ

n“0

f2nω
nk
N{2 ` ω

k
N

p´1
ÿ

n“0

f2n`1ω
nk
N{2

“

p´1
ÿ

n“0

f2n
loomoon

fpair
n

ωnkp ` ωkN

p´1
ÿ

n“0

f2n`1
loomoon

f impair
n

ωnkp ,

et donc pfk “
z

fpair
n ` ωkN

{

f impair
n , 0 ď k ď p´ 1.
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Examinons maintenant le cas N{2 ď k ď N ´ 1, soit encore p ď k ď 2p´ 1, ou encore si
on pose k “ N{2` `, 0 ď ` ď p´ 1.

pfk “ pfN
2
`` “

N´1
ÿ

n“0

fnω
npN2 ``q
N

“

p´1
ÿ

n“0

f2nω
2npN

2
``q

N `

p´1
ÿ

n“0

f2n`1ω
p2n`1qpN2 ``q
N

Il est possible de simplifier cette expression en constatant que
•

ω
2npN{2``q
N “ e´2 2π

N
2npN

2
``q “ e´i2πn

loomoon

“1, @nPZ

e´2 2π
N

2n` “ ω2n`
N ,

•

ω
p2n`1qpN{2``q
N “ ω

2npN{2``q
N ω

N{2``
N

“ ω2n`
N e´i

2π
N
N
2 e´i

2π
N
`

“ ω2n`
N e´iπ

loomoon

“´1

e´i
2π
N
` “ ´ω2n`

N ω`N ,

et on a vu que ω2n`
N “ ωn`N{2. Ainsi

pfN
2
`` “

p´1
ÿ

n“0

fnω
n`
N{2 ´ ω

`
N

p´1
ÿ

n“0

f2n`1ω
n`
N{2

“
z

fpair
` ´ ω`N

{

f impair
` .

Au final, on a pour 0 ď k ď N{2´ 1 ou encore 0 ď k ď p´ 1

f̂k “
z

fpair
k ` ωkN

{

f impair
k ,

f̂N{2`k “
z

fpair
k ´ ωkN

{

f impair
k .

Les nouvelles suites zfpair
k et {

f impair
k sont des suites dont le nombre d’éléments mis en jeu est

pair. En effet,

N “ 2µ et p “
N

2
“ 2µ´1.

On peut donc ré-appliquer les deux relations jusqu’à ce que p “ 1. A ce moment là

f̂0 “ f0

car
p´1
ÿ

n“1

fnω
nk
N “ f0ω

0
N “ f0.
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� Exemple 3.2 Décomposition par FFT d’un vecteur de longueur 8

longueur 8 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

2xlongueur 4 f0 f2 f4 f6 f1 f3 f5 f7

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

fp0 fp1 fp2 fp3 f i0 f i1 f i2 f i3

4xlongueur 2 f0 f2 f1 f3 f0 f2 f1 f3

fp0 fp1 f i0 f i1 fp0 fp1 f i0 f i1

8xlongueur 1 f0 f1 f0 f1 f0 f1 f0 f1

�

On peut donc construire l’algorithme récursif de la FFT.

Algorithm 1: Algorithme de la FFT
Entrée : f : signal de taille N (puissance de 2)
Sortie : f̂ : taille N (puissance de 2)
si N “ 1 alors

return f̂0 “ f0;
sinon

p=N/2;
extraire les parties paires et impaires de pfnq0ďnďN´1;

calculer les pzfpair
n q0ďnďp´1 et p{f impair

n q0ďnďp´1 par algo. FFT;
pour k “ 0 à N{2´ 1 faire

f̂k “
z

fpair
k ` e´i

2π
N
k {f impair
k ;

f̂N{2`k “
z

fpair
k ´ e´i

2π
N
k {f impair
k ;

fin
fin

On peut montrer que le coût de cet algorithme est OpN logNq ! OpN2q.

Calcul de la DFT inverse
On définit

DFTpfnq :“ f̂k “
N´1
ÿ

n“0

fnω
kn
N

et

IDFTpf̂kq :“ fn “
1

N

N´1
ÿ

k“0

f̂kω
´kn
N .
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On a donc

DFTpfnq “
N´1
ÿ

n“0

fnω
kn
N

“

N´1
ÿ

n“0

fnω
´kn
N

“

˜

N´1
ÿ

n“0

fnω
´kn
N

¸

“ N IDFTpfnq

d’où

IDFTpfnq “
1

N
DFTpfnq.

Extension au calcul de la FFT 2D
Soit pwm,nq0ďmďN´1 une image. On a vu

ŵk,` “
N´1
ÿ

m,n“0

wm,ne
´2 2π

N
pkm``nq

“

N´1
ÿ

m“0

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

N´1
ÿ

n“0

wm,ne
´2 2π

N
p`nq

loooooooooomoooooooooon

DFT du signal 1D pwm,nq0ďnďN´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

e´2 2π
N
pkm`q

loooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon

DFT du signal 1D p
N´1
ÿ

n“0

wm,ne
´i 2π

N
`nq0ďmďN´1

.

Donc, pour faire une FFT 2D pour les indices pk, `q, on enchaîne deux FFT 1D.

Algorithm 2: Algorithme de la FFT 2D
Entrée : image w de taille N ˆN (N puissance de 2)
Sortie : ŵ : taille N ˆN (N puissance de 2)
pour m “ 0 à N ´ 1 faire

extraire la ligne pwm,nq0ďnďN´1 (signal 1D);
calcul la FFT 1D de ce signal ;
ranger cette FFT à la ligne m d’une image temporaire pvm,`q0ď`ďN´1;

fin
pour n “ 0 à N ´ 1 faire

extraire la colonne pvm,`q0ďmďN´1 (signal 1D);
calcul la FFT 1D de ce signal ;
ranger cette FFT à la colonne ` de w̃;

fin
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3.2.4 Sous-échantillonnage
On a vu que la transformée de Fourier d’un peigne de Dirac cptq “

ÿ

nPZ
δpt ´ nT q était

donnée par la formule de Poisson

ĉpξq “
2π

s

ÿ

kPZ
δpξ ´

2πk

s
q.

Cette formule intervient pour le sous échantillonnage de rapport K des suites finies

Proposition 3.2.4 — Formule de Poisson. Soit pfnq0ďnďKN´1 une suite de réels. On note u
le sous échantillonnage de rapport K : un “ fKn, 0 ď n ď N ´ 1. On a alors

ûk “
1

K

K´1
ÿ

`“0

f̂k``N .

Preuve

puk “
N´1
ÿ

n“0

une
´i 2π

N
kn “

N´1
ÿ

n“0

fKne
´i 2π

N
kn.

Par DFT inverse de fKn, on a

puk “
N´1
ÿ

n“0

˜

1

KN

KN´1
ÿ

p“0

f̂pe
i 2π
KN

pKn

¸

e´i
2π
N
kn

soit encore

puk “
1

KN

KN´1
ÿ

p“0

f̂p

N´1
ÿ

n“0

e´i
2π
N
pk´pqn. (3.1)

• Si p “ k ` jN , j P Z,

N´1
ÿ

n“0

e´i
2π
N
pk´pqn “

N´1
ÿ

n“0

ei2πjn “
N´1
ÿ

n“0

1 “ N.

• Sinon, en posant a “ e´i
2π
N
pk´pq,

N´1
ÿ

n“0

an “
1´ aN

1´ a
“

1´ e´i2πpk´pq

1´ a
“ 0.

D’où la somme
řN´1
n“0 e

´i 2π
N
pk´pqn ne donne des termes non nuls dans l’équation (3.1) que

quand p est de la forme p “ k ` `N , ` P Z. Comme 0 ď p ď KN ´ 1, 0 ď ` ď K ´ 1 et il y a
K multiples de N dans t0, ¨ ¨ ¨ ,KN ´ 1u, donc

ûk “
1

KN

K´1
ÿ

`“0

Nf̂k``N

ce qui conclut la preuve. �

Ce théorème donne une nouvelle vision sur l’aliasing qu’on avait vu pour des signaux
discrets (provenant d’un échantillonnage) à nombre infini de termes. En effet, il indique que
le coefficient de Fourier du signal sous-échantillonné que l’on mesure est en fait la somme de
plusieurs coefficients de Fourier de la fonction de départ. On appelle les fréquences en k ` `N ,



3.2 Fourier et les signaux discrets 61

qui modifie la vraie valeur de ûk, les alias.

Comme on l’a vu pour les signaux à étendue infinie (n P Z), on peut supprimer (du moins
limiter) l’aliasing en effectuant une convolution avec l’échantillonnage. Il faut bien choisir le
filtre h pour qu’il annule les alias : la convolution donne une multiplication en Fourier. On
choisit donc ĥk “ 0 (ou proche de 0) dès que k est un alias.

Pour les images pum,nq0ďm,nďN´1 sous échantillonnage de pfm,nq0ďm,nďKN´1, la formule
devient

ûk,j “
1

K2

K´1
ÿ

`1“0

K´1
ÿ

`2“0

f̂k``1N,j``2N .

3.2.5 Le théorème de Shannon pour les suites finies
Nous avons vu que le théorème de Shannon qui permet de reconstruire un signal analogique

dont le support de la transformée de Fourier est compact à partir de la version échantillonnée
de ce signal. Nous présentons maintenant le résultat sur des suites discrètes. On suppose que
N est pair.

Proposition 3.2.5 — Shannon. Soit pfnq0ďnďKN´1, fn P R, @n. On suppose que pfnq est à
bande limitée, c’est à dire f̂k “ 0 pour k ­ int´N{2`1, ¨ ¨ ¨ , N{2´1u. On note punq0ďnďN´1

le sous échantillonnage de fn soit un “ fKn. On a alors pour tout n P t0, ¨ ¨ ¨ ,KN ´ 1u

fn “
N´1
ÿ

p“0

upsincn´Kp

où sinc est le sinus cardinal discret défini pour m P t´KN{2` 1, ¨ ¨ ¨ ,KN{2´ 1u par

sincm “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1

N

sin
´

pN´1qπ
KN m

¯

sin
`

πm
KN

˘ , si m ‰ 0,

N ´ 1

N
, sinon.

Ce résultat indique que l’on peut reconstruire un signal à bande limitée à partir d’une version
sous échantillonnée de ce signal.





4. Analyse temps-fréquence

La transformée de Fourier est obtenue en corrélant f avec une sinusoïde (complexe) e´iξt.
Comme le support de e´iξt couvre tout l’axe réel, f̂pξq dépend de f à tous les instants t P R
(et donc, y compris dans le futur pour un signal). On brasse donc toutes les informations et
on oublie les propriétés locales. Ainsi, toute information temporelle est perdue (fréquence
locale, ordre des notes dans un morceau de musique, ...).

On introduit donc dans ce chapitre des outils pour obtenir des informations à la fois en
fréquence mais aussi en temps.

4.1 La transformée de Fourier à fenêtre
Si on veut des informations temporelles, il faut localiser la fonction de modulation e´iξt.

Pour cela, on utilise une fonction auxiliaire gptq P L2pRq localisée, symétrique (paire), normalisé
}g} “ 1 et qu’on va translater en temps (cf. l’effet d’une translation en temps sur des boîtes
de Heisenberg). On remplace e´iξt dans la formule de la transformée de Fourier par l’atome
temps-fréquence

gu,ξptq “ gpt´ uqeiξt, u, ξ P R2.

Alors, on définit la transformée de Fourier à fenêtre par

Sfpu, ξq “ xf, gu,ξy “

ż

R
fptqgpt´ uqe´iξtdt.

La transformée de Fourier à fenêtre dépend de deux paramètres qui engendre une redondance
d’informations : tgpu, ξqu est une famille redondante génératrice et constitue une frame de
L2pRq.

� Exemple 4.1 • 1r´A{2,A{2sptq et fptqgpt´ uq “ fptq1r´A{2,A{2spt´ uq, alors

Sfpu, ξq “ F pfptqgpt´ uqq

“ f̂pξq ˚ξ

´

e´iuξ ĝpξq
¯

“ f̂pξq ˚ξ

ˆ

e´iuξA sinc
A

2
ξ

˙

.
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Plus A est petit (localisation fine en temps), plus on élargit le spectre (règle du principe
d’incertitude d’Heisenberg).

• Fenêtre triangulaire gptq “ 1r´A{2,A{2s ˚ 1r´A{2,A{2sptq et ĝpξq “ A sinc2 A
2 ξ donne une

décroissance plus rapide en fréquence.

• Fenêtre de Hamming gptq “
"

0.54´ 0.46 cosp2πt{T q, t P r0, T s
0, sinon

• Fenêtre de Hann gptq “
"

0.5´ 0.5 cosp2πt{T q, t P r0, T s
0, sinon

�

Définition 4.1.1 Soit g P L2pRq avec }g} “ 1
i) On définit la transformée de Fourier à fenêtre par

Sfpu, ξq “ xf, gu,ξy “

ż

R
fptqgpt´ uqe´iξtdt.

ii) La densité d’énergie (spectrogramme) est donnée par |Sfpu, ξq|2.

Comme pour la transformée de Fourier, la question est de savoir si connaissant Sfpu, ξq,
pu, ξq P R2, on peut reconstruire f alors que la famille tgpu, ξqu engendre une frame (redon-
dance).

Formule de Gabor La reconstruction est possible sous condition d’admissibilité : g doit être
paire, }g} “ 1.

Théorème 4.1.1 Si f P L2pRq, alors

i) fptq “
1

2π

ż

R

ż

R
Sfpu, ξqgpt´ uqeiξtdudξ

ii) Plancherel généralisé }f}2L2 “
1

2π

ż

R

ż

R
|Sfpu, ξq|2dudξ.

Preuve
i) Par Parseval,

ż

R
Sfpu, ξqgpt´ uqdu “

1

2π

ż

R

{Sfp¨, ξqpωq {gpt´ ¨qpωqdω.

Calculons les deux transformées de Fourier apparaissant dans la formule précédente.
D’une part, nous trouvons

{Sfp¨, ξqpωq “

ż

R
e´iωuSfpu, ξqdu

“

ż

R
e´iωu

ż

R
fptqgpt´ uqe´iξtdt du

“

ż

R
e´iωue´iξu

ż

R
fptqgpt´ uqe´iξpt´uqdt du

“

ż

R
e´ipω`ξqu

ż

R
fptqgpu´ tqeiξpu´tqdt du, par symétrie de g

“

ż

R
e´ipω`ξqu

´

f ˚
´

gp¨qeiξ¨
¯¯

puq du

“ f̂pω ` ξq{gp¨qeiξ¨pω ` ξq

“ f̂pω ` ξqĝpωq.
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D’autre part, par parité de g et par changement de variables s “ u´ t

{gpt´ ¨qpωq “

ż

R
e´iωugpu´ tqdu “

ż

R
e´iωpt`sqgpsqds “ e´iωtĝpωq.

On a donc
ż

R
Sfpu, ξqgpt´ uqdu “

1

2π

ż

R
f̂pω ` ξqĝpωqeiωtĝpωqdω,

d’où
1

2π

ż

R

ż

R
Sfpu, ξqgpt´ uqdueiξtdξ “

1

p2πq2

ż

R

ż

R
f̂pω ` ξq|ĝpωq|2eipξ`ωqtdωdξ.

Si f̂ P L1, fptq “
1

2π

ż

R
f̂pω ` ξqeipω`ξqtdξ (il suffit de poser ζ “ ω ` ξ). Ainsi

1

2π

ż

R

ż

R
Sfpu, ξqgpt´ uqdu eiξtdξ “

1

2π

ż

R
fptq|ĝpωq|2dω “ fptq}g}2L2 “ fptq.

Si f R L1, on fait par densité comme dans le cas de la transformée de Fourier sur L2.
ii) Par la formule de Plancherel, on a

ż

R

ż

R
|Sfpu, ξq|2dudξ “

1

2π

ż

R

ż

R
|xSfp¨, ξq|2dωdξ

“
1

2π

ż

R

ż

R
|f̂pω ` ξq|2|ĝpωq|2dωdξ

“
1

2π

ż

R

ż

R
|f̂psq|2|ĝpωq|2dωds

“ }f}2L2}ĝ}
2
L2 “ }f}

2
L22π }g}2L2

loomoon

1

.

�

La formule de reconstruction peut se réécrire

fptq “
1

2π

ż

R

ż

R
xf, gu,ξygu,ξdξdu.

Cela ressemble à une décomposition sur une base orthogonale. Cependant, ce n’est pas le cas
car la famille tgpu, ξqu est largement redondante dans L2pRq et constitue une frame : on a
une redondance d’informations.

La conservation de l’énergie }f}2L2 “
1

2π

ż

R

ż

R
|Sfpu, ξq|2dudξ montre que Sf P L2pRq.

Mais à cause de la redondance de la représentation, toute fonction φ P L2pR2q ne peut pas
s’écrire comme la transformée de Fourier à fenêtre d’un signal f P L2pRq : tous les éléments
de L2pR2q n’ont pas nécessairement un antécédent par la transformée de Fourier à fenêtre
d’une fonction de L2pRq, l’application Sf n’est donc pas surjective. En revanche, l’application
S : L2pRq Ñ L2pR2q est injective.

La proposition suivante donne les contraintes pour être dans l’image SpL2pRqq de S.

Proposition 4.1.2 Df P L2pRq tel que φ “ Sf ðñ

φpu0, ξ0q “
1

2π

ż

R

ż

R
φpu, ξqKpu0, u, ξ0, ξqdudξ
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où Kpu0, u, ξ0, ξq “ xgu,ξ, gu0,ξ0y.

Le terme Kpu0, u, ξ0, ξq s’appelle noyau reproduisant et mesure la corrélation de deux atomes
temps-fréquence soit encore leur recouvrement.

La transformée de Fourier à fenêtre discrète On considère un signal f discret périodique de
période N et on note f rns les éléments du signal. La fenêtre est aussi une suite grns symétrique,
périodique de période N , }g} “ 1. Soit gm,lrns “ grm´ nsei

2π
N
ln l’atome discret dont la DFT

est
DFTpgm,lqrks “ ĝm,lrks “ ĝrk ´ lse´i

2π
N
mpk´lq.

Alors, la transformée de Fourier à fenêtre discrète (WDFT) de f est

Sf rm, ls “ xf, gm,ly

“

N´1
ÿ

n“0

f rnsgrn´mse´i
2π
N
ln

“

N´1
ÿ

p“0

f rp`msgrpse´i
2π
N
lpp`mq

la dernière égalité ayant été obtenue en faisant le changement de variable p “ n´m et en se
rappelant que la somme ne dépend pas de l’intervalle de longueur N sur lequel on se place.

Ainsi, pour chaque 0 ď m ă N , Sf rm, ls est calculée pour 0 ď l ă N avec des DFT de
f rnsgrn´ms soit N FFT de taille N ce qui engendre un coût de OpN2logNq.

La transformation inverse suit un procédé identique

f rns “
1

N

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

l“0

Sf rm, lsgrn´msei
2π
N
ln “

1

N

N´1
ÿ

m“0

grn´m
N´1
ÿ

l“0

Sf rm, lssei
2π
N
ln

ce qui nécessite N FFT et un coût similaire à la WDFT.

Une des limitations de la transformée de Fourier à fenêtre est que l’on ne peut pas traiter
des signaux transitoires. Pour ce genre de signaux, il serait nécessaire d’avoir des fenêtres
dont la taille peut varier, sinon, si le signal contient des détails dont la taille est très inférieure
à celle de la fenêtre, alors on retombe sur la limitation de la transformée de Fourier usuelle
(comme si il n’y avait pas de fenêtre), et dans le cas opposé (taille des détails très grands par
rapport à celle de la fenêtre), alors, les détails ne sont pas détectés.

|ĝu,ωpξq|

|ĝv,γpξq|

|gu,ωptq| |gv,γptq|

u

ω

v

γ

Figure 4.1 – Boîtes de Heisenberg pour les atomes de la transformée de Fourier à fenêtre
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On va alors chercher une décomposition à base d’atomes temps-fréquence

tφγuγPΓ, φγ P L
2pRq, }φγ} “ 1, et Tfpγq “

ż

R
fptqφγptqdt “ xf, φγy.

Dans les cas favorables, on a une formule de reconstruction.
Cette écriture englobe la transformée de Fourier où les atomes φγ “ eiξt ne sont localisés

qu’en fréquence et la transformée de Fourier à fenêtre où φγ “ gu,ξ.
On cherche donc des φγ qui permettent un bonne localisation fréquentielle et une bonne

localisation temporelle (spatiale) qui s’adapte. C’est l’objet du paragraphe suivant.

4.2 La transformée en ondelettes
L’idée est d’introduire un facteur d’échelle pour avoir une variabilité sur la taille de la

fenêtre en temps par changement d’échelle ce qui aura un effet immédiat sur la taille de
l’analyse en fréquence.

On choisit ainsi un profil (comme g dans la transformée de Fourier à fenêtre) ψ P L2pRq
avec la propriété d’être à masse nulle

ş

R ψptqdt “ 0 (propriété qui joue un rôle similaire à celle
de la symétrie pour g), normalisée }ψ} “ 1 et centrée en 0. On construit la famille d’atomes
temps-fréquence en dilatant ψ, appelée ondelette, par un facteur s et en la translatant de u

ψu,sptq “
1
?
s
ψ

ˆ

t´ u

s

˙

ce qui assure que }ψu,s} “ 1. La transformée en ondelettes est définie par

Wfpu, sq “ xf, ψu,sy “

ż

R
fptq

1
?
s
ψ

ˆ

t´ u

s

˙

dt. (4.1)

Le W de Wfpu, sq désigne Wavelet (ondelette en anglais). La position de l’ondelette est
déterminée par u et s donne son échelle et caractérise l’inverse de la fréquence. En effet, l’effet
de la dilatation sur des fonctions et le lien avec la fréquence est décrit sur la figure suivante.

ψs,0, s ą 1 ψs,0 ψs,0, s ă 1

étalement (basse fréquence) contraction (haute fréquence)
et amplitude décroît et amplitude croit

Figure 4.2 – Effet de la dilatation sur ψ

La définition de transformée en ondelette (4.1) est similaire à celle de la transformée de
Fourier avec une fenêtre qui serait dilatée ou contractée. Les ψu,s ont donc un support en
fréquence ou en temps qui varie avec s.

R
1. On demande que

ş

R ψptqdt “ 0, ainsi ψ doit osciller pour autant de parties positives
que négatives pour annuler l’intégrale. ψ a donc la forme d’une onde d’où le nom
d’ondelette.
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2. La transformée de Fourier de ψ est ψ̂pξq “
ż

R
e´iξtψptqdt et donc ψ̂p0q “

ż

R

ψptqdt “

0. Comme ψ P L2, ψ̂ P L2 et on a, si ψ est continue, limuÑ0 ψ̂puq “ 0. En outre,
comme ψ̂ P L2, ψ̂ décroît à l’infini et le graphe de ψ̂ prend la forme indiquée sur la
figure 4.3

´ψ̂

Figure 4.3 – Transformée de Fourier typique d’une ondelette

3. Wfpu, sq “ xf, ψu,sy “

ż

R
fptq

1
?
s
ψ

ˆ

t´ u

s

˙

dt “ f˚ψ̃spuq où ψ̃sptq “
1
?
s
ψ

ˆ

´
t

s

˙

.

Mais, pψ̃pξq “
?
spψpsξq. On peut donc interpréter ψ̂ comme la fonction de transfert

associée au filtrage de f par ψ̃s.
Mais comme ψ̂ a une forme particulière d’être localisée sur deux bande de fréquence
(voir figure 4.3), on dit que la transformée en ondelette est une filtrage par filtre
passe bande.

4.2.1 Ondelettes continues
Comme pour la transformée de Fourier à fenêtre, on peut se poser les questions :
• quand est ce que Wf est inversible soit encore peut on reconstruire f à partir de Wf ?
• quelle est l’image de l’application Wf ?

Pour répondre à ces questions, supposons tout d’abord que ψ soit réelle. La réponse à la
première question nécessite une condition d’admissibilité car comme pour la transformée de
Fourier à fenêtre, on a une famille tψu,su redondante qui constitue une frame.

Théorème 4.2.1 — Calderón, Grossmann & Morlet. Soit ψ P L2pRq une fonction réelle qui
vérifie la condition d’admissibilité

Cψ “

ż `8

0

|ψ̂pξq|2

ξ
dξ ă `8.

Toute fonction f P L2pRq vérifie

fptq “
1

Cψ

ż `8

0

ż

R
Wfpu, sq

1
?
s
ψ

ˆ

t´ u

s

˙

looooooomooooooon

ψu,s

du
ds

s2

et
ż

R
|fptq|2dt “

1

Cψ

ż `8

0

ż

R
|Wfpu, sq|2du

ds

s2
.

Pour que l’intégrale apparaissant dans la condition d’admissibilité ne soit pas divergente, il
faut que ψ̂p0q “ 0 qui est une des conditions pour définir une ondelette.
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� Exemple 4.2 — Ondelette réelle. Un exemple typique d’ondelette réelle est donné par la
dérivée seconde d’une gaussienne aussi connu comme le chapeau mexicain

ψptq “
2

π1{4
?

3σ

ˆ

t2

σ2
´ 1

˙

e´
t2

2σ2 et ψ̂pξq “
´
?

8σ5{2π1{4

?
3

ξ2e´
σ2ξ2

2 .

´10 ´5 0 5 10
´0.5

0

0.5

1 ´ψptq

´10 ´5 0 5 10
0

0.5

1 ´ψ̂pξq

�

� Exemple 4.3 — Ondelette analytique. On peut également localiser seulement en fréquence
positive, auquel cas on construit une ondelette analytique (fonction dont la transformée de
Fourier est nulle pour ξ ă 0). Pour cela, on fait le produit d’une fonction réelle et symétrique
et d’une sinusoïde ψptq “ eiηtgptq ce qui revient en fréquence à avoir ψ̂pξq “ ĝpξ ´ ηq. On
remarque donc que cela revient à avoir une fenêtre modulée. Si on choisit g telle que ĝpξq “ 0
pour |ξ| ą η, alors ψpξq “ 0, @ξ ă 0.

Suivant cette idée, on définit l’ondelette de Gabor gptq “
1

pπσ2q1{4
e´

t2

2σ2 . Sa transformée

de Fourier est ĝpξq “ p4πσ2q1{4e´σ
2ξ2{2. Si σ2η2 " 1, alors ĝpξq « 0 pour |ξ| ą η. L’ondelette

de Gabor est approximativement analytique.

´10 ´5 0 5 10

´0.4

´0.2

0

0.2

0.4 ψptq

´10 ´5 0 5 10
0

1

2

ψ̂pξq

Figure 4.4 – Ondelette de Gabor pour σ “ 2 et η “ 3

�

Résolution temps fréquence Soit ψ un ondelette continue. Supposons là centrée, c’est à
dire

ş

R t|ψptq|
2dt “ 0 et définissons sa variance σ2 “

ş

R t
2|ψptq|2dt. Alors, ψu,sptq est centrée

en u P R et
ż

R
pt´ uq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
?
s
ψ

ˆ

t´ u

s

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dt “ s2σ2 :“ σ̃2
t .
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Soit η “ 1
2π

ş

R ξ|ψ̂pξq|
2dξ (si ψ est analytique, alors η “ 1

2π

ş`8

0 ξ|ψ̂pξq|2dξ ) la moyenne en

fréquence et σ2
ξ “

ż

R
pξ ´ ηq2|ψ̂pξq|2dξ (l’intégrale étant limitée à r0,`8r pour une ondelette

analytique). La transformée de Fourier de ψu,s est une dilatation de ψ̂ par 1{s

yψu,spξq “
?
sψ̂psξqe´iξu.

Sa moyenne est donc η{s et on a

ż

R
pξ ´

η

2
q2s|ψ̂psξq|2dξ “

σ2
ξ

s2
:“ σ̃2

ξ .

Donc, σ̃2
t σ̃

2
ξ “ σ2

t σ
2
ξ est constant. Donc, l’étalement énergétique de l’atome ψu,s correspond à

une boite de Heisenberg centrée est pu, η{sq de paramètre sσt ˆ
σξ
s

(voir Figure 4.5).

|ψ̂u,spξq|

|ψ̂u0,s0pξq|

ψu,s ψu0,s0

u

η{s

u0

η{s0

2sσt

2σf
s

2s0σt

2σf
s0

Figure 4.5 – Boîtes de Heisenberg pour l’ondelette de Gabor

On voit donc sur la figure 4.5 que
• pour s grand (basse fréquence) : faible résolution spatiale mais bonne résolution fré-

quentielle,
• pour s petit (haute fréquence) : bonne résolution spatiale mais faible résolution fréquen-

tielle.
Les basses fréquences sont donc moins bien localisée en temps au contraire des hautes
fréquences.

On définit PWf pu, ωq la densité d’énergie locale de f dans la boite de Heisenberg (ω “ η{s)
centrée en pu, ωq par

PWf pu, ωq “ |Wfpu, sq|2 “ |Wfpu,
η

ω
q|2.

On appelle la donnée de PWf pour tout pu, ωq un scalogramme.

Comme pour les transformées de Fourier et de Fourier à fenêtre, il est possible d’écrire
une transformée en ondelette discrète à base de DFT. Cependant, nous préférons examiner la
notion de base d’ondelettes et nous consacrer ultérieurement aux ondelettes discrètes.
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4.2.2 Transformations dyadiques
On veut construire des ondelettes ψ qui génèrent des bases orthonormées de L2pRq par

translation et dilatation (on dispose pour l’instant de frames). Avec les ondelettes continues,
on sait qu’il va y avoir redondance d’informations, les supports des ondelettes se chevauchant.
On veut donc éviter la redondance inhérente à la formule

fptq “
1

Cψ

ż `8

0

ż

R

Wfpu, sq

s2
ψu,sduds.

Une idée est d’utiliser un pavage échelle-temps ps, kq “ pB´j , B´jq (qui correspondant en
fréquence-temps à pξ, kq “ pBj , B´jq) discret disjoint. Souvent, B “ 2 (on parle alors de
transformation dyadique) et chaque fonction ψj,kptq est caractérisée par sa largeur (échelle)
2´j et sa position k. On a vu sur la figure 4.5 la représentation des boites de Heisenberg dans
le plan temps-fréquence. Celle-ci se transforme en le pavage échelle-temps de la figure 4.6.

t

ξs

j “ ´2

j “ ´1

j “ 0

j “ 1

Figure 4.6 – Pavage échelle-temps

A j fixé, les supports des ψj,kptq sont disjoints et contigus (pavés de la figure 4.6). On
définit alors

ψj,kptq “
?

2jψp2jt´ kq “ 2j{2ψp2jpt´ 2´jkqq, j P Z,

formule qu’il faut comparer à ψu,s “ ψppt´ uq{sq{
?
s, s étant assimilable à s “ 2´j .

Les fonctions de base pψj,kqpj,kqPZ2 sont ainsi dénombrables et générées par dilatations et
translations dyadiques. On a ainsi réduit la redondance de la transformée continue et on peut
reconstruire le signal

fptq “
ÿ

jPZ

ÿ

kPZ

ˆ
ż

R
fptqψj,kptq

˙

ψj,kptq.

Ceci conduit à l’idée de faire des approximations successives à des résolutions de plus en plus
fine sur des échelles dyadiques, ce qui conduit à la notion d’approximation multirésolution qui
est un formalisme général pour construire des bases d’ondelettes.

4.2.3 Analyse multirésolution
Définition 4.2.1 Une famille de sous espaces Vj Ď L2pRq, j P Z, constitue une approximation
multirésolution (AMR) si les 6 propriétés suivantes sont satisfaites :

1. f P Vj ÐÑ fp2¨q P Vj`1, @j P Z
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2. Vj Ă Vj`1, @j P Z

3. f P Vj ÐÑ fp¨ ´ 2´jkq P Vj , @pj, kq P Z2

4. lim
jÑ´8

Vj “
8
č

j“´8

Vj “ t0u

5. lim
jÑ`8

Vj “
8
ď

j“´8

Vj “ L2pRq

6. D θ P L2pRq telle que tθp¨ ´ kq, k P Zu est une base de Riesz de V0

Interprétation
1. Vj`1 est l’image de Vj par une contraction d’un facteur 2.
2. @j, Vj est un sous espace de Vj`1 (structure de boites emboîtées) : un signal basse

résolution est aussi un signal haute résolution.
3. Vj est invariant par translations de 2´j .
4. L’intersection des Vj est réduite à 0 dans L2 : à la résolution minimale, on perd toute

l’image. Plus j diminue, plus l’approximation est grossière.
5. La réunion des Vj est dense dans L2 : à résolution infinie, on reproduit parfaitement

tous les signaux. Plus j augmente, plus l’approximation est fine.
6. Les translations entières de θ forment une base de Riesz (base non nécessairement

orthonormée mais pouvant être « oblique ») de V0 : chaque résolution est engendrée par
une base d’atomes translatés de 2´j . Comme on a une base de V0, on a une base de
tous les Vj .

Figure 4.7 – Espaces emboîtés

On peut s’assurer que tθp¨´kq, k P Zu forme une base de Riesz de V0 et on peut la transformer
en base orthonormée par la proposition suivante.

Proposition 4.2.2 Soit θ P L2pRq et tτkθ, k P Zu l’ensemble des translations de θ.
• La famille tτkθu est une base de Riesz de V0 “ Vecttτkθu (espace vectoriel engendré

par les translations de θ) si et seulement si D 0 ă A ď B ă `8 telles que A ď kpξq ď
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B où kpξq “
ÿ

kPZ
|θ̂pξ ` 2kπq|2.

• Si on définit la fonction ϕ par

ϕ̂pξq “
θ̂pξq
a

kpξq

alors les tτkϕu forment une base orthonormée de V0.

R Dans la suite, on ne va plus travailler qu’avec des bases d’ondelettes orthonormées.
L’orthogonalité des bases est une contrainte très forte en dimension infinie. On préfère
souvent simplement conserver la propriété de base de Riesz qui est plus souple. Si on
ne fait pas ce choix, on verra apparaître des ondelettes biorthogonales avec deux filtres
miroirs (voir suite pour la notion de filtre miroir).

On pose
ϕj,kptq “ 2j{2ϕp2jt´ kq “ 2j{2ϕp2jpt´ 2´jkqq.

Alors, la famille des tϕj,kukPZ est une base orthonormée de Vj , j P Z. On appelle les ϕj,k les
fonctions d’échelle.

La projection orthogonale de f sur Vj s’obtient par la décomposition sur la base orthonor-
mée des fonctions d’échelle

PVjf “
ÿ

kPZ
xf, ϕj,kyϕj,kptq.

L’idée fondamentale de l’AMR est que comme Vj Ă Vj`1, il existe un sous espace Wj Ă Vj`1

tel que
Vj`1 “ Vj ‘Wj .

Vj`1 est donc la somme directe des deux sous espaces Vj et Wj : Wj est le supplémentaire
orthogonal de Vj dans Vj`1. Donc, u P Vj`1 se décompose de manière unique comme somme
de v P Vj et w PWj et on a xv, wy “ 0. La projection orthogonale d’une fonction f s’obtient
alors par

PVj`1f “ PVjf ` PWjf,

la projection PWjf fournissant les détails de f qui existe à l’échelle 2´pj`1q et qui sont absents
à l’échelle plus grossière 2´j .

On a à nouveau que les espaces Wj sont invariants par translation, c’est à dire

f PWj ÐÑ fp¨ ´ 2´jkq PWj , @k P Z.

Les espaces Wj disposent encore d’un autre atout : il est possible de construire une base
orthonormée de Wj tψj,kptq “ 2j{2ψp2jt´ kqukPZ à partir d’une fonction mère ψ (construite à
partir de ϕ) qu’on appelle ondelette. Ainsi, tϕj,kuYtψj,ku, k P Z, forme une base orthonormée
de Vj`1.

On peut itérer le processus qui a abouti à la définition de Wj et on a

Vj`1 “ Vj ‘Wj

“ Vj´1 ‘Wj´1 ‘Wj

“ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

“ V0 ‘W0 ‘W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wj´1 ‘Wj

“

j
à

`“´8

W`
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et on a donc L2pRq “
8
à

`“´8

W` et on peut ainsi écrire

fptq “
ÿ

jPZ

ÿ

kPZ
djkψj,kptq.

� Exemple 4.4 — Approximation constante par morceaux. Soit

Vj “ tg P L
2pRq | gptq constante pour t P 2´jrn, n` 1r, n P Zu.

Ainsi, l’espace V0 contient des fonctions g constantes sur les intervalles de longueur unité
rn, n ` 1r, n P Z. Ces intervalles sont engendrés par la cellule de base r0, 1r. On construit
θ “ 1r0,1s et tθp¨ ´ kq, k P Zu forme un base orthonormée de V0 (inutile de passer ici par
l’orthonormalisation d’une base de Riesz) et on a donc ϕptq “ θptq.

Comme V0 Ă V1 et que ϕj,kptq “ 2j{2ϕp2jt´ kq forme un base orthonormée de Vj , on a

ϕ0,0ptq p“ ϕptqq “
ÿ

kPZ

?
2hkϕp2t´ kq.

Comme ϕ est à support compact sur r0, 1r, la somme infinie se simplifie et on a

ϕptq “
?

2

ˆ

1
?

2
ϕp2tq `

1
?

2
ϕp2t´ 1q

˙

“
1
?

2
ϕ1,0ptq `

1
?

2
ϕ1,1ptq

d’où hk “ 2´1{2 si k “ 0, 1 et 0 sinon.
Une ondelette mère peut être construite par

ψptq “ ϕp2tq ´ ϕp2t´ 1q “
1
?

2
pϕ1,0ptq ´ ϕ1,1ptqq

qui est l’ondelette de Haar. Le problème de cette AMR est son manque de régularité. �

Tout AMR repose sur la détermination de ϕ. Cherchons à réduire possibilités. Comme
V0 Ă V1, on a vu que

ϕptq “
ÿ

kPZ

?
2hkϕp2t´ kq

avec
hk “ xϕ,ϕ1,ky “

?
2

ż

R
ϕptqϕp2t´ kqdt.

On peut encore réécrire ϕ par

1
?

2
ϕ

ˆ

t

2

˙

“
ÿ

kPZ

?
2hkϕpt´ kq, (4.2)

h constituant donc un filtre discret.

R Comme on l’a vu dans l’exemple précédent, si ϕ est à support compact, hk a un nombre
fini de composantes non nulles.

Prenons la transformée de Fourier de l’équation (4.2). Comme on a une convolution, elle se
transforme en produit

ϕ̂p2ξq “
1
?

2
ĥpξqϕ̂pξq, avec ĥpξq “

ÿ

nPZ
hne

´inξ. (4.3)
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En effet, on représente la suite phnqnPZ par une distribution hptq “
ÿ

nPZ
hnδnptq et comme

δ̂npξq “ e´inξ, on obtient ĥpξq “
ÿ

nPZ
hne

´inξ.

En changeant de variables dans la relation (4.3), on obtient

ϕ̂p2´p`1ξq “
1
?

2
ĥp2´pξqϕ̂p2´pξq, @p ě 0.

Pour p “ 1,

ϕ̂pξq “
1
?

2
ĥp
ξ

2
qϕ̂p

ξ

2
q

“
1
?

2
ĥp
ξ

2
q

„

1
?

2
ĥp
ξ

4
qϕ̂p

ξ

4
q



et en continuant de substituer, on arrive à

ϕ̂pξq “

˜

P
ź

p“1

ĥp2´pξq
?

2

¸

ϕ̂p2´P ξq.

Si ϕ̂pξq est continue en ξ “ 0, alors limPÑ`8 ϕ̂p2
´P ξq “ ϕ̂p0q d’où

ϕ̂pξq “
`8
ź

p“1

ĥp2´pξq
?

2
ϕ̂p0q.

Il faut s’assurer que ce produit infini
ś`8
p“1 conduise à ce que cette formule soit bien la

transformée de Fourier d’une fonction d’échelle. On a pour cela le théorème

Théorème 4.2.3 — Mallat, Meyer 89. Soit ϕ P L1pRq X L2pRq une fonction d’échelle. Alors,
la série de Fourier ĥpξq “

ř

nPZ hne
´inξ où hn “

?
2
ş

R ϕptqϕp2t´ kqdt vérifie

ĥp0q “
?

2 et |ĥpξq|2 ` |ĥpξ ` πq|2 “ 2, @ξ P R. (4.4)

Réciproquement, si ĥpξq est 2π-périodique, vérifiant (4.4) et ĥ P C1pr´ε, εsq pour un

ε ą 0 (autrement dit C1 dans un voisinage de 0) et si
ż

ξPs´π{2,π{2r
|ĥpξq| ą 0, alors

ϕ̂pξq “
`8
ź

p“1

ĥp2´pξq
?

2
est la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle ϕ P L2pRq.

R Comme |ĥpξq|2 ` |ĥpξ ` πq|2 “ 2 @ξ P R, pour ξ “ 0, on obtient ĥpπq “ 0 et donc h est
un filtre passe-bas.

Le filtre discret phkq est appelé filtre miroir conjugué. Il permet de construire ϕ à partir de
ϕ̂p0q. Il permet aussi de déterminer les ondelettes (base de Wj). On cherche donc une fonction
ψ P L2pRq telle que

Vecttψj,ku “Wj et xψj,k, ψj1,k1y “ δk,k1

où ψj,kptq “ 2j{2ψp2jt´ kq, pj, kq P Z2.
Comme V1 “ V0 ‘W0, ψ P V1 et on peut la représenter dans la base de V1

ψptq “
ÿ

kPZ
gk
?

2ϕp2t´ kq, gk “ xψ,ϕ1,ky “
?

2xψ,ϕp2 ¨ ´kqy.
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Par les mêmes arguments que précédemment,

ψ̂p2ξq “
1
?

2
q̂pξqϕ̂pξq, avec q̂pξq “

ÿ

nPZ
gne

´inξ.

Théorème 4.2.4 Soit ϕ une fonction d’échelle et h son filtre miroir conjugué. Soit ψ la
fonction dont la transformée de Fourier vaut

ψ̂pξq “
1
?

2
ĝp
ξ

2
qϕ̂p

ξ

2
q

avec ĝpξq “ 2´iξĥpξ ` πq. Alors, la famille tψj,kptq “ 2j{2ψp2jt ´ kqukPZ forme une base
orthonormée de Wj et la famille tψj,kupj,kqPZ2 une base orthonormée de L2.

R Les relations définissants h implique |ĝpξq|2 ` |ĝpξ ` πq|2 “ 2 et ĝpξqĥpξq ` ĝpξ `

πqĥpξ ` πq “ 0. On a donc ĝp0q “ ĥpπq “ 0 et |ĝp0q|2` |ĝpπq|2 “ 2 implique |ĝpπq|2 “ 2.
g est ainsi un filtre passe-haut.

Comme on a ĝpξq “ 2´iξĥpξ ` πq, qui constitue la série de Fourier associée à pgkqk, on obtient
l’égalité fondamentale pour la construction d’algorithmes efficaces

gk “ p´1q1´kh1´k.

Connaissant le filtre miroir conjugué ĥpξq, on peut donc construire ϕ et ψ et donc toute la
base d’ondelettes.

Figure 4.8 – Filtres miroirs

On a vu que si l’on veut réduire le nombre d’éléments non nuls du filtre phpqp (et par
suite de pgpqp), il faut avoir ϕ à support compact. En fait, on a l’équivalence « ϕ à support
compact » et « filtre miroir conjugué phpqp à support compact » c’est à dire DN P N tel que

ĥpξq “
N´1
ÿ

k“0

hke
´ikξ. Les filtres à support compact ont été calculés par I. Daubechies. Elle les

a construit en demandant de plus m moments nuls
ż

R
tkψptqdt “ 0, @k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m,

soit que ψ soit orthogonale à tous les polynômes de degré inférieur ou égal à m.
L’intérêt des moments nuls est que ceci est équivalent à ce que la fonction d’échelle ϕ

restitue les polynômes de degré inférieur ou égal à m, ce qui pour une AMR indique sa capacité
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à restituer des signaux réguliers. Pour les ondelettes, la propriété de moments nuls permet de
caractériser une propriété duale c’est à dire l’ordre des singularités d’un signal.

� Exemple 4.5 Les coefficients pour l’ondelette de Daubechies D4 sont donnés par

h0 “
1`

?
3

4
?

2
, h1 “

3`
?

3

4
?

2
, h2 “

3´
?

3

4
?

2
, h3 “

1´
?

3

4
?

2
.

Les filtres pour la fonction d’échelle et l’ondelette mère sont respectivement

ph0, h1, h2, h3q et pg0, g1, g2, g3q “ ph3,´h2, h1,´h0q.

�

4.2.4 Transformée en ondelettes rapide
Une transformée en ondelettes rapide décompose successivement chaque approximation

PV j`1f en une approximation plus grossière PVj et en coefficients d’ondelettes correspondant
PWjf . A la reconstruction, chaque PV j`1f est calculé à partir de PVj et de PWjf .

Comme Vj`1 “ Vj ‘Wj , f P Vj`1 est représenté
• soit par f “

ÿ

kPZ
xf, ϕj`1,kyϕj`1,k :“

ÿ

kPZ
aj`1,kϕj`1,k

• soit par
f “

ÿ

kPZ
xf, ϕj`1,kyϕj,k `

ÿ

kPZ
xf, ψj`1,kyψj,k

:“
ÿ

kPZ
aj,kϕj`1,k `

ÿ

kPZ
dj,kψj,k

.

Comme Vj Ă Vj`1, on peut décomposer les ϕj,n dans la base des ϕj`1,n et on a

ϕj,n “
ÿ

kPZ
xϕj,n, ϕj`1,kyϕj`1,k,

ce qui conduit à
aj,n “ xf, ϕj,ny “

ÿ

kPZ
xf, ϕj`1,kyxϕj,n, ϕj`1,ky.

Par définition,

xϕj,n, ϕj`1,ky “

ż

R
2j{2ϕp2jt´ nq2pj`1q{2ϕp2j`1t´ kqdt.

On pose x “ 2jt´ n d’où 2´jdx “ dt et

xϕj,n, ϕj`1,ky “ 2j21{22´1

ż

R
ϕpxqϕp2x´ k ` 2nqdx

“ xϕptq,
?

2ϕp2t´ k ` 2nqy

“ hk´2n par définition des hk.

On en conclut donc que aj,n “
ÿ

kPZ
hk´2naj`1,k autrement dit

aj,n “
`

aj`1,¨ ˚ h¨
˘

2n
(4.5)

où on note xn “ x´n.
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Pour les mêmes raisons,

ψj,n “
ÿ

kPZ
xψj,n, ϕj`1,kyϕj`1,k,

et
dj,n “ xf, ψj,ny “

ÿ

kPZ
xf, ϕj`1,kyxψj,n, ϕj`1,ky.

D’où

xψj,n, ϕj`1,ky “

ż

R
2j{2ψp2jt´ nq2pj`1q{2ϕp2j`1t´ kqdt

“ xψptq,
?

2ϕp2t´ k ` 2nqy

“ gk´2n par définition des hk.

On a donc
dj,n “ paj`1,¨ ˚ g¨q2n (4.6)

On calcule donc les coefficients paj,nqn et pdj,nqn par des convolutions discrètes et un sous
échantillonnage (un échantillon sur deux).

Grâce à ces formules, on peut reconstruire l’approximation PVj`1 par

ϕj`1,n “
ÿ

kPZ
xϕj`1,n, ϕj,ky ϕj,k `

ÿ

kPZ
xϕj`1,n, ψj,ky ψj,k

‖ ‖
hk´2n gk´2n

et donc
ϕj`1,n “

ÿ

kPZ
hk´2nϕj,k `

ÿ

kPZ
gk´2nψj,k.

En prenant le produit scalaire de cette égalité avec f , ceci conduit à

aj`1,n “
ÿ

kPZ
hk´2naj,k `

ÿ

kPZ
gk´2ndj,k,

ce que l’on note encore
aj`1,n “ p|aj,¨ ˚ h¨qn `

´

|dj,¨ ˚ h¨

¯

n

où l’opération

qxn “

"

xp pour n “ 2p
0 pour n “ 2p` 1

désigne le sur échantillonnage de rapport 2.
On résume tous ces résultats dans le théorème

Théorème 4.2.5 A la décomposition

aj,n “
`

aj`1,¨ ˚ h¨
˘

2n
et dj,n “ paj`1,¨ ˚ g¨q2n .

A la reconstruction
aj`1,n “ p|aj,¨ ˚ h¨qn `

´

|dj,¨ ˚ h¨

¯

n

On a ainsi le tableau

Õ aj,n
aj`1,n

Œ dj,n

et
aj,n Œ

aj`1,n

dj,n Õ
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Interprétation
• Dans le calcul aj,n “

`

aj`1,¨ ˚ h¨
˘

2n
, h enlève les hautes fréquences (filtre passe bas)

• Dans le calcul dj,n “ paj`1,¨ ˚ g¨q2n, g est un filtre passe haut : on récupère les hautes
fréquences de la suite des produits scalaires paj`1,kqk.

• La formule de reconstruction aj`1,n “ p|aj,¨ ˚ h¨qn `
´

|dj,¨ ˚ h¨

¯

n
réalise une interpolation

qui insère des 0 dans les suites paj,nqn et pdj,nqn pour doubler leur longueur, puis les
filtres.

On peut bien entendu itérer le processus.

Figure 4.9 – Décomposition (A)

Figure 4.10 – Reconstruction (B)

A la sortie de (A), on a la suite pa0,¨; d0,¨; d1,¨; ¨ ¨ ¨ ; dj,¨q. La transformation

aj`1,¨ ÝÑ pa0,¨; d0,¨; d1,¨; ¨ ¨ ¨ ; dj,¨q

s’appelle transformation en ondelettes discrète. On peut reconstruire à partir de (B) de
manière exacte.

En pratique, les signaux sont finis et on a paj`1,nqn 2j`1-périodique ce qui veut dire qu’on
a N “ 2j`1 coefficients et paj`1,nqn P Vj`1 et on peut ainsi décomposer jusqu’à V0.

Si par exemple on a N “ 8 “ 23 composantes dans un signal (supposé périodisé)

On peut stocker le résultat de la décomposition en ondelettes
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4.2.5 La transformée en ondelettes pour les images
On veut construire des bases 2D. Pour cela, on utilise le produit tensoriel. Soit f : E1 Ñ C

et g : F2 Ñ C, alors, le produit tensoriel de f et g est

h : F1 b F2 ÝÑ C
px1, x2q ÞÝÑ fpx1qgpx2q

On construit les bases 2D à partir de bases d’ondelettes 1D. Soit ϕ et ψ les fonctions d’échelle
et d’ondelettes provenant d’une AMR. On a deux constructions possibles.

1. Bases d’ondelettes tensorielles ( ou anisotropes si on ne prend pas les mêmes AMR pour
chaque direction)

Ψj,j1

k,k1px1, x2q “ ψj,kpx1qψj1,k1px2q, pj, j1, k, k1q P Z4.

Cette transformée en ondelettes 2D utilise la transformée en ondelettes 1D sur les lignes
d’une image puis sur les colonnes.

On dit que cette décomposition est standard. Elle est simple à mettre en œuvre.
2. Ondelettes issues d’AMR de L2pR2q : V 2

j “ Vj b Vj . L’espace des détails (ondelettes)
W 2
j est défini comme le complémentaire orthogonal de V 2

j dans V 2
j`1. On a donc

V 2
j`1 “ V 2

j ‘W
2
j ,

ce qui conduit à

V 2
j`1 “ Vj`1 b Vj`1

“ pV 2
j ‘W

2
j q b pV

2
j ‘W

2
j q

“ pV 2
j b V

2
j q

looooomooooon

V 2
j

‘

W 2
j,1

hkkkkkikkkkkj

pV 2
j bW

2
j q‘

W 2
j,2

hkkkkkikkkkkj

pW 2
j b V

2
j q‘

W 2
j,3

hkkkkkikkkkkj

pW 2
j bW

2
j q

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

W 2
j

donc
V 2
j “ Vect

 

ϕj,kpx1qϕj,k1px2q, pk, k1q P Z2
(

et

W 2
j “ Vect

 

ϕj,kpx1qψj,k1px2q;ψj,kpx1qϕj,k1px2q;ψj,kpx1qψj,k1px2q pk, k1q P Z2
(

.
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On dit que cette décomposition est non standard, mais elle a un avantage important :
elle nécessite beaucoup moins de calculs et est plus efficace. C’est dans la pratique celle
qu’on utilise.
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