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Exercice 1. Soit f(x) = sin(x).

1. Calculer le polynome p; d’interpolation de Lagrange de f relativement aux points xy = 0
et o = m/2.

2. Calculer le polynome p, d’interpolation de Lagrange de f relativement aux points zy = 0,
xo =7/4d et x1 =m/2.

3. Montrer que V = € [xg, 1],

@) = pi(a)] < /1 :2 _ iarccos(Q),
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Exercice 2. On considere I'intégrale
21
I = / —dzx.
1T
1. Calcul la valeur exacte de I.
2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes avec n = 3 sous-

intervalles.

3. Pourquoi la valeur numérique obtenue a la question précédente est-elle supérieure a
In(2) 7

4. Quel nombre de sous-intervalles n faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure a 1074 ?
On rappelle que 'erreur de quadrature associée s’écrit, si f € C?([a, b]),

(b= a)*

Wf”(g)

5= el

Pour les trois exercices suivants, on s’intéresse a ’approximation numérique de ’équation dif-
férentielle ordinaire pour z(t) € R pour t € Iy = [to,to + T

d(t) = ft.x(t), x(to) = 0,
ou f est continue de Iy x R dans R et globalement lipschitizenne par rapport a sa deuxieme

variable.

Exercice 3. On introduit une subdivision ty < t; < --- <ty = to+71 et on pose h,, = t,, 11 —1,.

On considére une méthode numérique a un pas pour calculer une suite d’approximation (2, ),>0
de la solution (z(t,))n>0 par le schéma

Tpi1 = Ty + hpy®(tn, Tp, hy).



1. Rappeler la définition de la stabilité du schéma a un pas associé a P.

2. On suppose que @ satisfait une condition de Lipschitz
|®(t,z,h) — ®(t,2,h)|| < Allx — 2|, h€[0,h], t € [to,to+T], (v,2) € R

Montrer que si
Zni1 = 2n + Pa®(tn, 20, ) + My 1 € R,
Tt = Tn + hpn@(tn, T, hy),
alors
2041 — Tnga || < ehnAH'zn — Zn| + [|7n-

3. Montrer par récurrence que si une suite de termes réels positifs (uy,),>o vérifie
hn A
Upp1 < €Uy + 0, oy € R,

alors

n—1 n—1 n—1

heA By A

w S T] 4+ o T e

=0 =0  k=0+1
j -1

avec les conventions H - =1 pour tout 7 > —1 et Z =0.
k=j+1 £=0

4. Déduire des deux questions précédentes que

n—1
o — ]| < €M (HZO S ||m||>
=0

et que le schéma a un pas est stable.

Exercice 4. On introduit une subdivision uniforme ¢ty < t; < --- < ty = tg + 1 et on pose
h=t,.1 —t,ett, =nt+ty. On considere la méthode multi-pas a deux niveaux

Tn+42 + 4xn+1 - 53771 = 2h [f(thrlv $n+1) + th(tn7 xn)] ) n 2 07

avec g et x; donnés.
1. La méthode considérée est-elle explicite ou implicite ?
2. Déterminer le premier polynome caractéristique associé a cette méthode.

3. Calculer les racines du premier polynéme caractéristique et déterminer si la méthode est
zéro-stable ou non.

Exercice 5. On introduit une subdivision uniforme ¢ty < t; < --- < ty = tg + 1 et on pose
h:tn+1 —tn et tn :nt+t0

On considere la méthode de Runge-Kutta suivante

kl = f(tN7xn)7

k4 = f(tn + haxn + hk?))u

h
T+l = Ty + g(k’l —+ 2]€2 -+ 2]{73 —+ ]{74)
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. Ecrire le tableau de Butcher associé.

. On considere 'équation différentielle ordinaire 2'(t) = —x(t), (0) = 1. Trouver une
formule analytique de z(h) basé sur la méthode de Runge-Kutta ci-dessus.

. Pour cette équation différentielle ordinaire, de quel ordre est la méthode de Runge-Kutta
considérée ? Est-elle elle convergente ?

. Comparer z(h) a la solution exacte e~".

5. Cette méthode de Runge-Kutta est-elle A-stable ?



