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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général Q = Q; U Q5
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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général Q = Q; U Q5

Au} = 0 dans Q1 -
ur = g sur 902 U 0
ui = ud sur I'y

résolu sur le disque avec u3 = 0
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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général Q2 = Q; U Q)

Aul = 0 dans Q9 B
us = g sur 9 U 99,
uy = ui sur I'y

résolu sur le rectangle
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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général Q2 = Q; U Q2

95!
\
0Q
Aul = 0 dans 1
ul = g sur 9Q U 0
ui = uj sur I'y

résolu sur le disque
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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général Q = Q1 U Q5

Au% = 0 dans Qs -
u3 = g sur 02 U 082
ui = ui sur 'y

résolu sur le rectangle
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RAPPELS
METHODE DE SCHWARZ CLASSIQUE ALTERNEE

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général 2 = Q; U Qs

Q1 Ty M Q,
\
o0
Au'f = 0 dans 1 Aué“ = 0 dans Qo
u’f = g sur 0 U O u'2“ = g sur OQ U 99,
b o= ug’*l sur I'y b = b sur I'y

résolu sur le disque

résolu sur le rectangle
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RAPPELS

METHODE DE SCHWARZ PARALLELLE (P-L. LIONS 1988)

Solution de I'équation de Laplace sur un domaine général 2 = Q; U Qs

M T B} Q
\
o0
Au'f = 0 dans 1 Au'§ = 0 dans Qs
u’f = g sur 092 U 00 u’§ = g sur 092 U 0
u’f = ug’*l sur 'y u’§ = u’f*] sur 'y
résolu sur le disque résolu sur le rectangle
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RAPPELS

Plusieurs types de conditions de transmission.
o Méthodes avec ou sans recouvrement.

o Bien adapté aux problémes stationnaires.

Quid des problémes instationnaires?

Idée simple : discrétiser la partie temporelle uniformémement et appliquer les
techniques de Schwarz pour les problémes stationnaires.

Ex : [@Dolean, Nataf, Lanteri (2002) pour Euler.

o Défaut : les pas de temps doivent étre les mémes dans chaque sous domaines.

Autre approche : Schwarz Relaxation Method (SWR).
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METHODE DE RELAXATION D’ONDES

Emile Picart (1893) : Sur I'application des méthodes d’approximations successives 2
I'étude de certaines équations différentielles ordinaires

Les méthodes d’approximation dont nous
faisons usage sont théoriquement susceptibles
de s'appliquer a toute équation, mais elles ne
deviennent vraiment intéressantes pour |'étude
des propriétés des fonctions définies par les
équations différentielles que si I'on ne reste pas
dans les généralités et si |'on envisage certaines
classes d'équations.
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LA METHODE DES ...
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. APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
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ANALYSE DE CONVERGENCE

Ernest Lindelof (1894) : Sur I'application des méthodes d’approximations
successives a |'étude des intégrales réelles des équations différentielles ordinaires

Extrait

“... La présente étude a pour but de donner une exposition succincte de la méthode
d’approximations successives de M. Picard en tant qu’elle s'applique aux équations
différentielles ordinaires.”

Convergence superlinéaire (Lindel6f 1894)

Sur des intervalles de temps bornés ¢ € [0, T, les itérés satisfont la borne d’erreur
superlinéaire
@™

v =v"l < = ——llv =¥

ou C' est une constante positive.
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LA METHODE DE RELAXATION D’ONDES CLASSIQUE

Lelarasmee, Ruehli and Sangiovanni-Vincentelli (1982): The Waveform Relaxation
Method for Time-Domain Analysis of Large Scale Integrated Circuits.

"The spectacular growth in the scale of integrated circuits being designed in the
VLSI era has generated the need for new methods of circuit simulation. “Standard”
circuit simulators, such as SPICE and ASTAP, simply take too much CPU time and
too much storage to analyze a VLSI circuit”.

Nevanlinna and Odeh (1987): Remarks on the Convergence of Waveform
Relaxation Methods.

"Recently an approach called waveform relaxation methods (WR) has captured
considerable attention in solving certain classes of large scale digital circuit
equations.”
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UN EXEMPLE HISTORIQUE

Example : un oscillateur en anneau MOS (Lelarasmee et al 1982)

-
i

Les équations pour un tel circuit peuvent étre écrites sous la forme d'un systeme
d'EDO

Fig. 4. An MOS ring oscillator.

v=f(v), 0<t<T
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DECOMPOSITION PAR RELAXATION D’ONDES

+5 +5

k
k)

k
I i

T

Fig. 5. The decomposition of the circuit in Fig. 4 at the kth iteration
of Algorithm 4.1.

Iteration en utilisant les solutions des sous-circuits seulement :

ot = fi(vf,057" 05
8{!15 f2('Ui€7'U§7U§71)
3tU§ f3(’Ui€,’U§,U§)

Les signaux le long des cables sont appelés 'waveforms’, ce qui donna a I'algo. son
nom (anglais) Waveform Relaxation.
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HISTORIQUE DE LA CONVERGENCE NUMERIQUE

v leration §1 1A i teration §2

)

2.9
2.0 1.0 2.0 3.8 ° 1.9 2.0 3.0
(a) (b)
6.0 6.0
; 2
a.9f L] e
2.ef 2.9
8.06¢ 2.0
8.8 1.8 2.0 3.8 6.0 1.8 2.0 3.8
© @

"Note that since the oscillator is highly nonunidirectional due to the feedback from
vs to the NOR gate, the convergence of the iterated solutions is achieved with the
number of iterations being proportional to the number of oscillating cycles of
interest”
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METHODE SWR

SWR = Schwarz Waveform Relaxation method

BuT : résoudre une équation du type

Oru+ ZLu=f (z,t) € Q2 x (0;7T)
(5) CL sur 09 (ex : u=g), te (0;7T)
u(x,0) = uo(x), z€Q
t
T

N
Subdivision © = |_J Q;

Q = [a,8] = [ao,bo]. Q
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METHODE SWR

SWR = Schwarz Waveform Relaxation method

BuT : résoudre une équation du type

Ou+ ZLu=f (z,t) € 2 x (0;T)
(5) CL sur 9 (ex : u=g), te (0;7)
u(:c,O) :u()(x)a z€Q
t
7l 0 > §23
N
Subdivision Q = |_J Q;
Q = [a,b] = [a0, bo]
_0 aj ag b1 as b2 b3 &z
a b
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METHODE SWR

SWR = Schwarz Waveform Relaxation method

BuT : résoudre une équation du type

Ou+ ZLu=f (z,t) € Q2 x (0;T)
(5) CL sur 9 (ex : u=g), te (0;7)
u(:c,O) = uO("E)a z€Q
t
7l 0 > §23
N
Subdivision Q = |_J Q;
Q = [a,b] = [ao,bo]
0 a1 a2:bl a3:b2 b3 z
a b
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METHODE SWR

En 1D : Q; = [a;,b;], [jj—1 = {a;} et ' ;11 = {b;}.
MEgETHODE SWR, k£ >0
Oul + Zuf = f, (x,t) € Qi x (0;T)
(S) {Biuf =Biuf™!,  (z,t) €Ti; x (;T), j=i+1

u(z,0) = uo(z), =€

@ Sii=1oui=N,T10={ao} et I'n,nt+1 = {bo}, alors, la CL est
ulg =9 (x7t) € {CLO} X (07T)a U’?\J =9, (ZC,t) € {bo} X (OvT)

o Sik=0,u’ =0 (ou aléatoire) sur I'; ;, j =4 £ 1.
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CONDITIONS DE TRANSMISSION

Comme en stationnaire, plusieurs choix

o B;u’ = u” : Dirichlet o Biuk = 8nijuf +puf peC: Robin

k k.
o B;u; = On,.u; : Neumann o Buf = (3‘,,1,J.ui-€ + Suf

ij

t

Q Titis T Qg

n; ;41

bit1 T
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CONDITIONS DE TRANSMISSION

Comme en stationnaire, plusieurs choix

o B;u? = uF : Dirichlet
o Biuk = 8n,.ju;“ : Neumann

k k k
o Biu; = On,;u; +pusi,

p € C : Robin

k k k
© Biui = On;;u; + Siug

~_ 4
S ,i,
)< }7
- .%‘;’i
<~
S
I3 = I

JANI|
INEX T

L t=0

Qs
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PRINCIPE DE LA METHODE

az QQ b2

* @ o ——— 9o

ai O b1

On définit sur chaque sous domaine

DoMAINE 1 DOMAINE 2
Oul + Lul = f dans Q1 x (0,7) Opuk + Luk = f dans Q2 x (0,7)
uf(-,0) = up dans uk(-,0) = ug dans Qs
uk(by,-) = ub=(b1,-) sur P12 x (0,T) ub(as,-) = uF 7 (az, ) sur T21 x (0,7T)

Algorithme classique

ud(b1,t) = 0, u3(az,t) =0, t € (0,T)

k=1

Tant que (|[(uf —uf ") (b1, T[22 + [ (us — w5~ ") (a2, T)|32) > € faire
Résoudre les systémes dans Q1 et 2, ¢t € (0,T)
Echanger les informations par Cond. Transmission
k=k+1
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PRINCIPE DE LA METHODE
=1

@n 951 b1
On résoud en paralléle.

DoOMAINE 1 DOMAINE 2

Résoudre pour t =0 — T Résoudre pour t =0 — T
Orui + Lul = f dans Q1 x (0,7) Oud + Lul = f dans Q3 x (0,7)
u{(-,O) = ug dans Q1 u%(~,0) = ug dans Qs
ul(by,-) =0 sur I'12 x (0,7) ul(az,-) = 0 sur a1 x (0,T)

Conserver Vt € (0,T) ui(as,t) ) Conserver Vt € (0,T) u(b1,t) )
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PRINCIPE DE LA METHODE
h=2

as QQ bQ
ai 95 b1

On résoud en paralléle.

Transmettre ui(az,t) 3 Q2 et us(by,t) a3 Q1, t € (0,7)

DOMAINE 1 DOMAINE 2

Résoudre pour t =0 — T Résoudre pour t =0 — T

dui + Lui = f dans @ x (0,T) O¢u + ZLu3 = f dans Q2 x (0,7)

U%(HO) = ug dans Q u%(~,0) = ug dans Qs

u%(bl, ) = u%(bl, ) sur I'19 X (O,T) ’LL%(G,Q, ) = u% (ag, ) sur I'g1 X (O,T)

Conserver Vt € (0,T) u?(as,t)

Conserver Vt € (0,T) u3(b1,t)

u]
V]
w
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PRINCIPE DE LA METHODE
b= JK

as Qs bo
ai O b1

On résoud en paralléle.

Transmettre u "' (a2,t) 3 Qo et ul (b1, t) 3 Qu, t € (0,T)

DOMAINE 1 DOMAINE 2
Résoudre pour t =0 — T Résoudre pour t =0 — T
Opult + Lull = f dans Q1 x (0,7) Opull + Lull = f dans Q3 x (0,T)
uf(~,0) = ug dans u§(~,0) = up dans Qg
uwl(b1,-) = ul 1 (b1,-) sur P12 x (0,T) ulf (az,-) = uk " (az, ) sur T21 x (0,7)
Conserver Vt € (0,T) uf (az,t) | Conserver Vt € (0,7) uff (b1,1t)
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PRINCIPE DE LA METHODE
b= JK

ai Ql

On résoud en paralléle.

az

b1

Transmettre u "' (a2,t) 3 Qo et ul (b1, t) 3 Qu, t € (0,T)

DoMAINE 1

Résoudre pour t =0 — T
Btu{< +.$u{< = f dans Q1 x (0,T)
ul(-,0) = up dans Q;
uwl(b1,-) = ul 1 (b1,-) sur P12 x (0,T)

Conserver Vt € (0,T) uf (az,t)

v

DOMAINE 2
Résoudre pour t =0 — T
8tu§< +.2’u§< = f dans Q2 x (0,T)
uk (-,0) = ug dans Q2
ulf (az,-) = uk " (az, ) sur T21 x (0,7)

Conserver Vt € (0,7) uff (b1,1t)

On transmet donc a chaque itération de la méthode SWR

uf(z,t), (¢,t) €Tiyx (0,T), j=i%1.
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METHODE DE DECOMPOSITION EN ESPACE

La partie
Résoudre pour t =0 — T
fait appel a un intégrateur temporel numérique.

Les données
uf(z,t), (z,t) €Tayx (0,T), j=i+1.

sont donc discretes.

Le schéma suivi pour les méthodes SWR

Discrétiser en espace puis en temps )
Méthode de décomposition en espace
Discrétiser en temps puis en espace J

Apreés discrétisation en temps, on a pour chaque pas de temps un probleme
stationnaire

Utiliser les méthodes de DDM de la partie | a chaque pas de temps
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METHODE DE DECOMPOSITION EN ESPACE
Pour simplifier, on prend f = 0.
Intégrateur temporel numérique
3tuf + .i”uf =0— F(ufmﬂ) = G(uﬁn)
ol ufn(x) est une approximation de uf(x,tn), tn = nAt, At = T/Niter.

Algorithme
Pourn =1 a Niter,
W (B1) = up?y (01), w8 n(a2) = uy?, (a2),
k=1
Tant que (||(uf, — uf ) (b1, A1) 32 + (U5, — us7) (a2, At)]|32) > e faire
Faire une étape de I'intégrateur en temps dans 21 et 2,
Echanger les informations par Cond. Transmission
k=k+1
K=k

ufff (b) = u;(j;(ln) et ufl{f (az) = uffl (a2)

v
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METHODE DE DECOMPOSITION EN ESPACE

On transmet donc a chaque itération de la méthode et a chaque pas de temps

uf,n(gc), xely;, j=i£1l

SWR
Pour k=1a K}

Echange ufm(w), z €D, j=ix1, ne{l, -, Niter}

Décomposition en espace
Pour n =1 a Niter
Pour k =1a Ky
Echange uf,(z), z €y, j=i+1

Beaucoup plus d’échanges d'informations ... surco(it éventuel.
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TEMPS LONGS VS TEMPS COURTS

Deux comportements différents
o temps longs = convergence linéaire

@ temps courts = convergence superlinéaire

error

Equation de la chaleur 1D avec
L=0.1 10

T=10

0 2 4

6 8
iterations

La méthode de décomposition en espace regagne en intérét ou encore méthode
SWR a fenétres.
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TEMPS LONGS VS TEMPS COURTS

[4 Gander, Zhao, Overlapping Schwarz Waveform Relaxation for the Heat Equation in
n-Dimensions, BIT, 2002

6tu§+1 = Auéﬁ'1 + f(x,t), x€y, 0<t< oo,
ufTH(x, 1) = uf(x,t), x €Ty, 0<t<oo,
uj?“(x, ) = g(x,t), x € Tjo, 0 <t < o0,

u(x,0) = wo(x), x € ;.
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TEMPS LONGS VS TEMPS COURTS

@ Soit m; le plus petit nombre de domaines a traverser depuis §2; pour rejoindre
o0N.

@ M = Imax; m;.

¢ distance minimale d'overlap entre sous domaines.
@ u la solution de I'équation de la chaleur sur © x (0, c0).

° ef =u— u? I'erreur sur le domaine j a l'itération k.

Temps infini, convergence linéaire

max sup || < (y(m,8))" max sup |el],
J x€Q;,t>0 J x€Q;,t>0

ou y(m,d) < 1

Temps fini, convergence superlinéaire

0
max sup |ej].

kd )
2V 7T J x€Q;,t<T

max sup |e§|§(2d)kerfc<
I xeQ;,t<T

ou d est la dimension.

4
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COMPARAISON AVEC LINDELOF

Le taux de convergence trouvé pour les algorithmes de relaxation d'onde classique
pour les EDOs est

oT* _ < 1 +O(k71)) o~k 108 k+(1+10g(CT))k— L logk -, —klogk
k! V2T

Le taux de convergence superlinéaire pour une EDP diffusive est

Cferfc (%> N ( T + O(k_2)> @_%gkzﬂog(cl)k_logk = e_k2
VT Cov/m

L'amélioration est due a la diffusion issue du noyau de la chaleur.
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RESULTATS DE CONVERGENCE
PROBLEMES DIFFUSIFS

Zu=(a-V)u—vAu+bu
Conditions de transmission de Dirichlet
o Convergence si overlap.

o Pas de convergence sinon.
o [4Daoud & Gander (2003), Daoud & Caltinoglu (2007)

Temps infini, convergence linéaire

max sup |ef" | < (y(m,d))" max sup ],
J x€Q;,t>0 J x€Q;,t>0

ou y(m,d) < 1

Temps fini, convergence superlinéaire

max sup \eﬂg(C(u,a,(;))kerfc(
I x€Q;,t<T

ou d est la dimension.

ko )max sup €Y
2/ dvT J o x€Q;,t<T I

=] =
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RESULTATS DE CONVERGENCE

Exemple de Daoud & Caltinoglu (2007)

Ou = 02u —0.25¢%u, O0<z<1, 0<t<T,
u(0,t) = 6_0'5”2, 0<t<T,
u(1,t) =0, 0<t<T,
u(z,0) = cos(0.5¢°z), 0<z < 1.

Q) est subdivisé en 5 sous domaines avec overlap de 0.2 et 0.4. Les temps finaux
sont respectivement T = 10 (gauche) et T' =1 (droite)

The model problem solved for long time interval, The model problem solved for short time interval,
for 5 subdomains and with 8x= 0.005 and 8t= 0.01 for 5 subdomains and with 8x= 0.005 and &t= 0.01

0 P
— Overlap 512602 10 —Overiap s
-+ Overlap size=0.4) -+ Overtap size=0.4

1072 5
i~ 107
3 5
5107 >
I w 107°
510° 5
i m 107"
£10° €
>
= E 10
210710 %
©
= = 1028

1072}

\-30
107 Lo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 8 9 W

4 5 6
) Iteration
Iteration
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AMELIORATION DE LA CONVERGENCE

[ Gander, Halpern, Nataf, Optimal Convergence for Overlapping and Non-Overlapping
Schwarz Waveform Relaxation, Proc. DD11, (1999)

Remplacer les conditions de transmission de Dirichlet par les conditions aux limites
transparentes sous-jacentes aux équations

o Eq. des ondes 02u — c*0%u = f(z,t), ¢ > 0.

° Eq. de réaction-convection-diffusion dyu — v02u + adyu + bu = f(x,t), v > 0,
a,beR.

Conditions aux limites = opérateur Dirichlet-Neumann
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CLT pouR EQ. DES ONDES

EQ. DES ONDES HOMOGENE 1D

’(/)(1‘70) 2%(93)» z €Ry,
op(z,0) = 1(z), x€R;.

3?1/’—02337/’:07 (ZII,t)ERxX[O;T],
(P)

HYPOTHESES : supp(¢o,1) C B(0, R).

Solution
1 1 x+ct
) == - = dy.
V(at) = gl +et) +vole =) +3 [ i)y
Simplement,
1/)((17,t) = 901(:17 + Ct) + 502(‘% - Ct) )
avec
2¢1(x) = / Y1(y)dy,
262(0) = bo(@) — [ r(u)dy
o =
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CLT pour EQ. DES ONDES

| @

-R R

=T
supp (i1 (2 +t)) oEslelE=1)

Vt > 0 et V|z| > R, les supports sont disjoints.

L

r=-—L

r=1L

w('rvt) =% (‘T +ct) ¢($»t) = ‘JO?(-T —ct)

Oz1) = O 0z = —cOp

Alors, sur x = +L, la donnée de Neumann s’exprime en fonction de celle de

Dirichlet

C@,ﬂ/} + 6{(/) =0

ol n désigne le vecteur unitaire sortant a Q = (=L, L).

Remarque :

82 — 202 = (B — c02)(0s + cBa).

)
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CLT pour EQ. DES ONDES
Autre méthode : transformée de Laplace
Zo(u)(z,w) = (z,w) = /00 u(z, t)e” " dt
0
avec la fréquence w = o +i7, 0 > 0

Zo(Ou)(z,w) = wi(z,w)—u(z,0),
Zu(Bfu)(z,w) = w?i(z,w)— wu(z,0) — du(z,0).

@ Probleme de transmission

PROBLEME INTERIEUR PROBLEME EXTERIEUR
(02 —c202)v=0, € t>0, (0 — 22w =0, x€Q,t>0,
Op¥ = Ozw, zel, t>0, w(x,t) = v(z,t), x==£L,t>0,
v(z,0) =o(z), =TEQ, w(z,0) =0, zeqQ,
Op(w,0) = Y1(z), z€Q, drw(z,0) = 0, z € Q.
[m] = =
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CLT pour EQ. DES ONDES

@ Transformée de Laplace w.r.t temps pour z > L : w?w — 202 = 0.
Solution :  wW(z,w) = AT (w)ee ® + A" (w)e™ < ®
@ Sélection de I'onde sortante : solution d'énergie finie — AT = 0.
W(z,w) = e L, (w(L, ) (w).
En prenant la dérivée
Bt (2, w)|amr, = —% (2, w)|aer
@ Transformée de Laplace inverse
cOpw(x,t)|o=1, = —Orw(x,t)|e=L.
@ Ainsi, on obtient la CLT pour v

8nv+@:0
@
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SWR POUR LES ONDES

METHODE SWR, k>0

Zuf — 2%l =0, (z,t) € (—o0, L) x (0;T)
Biuf = Byu5~, (z,t) € {L} x (0 T),
(S) {dfus — 2dius =0, (z,t) € (0,00) x (0;T)
Bouf = Boub ™', (z,t) € {0} x (0;T),
u(z,0) = uf(x), dwu(z,0) =uj(r) z€R

B. = Oa,, + % =0n, +A,  A=27(2).

TuaM. Gander, Halpern, Nataf, 99
o L'algorithme SWR avec B; = Id converge dés que k > T'c/d, 0 taille d'overlap.

o L'algorithme SWR avec B; = On,; + 0:/c converge en deux itérations,
indépendamment de la taille de I'overlap.

= =2 = 2014/12/04 — NICE



CLT poUR EQ. REAac/DIFF/ADVEC.

Ou+ Lu = du — vd2u + adyu + cu = 0

CLT
Ont F Aty = 0.

@ Mise en jeu d'un opérateur pseudo-différentiel (i.e non local).
o Signe - pour c6té droit, + pour gauche.

o Coété droit : Ozu— A" u=0.

o Coté gauche : 9,u — Atu=0.

a+ 52

|
Au=2, < 2

) * u, avec § = a® + dv(c + w).
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CLT pour EQ. REAC/DIFF/ADVEC.

Pour la chaleur (a = ¢ =0)

CLT
Onu + 25" (@) xu=0 <= Oau+ —al%:o,
Vv Vo
avec
e ‘ opérateur de dérivation
o} fla,t / I ds fractionnaire  d’ordre

t—S 1/2

o =3 = 2014/12/04 — NICE



SWR PoUR EQ. REAC/DIFF/ADVEC.

METHODE SWR, k>0

Opul — vO2uk + adpul + buf =0, (x,t) € (—oo, L) x (0;T)
Biuf = Biuf~!, (z,t) € {L} x (0;T),
(S) Owubs — vO2ub + adyul + buk =0, (z,t) € (0,00) x (0;7)
Bouk = Boub !, (z,t) € {0} x (0;T),
u(z,0) = ui (), z€R

By =0, — A~ etIBQ:&z—A*

TuaM. Gander, Halpern, Nataf, 99

o L’algorithme SWR converge en deux itérations, indépendamment de la taille de
I"overlap.

o =3 = 2014/12/04 — NICE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = DIRICHLET

Algorithme n > 1

Q" = (—o0,L) Qt = (0, +o0)

(8 + L)uk = §, reQ,t>0] (8 +L)us =, zeQt, t>0,
ulf(x,O) = g, x € Q ug(m,O):uo, zeQt

u¥ (L, t) =ud (L,t), t>0 ub(0,8) = uf~1(0,8), >0

Etape 1

Q" = (—o0,L) Qt = (0, +o0)
Or+Lur=f, z€Q ,t>0, O+ Lus=f, z€Q,t>0,
ui(,0) = uo, zeQ” ug(,0) = uo, zeQt
u%(L,t) =gr(t), t>0 u%(O,t) =go(t), t>0

avec gr.(0) = uo(L) et go(0) = uo(0).

= =3 = 2014/12/04 — NicE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = DIRICHLET

Erreurs :
k _ k E_ k
€r =uj,_ —up et ey = Uj,, — Uz-
Q" = (-o0,L) Q* = (0,+00)
(0: + L)e¥ =0, (0: + L)eb =0,
e’f(m, 0) =0, eg(fv,O) =0,
ei(L,t) = e5 (L, 1), e5(0,t) = ' 7'(0,1),

Comme ef(:c,O) =0, on a en passant par Laplace les EDOs en x
(w+2)er =0
et les solutions s'écrivent
& (z,w) = ak(w)ev-z, z <L

ez, w) = Br(w)e °, x>0,

avec

v

= =3 = 2014/12/04 — NiCE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE

TRANSMISSION = DIRICHLET
En utilisant les CL en z = L et x = 0, on obtient
N
el )e’f 2, <L

Ak
é1(z,w) =
— ) ke
ek (z,w) =P eb=2 0 >0
TAUX DE CONVERGENCE
Ak41
€; Re(A™—-AT)L
p(w) = ST =€ . E.
€.
1
B 51/2
Or, \™ = At = —=— et donc
v
Re(A\™ = A1) < —q,
avec o = Va2 + 4dve/v.
L et on a

Ainsi, p < e
e} < e/ g,

J

2014/12/04 — NICE




QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = DIRICHLET

&] < e”TH/Z1ok1el).

o L'erreur tend vers 0 dans chaque sous domaine

o Plus L est grand, plus la convergence est rapide

e Si L =0, pas de convergence : éf'H = éf‘l, Vk > 1.

2014/12/04 — NICE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = DTN

Q" =(-o00,L) Qt = (0, +0)
(0r + L)e¥ =0, (8, + L)ek =0,
e’f(ac, 0) =0, e’zc(x,O) =0,
Btef(L,t) =Btes (L, 1), B~ e5(0,t) =B~ e} (0,1),

Bt=0,— A" etB™ =08, — A"

Onapourk>1

et donc

Comme &Y sont quelconques, é; sont non triviaux.

i
=3 = 2014/12/04 — NicE
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QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = DTN

Par les conditions de transmission, on a

0265 (L,w) — A" é3(L,w) = 8ze3(L,w) — A\~ é3(L,w) =0,

9263(0,w) — ATé3(0,w) = 8,61(0,w) — ATé1(0,w) = 0.

et donc
= BZ = O

soit encore

2 a2

ée1=¢é3=0
On a donc

R _ 2
ur = up, et wu; = Uy -

Convergence en 2 étape VL.
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SWR pour EqQ. REAC/DIFF/ADVEC.

REMARQUES
1/2
t

NG

@ Pour la chaleur, on peut approcher AT =

par une quadrature.

x : [ Antoine, CB, 03,

1/2 \/7237;_kf { (a07a1»a27"'):(1’ )

3
g: )

| w

9 &9

1
2

1

1 &9

2

Br = (—1)*ax, VE>0.

@ Pour I'équation générale, c'est trop compliqué : on doit proceder a des
approximations du symbole de |'opérateur WDO.

= =2 = 2014/12/04 — NiCE



SWR pour EqQ. REAc/DIFF/ADVEC.

TRANSMISSION = TAYLOR 0 ET 1

Taylor de 6'/2 pour |w| < 1.

8% v a2 +dve+ —

\/a2—|—41/c
D’ou
+p + a=xp
e t AF =
& 2v ¢ 2v +qw, J

avecp >0 et g > 0.

Conditions de transmission

out T — S5 utt! = 9.l — S;uh, j=0,1,

Oous ™t — SFustt = Bpuf — Sfur, j=0,1.

o = = 2014/12/04 — NICE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = TAYLOR 0 ET 1

A + A -
Onaél=are’ *, < Letéh=pre* “,z>0et
k1 k41 Lk — k.
Dpeht = et =0:83 — S; €3, j=0,1,

k1 + sk+1 Ak +ak
Oy —Sj ey =067 —S;¢é1, j=0,1

On trouve N B
art (AT =)t E = B(AT = xg)et F,
Bry1(AT = AT) = ax (AT = AJ).

Ainsi

AT =X AT =X -
0o A Ao AT AN
A=Ay A=A

Qk+1 = k—1-

Or, A" + A~ =\ +)\; = a/v et donc

2
o >\+ = )\SL ()\_—)\+)L
Q41 = m € 1.
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QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = TAYLOR 0 ET 1

Taux de convergence

)\+(w)_>\3— ’ Re(A\~ =AML
w, =|——= 9% e
won =[5
2
82 —p — LRe(s1/2)
=577 p e
1/2

Puisque p > 0, 3C1 < 1 tel que

p
m' < Cl et donc

k1 —aLjsk—1
|61Jr | < Cre *"lei .
On a convergence méme si L = 0 et elle est plus rapide que Dirichlet.

Idem pour I'ordre 1.
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QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = OPTIMISATION DE p ET g

@ Taylor est basé sur une approximation basse fréquence.

@ Pour obtenir une meilleure approximation, optimisation du taux de
convergence sur toutes les fréquences.
e [4V. Martin, 2003, thése + articles.
: S . . . T
Lorsque I'on discrétise en temps, les fréquences disponibles sont |w| € [ ]

T At

1 T T T T T T T T T

09F 9

0.6 9

.05} : v=0.01,a=1 ¢c=0,
0al 4 At=10"2 L =0et
T=1.

Taux de convergence sans recouvrement

o =3 = 2014/12/04 — NICE



QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE

TRANSMISSION = OPTIMISATION DE p ET q
o Taylor est basé sur une approximation basse fréquence.
@ Pour obtenir une meilleure approximation, optimisation du taux de
convergence sur toutes les fréquences.
e [4V. Martin, 2003, thése + articles.
' . ) e o o ™ ™
Lorsque I'on discrétise en temps, les fréquences disponibles sont |w| € T Azl

T T

T T

1 T T T

09F

v=001,a=1,¢=0,
At=10"%2 L =10""et

T=1.

=)
o
)
o
oWl
w
o

Taux de convergence avec recouvrement
2014/12/04 — NICE
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QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = OPTIMISATION DE p ET q

A résoudre

61/2

min max 61/2 T P

p>0 & <w|< 2

2
L 1/2
’ o~ L Re( /2y

ou

o2 —p—2
min p— 2vqw

7|'
(9,0)>0,p— %2 ¢>0 T<|“’|<

01/2 + p+ 2vqu

2
’ e_

L Re(61/2)
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QUELQUES PREUVES DE CONVERGENCE
TRANSMISSION = OPTIMISATION DE p ET q

max_|p, |

v =0.01, a =1,
c=0,

At =102,
L=0etT=1.

Taux de convergence sans recouvrement

o <« =

2014/12/04 — NICE



EXEMPLES

[3/Halpern, Absorbing Boundary Conditions and Optimized Schwarz Waveform Relaxation,
BIT 03

Q= (0,6), T = 2.5, CL. Dirichlet homogenes, Az = 2.1072, At = 5.1073, 8
sous-domaines.

2 j/‘ 2 sen st B
== 2 j/‘ 0 5 1 2 B}
Suite des itérés pour j = 1,--- ,8 avec transmission Dirichlet a T'.
[m] = =
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EXEMPLES

E Halpern, Absorbing Boundary Conditions and Optimized Schwarz Waveform Relaxation,
BIT 03

Q = (0,6), T = 2.5, CL. Dirichlet homogenes, Az = 2.107%, At = 5.107%, 8

sous-domaines.

4107
Q
-
-
(Dm"’
10°
0| [~ CLASSICAL .
10 —— TAYLOR ORDER 0 -1 7
= OPTIMIZED ORDERO
= TAVLOR ORDERT
.| Lo opTmIiZED ORDER 1 ) . . . = ) _1p| =&~ OPTIMIZED ORDER 1 . L L . .
o 1 2 3 4 5 . 6 8 [ 10 0 1 2 4 5. 6 8 9 10
iteration iteration
4 sous domaines 8 sous domaines
[m] = =

2014/12/04 — NICE
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DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [3]V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

owu+ b - Vu — vAtu + cu = f, J

avec b = (a,b).

@ Résultats de convergence similaires
o Existence, unicité, régularité dans espaces de Sobolev
@ Vitesse non constante

o =3 = 2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [ V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

Q:Q*uﬂ*,Q*:{(x,y),oquOE) og <1},
Qf = {(2,9),050< ¢<1,0<y <1}, Az = Ay =At=0.01, T =1,
v=a=b=0.01,¢c=0
02 ‘ N ‘ ‘ —&— Ordre 0 optimisé 02 ‘ A \ ‘ —&— Ordre 0 optimisé
0.18} A == Dirichlet 0.18f T == Dirichlet
% — solution \ — solution
0.16 [ 1 0.16F %
0.14f E 0.14f k
0.121 0.121
0.1 0.1
0.08[ 0.08[
0.061 0.061
0.04f 0.04f
0.021 0.021
0 0‘.2 0‘.4 016 0.8 0 0‘.2 0‘.4 016 0.8
Coupe de I'itéré 1 Coupe de I'itéré 2

o =3 = 2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [ V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.

2005

Q=0 uQt Q" ={(z,y
Qt ={(2,9),050< g < 1,

v=a=b=0.01,c=0

),0<¢<051,0<y <1},
<y<1} Az =Ay=At=0.01, T =1,
0.2 T
R —=— Ordre 0 optimisé
0.18 . = = Dirichlet
. — solution
0.161 ‘\
0.14F H
o.12} E
011
0.08r
0.06
0.041
0.021
0 0‘.2 0.‘4 0‘.6 0.8

Coupe de I'itéré 3
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DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [ V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

Q=0 U0t Q ={(z,v),0
Q* = {(2,),0.50 < ¢ < 1,0 <
T=0.1

v =0.01

N

N

— Taylor Ordre0
—+ Ordre0 Optimisé
T -~ Taylor Ordre1
~+- Ordre1 Optimisé

=)

—— Taylor Ordre0
—+— Ordre0 Optimisé
-~ Taylor Ordre1
~+- Ordre1 Optimisé

30 40 50

log10(Erreur temps-espace)

log10(Erreur temps-espace)

0 ‘ 10 20 30 40 50
Itérations Itérations
Convergence (sans recouvrement) pour Convergence (sans recouvrement) pour

v =0.01 v=1
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DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [5]V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

Q=0 uQ", O ={(z,9),0<¢<051,0 <y <1},
Ot ={(2,9),050<¢<1,0<y <1}, Az =Ay=At=0.0l,a=b=1,T=1
v =0.01 v=1
T T T T 4 T T T T
¢ — Taylor Ordre0 —— Taylor Ordre0
3 —+— Ordre0 Optimisé 3+ —+ Ordre0 Optimisé
-~ Taylor Ordre1 -~ Taylor Ordre1
2 -+~ Ordre1 Optimisé FIRWN ~+- Ordre1 Optimisé

S

log10(Erreur temps-espace)

log10(Erreur temps-espace)

1
>

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Itérations Itérations
Convergence (sans recouvrement) pour Convergence (sans recouvrement) pour
v =0.01 v=1
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DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [3]V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

Q=0 uQ", QO ={(z,y),
Qf = {(z,),0.50 < ¢ < 1,
v=a=b=0.01,c=0

o=
IN @

— Taylor Ordre0
3 —+— Ordre0 Optimisé
-~ Taylor Ordre1
FIAN -+~ Ordre1 Optimisé
-o Ordre2 Optimisé

log10(Erreur temps-espace)

|
o

0 10 20 30 40 50

Itérations
Convergence (sans recouvrement) pour
v=1

o =3 = 2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [3]V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.

2005
T=1

~

log10(Erreur temps-espace)

— Taylor Ordre0
—+— Ordre0 Optimisé
-~ Taylor Ordre1
- Ordre1 Optimisé

2t
-3F
—4+
5+
o 10
Convergence

20 30 40
Ttérations
(sans recouvrement) pour
v=1

50

log10(Erreur temps-espace)

o Dirichlet
— Taylor Ordre0
—+ Ordre0 Optimisé
- - Taylor Ordre1
—+- Ordre1 Optimisé

Oo,
00,
000,
000,
00,
0000000000000
900000
0000

20 30 ] 40 50
Itérations

Convergence (avec recouvrement) pour

v=1

Un recouvrement améliore la convergence
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DEVELOPPEMENTS

Eq réaction-diffusion-convection 2D : [§V. Martin, thése 2003, Appl. Num. Math.
2005

@ Résultats pour vitesse variable similaires

e Couplage zones convection pure / convection-diffusion; Aussi : [3 Gander,
Halpern, Japhet, Martin 2007.

o = = 2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

[ D'Anfray, Halpern, Ryan, M2AN 2002, Couplage Différences Finies/Eléments

Finis

Zoom

Couplage DF/EF

2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

= & = 2014/12/04 — NICE



DEVELOPPEMENTS

o Advection nonlinéaire, [{ Gander, Rohde, Overlapping Schwarz Waveform
Relaxation for Convection Dominated Dissipative Conservation Laws, SIAM J. Sci.

Comp., 2005
dvu + 0y f (u) = ed2u.

° Equation de réaction-diffusion semi-linéaire, [3 Caetano, Gander, Halpern et
Szeftel Schwarz Waveform Relaxation Algorithms for Semilinear Reaction-Diffusion
Equations, Networks and Heterogeneous Media, AMS, 2010.

Ou — vAu+ f(u) =0.
Condition optimisée d'ordre 2 et condition de transmission non linéaire.

o Systeme d'équations de réaction-diffusion semi-linéaires, [5] Descombes, Dolean
and Gander Schwarz Waveform Relaxation Methods for Systems of Semi-Linear
Reaction-Diffusion Equations, Lecture Notes in CSE, 2010.

o Advection-réaction-diffusion avec coeff. non constants + Galerkin discontinu, [3
Halpern, Japhet et Szeftel Optimized Schwarz Waveform Relaxation and

Discontinuous Galerkin Time Stepping for Heterogeneous Problem, SIAM J. Numer.
Anal., 2012
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DEVELOPPEMENTS

EOu+ V- (bu —vVu) = 0.
)

0.04
5
x 10
X 0035
K
CRESRRR 25
EERRN :
SPORRSR)
COSERR! F Ho.03
KRRIRR
RERRR
KRERR
KRS
DR
BRG] o025 2
R
R
KRR
NSERREY
et
SR
R T OREDELY F 002
NSRRI
POOESEEE: 15
R OOERERIE LT i
RO g
ARG
R RRRIA RS
SR 3
RS IRK] £ 40015
ORI 550
oRDG: z
NERKIE
DR
KBRS
REroe b
SRR 0.01
SRS a
DR
anaTa
A
0.005
X
R £
oo 08
OOORREED
AR
0

0.2 04 0.6 0.8

X
. n 0 05 1
DG apres 10 fenétres en X

Domaine temps et 5 itérations par Erreur

fanatra
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DEVELOPPEMENTS

EQUATION DES ONDES

o [AM.J. Gander, L. Halpern and F. Nataf, Optimal Schwarz Waveform Relaxation
for the One Dimensional Wave Equation, SIAM J. Numer. Anal., 2003.

o SWR optimisée [§]M.J. Gander and L. Halpern, Absorbing Boundary Conditions
for the Wave Equation and Parallel Computing, Math. of Comp., 2004.

@ Onde non linéaire, [ L. Halpern and J. Szeftel., Nonlinear Schwarz Waveform
Relaxation for Semilinear Wave Propagation, Math. Comp., 2009

MAXWELL
o [JV. Dolean, M. El Bouajaji, M.J. Gander and S. Lanteri, Optimized Schwarz
Methods for Maxwell's Equations, Lecture Notes in CSE, 2010.

e [4Y. Courvoisier, M.J. Gander, Time domain Maxwell equations and Schwarz
Waveform Relaxation methods, Lecture Notes in CSE, 2012.
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DEVELOPPEMENTS

SCHRODINGER

e Linéaire, [ L. Halpern and J. Szeftel. Optimized and Quasi-Optimal Schwarz
Waveform Relaxation for the One Dimensional Schrédinger, M3AS, 2010.

o Linéaire + potentiels, [§X. Antoine, E. Lorin, A.D. Bandrauk, Domain
Decomposition Methods and High-Order Absorbing Boundary Conditions for the
Numerical Simulation of the Time Dependent Schrédinger Equation with lonization
and Recombination by Intense Electric Field, JCP, 2014.

o Linéaire 4+ potentiels + nonlinéaire multi-D, [4C. Besse, F. Xing 2014.
FLUIDES

e [4V. Martin, Schwarz Waveform Relaxation Algorithms for the Linear Viscous
Equatorial Shallow Water Equations, SIAM J. Sci. Comput., 2009

o [JE. Audusse, P. Dreyfuss, B. Merlet, Schwartz wave form relaxation for primitive
equations of the ocean, SIAM J. Sci. Comput. 2010.

o = = 2014/12/04 — NICE
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MISE EN (EUVRE

DIFFERENCES FINIES

Q= (ao,bo), Q" =0 = (a1 = ao,bl), ot = Qo = (ag,bz = bo)
Q divisé en N intervalles de longueur Az = X/N
[0, 7] divisé en Nr intervalles de longueur At = T'/Nier

uf]n approximation de u¥(x;,t,), domaine Q;, itération k, point
zj=a+(j— 1Az, 1 <j< N+1,ett, =nA.

On s'intéresse au probléme

Ou + adzu — V@iu = J

avec a >0, v > 0, u(ao,t) = gi et du(bo,t) = gr.

o =3 = 2014/12/04 — NICE



MISE EN (EUVRE
DIFFI-’TRENCES FINIES

Schéma numérique : Crank-Nicolson

2 2 2
AgVimtl/2 T (020); 1/ =V (8zv)j,n+1/2 = fims1/2 + A J

Uj,nt1 + Ujn

ou Ujn+1/2 = 2

1
® (92v)jnt1/2 = m(vj+1,n+l/2 — Vj-1nt1/2):

1
2
® (929); 11/2 = Agz (Vittnt1/2 = 205m1/2 + Vimtnta/2)-
Prise en compte des conditions aux limites
@ Enao : V14172 = go.
o En bo : introduction d'un point fictif j = N +2. On a
1
E(UN-HL-H/Q - UN,n+1/2) = 9rn+1/2-

On injecte la valeur obtenue de vn42,n41/2 dans le schéma numérique écrit au

point N + 1.
2 UN,n+1/2 — UN+1,n+1/2 2
— -2 ’ 2 = il n
AtvN+1,n+1/2 v A2 fN+1,n+1/2 + AtuNH’

+(2L ~a)
Az gr,n+1/2-

2014/12/04 — NICE



MISE EN (EUVRE
DIFFI-’TRENCES FINIES

Prise en compte des conditions de transmission : traitement de €2,

0 Ny — IN;N; + 1
—_—

1 1 1 1
T T T T

-1 1 1+1 Qo

k a—p g k—1 a—pP k-1
Oguy — o uy = Oguy — — o Uy , T =0b J
Point imaginaire N1 + 2
k .k
UL N1 4+2,n41/2 — Y1, Ny n+1/2 QA —DP g _
IAT -, UL, Ni+1,n+1/2 —
uk—1 _ k!
2,l4+1,n+1/2 2,Ni-1n+1/2 @ — P k1
N ) Us 1,n+1/2

et on remplace la valeur de uj y, 15 ,41/> dans le schéma numérique.
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MISE EN (EUVRE

DIFFERENCES FINIES

Si on considére I'équation de la chaleur a = 0, on a la condition de transmission
exacte

1
8nu + Watl/Qu = 0

Alors, le schéma prend la forme

n+1

k k
UL Ny +2,n+1/2 — Y1, Ny, n+1/2 n 1 8 :
= E +1-mU1 Ny +1,n+1/2 =
2A T s N1 B
k—1 ’ k =
- _ n+1
Us it1,mt1/2 — U2,0-1,n+1/2

1 k—1
Sl — E 6 +1-—mUsg ; .
2Azx \/;m_O " mE2,Lntl/2

et on remplace la valeur de u’f’Nl_s_Q’n_s_l/Q dans le schéma numérique.

o =3 E 2014/12/04 — NICE



MISE EN (BUVRE

ELEMENTS FINIS SANS RECOUVREMENT
bl = a2
Domaine © : v € H(Q1) (ici, on prend g; = 0 et H{(Q1) désigne les éléments de
H' () a trace nulle en a1).

8tu’fv dz + Vulf -Vovdr — 8zu’f (b1)v(b1) = / fvdx.

o} 971 1951
Condition de transmission
Opult — a _pu'f = 8xu§_1 — uug_l, =10
2v
d'ou
dyuiv da + Vul - Vods — 2= pu’f (b1)v(b1)
Q4 @i 2v
_ / fod = Bs ™ (br)o(br) + L L b a)e(hr).
Q1

On ne calcule pas d,u5 " (b1). On stocke la valeur en mémoire par la formule
d'itération en k

a+p g

2 . a —
azrug - 7“2 +6Lulf — +p ]{: 17

2uu

r = as.
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