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La théorie des matrices aléatoires est née de ses applications. Elle est apparue
dans les années 30 a l'initiative de statisticiens comme Wishart et a connu un
nouvel essor dans les années 50 par les travaux de Wigner en physique nucléaire.
Depuis, la théorie s’est considérablement développée tant pour ses applications
(en physique théorique, statistique, finance, télécommunications...) que pour
ses multiples liens avec de nombreux problémes mathématiques (en algebres
d’opérateurs, combinatoire, théorie des nombres...)

L’objet de ce cours est de présenter certains résultats désormais classiques sur
des modeles de matrices aléatoires spécifiques mais aussi d’introduire différentes
techniques usuellement développées dans ce domaine.

Le Chapitre 1 concerne les matrices de Wigner. Nous y présentons deux preuves
du théoreme de Wigner (concernant la convergence de la mesure spectrale em-
pirique): une approche combinatoire par les moments et une approche utilisant
la transformée de Cauchy. Nous décrivons également les techniques usuelles de
troncature et de centrage des entrées de la matrice ainsi que la pertinence des
inégalités de concentration dans ’obtention de résultats de convergence presque
stre. Enfin nous proposons une preuve de la convergence de la plus grande
valeur propre par la “méthode des grandes traces” (sous des conditions non op-
timales).

Le Chapitre 2 présente sans démonstration des résultats similaires (convergence
de la mesure spectrale, convergence des valeurs propres extrémales) concernant
les matrices de covariance empirique.

Le Chapitre 3 est consacré a 1’étude des modeles GUE, GOE et GSE; nous
déterminons la loi des valeurs propres et vecteurs propres.

Dans le Chapitre 4, nous développons la “méthode des polynoémes orthogo-
naux” pour des modeles de matrices aléatoires hermitiennes de loi invariante
par conjugaison unitaire et expliquons dans le cas du GUE, comment la forme
déterminantale de la loi jointe des valeurs propres permet une analyse fine
des propriétes locales asymptotiques du spectre (fluctuations de la plus grande
valeur propre, fluctuations a l'intérieur du bulk...) .

Dans le Chapitre 5, nous démontrons comment la mesure spectrale empirique
limite d’'un modele de matrices aléatoires associé a un potentiel V peut étre
obtenue comme minimiseur d’un probleme variationnel.

Enfin, le dernier chapitre constitue une breve introduction a la théorie des prob-
abilités libres et a ses liens profonds avec celle des matrices aléatoires.



Chapter 1

Matrices de Wigner

La théorie des matrices aléatoires a connu un nouvel essor dans les années
50 par les travaux de Wigner en physique nucléaire. Dans la théorie quan-
tique, les niveaux d’énergie d’un systeme atomique sont les valeurs propres d’un
opérateur hermitien sur un espace de Hilbert: I’Hamiltonien du systeme. Lorque
le systeme atomique est complexe, ces niveaux d’énergie ne peuvent pas étre
étudiés explicitement. Wigner a alors eu I'idée de modéliser ’Hamiltonien d’un
tel systeme par une matrice Hermitienne aléatoire de grande taille.

Definition 1.0.1. Soit Wy une matrice NxN symétrique telle que (Wn)ij,1 <
i < j < N) sont des variables aléatoires indépendantes. Wy est appelée matrice
de Wigner.

Notation:Pour une matrice Ay, symétrique, N x N, de valeurs propres A;,
1 <i < N, on définit la mesure spectrale de Ay par

1 N
HA, = N ;5>\i7

ou

tay(A) = %Card {I1<i<N,AeA}l, ACR

1.1 Théoréme de Wigner (Cas général)

Théoréme 1.1.1. Soit (W;;,1 <i < j) des variables aléatoires indépendantes
telles que E (W;;) = 0 pour tout 1 < i < j et E (|WU|2) =1 pour tout 1 <i < j.
On suppose de plus que

vk, sup7;7jE (|Wz]|k) = C(k) < +o00. (111)

Soit Wy une matrice N x N symétrique telle que (WN)ij = W;; pour tout
1 <i < j < N. Alors presque sirement, la mesure spectrale pywy converge
VN



étroitement vers la loi du demi-cercle s, définie par

1
d,usc(t) = %1[72;2] (t) V4 — t2dt,

c’est-a-dire presque sturement, pour toute fonction f continue bornée,

tim [ fa)duny (@) = [ o)
N—+o0 VN

La loi du demi-cercle est aussi appelée loi semi-circulaire ou encore loi de
Waigner.

Remarque 1.1.1. Les valeurs propres d’une matrice étant des fonctions con-

tinues des entrées de la matrice (cf Section I11.6.4 [10]), pour toute fonction f

; — LN (W ;
continue, ff(x)duwT%(x) =~ Dic1 f()\l(\/%)) est bien mesurable.

Remarque 1.1.2. Si plus géralement E (|W;;|?) = o2 (au lieu de 1), avec
probabilité 1, pour toute fonction continue bornée,

N 1 N

¥ 2 FOUT) = 5 3 AN v [ Fo2)disc(o)
i=1 1=1

= [ f(2)dul? (z)

ol ugg) est la loi du demicercle de moyenne nulle et de variance o2 et admet
pour densité:

(o)
d,usc (1.) = 1 1[_20.;20-] (.’L’) \V 402 — 22dt.

dx  2mo?



Distribution des valeurs propres d'une matrice 100 x 100 de Wigner a entrées gaussiennes

0.1




Il existe plusieurs preuves du Théoreme 1.1.1. Nous allons présenter deux
méthodes tres utilisées en théorie des grandes matrices aléatoires.

1.1.1 Méthode des moments (approche combinatoire)

k
Remarquons que pour tout k > 1, kadu%(x) = %TT ((%) >

Schéma de cette premiere preuve:

k
e Convergence de E <I{[TT (%) ) vers f;g’fd,usc(x) pour tout k > 1.

k k
e Convergence presque sire de %TT (%) —E (;,Tr (%) ) vers zéro.

e Passage a la convergence pour toute fonction continue bornée par approx-
imation polynomiale de Stone Weierstrass sur un compact.

Théoréme 1.1.2. Soit (W;;,1 <1i < j) des variables aléatoires indépendantes
telles que E (W;;) = 0 pour tout 1 < i < j et B (|W;;|?) =1 pour tout 1 < i < j.
On suppose de plus que

VEk, supiyjIE (|le|k) = C(k‘) < +00. (1.1.2)

Soit Wy une matrice N x N symétrique telle que (Wy);; = Wi pour tout
1<i<j<N. Alors

I E 1T Wi b [ 0 stk est impair
N o N ﬁ - C’g si k est pair

o Co=1c¢etCy = %C;“,;l pour k > 1. Les (Ci)i>0 sont appelés nombres de
Catalan.

D’apres Proposition 1.5.2, Théoreme 1.1.2 équivaut a,

vk, Jim E (leTr (%)3 = /xkdusc(m). (1.1.3)

Preuve:
k N
1 W _k_1
E|=Tr| — = N2EWZZW11

5 (W)] 3 N (W

Pour chaque k uplet I = (iy,...,i) notons
P(I) =E[(WN)iyis -+ (WN)ivin] 5

et désignons par {; le nombre de valeurs distinctes dans {i1, ..., }. Définissons

pour tout I =1,...,k,
e® = (1,1, =1}.



Ainsi

1.

Sil<i<i+41

Par 'inégalité de Holder généralisée, pour tout k-uplet I = (iy,...,ix),

[P = [E[(WN)iyip - (WN)igi] |
1 1
< E[[(Wh)iil*]* - E[J(Wh)ii ]
< C(k).
A tout k-uplet (i1,...,ix) € El(k), correspond bijectivement un couple
(v, (v1,...,v;)) ou v est une partition de {1,...,k} en1blocs et (vy,...,v;)
est un l-uplet de nombres distincts dans {1,..., N}, de la facon suivante:
s # t dans {1,...,k} sont dans le méme bloc de v si et seulement si

is = 1;. Ecrivons v = Ufl:l V; ou V; est le bloc contenant 1, et pour tout
i =2,...,1, V; est le bloc contenant le plus petit élément de {1,..., k}
n’appartenant pas a U;;ll V.
Pour tout ¢ = 1,...,[, v; est la valeur commune prise par les is, s € V;.
Ainsi

card€™ = N x (N —=1) x ... x (N =1+ 1)K(I, k)

ou K(l,k) est le nombre de partitions de {1,...,k} en 1 ensembles qui

(seulement pour information!) vaut 5 22:1 Ci(—1)"%* (nombres de Stir-

ling de seconde espece).

Finalement

Y Y NTEPU) < Y. NTETUR(LR)CO(K) < Noso O
1<I<d+11ee® 1<i<kil

SSil>E+L

Lemma 1.1.1. Vk£ >3, si k>1> g + 1 alors, VI € 5l(k), P(I)=0.

Remarque 1.1.3. Pour k =1 ou 2 de tels | n’existent pas.

Preuve par récurrence sur k:

o k=3 P(I) = IE[(WN)'hiz(WN)iQis(WN)igil]' 3>1> %—F 1 —
i1,12 et iz sont distincts = (Wi )i in, (WN)izis €6 (W )iz, sont
indépendantes = P(I) = 0 car les variables sont centrées.

e Supposons le résultat vrai V3 < k' < k — 1, pour un certain k > 4.
> %—i—l implique qu'il existe un p € {1,...,k} tel que Vj # p, i) # i .

k

En effet, sinon on aurait [ < 5. Dans ce qui suit, on adopte la

convention ip1 =41 si p = k.



- Sidp 1 #ipy1 alors Wi, est indépendante de toutes les autres
Wisisins 8 #p—1,donc P(I) =0 car W;,_,;, est centrée.
Remarque 1.1.4. : sik:4,42l>§+1<:>421>3<:>
Il =4 donc on est forcément dans ce cas.

- Siip—1 = ipy1 (ce qui implique d’apres la remarque précédente
k > 5) alors |W;,_,;,|* est indépendante de toutes les autres
Wisis+17 s ¢ {p - Lp}? et

P(I)
= E[Wi, i, P E[(WN)ivis - WK )iy aip s WN)igsripia - (W igir]
— P

N . . . (k—2) .

ot I" = (i1, ip—2,0ps1,---,1k) € &_; . On applique alors

Ihypothese de récurrence & k' = k — 2 > 3 puisque [ — 1 >
E4+1-1=2%211et on obtient P(I") =0 donc P(I) =0, ce
qui termine la démonstration par récurrence.

Premieére conclusion: Si k est impair,
k

2= >t >

=1 1<i<k41  Eqi<i<k

) 1 W b
yim E <NT” <m> ) =0

Seconde conclusion: Si k est pair, k = 2gq,

1 Wi\ % -
IE(NTr (W) )- Z N=9P(I) =N qo00 0. (1.1.4)

(29)
ITeg Y

et 'on a donc obtenu

Lemma 1.1.2.

> NP = N7 card Z,({1,...,N})

(2q)
Ie€

ot, pour tout ensemble M de R,

IQ(M) = {I = (ila"' 7i2q) S M2qa
le nombre de valeurs distinctes dans I est égal a q+1 ,

et Vs € {17 < ~72(I}7is 7& is-‘rla 3t 7é RS {1; s -aZQ}a {is;is+1} =
{it,i¢41}}. (avec la convention izgi1 = 41.)



Attention: I'égalité {is,is41} = {it,%:41} est une égalité d’ensembles c’est &
dire que 'on peut avoir soit is = i et is11 = @441, SOit 45 = G441 €t i541 = i¢.

Preuve du lemme 1.1.2: Comme les variables W; sont centrées, si I ap-

sis+1
partenant a 5{53_(11) est tel que P(I) # 0, alors nécessairement chaque {is,is+1}
apparait au moins deux fois dans {i1,i2} - - - {i24,41}. Appelons

> ) ,
Sl == (i1, yizg) € {1,..., N},
le nombre de valeurs distinctes dans I est égal a q+1 ,

et Vs € {1,---,2q}, {is,is+1 fapparait au moins deux fois};
on a donc
Y NP = Y NTTUP(). (1.1.5)
1eey) Ieezl,

Lemma 1.1.3. VI = (i1, -+ ,i3,) € 5(124_21, Vs € {1,---,2q}, is # is11 et
{is,is41} apparait exactement deux fois dans {i1,2}- - {i2q, %1}

Lemma 1.1.4. VI = (i1, ,i2q) € ngfl, dp e {1,...,2q} tel que iy #i;,Vj #
P et ’L.p,1 = ’L.p+1.

Preuve du lemme 1.1.4: 3p € {1,...,2¢} tel que i, # i;,¥j # p sinon le
nombre de valeurs distinctes dans I serait inférieur ou égal a g. De plus on doit
avoir i,_1 = ip41 car sinon {i,_1,,} n'apparaitrait qu’une seule fois. O

Preuve du lemme 1.1.3: Nous allons procéder par récurrence sur q. Pour
q = 1, le résultat est trivial.

Supposons le résultat vrai pour ¢ — 1 > 1. Soit I = (i1, - ,i2q) € qufl.
D’apres le lemme 1.1.4, 3p € {1,...,2q} tel que i, # i;,Vj # p et 4,1 =
ip+1. On a en particulier i,_1 # i, et i, # ip+1. Remarquons que I’ =

(41, ..y ip—1,0p+2, ..., l24) appartient a 5(122. Par hypothese de récurrence, on a
donc ig # isy1 pour s <p—2ous > p+2, et ip_1 # ipyre. Comme i1 = ipi1,
on a également 4,11 # ipyo. AinsiVs € {1,--,2q}, is # is1+1. De plus, toujours

par hypotheése de récurrence, Vs € {1,---,2¢} \ {p — 1,p}, {is,is+1} apparait
exactement deux fois dans {i1, 42} - - - {ip—2, ip—1 }{ipt1, tpyo} - - - {i2q, 01} et est
différent de {ip_1,7p} = {ip,ip41}. Le résultat est donc vrai pour q. Ceci ter-
mine donc la preuve du lemme 1.1.3.

Lemme 1.1.3 implique donc que

=T, N (1.1.6)

Lemme 1.1.2 découle de (1.1.5) et (1.1.6) et du fait que P(I) = 1,VI € Z,({1,...,N}).

Il s’agit donc maintenant de déterminer card Z,({1,...,N}). La notion de
partitions non-croisées est introduite en Appendice.



Lemma 1.1.5. Soit I = (i1,...,124) € Z,({1,...,N}). La relation

Vs#t€{l,...,2q},s X t <= {is, 0501} = {it,it41}, (1.1.7)
définit (de maniére unique) une partition non croisée par paires de {1,...,2q}.

Preuve: Comme VI = (i1,...,429) € Zo({1,...,N}), Vs € {1,---,2¢}, 3t €
{1,---,2q}, t # s, tel que {is,is41} = {is, 0141}, il est clair que la relation
(1.1.7) définit de maniére unique une partition par paires de {1,...,2q}. Nous
allons démontré par récurrence sur ¢ qu’elle est non croisée.

Pour ¢ = 1, ceci est trivial.

Supposons le résultat vrai pour ¢ — 1 > 1. D’apres le Lemme 1.1.4, dp €
{1,...,2q} tel que iy, # 1;,Vj # p et {ip—1,ip} = {ip,lpt1}. Donc {p —1,p} €
v. Soit v/ la partition en paires de {1,...,p — 2,p + 1,...,2¢q} définie par
v\{p—1,p}. Nous pouvons la considérer comme une partition de {1,...,2¢—2}
en remplacant les p + 1 < m < 2¢q par m — 2. Posons j,, = &, si 1 <
m< p—2et jy = imeesip—1<m < 2¢g—2. v est caractérisée par

Vs # t dans {1,,...,2¢ — 2},5 ~ t <= {js,jst1} = {ji,jex1}. Comme

(,jh . ,j2q_2) = (il, A ,ip_g, ip+1, ip+2, C. ,igq) € Iq_l({l, . 7]\/v}), par hy—
pothese de récurrence v’ est non croisée donc v aussi.

Lemma 1.1.6. Soit M un sous-ensemble de R. Soit v une partition par paires
non croisée de {1,...,2q}. Si I = (iy,...,i2) € M?? satisfait Vs # t dans
{1,...,2q},s X t <= {ig,isi1} = {it,ie41} alors il y a au plus ¢ + 1 valeurs
distinctes dans I.

Preuve: Par récurrence sur q.

Si q=1, le résultat est trivial.

Supposons le résultat vrai pour ¢ — 1 > 1. D’apres le Lemme 1.5.1, v admet
un bloc de la forme {p — 1,p} pour un certain p € {2,...,2¢}. On a donc
{ip—1,p} = {ip,ip4+1} ce qui équivaut & i,_1 = ipyq. Soit v/ la partition non
croisée en paires de {1,...,p —2,p+1,...,2q} définie par v/ = v\ {p — 1,p}.
Comme précédemment, nous pouvons la considérer comme une partition de
{1,...,2¢—2} enremplagant les p+1 < m < 2gpar m—2. I' = (j1,...,j2q—2) =
(i1, ips1ysipi2s---,i2q) € MY satisfait Vs # ¢ dans {1,...,2q —

2},5 A~ t <= {Jjs,jss1} = {Ji,Jer1}. Par hypothese de récurrence, il y a au
plus (¢ — 1) + 1 = g valeurs distinctes dans I’. Il y a donc au plus g + 1 valeurs
distinctes dans I (puisque i1 = ipq1).

Lemma 1.1.7. Soit v une partition par paires non croisée de {1,...,2q}. Soit
M un sous-ensemble fini de R de cardinal N. Il y a exactement N x (N — 1) x
X (N —q) uplets I dans I,(M) associés a v par la relation (1.1.7).

Preuve: Par récurrence sur q.
Si g =1, le résultat est trivial.
Supposons le résultat vrai pour g — 1 > 1. D’apres le Lemme 1.5.1, v admet au
moins un bloc de la forme {p—1, p} pour un certain p € {2,...,2q}. Choisissons



le plus petit des p € {2,...,2q} tels que {p — 1,p} soit un bloc de v.

Commencons par regarder ce que doit vérifier I = (i1, .. .,i2,) dans Z,(M) pour
étre associé a v par la relation (1.1.7). Un tel I devra vérifier {i,_1,%p} =
{ip,ip+1} ce qui équivaut & i,_1 = ipyq1. D’autre part remarquons que i,
n’intervient plus dans les relations induites par Vs # ¢t dans {1,...,p — 2,p +
1,...,2q},8 ~ t <= {ig,isy1} = {it,ie41}. Soit v/ = v\ {p — 1,p}. Une
fois de plus, considérons la comme une partition de {1,...,2¢ — 2} en rem-
plagant les p +1 < m < 2q par m — 2. Si I est associé a v par la rela-
tion (117) alors I’ = (jl, ‘e ,qu_g) = (il, ey ip_27 ip+17 ip+2, ey igq) satisfait
Vs # t dans {1,...,2¢ — 2},s ~ t <= {js,Gs11} = {ji,jes1}. D’apres le
Lemme 1.1.6 il y a au plus q valeurs distinctes dans I’. Comme on veut que
I contienne exactement q+1 valeurs distinctes, il est donc nécessaire d’avoir
ip différent de tous les autres i;, j # p et pour un i, fixé, on doit avoir

(Js- s d2g—2) = (i1, Ip—2, ipt1, ip2, - -y d2g) € Lg 1 ({M\ {ip}}).
Réciproquement, fixons un 4, dans M. Par hypotheése de récurrence, il existe
exactement (N —1) x (N—2)x...x(N—=1—(g—1)) uplets I’ = (j1,...,j2q—2)
dans Z,_1(M \ {i,}) associés & /. Posons (i1,...,9p—2,0p+1,0pt2,---,02q) =
(J1,---»J2g—2) €t ip—1 = ipt1. Il est clair que I = (i1,...,142,) est dans Z (M)
et est associé a v par la relation (1.1.7). Il y a donc exactement N x (N — 1) x

. X (N — gq) uplets I dans Z,(M) associés a v.
Lemme 1.1.5 et Lemme 1.1.7 impliquent la proposition suivante.
Proposition 1.1.1.

Card Zq({1,....N}) =N x (N—1) x ... x (N —q) Card NCy(2q)

ot NC5(2q) est l’ensemble des partitions non croisées de {1,...,2q} formées de
paires.

Donc
N~ card Z,({1,...,N}) = N"7IN x (N —1) x...x (N —q) Card NCy(2q)
— No+oo Card NCq(2q).

D’aprés Lemme 1.1.2, (1.1.4) et Lemme 1.5.2, on a donc

i B[ Lo (W) 2 d NCa(2q) = C
Nt A\ NTT\UN = vard Welea) = L.

Ceci termine la démonstration du Théoreme 1.1.2. O

k k
4 a 1 Wn | _ 1 Wn
Pour démontrer la convergence presque stire de x7'r ( \/ﬁ) E < ~Ir ( N) >
vers zéro, nous allons démontrer le lemme suivant.

Lemma 1.1.8.

1 Wn k 1 W F 2
—1rr (X)) B =1 (22
(%) (N (V%) )1

10

E =0(=).

N2




Preuve:

[ (5% e (37 (%)) ]

2 2
N
1
= N2k { WN)i1i2 T (WN)ikil - Z E ((WN)i1i2 e (WN)lml)
st =1 11,00 =1
1 N
= N2+k Z [ ((WN)hiz T (WN)ikh (WN)ik+1ik+2 o (WN)izkik+1)

—E((WN)iris* WN)iris) E(WN)insrinss - WN)igningd )] - (1.1.8)

Lemma 1.1.9. Un 2k uplet I = (iy,...,i2,) ayant une contribution non nulle

dans (1.1.8) doit appartenir & Ule 51(%) i.e que le nombre de valeurs distinctes
dans {i1,. .. 42} doit étre inférieur ot égal a k .

Preuve:

Un 2k uplet I = (41,...,42;) ayant une contribution non nulle dans (1.1.8)
doit vérifier:

pe{l,....k},Fge{k+1,...,2k}, tel que {ip,ipt1} = {ig,0q+1}

On peut toujours se ramener au cas i, = i,41 et i,41 = i, de la facon suivante.
P q+ P+ q

(WN)ik+1ik+2 T (WN)i2k-,ik+1 = (WN)ik+1i2k (WN)i2ki2k—1 T (WN)ik+2ik,+1
(WN)jk+1jk+2 e (WN)jijk+1
ou (avec la convention iogy1 = ig41) VI = 1,...,k, jkti = f2k—i142. Donc si

Z'p+1 = ’iq+1 et ip = iq on aura ip = jgk,q+2 = j[jJrl et Z'p+1 = jgk,q+1 = j{j.
Supposons donc i, = iq+1 €t ip41 = 5. Réecrivons

(WN)i1i2 T (WN)ikil (WN)ik+1ik+2 T (WN)izkikJrl

= (WN)i1i2 T (WN)ip—lip (WN)ipip+1 (WN)Z qlq+1 (WN)iq+1iq+2 e (WN)i2kik+1
X (WN)ik+1ik+2 (WN)ik+2ik+3 e (WN)Zq—llq (WN)ip+1ip+2 (WN)ip+2ip+3 e (WN)lkh
= Wn)ii,(WnN)ii, - (WN)i,,i

i213 G2k 1

Soit I le nombre de valeurs distinctes dans I = {1,...,%9;} (et donc dans
I={i1,... ig}). D’apres le lemme 1.1.1, si [ > k + 1 alors P(I) = 0. De plus
sil>k+1,soitilyal; > g + 1 éléments distincts parmi {i1,...,4x} soit il y a
lyg > % + 1 éléments distincts parmi {ig11,...,42%} et dans tous les cas d’apres
le lemme 1.1.1,

E ((WN)iliz o (WN)ikh) E ((WN)ik+1ik+2 t (WN)izkikH) =0.

11



On peut donc conclure que si I a une contribution non nulle dans (1.1.8) alors
[ <k+1.

Supposons | = k + 1. Alors d’apres le lemme 1.1.3, Vs € {1,--- , 2k}, {is, 7541}
apparait exactement deux fois dans {iy,is} - {iok, 71} et donc {ip,ip11} =
{iq,1q+1} n’est égal & aucun {is,is41} pour s ¢ {p,¢}. Donc

E ((WN)i1i2 e (WN)ikh) E ((WN)ik+1ik+2 T (WN)i2kik+1) =0

et
P(I) = E((WN)ii WN)ipriyg(WN)iparips
X (WN)ikil (WN)ik+1ik+2 e (WN)iq—liq (WN)iq+1iq+2 e (WN)izkik+1)
= E ((WN)i1i2 T (WN)ipflip (WN)ipiq+2 (WN)iq+2iq+3 e (WN)izkik+1 (WN)ik+1ik+2 T
X (WN)iq—lip+1 (WN)ip+1ip+2 T (WN)MH)
= P(I)
ou I = (iy,...,49,_o) contient k + 1(> @ +1 = k) valeurs distinctes. Donc

d’apres le lemme 1.1.1, P(I) = 0. On peut donc conclure que si I a une contri-
bution non nulle dans (1.1.8) alors I < k ce qui termine la preuve du Lemme
1.1.9. O

Ainsi

1 wy ) L wa) ") 2
B[ (%) = (k7 (%)) P

1 k
< N2k Z Z [E((WN)ivio - W )irir W )ipsringe = - (WNigwinis)
=1 1= (i i) 62
— E ((WN)iliz - (WN)imd)E ((WN)ik+1ik+2 t (WN)i?ki"“)]

< G
= N2

Ceci implique que

+oo
> E
N=1

< 400,

k k
1 W 1 WN> 9
—Ir|—=| -E|=TIr({—=
() (5 (R))
k k
et donc, par le lemme de Borel-Cantelli, que %Tr (%) —-E <J{,Tr (W—\/%) >

tend presque surement vers zéro.

On en déduit donc que

1 (WN ) k { 0 si k est impair
%

NTT Cr sik est pair

VN

. presque stirement
3

12



puis trivialement que, presque siirement, pour tout polynéme P,

/P( dNWN —>/ x)dpse(x (1.1.9)
Soit maintenant une fonction f continue bornée sur R. Soit B > 2. Par le

théoreme de Stone-Weierstrass, pour tout § > 0, il existe un polynéme Ps tel
que

sup | f(x) = Ps(x)] < 0.

z€[—B;B]
Plagons nous sur I'événement Q = {VP € R[X], [ P(z)dpwy (z) = [ P(x)dpsc(z)}.
TN

D’apres (1.1.9), P(Q) = 1.
Pour tout § > 0,

'.f f(x)d:u’WN ff d,usc

‘/|m|>3 dHWN( )_/z|>BP5(J;)dMV\;%(x)

/ F(@)dpwy (x) - / Py(x)djiwy ()
0| <B VN |o|<B VN

| [ Py (@) = [ Poodpeto)
+ /P(; Ydpse(z /f )dpise(z

n ’/pé(x)du%(x) —/Pg(l’)dﬂsc(x)

4 /z|>Bf(x)duv5%(£)— /|I>BP5($)dMV5%($) |

Pour tout § > 0, ’f Ps(x)dpwy (z) — fP(;(x)dusc(x)‘ —Notoo 0. Soit p le
VN

IN
<

2

degré de Ps. 11 existe une constante C(Pj, f) telle que, pour tout g € N*,

St T @ity (2) = i1 p Po(a)dpny (@)

IA

Csf) [ el )

< B-0POC(R, f) / 2P Dy (2).
VN

Fixons ¢ tel que B~(PT20C( Py, £)22(+9) < §. Puisque [ |2>PT9dpuwy (z) con-
N

13



verge vers [ |z|2P+9dy,.(z), on obtient,

imsup| [ @y @)~ [ P@duwy @) < B0 8) [0 dp(o)
N—+oo |J|z|>B VN |z|>B VN
< BT0ROC(R;, f)220H
)
On obtient donc sur 2, Vd§ > 0,
timsup| [ f(@)duy (@) ~ [ fa)dicla)| < 39
N—+o0 VN
puis
i | [ f@)dny @)~ [ f@)dpee()] =0
N—+o00 VN

Ceci termine la démonstration du Théoréeme 1.1.1. O

1.1.2 Approche transformée de Cauchy

Definition 1.1.1. Soit u une mesure de probabilité sur R. La transformée de
Cauchy de p est définie pour tout z € C\ R par

9u(2) = / dulz)

RZ—T

1. Transformée de Cauchy de la loi du demi-cercle pige.

1
duse(x) = ﬁ\/ﬁl — 221 [_g9)(2)du.
Proposition 1.1.2. g, satisfait ’équation:

VzeC\[-2;2], g (2) —2gu.(2) +1=0. (1.1.10)

Idée de preuve: Vk > 0, [2**dus.(r) = Ck. Donc pour |z| > 2,
Gp..(2) = %ZZ:B ZCT’Z Il est facile de déduire (1.1.10) du fait que les
nombres de Catalan (Cy)r>o vérifient Cop =1, Cy, = Ele C1_1Ch_1.

2. Idée de base d’une approche du théoréme de Wigner par la trans-
formée de Cauchy

Remarquons que si M est une matrice symétrique N x N et si pupy =
% EZ\LI dx, () désigne sa mesure spectrale, alors Vz € C\ R,

N
W@:AWM”=;;ZJQW:;WWM—M*>

Z—T
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G (z) = (zIy—M)~1 est appelée résolvante de la matrice M. Elle vérifie,

1
Vz e C\ R, |Gn(2)]] < S
Notons Gy la résolvante de %

-Nous allons tout d’abord démontrer que, pour z fixé dans C \ R,
+TrGn(z) —E (%TrGn(z)) converge vers 0 presque siirement.

-Puis nous montrerons que E (3;7rGy(2)) converge pour tout z € C\ R
vers g, (z).

-Nous utiliserons alors Proposition 1.5.5 pour en déduire le théoreme de
Wigner.

a) Démontrons donc que +7TrGn(z) — E (£TrGy(z)) converge vers 0
presque slirement.

Lemma 1.1.10. [] existe une constante C > 0, telle que pour tout z €
C\R,
1 1 4 c

Preuve: Soit Fj, la tribu engendrée par {(Wn)ij,%,j < k}. Notons Ej
I'espérance conditionnelle sachant Fj, et Eq = E.

k=1
| X
= NZ’YIW
k=1
Wy, Wi,
= Ep|Tr(zly — — —Tr(zIny_1—
Vi k( (zIn \/N) (zIn—1 \/N)

Wi -1 Wk -1
—Er_1 (TT‘(Z[N — ﬁ> — T’I”(ZIN,1 — ﬁ> ) s

ou Wk est la matrice obtenue a partir de Wy en enlevant la k ieme ligne
et la k iéme colonne.

15



En utilisant le lemme 1.5.6, on obtient que

De plus, en remarquant que {v;} est une différence de martingale par
rapport a la filtration {F%} et appliquant Lemme 1.5.7 pour p = 4, nous

obtenons
4 N 2
) E (zw)
k=1

16K,
N2zt

IN

E O}VTTGN(Z) _E (;VTTGN(ZO

Nous avons donc

P <‘]1VTTGN(Z) _E @TTGN(Z)) ‘ > e)

i4 ('NTTGN( )—E (}VTTGN(Z)> 4)
c

AN2|3z |t

Ainsi ) P (|NT7‘GN( ) —E(5TrGn(z))| > €) < 400 et par le Lemme
de Borel-Cantelli +77rGy(z) — E (4TrGn(z)) converge vers 0 presque
slirement.

b) Démontrons maintenant que gy(z) = E (4TrGy(z)) converge pour
tout z € C\ R vers g, (2).

Pour ce faire, nous allons montrer que gy vérifie asymptotiquement I’équation
quadratique vérifiée par g,,.,, plus précisément que g% (z)—zgn(z)+1 — 0.
La convergence de gy (z) vers g, (z) s’en déduira en effet par exemple de

la fagon suivante. Posons

An(2) = gn(2)* = zgn(2) + 1,

A(2) = guo (2)? = 29p..(2) + L(=0),
et supposons avoir démontrer que Ayx(z) = 0 quand N — +o0.

Nous avons
An(2) = A(2) = (98 (2) = guo) {98 (2) + Gpuocz) — 2}
Sgn(2), Sgu,.(2) et I(—=2) sont toutes de méme signe donc si z € C\ R,
13{gn (2) + 9u.. (2) — 2} > [S2] > 0,

et
1 1

< .
98 (2) + Gu.(2) = 2| — [32]

16



Ainsi, Vz € C\ R,
1
98 (2) = gu..(2)] < @\AN(ZN — 0. (1.1.11)

Nous allons donc démontrer que Vz € C\ R, quand N — 400,
gn(2) = zgn(2) +1 = 0. (1.1.12)
Puisque Vz € C\ R,

ow(2) =21 < 7+ el
et
S(gn(2) = 2)| > [32] > 0,
(1.1.12) est équivalent &
1
gn(z) — pop oo — 0,

et c’est ce résultat asymptotique que nous allons démontrer. Appliquant

Théoreme 1.5.3 4 A= (2 — %), on obtient pour tout k=1,..., N,
(Gn(2) :
N\?R))kk = = )
z = (W\}Vﬁ)kk - %tYk(ZINA - %)713@
(WN) k1
(WN)k(r—1) A
ou Y, = , et Wy est la matrice de taille N —1 x N —1
(WN)k(k+1)
(WN)kn

obtenue en enlevant la k-ieme ligne et la k-iéme colonne de Wy. Si bien
que

1 1 1
—TrGy(z) = — - .
N N ,; z— (W\}VN)’“’“ — %tYk(zINq - %)_Ufk
Nous allons donc étudier E (Ax(z)) ou
An(2) 1 1 1
N = — — —
N o1 2 — (W\}VN)M o %tYk(ZIN—l _ %)71}% z— gN(Z)
N
_ 1 3 €k
N Dz = U0 — L Y (v — 22) 1Y) (2 — gn(2))



ou

€ = (W:;V]%kk + N tYk(ZIN 1 %) 1Yk —gn(2).

Utilisant Lemme 1.5.4, nous avons

N - —1
W, W,
(ZINfl — \/7%)_1 = ((?RZINl — \/7%) + i%ZIN1>
Wi s

~ —1
= ((éRZIN—l - %) — Z'SZIN_1> <(§RZIN 1 — ﬁ) + C\\Yz|21N_1> .

On obtient alors que

~ a -1

W,
(Rely_1 — —=)% + S22 In_1

1 Wi 1
S(z—— Wi (2Iy1———) V) =32 {1 + — Y] Yi v,
( N w(zIN—1 \/N) %) Nk N k
et donc R
1 Wy
S(z — = Vi(zln_1 — —)7Y; Sz
90— 7 Vilevo =) V) > [0

De plus |S(z — gn(2))] > |Sz]. On en déduit donc que

[An(2) Z\ekl
Décomposons
W)er 1 Vi |1
= +— Yi (21 — Y —
€k \/» N k:( N-1 \/N) k gN( )
= (1) +en(2) +e(3) +e(4)
ol W
kk
er(1 —_—,
1 Wi Wi | _
==K W(zIy1 — —) "W —Tr(zly_q1 — —)"1 %,
€r(2) N{ (2In-1 \/JV) K (zIN-1 \/N)}
1 Wi
= Tr(zl -—) =1IrG
€x(3) N{ r(zIn-1 \/N) r N(Z)}7
(4) = ~TrGn(z) —E | =TrGn(z)
€L = N ragy(z N rGgy(z .
Nous allons démontrer qu’il existe une constante C'(z) > 0 telle que Vk =
LGN, Vi=1,.0.,4,

E(lex(i)?) < S
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On aura ainsi

BIANG) € gy O B (DD + E(ee@)) + Ellen(3)) + E(lex (4))
k=1
< C(z)_>0

=

Etude de E(|ex(1)]?):
Wikl*) _ C(2)
N - N~
Etude de E(|ex(2)[?): Pour tout k = 1,..., N, Y} est indépendant de W,
et les entrées de Y, sont indépendantes, centrées, de variance 1 et telles

que maxE(|(Y,);[*) < Ci.
D’apres Proposition 1.5.8,

E(jex (1)) = =t

E(lex(2)]?) = %JE {1{«: "Yi(zIn_1 — %)—Wk —Tr(zIn_1 — %)‘HZ | Wk] }

1 1 Wk 1 Wk -1 )
< —E<=Tr(zIn_1— — 21— —
<1
- NSz

Etude de E(|e(3)|?): D’apres Lemme 1.5.6,

1 1
E N -
(|Ek(3)| ) = N2 |%Z‘2

Etude de E(|ex(4)|?): En utilisant le Lemme 1.1.10, on obtient

1

RIS

Blla(3)) < BTG () - B (5 Tr6x(a)) 19 <

Ceci termine la preuve de la convergence de gy (z) = E (TrGn(2)) pour
tout z € C\ R vers g, (2).

¢) Application de la Proposition 1.5.5.

Soit z un point de C\R. Soit (2,),>0 une suite de points de C\R distincts
de z, convergeant vers z. Alors, Vj € N, 3Q(z;) tel que P(Q(z;)) =1 et
+TrGn(z;) converge vers g, (z;) sur Q(z;). Soit Q* = N;Q(z;); on
a P(*) = 1. Sur Q*, +TrGn(z;) converge vers g, (z;) pour tout j.

Vwe Q* {fy(w): 2+~ %TT(ZIN—WN?](\;U))_% N > 1} est une suite bornée
dans I’ensemble des fonctions analytiques muni de la convergence uniforme
sur tout compact de C\R. D’apres le théoreme de Vitali, Vw € Q*, fy(w)
converge uniformément sur tout compact de C\R. Le Théoreme de Wigner

découle alors de Proposition 1.5.5.
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1.2 Théoreme de Wigner dans le cas de vari-
ables i.i.d hors diagonale et i.i.d sur la diag-
onale

Si les variables W;; suivent une méme loi v et si les variables W;;,1 <7 < j

suivent une méme loi i, on peut en fait facilement relaxer les hypotheses sur les
moments des entrées de la matrice de Wigner et obtenir le résultat suivant.

Théoréme 1.2.1. Soit (W;;,1 < i < j) des variables aléatoires réelles indépendantes
telles que les variables Wy; suivent une méme loi v, et les variables Wi, 1 <i < j
suivent une méme loi u de variance 1. Soit Wy une matrice N X N symétrique
telle que (W )i; = Wij pour tout 1 < i < j < N. Alors presque sirement, la
mesure spectrale ,uwa converge étroitement vers la loi du demi-cercle pisc.

N

Nous allons tout d’abord établir la proposition intermédiaire suivante.

Proposition 1.2.1. Soit (W;;,1 < ¢ < j) des variables aléatoires réelles
indépendantes telles que les variables Wy; suivent une méme loi v admettant
un moment d’ordre 2, et les variables Wi;,1 < i < j suivent une méme loi
i centrée de variance 1. Soit Wy une matrice N X N symétrique telle que
(Wn)ij = Wij pour tout 1 < i < j < N. Alors presque sturement, la mesure
spectrale ,uWTE converge étroitement vers la loi du demi-cercle pigc.

N

Preuve: Nous allons utiliser un argument de troncature de la maniére suivante.
Soit § > 0. Soit C' > 0 tel que

/ 2dp(z) < 6.
|z|>C

(Ceci est possible puisque nous supposons toujours [ 2?dp(r) < co.) Définissons
(Wn)ij = Wiglw, <o — E (Wijl\wulgc) sii<j,

(WN)“' =0.

Posons

&= B (Wt izc) — B (Wislw, <)
Remarquons que puisque E(Wi2) = 0 et E(W3,) = 1, nous avons
E(Wilwy,<c)| = |—EWizljw,>c) |
< E (W1221|W12\>C)%
< V5,
et 1>6>+/1-26.

La convergence étroite des mesures de probabilité sur R peut étre caractérisée
par la distance:

d(p,v) = sup |u(f) —v(f)l,

feBLi(R)
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ot BL(R) est la boule unité de ’ensemble des fonctions Lipschitziennes bornées
sur R muni de la norme:

/(@) = Fw)]

IfIl = sup [f ()] + sup

Soit f Lipschitzienne sur R de constante de Lipschitz C. Nous avons d’apres
Corollaire 1.5.1

1 Wi WN
NN | < vE

En utilisant E(W;;) = 0, nous avons pour i # j,

) ~Trf(ON

7 )| <

\/* \/*”2

(Wn)ij — (Wn)ij = Wil 1sc — E (Wijliw,,1>c)

et donc

1 1 9

2 2
er Z {Wijl\wijbc -E (Wij1|W,ij|>C)} :

1<J

D’apres la loi des grands nombres, on en déduit que presque strement,

Wn 1 Wy

)~ T

)

limsup sup
N—+o0 feBz:l(]R)

Ainsi, en utilisant le fait que Wy satisfait les hypotheses du Théoreme 1.1.1
(voir Remarque 1.1.2), on obtient que, pour tout § > 0, il existe s tel que
P(Q5) =1 et sur Qy,

[ H@duy @~ [ @)l

limsup sup
N—+o00 fEBL1(R)

2 — X X 2 .
g{ /|x|>c“’ du(z) — ( /M du(z)) }s&

)= < Trf

1 W 1
< limsup sup /f Ydu /f dué )|+ limsup sup |=Trf(—=
N—+00 fEBL:(R) WN N—sto0 fEBL (R) (\/N N
s | [ @D [ @i
fEB[ll
< sup /f 6x)dpse(x /f Vdpse(x
fEBLl(R
< Vi (1= 6] [ falducta)
< (Vo+1-v1-29).
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Sur = Nseg+ s qui vérifie aussi P(Q) =1, on a donc

[ @y @)~ [ @)t =0

lim sup
N —+o00 feBLL(R)

Ceci termine la démonstration de Proposition 1.2.1.

e Nous allons maintenant démontré que 'on peut enlever I’hypothese que
1 est centrée. Soit donc Wiy vérifiant les hypotheses de Proposition 1.2.1
1

sauf celle que p est centrée. Soit WN =Wx—-al: (1 o 1) , ol a=

J zdp(z).

D’apres Théoreme 1.5.2,

W Wy 1

sup | (2) = F ¥ (@) <

Wy Wy
ou FVN (z) = piywy (| —o0s2]) et FVN (x) = pwy (] — 005 2]).
~ VN VN
W vérifiant les hypotheses de Proposition 1.2.1, on en déduit que presque

strement, la mesure spectrale pwy converge étroitement vers la loi du
N

demi-cercle pig.

e Nous allons maintenant démontré que 'on peut enlever ’hypothese que
v admet un moment d’ordre 2. Soit donc Wy vérifiant les hypotheses
de Proposition 1.2.1 sauf celle que u est centrée et celle que v admet
un moment d’ordre 2. Soit WN et WN les matrices obtenues en rem-
placant dans Wy les éléments diagonaux W;; par respectivement zéro et
Wii]{\WiikN%}'

D’aprés ce qui précede, nous pouvons affirmer que presque strement, la
mesure spectrale iy, converge étroitement vers la loi du demi-cercle fiq.

VN
Utilisant Corollaire 1.5.1, nous avons quelque soit f Lipschitzienne sur R
de constante de Lipschitz C,

Wy 1 Wy

Cr WN WN

1
NTTf( N f—ﬁnz

. 2

1 W, W, _ 1 N 2 1
Or { /N” /11;,[ - /J]\\;HQ} - WZi:l WZZ]{|W7,\<N%} S VN °
On a donc

Wy, 1 b

N
\/N) -~ TIrf(—=)

1

=0.

lim sup
N=+00 feBry(R)
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La convergence étroite presque stire de la mesure spectrale py, vers la

sk

loi du demi-cercle pg. en découle.
D’autre part, utilisant Théoreme 1.5.2, nous avons

Win

(@) - PV (o) < TN

N

%

< (1.2.1)

sup‘F
ot gy = card {i € {1,... N},|Wy| > Ni}.
Soit € > 0. Notons py =P (|W11| > Ni).

P(qﬁN = 6) - F <i{l{|Wn‘2Ni} 7pN} = (epN)N>

< 2exp(—(e — pn)*N?/[2(Npn (1 = pn) + 2(e — pn)N)])

en utilisant I'inégalité de Bernstein (Proposition 1.5.7). Puisque py — 0

quand N — 400, on aura donc pour une certaine constante C' fixée et pour

tout N suffisamment grand, P (%4 > ¢) < exp(—CN) d’ott 'on déduit par
an

le lemme de Borel-Cantelli que & converge vers zéro presque slirement.

La convergence étroite presque sture de la mesure spectrale pw, vers la
N

loi du demi-cercle pg. découle alors de (1.2.1).

Le théoreme 1.2.1 est donc établi.

1.3 Quelques remarques

Remarque 1.3.1. Tout ce qui précede est adaptable au cas Hermitien (au lieu
de symétrique).

Remarque 1.3.2. Sans la condition d’existence de moment d’ordre 2, on ne
peut espérer un résultat de convergence universelle vers la demi-cercle.

Remarque 1.3.3. Si les variables (%,Ww,l < i,1 < u < v) dans le cas

symétrique ou (V\%,%(Wuv),%(Ww), 1 <4,1 <wu<w) dans le cas Hermitien,
sont i.i.d et si leur loi p vérifie une inégalité de concentration, alors on peut
démontrer la convergence presque sire avec beaucoup moins d’effort (i.e sans
avoir a effectuer l’étude des variances)! C’est le cas par exemple si u satisfait

une inégalité de Poincaré.

En effet, lorsqu’on a établit (1.1.3), on peut, en utilisant le Théoréme de
Weierstrass de la méme facon qu’a la fin du paragraphe 1.1.1, en déduire que
pour toute fonction f continue bornée sur R,

Jim ‘E ([ f@dnsy ) - [ @cto)| <o
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Maintenant, si les variables (W’W’”l < i< j < N) sont i.id et si leur loi
vérifie une inégalité de Poincaré, d’apres le Lemme 1.5.8 et le corollaire 1.5.1,
nous avons pour toute fonction Lipschitzienne f de constante de Lipschitz C,

P (| [ H@dny @)~ B([ @y @) > ) < K exp (—KV%\@C) |

On en déduit alors (en utilisant le Lemme de Borell-Cantelli), que pour f Lip-
schitzienne bornée

Ngriloo/f(x)du%(x) :/f(x)dusc(x), presque siirement. (1.3.1)

Les topologies étroite et faible coincident sur I’ensemble des mesures de prob-
abilité sur R. Cp(R) désignant I’ensemble des fonctions continues tendant vers
zéro a I'infini, la convergence étroite d’une suite (i, ), de mesures de probabilité
sur R vers une mesure de probabilité u sur R peut donc étre caractérisée par:

V€ Co®), [ F@din(e) Snovioe [ Fla)dula

Or Cp(R) muni de la norme uniforme est séparable. De plus toute fonction de
Co(R) peut étre approchée par des fonctions C! & support compact donc Lips-
chitzienne. On en déduit alors aisément de (1.3.1) que presque stirement pwy

L VN
converge etroitement vers fig..

La remarque 1.3.3 permet aussi dans ’approche par transformée de Cauchy

d’obtenir immédiatement que pour tout z € C\ R, %Tr ((zIN — %)_1) _

E [iTr <(zIN — %)_1)} tend vers zéro presque strement puisque z +—> 1

Z—T

est Lipschitzienne de constante de Lipschitz Cr <

I\fZ|2
Remarque 1.3.4. Dans le cas non iid, (en travaillant davantage!), on peut en
fait obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme 2.9 [4])(Admis) Soit Wi une matrice N x N
hermitienne telle que les entrées {(Wn)i;,i < j} sont indépendantes, centrées,
de variance 1, mais peuvent dépendre de N et peuvent avoir des lois différentes.
On suppose que les (Wn)ij,1 < j,N € N, sont définies sur un méme espace de
probabilités. Supposons de plus que Vi > 0,

N QZ]E< W)y 5avmry) = 0

Alors presque sirement, la mesure spectrale pwy converge étroitement vers la
VN
loi du demi-cercle pigc.

Pour étudier des matrices de Wigner générales, on ne dispose guere que de
ces deux outils: ’étude des moments ou celle de la transformée de Cauchy. Mais
ces méthodes sont puissantes et permettent également d’établir des résultats sur
les propriétés locales du spectre.
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1.4 Convergence des valeurs propres extrémales

Théoréme 1.4.1. Soient (W;;,1 < i < j) des variables aléatoires réelles
indépendantes telles que (Wy;,1 < i < j) ont méme loi symétrique de vari-
ance 1, admettant un moment d’ordre 4 + o pour un certain o > 0, et les Wy;
ont méme loi satisfaisant E{(W})?} < oco. . Soit Wx une matrice N x N
symétrique telle que (Wy)i; = Wi;,1 <i < j < N. Alors la plus grande valeur
propre de Wy converge presque surement vers 2 quand N — 400.

Preuve: Soit 0 < € < 1. Soit f. une fonction positive continue bornée & support
dans [2 — €; 2] strictement positive sur [2 — 3%;2 — {]. D’apres Théoreme 1.2.1,
sur un ensemble de probabilité 1, Ve > 0, & Zf\il fe(/\i(%) converge vers
[ fe(x)dpse(x) > 0. et donc, pour N suffisamment grand, )\max(w—\/%) >2—e
On peut donc en déduire lim inf x4 oo /\mw(%) > 2.

Nous allons maintenant démontrer que presque strement,

154
lim sup )\maz(—N) < 2.

N—+oco \/N o

1.4.1 Reéduction du probléeme

Nous allons tout d’abord démontrer que nous pouvons remplacer les éléments
diagonaux de la matrice Wy par des zéros. Définissons Wy par (Wy);; =

(W )ij sii# et (Wn)i = 0.
Wy~ sup (0
VN ollzl=1 VN

(Wn)ij Wn)ii o
= sup T;x; + Ty
x,||z||=1 ; \/N ! Z

)\max(

o 13 (W )i

@, ||z]|=1

IN

IA

Amaz(—=) + max —=

ol 7 = max(z,0).
Lemma 1.4.1. Presque sirement,
+

lim max —£ =0
N—+oco 1

Lemma 1.4.2. Soit X une variable aléatoire telle que E(|X|?) < oo alors

oo
> 2mP(IX] > 2%) < 0.

m=1
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Preuve:

E(X|?) = E(2/0|Xtdt)

—+oo
= IE(Q/ lo<i<|x|tdt)
0

1
= 2> /L P(|X| > t)tdt + 2/0 P(|X]| > t)tdt

22

Y

1
22/7%1 P(|X| 22%)tdt+2/ P(|X| > t)tdt
2 0

2 2

%) 1
= > @"—2"HP(X]| > 2%)+2/ P(|X| > t)tdt
0
oo . 1
= ) 2"'P(X|>2%) +2/ P(|X]| > t)tdt.O
0

Preuve du Lemme 1.4.1: Soit € > 0.

ZOO P (maxlgiggm le > 62%)

m=1

I
WE

1 —]P’( max W;‘ < 627§>>
1<5<2m

1 (P (W < 2%)}7)

3
ﬂ‘

I
NE

3
ﬂ‘

(1-{1-Pi = 2%)}"")

3
5

Il
\Mg

< ) 2P (W > e2%)

m=1

(en utilisant le simple fait que pour 0 <z <1,1— 2P < p(1 — x))

D’apres lalemme 1.4.2, on a donc pour tout € > 0, > °_| P (max1<i§2m Wi > 62%) <

~ . 1%/ a
+o00 et donc presque stirement lim,,_, { oo Maxi<j<om o= 0.

Pour tout N > 1, soit my € N tel que 2% < N < 2mN+1 En remarquant que

Wt Wk
0< max —2 <+/2 max P
1<i<N /N 1<i<2mN 1 o ==

e e s N . wt
on en déduit aisément que presque stirement limy_, 4 o Maxi<i<n W =0.0
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1

On a donc presque stirement lim sup y_, oo Admaaz( ‘\/I/L) < HmMsupy 4 o0 Amaz(

%

Il suffit donc de démontrer que presque stirement, im supy_, | o Amaa( \F) <2

Nous allons maintenant démontrer que nous pouvons tronquer les éléments
hors diagonale de la matrice Wy .

Lemma 1.4.3. Soit X une variable aléatoire telle que E(|X|*T%) < 400, pour
un certain o > 0. Soit (On)n>1 la suite définie par

1\ Zare .
N = (N) 22(@+a) |

Alors
D 2P (IX] > Gpmn2%) < 4o
m>1
Preuve:
|X|
BX["Y) = E(@+a) [ e
0

+oo
= E((4+a) / Tocre x5 dt)
0

1
= (4+a) Z/M N \X|>t)t3+adt+(4+a)/ P(IX| > t)t*tdt
0

1
> o )BTt 4 (44 @) / P(IX| > t)t*+odt
0

vV
=
+
3

1M

m\

E
\/

1
= Z (22m — 22(m=1p(| X| zszma)+(4+a)/ P(|X| > t)t*Tdt
0
3 — !
= EZ 22mP(|X| > 27 + (4—|—a)/ P(|X| > t)t3Tdt.
0

2m
La preuve est donc terminée en remarquant que 2%+ = fym+1 om/2 g

Définissons Wy en posant pour i # j, (WN)ij = (WN)ij1|(WN)ij|<6N\/N ol

1\ .
oN = (N) 22(E+a)

et (WN)“ =0.
D’apres Lemme 1.4.3,

> 22 ([Wia| > Gymai2% ) < +o0. (1.4.1)

m>1
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Soit
Ap = {3IN > 2% 3(i,5) € {1,...,N}%,i < 4, |(Wn)ij| > dnVN}.
On a Ayy1 C Ay, done P(() Ax) = limg— 400 P(A). De plus
P (CﬂAk) <P ( pour N grand Wy = WN> .
Or

P(Ay) = P |J U {IWyl>dnVN}

N>2k 1<i<j<N

- Pl U U Wyl > onVN}

m>k2m< N<2m+1 1<i<j<N

U U {Wil > vV N}

m=k om < N<2m+1 1<i<j<N

U U {IWi5| > 52m+12m/2}

m=k om < N<2m+1 1<i<j<N

2

U (Wil > omin2™/?)

m=k 1<i<j<2m+1
o0
< Z 22(m+1)P (|W12| > 62m+12m/2) )
m=k

On en déduit donc que limy 4 o P(Ax) = 0 puis P (pour N grand Wy = WN> =

1. La suite de la preuve va donc consister a démontrer que presque sirement,

lim sup Apaz (My) < 2, (1.4.2)
N—+oco
ol R
Wn
My =—.
N=UN

1.4.2 Meéthode des grandes traces

Nous avons pour tout £ > 1 et tout € > 0,

P (Amaz(My) > 2(1 +€)) < P(Tr(M3F) > 2% (1 + €)?F) < 1

S PRI (Tr(MR)) -

(1.4.3)
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En permettant & k de tendre vers I'infini avec IV, un choix judicieux de ky nous

donnera )
2k
Z 22kN (1 + €)2kn 4 (TT(MN N))) < 400,
N

permettant de conclure par le lemme de Borel-Cantelli que presque strement
limsupy_s 4 oo Amaz(My) < 2(1 4 €). (1.4.2) en découlera alors aisément. II
s’agit donc d’estimer E (TT(MJQVkN))) pour un choix judicieux de puissance ky
tendant vers 'infini avec N. Cette méthode est appelée Méthode des grandes
traces.

Lemma 1.4.4. Soit

1
ar(N)=E (NTerV’“> :

1/3

Alors pour tout € > 0, pour N suffisamment grand et tout k < 6/ ot 6y =

(%)m pyicel

ar+1(N) < (1 +¢€) Zaz(N)akfl(N).

Preuve:

1 ~ ~ ~
(V) = famr D E(Wiﬂ'z W)

Les Wij étant indépendantes et symétriques, chaque terme non nul de cette
somme est positif puisque chaque Wij doit apparaitre un nombre pair de fois. En
particulier, il existe [ dans {2,...,2k} telle que (i1,42) = (i1, 4141) ou (ig,i1) =
(i1,4141) (avec la convention igxy1 = ¢1). Donc

ap(N) < Xi(k) + Xa(k),

ou
2k—2 N 2 2
1 Wi Wi
S(k) = E i 2112 Ml ini 2122 MQk*Q*l ini ,
1() lz:% Nh%:zl\/ﬁ( N)21\/N( N )21
2k—2 N 2 2
1 Wi . Wi,
Z k — E 7 1112 Ml ini 1221 MQ]C*Q*Z i
2() ; Nilgzl\/ﬁ( N)zz\/ﬁ( N )11
De plus

Yo(k) = 2g,1(k) + Xa2(k),

ol Yo 1(k) contient les termes de Xo(k) ou Wi = Wizil apparait seulement
deux fois et ¥y 2(k) contient les termes de ¥a(k) ot W, ;, = W,,;, apparait au
moins quatre fois.

182

2k—2 N
1 _9_
El(k) < 5]2\7 Z E N Z (MJIV)'LZ'LI (M]2Vk ? l)izil < 2]{6]2\70%*1(]\[)
=0 i1,i2=1



.1 (k) < an«: {}VTT<MN> TR l>}E{Wf2}.
=0

E{FTr(My)wTr(My)} —E{5Tr(My)} E{FTr(My)}

1
= N2 Z Z (E {Miliz oo M, MJ1J2 T Mjmjl} —E {Mi1i2 s Mizh}E {Mjljz s

(SR ] j17"~)j7n

1

= m Z (E{MiliQ"‘Mililele"'Mjmjl}iE{MiliQ"'Milil}E{Mjle"'

i17"'7i17j1>"'7jm,
Ise{l,...,1},
Jte{l,...,m},

{isisp1} = {de, e}

IN

s=1t=1 15,0541 71,J1

Mjmjl })

Mj,.j:})

l m
1
WZZ DD BT i, Mai g (M) (M) 00 M (M) )

l m
Z ST BT i My (M) (M) My (M5, )

1t=1 45,4541 11,51

s N2 ZZ Z {Ml 1 g-%—1“‘]\472154-1(]\41”71)1'.@-*—1145}
t=1

s=1 Gs,y0st1

2lm
S T(SNaH—m 2(N)

Donc il existe une certaine constante C' > 0 telle que

k—1
Soa(k) < ay(N)ag—1-1(N) + Ck*6% ax_2(N)ay (N),
=0

2
Wi,

ou 'on a majoré E{ } par 1 pour le premier terme et utilisé le fait pour le
second terme que a1 (N) = %E {sz} et donc E {Wm} < 2ay(N) pour

N > 2.

Yo a(k)
1 . . o .
< Z ﬁ Z]E{Wiliz(Mll)iQilwiliz(MZQ)iQilwiliz(Ml3)i2i1Wi1i2(Ml4)i2i1}
li+lo+ls+l4=2k—4 11,12
+E {Wiliz (Mll )izil Wiliz (Mlz)izil Wiliz (Mls)iziz Wizil (Ml4)i1i1 }
+...
+E {Wi@ (M"Y, Wiy (M2 )5, Wi, (M'2),5, Wiy, (M), }

. . . 7 2 _
Chaque terme dans lasomme » 3, ;. 1y _op 4 €8t majoré par ox:a, 11,4 15+1,42)/2(N) =
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83rak—1(N). Donc il existe une certaine constante C' > 0 telle que
EQ’Q(k) S C’k?’&?\,ak,l(N).

Finalement il existe une certaine constante C' > 0 telle que pour tout k > 1 et
tout N > 2,

k—1
ar(N) < 2k63ax—1(N)+Y_ ar(N)ag-1-1(N)+Ck* 63 ar_o(N)ay (N)+Ck*65ar 1 (N).
=0

1
Pour k£ < 0,?, on obtient

k—1
ak(N) < 2(512\, Qj— 1 —|—Zal ak 1— l )—|—C’5Nak_2(N)a1(N)—|—C'6Nak_1(N)
=0
k—1
< (1+2513V+205N) ar(N)ag_1_1(N).
=0

Puisque 6y tend vers zéro, on obtient donc que pour tout € > 0, pour N suff-
isammant grand et tout k& < (5N ,apr(N) < (1+¢) Zf:_(]l ay(N)ag—1-1(N).O

Preuve de (1.4.2): Soit € > 0. Soit S une variable aléatoire suivant la loi du
demi-cercle de variance 1:

1
d,ul (t) = 71[,2;2] (t) \Y4 4 — t2dt.

2
Soit X, = +/1+€S. X suit la loi du demi-cercle de variance 1 + e:

1
dprre(t) = A+ o 1y ireayirg (VAL + €) — 2dt.

En utilisant la relation de récurrence (1.5.1) satisfaite par les moments pairs
de S, on déduit aisément que la suite {a}}r>0 des moments pairs de X, (i.e
aj = E(X2)) satisfait

ap =1,

k
ahy=(1+€)) afaj.
=0
On a
aj =1=ag(N)
et
a1(N) <1< (14¢€) =aj.

D’apres Lemme 1.4.4, il existe N(e€) tel que VN > N(e), pour tout k < 5;,1/3,

k
ar+1(N) < (1+¢) Zaz(N)ak_z(N)-
1=0
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Soit 1 < k < 6;,1/3. Supposons que VN > N(e) pour tout p < k, a,(N) < ay.
Alors

k

(V) < (149 S afai_, = ajp.

1=0

On obtient donc par récurrence que VN > N (e), pour tout k < 5&1/3,
ar(N) < aj.

OI‘ a;; = f m1[72\/m;2\/m](t)t2k\/4(1 +€) — tzdt S (2\/1 +€)2k. DOHC

VN > N(e), pour tout k < 5;,1/3,

ar(N) < 22(1 + e)k.

Nous obtenons donc d’apres (1.4.3), VN > N(e), pour tout k < (5;,1/3,

P (s (M) > 2(1+ ) < 2%(516)%2%(1 LF <N+

Choisissons ky tel que ky/log N — +oo et VN > N(e), ky < 5;,1/3. Alors
pour N grand, N(1+ ¢)~% < exp(—Cky), et

ZP(/\max(MN) > 2(1 + 6)) < 400.00
N

On peut en fait établir la condition nécessaire et suffisante suivante pour que
les valeurs propres extrémales convergent vers les bords du support de la demi-
cercle.

Théoréme 1.4.2. Soient (W;;,1 < i < j) des variables aléatoires indépendantes
telles que (W;j,1 < i < j) sont complexes et ont méme loi, et les W;; sont
réelles et ont méme loi. Soit Wy une matrice N x N hermitienne telle que

(Wn)ij = Wi5,1 <i < j < N. Alors, quand N — +00, la plus grande valeur

propre et la plus petite valeur propre de W—\/% convergent presque surement re-

spectivernent vers c1 et co $si les conditions suivantes sont vérifiées.
L E{(Wi)?} < .

E{Wis} =0.

E{|Wi2*} = o2

]E{|W12|4} < oQ.

Svo o e

c1 =20 et cg = —20.
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1.5 Appendice
1.5.1 Nombres de Catalan

Proposition 1.5.1. Les nombres de Catalan Cy = 1 et C), = %ngl, sont
caractérisés par

k
Co=1 etVk>1, Ch =) Cr1Cy . (1.5.1)
=1

Preuve:

1 1 = (2k)! L
S1—(1—42)7) = Z%xlﬁ

I
(]
2
Hw
s

o0 o0 o0
S ST R S
k=0

p=0 1=0

oo k

oo
E Ck$k+1 = E E Ck_gcl$k+2
k=1 k=0 1=0

oo k—1

= Z Z Ch1-1Crz™ !

k=11=0

co k
= Z Z Ck_lcl_1$k+1.

k=1 1=1
k
= C} = ch—lck—l-

=1

Les nombres de Catalan comptent de nombreux objets combinatoires différents.
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1.5.2 Partitions non-croisées

Une partition d’'un ensemble fini M est une famille de parties disjointes de M
de réunion égale a M.

Definition 1.5.1. Soit M un ensemble fini ordonné et m = {Vy,---,V,.} une
partition de M. On note pour i et j dans M :

i~ j <= i etj appartiennent au méme bloc de 7.

La partition © est dite Non Croisée et on note m € NC(M) lorsque, sii,j, k,l €
M sont tels que i < j < k < I, alors on ne peut avoir i ~ k et j ~ 1 que si
i ik

Lorsque M = {1,--- ,n}, on note plus simplement NC(M) = NC(n).

En fait, si card M = n, NC(M) est naturellement en bijection avec NC(n),
c’est pourquoi on ne parlera que de NC'(n).

On peut représenter graphiquement une partition non croisée par une ligne de
n points que l'on joint par un pont lorsqu’ils appartiennent au méme bloc, ou
encore par un cercle sur lequel on place n points équirépartis et ’on joint les
points d’'un méme bloc par une ligne polygonale. Les ponts ou les lignes polyg-
onales ne doivent pas se croiser.

Exemple: {{1,10},{2,5,9},{3,4},{6},{7,8}} € NC(10).

Lemma 1.5.1. Une partition © d’un ensemble fini ordonné M est non croisée
si et seulement si au moins un bloc V de m est soit un singleton soit formé
d’éléments consécutifs dans M et la partition restante m™\V est non croisée.

< trivial.

Preuve de = par récurrence sur card M.

Si card M = 1, le résultat est trivial.

Supposons le résultat vrai pour tout ensemble ordonné de cardinal inférieur ou
égal & k — 1 > 1. Soit une partition m d’un ensemble ordonné M de cardinal k.
Si 7 n’a qu’un bloc ou a un singleton alors la propriété est trivialement vérifiée.
Supposons que 7 ait au moins deux blocs et n’ait pas de singleton. Soit V; le
bloc contenant le plus petit élément de M. S’il est formé d’éléments consécutifs
de M, la propriété est vérifiée. Sinon, on le supprime. Les autres blocs con-
stituent une partition 7’ trivialement non croisée d’un ensemble M’ C M de
cardinal inférieur ou égal a k — 1. Il existe par hypothese de récurrence au moins
un bloc V de 7’ qui soit formé d’éléments consécutifs dans M’. Ce bloc V est
un bloc de 7 nécessairement formé d’éléments consécutifs de M. Ceci termine
donc la preuve par récurrence.

Désignons par NC3(2q) l'ensemble des partitions non croisées de {1,...,2q}
formées de paires.

Lemma 1.5.2.
Card NCz(2q) = Cq.
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Preuve: Soit s le nombre de partitions par paires non croisées de {1,...,2k}.
L’élément 1 doit étre associé & un élément pair 2/. Le nombre de partitions
non croisées par paires contenant {1,2l} est s;_1s;—;. Ainsi, en posant sg = 1,

S = 21:1 S;_1Sk—;. Ceci caractérisant les nombres de Catalan, on en déduit
S = Ck,Vk.

1.5.3 Loi du demi-cercle

La loi du demi-cercle appelée aussi loi semi-circulaire ou encore loi de Wigner

est la loi suivante 1
d/,béc(t) = 271[,2;2] V 4 — t2dt.
T
Proposition 1.5.2. e Sin est impair 5 f[72,2] "4 — t2dt = 0 (évident)
° % f[72;2] Vi —t3dt =1

e Sin =2k avec k > 1,

1 1
— /4 — t2dt = ECQ“,;l = Cy.

2m Ji-2:2)
(Cy, nombres de Catalan).

Preuve:

L f[72:2] tRVA —t2dt = L f02 t2k\/4 — t2dt; posons t = 2cosf

1 g+l e
— 24 —2dt = / (cosh)** (sind)>d
] 0

27T [_2;2 i
4Fk+1

= /Og(cose)2k(1 — (cos0)?)df

™

gk+1 3 3
= / (cosh)?*dp — / (cosh)?**2dp
™ 0 0

35



Calcul de fog (cosf)?Pde -

1
(cosh)?P =

1

22p

22p

(eie + e—ie)%

2p
§ C%pezlé?e—z(Qp—l)@
1=0

1 &
_ ﬁz%efzuwe

— Zcp l £2il0 721'10) +76«10
22p

22p

22p

— W ZC’g L0520 + —C’p
1=1

1 2
é—/ 12k /4 — 12t
™ Jo

1.5.4 Quelques outils

a)Transformée de Cauchy

_1,85t2l0 . =
chp [ 2l ]02 22p+1cp = 22p+1Cp
=1
1 1
k41 k k+1
4 {22k+102k B 22(k+1)+10 k+1)}
1
— k k+1
= 20y, 502(k+1)
L k-1
= %Czk
analytiques

Definition 1.5.2. Soit p une mesure de probabilité sur R. La transformée de
Cauchy de p est définie pour tout z € C\ R par

) = [ 4,

Voici quelques propriétés fondamentales de la transformée de Cauchy. On
réfere a [3] pour les démonstrations des propositions suivantes.

Proposition 1.5.3. Soit g la transformée de Cauchy d’une mesure de proba-

bilité p sur R. Alors

i) g est analytique sur C\ R et g(z) = g(2).

i) I28gu(2) < 0 pour Sz # 0.

i6d) limy_, 1o dyg(iy) = 1.
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v) Si I est un intervalle de R dont les extrémités ne sont pas chargées par p
alors

u(I)=— lim l/%g(aerie)d:E.

€e>0,e—0 77 I

(cette formule est connue sous le nom de “formule d’inversion de Frobenius-
Perron”.)

v)
Vz e C\R,|gu(2)| £ —-

Rl

Proposition 1.5.4. La transformation de Cauchy est une bijection de l’ensemble
des mesures de probabilités sur R sur l’ensemble des fonctions g vérifiant i), ii)
et 1ii).

Proposition 1.5.5. Soit p, une suite de mesures de probabilités sur R. On
note g, la transformée de Cauchy de pn: ¥z € C\ R,

On suppose que Vz tel que ISz > 0,

Jm g (2) = 9(2)
et que g vérifie
lim dyg(iy) = 1.

Yy—r+00
Alors la suite p, converge étroitement vers une mesure de probabilité p dont g
est la transformée de Cauchy.

b) Théoréme de Vitali

Théoréme 1.5.1. Soit U C C, un ouvert connexe. Soient (zp)p>0 une suite
de U ayant un point d’accumulation dans U et (fn)n>0 une suite bornée dans
l’ensemble des fonctions analytiques muni de la convergence uniforme sur tout
compact de U et telles que (fn(2p))n>0 sotent convergentes pour tout p € N.
Alors fr, est une suite uniformément convergente sur tout compact de U.

1.5.5 Quelques outils algébriques

Lemma 1.5.3. Soit f une fonction C,-Lipschitz sur R. Alors son extension

sur les matrices N x N Hermitiennes est Cp-Lipschitz par rapport a la norme
1

|M]l2 = {Tr(MM*)}z=.

Preuve: Soient A et B des matrices N x N Hermitiennes. Considérons leurs
décompositions spectrales:

A=Y xnApH
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et

B=> x(B)P"

On a

1£(B) = F(A)II3

2
Tr (Z FOu(A) P — Zf B)PP )
= Tr (Z FO(A) P + Z F(0(B))? pj(B>)

—2Zf ))Tr(P(A)P( )

%]

=T (Df(w))ZPJ*‘”P}B) + Z(f(xjw»%%;m)
—2Zf (B)Tr(PY PP

- Z(f()\i(A)) — Oy (B))*Tr(PYV PP,

,J
Puisque Tr(P(A)P(B)) > 0, on en déduit que

1£(B) ||2<ZOL N (B))*Tr(PY PP = €2 B - Al3.0

Corollaire 1.5.1. Soit f une fonction Cr-Lipschitz sur R. Alors X — Trf(X)

sur les matrices N x N Hermitiennes est v/ N Cy-Lipschitz par rapport a la norme
1

|M|l2 = {Tr(MM*)}=.

Preuve: Soient A et B des matrices N x N Hermitiennes. Utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwartz,

ITrf(B)—Trf(A)] < VN(Tr(f(B)— f(A)?)?
= VN|f(B) - f(A)2
VNC.||B — Al|2.0

A

Théoréme 1.5.2. Théoréme 11.42 [4] Pour toute matrice A, N x N Hermiti-
enne, désignons par A\;,i =1,..., N ses valeurs propres et définissons

1
FA(x) = Ncard{)\i,i =1,...,N, )\ <z}
Alors pour toutes matrices A et B, N x N Hermitiennes,

Sl;p|FA( —FB(x )| < ;rang(A B).
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Théoréme 1.5.3. [Theoréme 11.4 [4]] Soit A = (a;j)1<ij<n une matrice N X
N et Ai la matrice de taille N — 1 x N — 1 obtenue en enlevant la k-iéme
ligne et la k-iéme colonne de A. Soit By le vecteur obtenu en supprimant la
k-iéme coordonnée du k-ieme vecteur colonne de A. Soit «y, le vecteur obtenu
en supprimant la k-iéme coordonnée du k-iéme vecteur ligne de A. Si A et Ay
sont inversibles alors

(are —" oAy Br) #0 (1.5.2)
et 1
(A" — (1.5.3)
ark —t ap Ay Be
Preuve: Puisque
1 t
det A Com4,
nous avons .
AN = ——det Ay, 1.5.4
(A7) = gy det Ax (1.5.4)
Soit M une matrice carrée inversible. En remarquant que
1 0\ (M B\ (M B
-cM~' 1)\Cc D) \0 D-CM'B)’
on obtient aisément que
M B\ _ 1
det (C D> = det M det(D — CM™"B).
On a donc
det A = det <;4’€ *B’C) (1.5.5)
QK Qkk
= det Ap(akk —t akAI;lﬁk). (1.5.6)

det A # 0 = (apx —* axA;'Br) # 0. De plus (1.5.4) et (1.5.6) entrainent
(1.5.3).

Lemma 1.5.4. Si A et B sont deux matrices qui commutent telles que A? + B?
est inversible alors A + iB est inversible et

(A+iB)"' = (A—iB)(A® + B*) L.
Se vérifie trivialement.

Lemma 1.5.5. Soit A = (aij)1<i,j<n une matrice N x N et Ay, la matrice de
taille N —1 x N — 1 obtenue en enlevant la k-ieme ligne et la k-iéme colonne
de A. Soit By le vecteur obtenu en supprimant la k-iéme coordonnée du k-
ieéme vecteur colonne de A. Soit ay, le vecteur obtenu en supprimant la k-iéme
coordonnée du k-iéme vecteur ligne de A. Si A et Ay sont inversibles, alors

1+ tOékAI;QBk
ark — tap AL By

TrA=! — TrA;l =
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Preuve: Soit A la matrice obtenue en déplagant la k-ieme ligne de A en derniere
ligne puis la k-ieme colonne en derniere colonne. On a TrA=! =TrA-'. D’autre
part Ay correspond au coin supérieur gauche de A. Il suffit donc de démontrer
que si

A= ( > ‘2) , avec X inversible

tVZ

alors ——

_ o1 1+ TWBETTN

TrA™ —Try ™' = ——————. 1.5.
r r T (1.5.7)
(Par (1.5.2), on sait que a — VX ~"1V; £ 0.) Or on vérifie aisément que
A1 1o n 1 D A Vo S Y 1
L0 0) T a— tylyy | TR 1

et (1.5.7) s’en déduit trivialement.

Lemma 1.5.6. Soit A une matrice N x N symétrique et Ay la matrice de taille
N —1x N — 1 obtenue en enlevant la k-iéme ligne et la k-iéme colonne de A.
Alors, ¥z € C\ R,

Tr((zIy — A)~Y) = Tr((zIn-1 — Ap) ™| < —— (1.5.8)

Sz]

Preuve: D’apres Lemme 1.5.5,

(Tr((zIy — A)™Y) = Tr((zIy-1 — Ap)™")| = st oslElva ) o

z—apr— tap(zIn-1—Ak) " tag’

ol «ay, est le vecteur obtenu en supprimant la k-ieme coordonnée du k-ieme
vecteur colonne de A. On a, en utilisant Lemme 1.5.4,

%(Z— tak(zIN,l—Ak)_lak) =Gz {]. + tOlk [(%ZIN,1 — Ak)2 + |%Z|2IN71} - ak} .

D’autre part si
Ak =? Odiag(Al, ey AN_l)O

avec O orthogonale et si I’on pose

B
Oay, = ,
BN-1
on a
N-1
1+ fap(zIn_1 — Ap) | = |1+ Z 1Bi]? (2 — )72
=1

IN

N—-1
1+ 3 18P (R — A%+ 1822}
=1

= 14 "ap {(Reln_1 — Ap)* + |%Z\2IN71}_1 Q-

(1.5.8) en découle aisément. O

40



Proposition 1.5.6. Soit My (C) l’ensemble des matrices N x N & entrées
complexes muni de la norme opérateur

M| = sup |Mz].

llzll2=1
On a
o (i) [Mij| < ||M].

(i) |TrM; Ms| < (TrMyMp)? (TrMaMg)? .

(ii3) | TrM| < N|M]|.

(iv) Pour toute matrice réelle symétrique ou Hermitienne M, sa résolvante
G(z) = (2Iy — M)~ !
est définie pour tout z € C\ R et vérifie

IGEI < 18217 1G5 (2)] < 927

(v) Si My et My sont deux matrices réelles symétriques ou Hermitiennes,
et Gy et Gy leurs résolvantes alors

GQ(Z) — Gl(Z) = Gl(Z)(MQ — Ml)GQ(Z)

1.5.6 Quelques outils probabilistes
a) Inégalité de Bernstein

Proposition 1.5.7. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes
de moyenne nulle et uniformément bornée par b. Alors pour tout € > 0,

P(|Sn| > €) < 2exp(—¢*/[2(m, + be)])
ou Sp = X1+ X, et m2 =E(S2).
b) Inégalité pour certaines formes quadratiques

Proposition 1.5.8. Soit B = (b;;)1<i j<n une matrice déterministe N x N et
Y1

Y = un vecteur aléatoire dans RY & entrées indépendantes telles que
YN

E(y:) =0, E(lys|*) = 1, E(lys|*) < va. Alors

E(|'YBY — TrB|*) < CTrB*B.
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Preuve:

E(['YBY — TrB|?)

2 2
N i—1
=E Z Yibijy; — Z bii =K bis(y7 — 1) + v Z y; (bij + bji)
ij i i=1 Jj=1
Sii 4,
i—1 L i'—1
E (< by — 1)+ us Zyj(bij + bji) birir (v — 1) + ywr Z Y;(birj + bjir) =0
j=1 Jj=1

car Vp, y, est indépendant de {y;,! < p}, E(y2 — 1) = 0 et E(y,) = 0. Donc

2
N i—1
E('YBY = TrBl*) = > E | |bu(y? — 1) +ui | > u;(bij +bjo)
i=1 Jj=1
2
N N i1
< 22 |bii | ?va + 2ZE Zyj(bij + bji)
i=1 i=1 =1
N N i-1
< ) bl 23 > Ibi + bl
i=1 i=1 j=1

N
< C Z |bii|* + Z [k
i=1 i#j
< CTrB*B.O
c) Inégalités de Burkholder (Lemme 2.11 [4] et Théoreme 5 [13])

Lemma 1.5.7. Soit X € LY(Q,F,P) et une filtration {Fy}r. Soit {Xy} la
différence de martingale définie par X = E(X | Fr) — E(X | Fr—1). Alors,
pour tout p > 1,

S XiP < K,E (Z |Xk|2)

Remarque 1.5.1. Si pour tout k = 1,...,N, Yy, € F et E(Yy | Fr—1) = 0,
alors Yy =B (X | Fu) —E(X | Freq) 00 X = S0, V).

d) Inégalité de Poincaré et inégalités de concentration

ya
2

Definition 1.5.3. Une mesure de probabilité p sur R satisfait l’inégalité de
Poincaré de constante Cpy si pour toute fonction C' f : R — C telle que f et
f’ sont dans L?(p),

V(f) < Cpr / F2dp,
avec V(f) = [|f = [ fdu*dp.
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[5] fournit une caractérisation des mesures sur R qui satisfont une inégalité de
Poincaré. Par exemple, les mesures de la forme u(dx) = Cexp(—|z|*)dz avec
«a > 1, satisfont une inégalité de Poincaré.

Une mesure de probabilité p sur R satisfaisant une inégalité de Poincaré a des
moments de tout ordre (cf. Corollaire 3.2 et Proposition 1.10 dans [11]).

Remarque 1.5.2. Si la loi d’une variable aléatoire X satisfait une inégalité
de Poincaré de constante Cpy alors, pour toute constante o # 0, la loi de a X
satisfait Uinégalité de Poincaré de constante a’Cpy.

St une mesure de probabilité u sur R satisfait l’inégalité de Poincaré de constante
Cpr alors la mesure produit p®™ sur RM satisfait l'inégalité de Poincaré de
constante Cpy : pour toute fonction différentiable F' telle que F' et son gradient
VF sont dans L*(u®M),

V(F) < Cp; / IV F|2du™

avec V(F) = [|F — [ Fdu®M |>du®M (cf Theorem 2.5 in [1]) .

Une conséquence importante de l'inégalité de Poincaré est le résultat de
concentration suivant.

Lemma 1.5.8. Lemma 4.4.3 et Exercise 4.4.5 in [2] ot Chapter 3 in [11]. Soit
P une mesure de probabilité sur RM qui satisfait une inégalité de Poincaré de
constante Cpy. Alors il existe K1 > 0 and Ko > 0 tels que, pour toute fonction
Lipschitzienne F sur RM de constante de Lipschitz |F|Lip,

€
Ve >0, P(|F — Ep(F)| > ¢ <Kexp(—>.
( #(F)|>6) ' Kov/Cpr|FLip
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Chapter 2

Matrices de covariance
empirique

En statistique multivariée, (mais aussi en télécommunications sans fil, en fi-
nance...) la connaissance des propriétés spectrales des matrices de covariance
empirique est particulierement intéressante (notamment pour établir de nom-
breux tests statistiques). Ce chapitre présente sans démonstration des résultats
désormais classiques concernant ces modeles matriciels.

Soient X7,..., X, p vecteurs aléatoires dans CY, indépendants, identiquement
distribués suivant une loi de matrice de covariance égale a Iy. Soit 3 une matrice
N x N Hermitienne positive déterministe. Soit pour i = 1,...,p, ¥; = E%Xi.
Yi,...,Y, sont p vecteurs aléatoires dans RY, indépendants, identiquement dis-
tribués suivant une loi de matrice de covariance . Soit

1 p
MN:Z;;YZ-Y;-.

Posons B = (X1,...,X}), on a alors
11 1
My = -¥X2BB*Y2.

p

Lorsque ¥ = 021y, My est une matrice de Wishart. Lorsque ¥ # oIy, on
dit que My est une matrice de Wishart non-blanche.

2.1 Matrices de Wishart

Lorsque les X; ont des coordonnées i.i.d, on peut aussi formuler la définition de
la maniere suivante.

Definition 2.1.1. Soit By une matrice N X p telle que ((Bn)ij)1<i<N,1<j<p;
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sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
1 *
My = —BnyBy
p

est appelée matrice de Wishart.

Remarque 2.1.1. Si la loi commune des entrées de By admet une variance
égale & o® notons alors By = By(0). On a

1 2 [1Bn(o) Bn(o)”

MN(O'):];BN(U)BN(O')*:O' ZO'QMN(l)

p o o

ot les entrées de BNTM admettent pour variance 1. Les propriétés spectrales de
Mn (o) se déduisent donc immédiatement de celles de My (1).

2.1.1 Théoreme de Marchenko-Pastur

Théoreme 2.1.1. (Théoréme 3.6 [4]) Soit {Buy, (u,v) € N*2} un tableau de
variables aléatoires indépendantes de méme loi telles que E (|Buv - E(Bu'u)|2) =
1. Soit (pn)n une suite d’entiers tels que % — ¢ > 0. Soit By une matrice
N x py telle que pour tout (u,v) € {1,...,N} x {1,...,pn}, (BN)uwv = Bus-
Soit

My = %BNB]*V.

Alors presque stirement, la mesure spectrale par,, converge étroitement vers la
loi de Marchenko-Pastur u. définie par

1
,U/MP)C(d.’IJ) = max{l — 27 0}(50 + f($)1[(17\/g)27(1+\/5)2](m)dl‘ (211)

o

fa) = V= (- Vo) (L+ve) —2)

2mex
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Lois de Marcenko-Pastur
1 1 T T T T T T

c=1
c=2
c=112[]

10

4 5 6

Figure: Densités de Marcenko-Pastur pour différentes valeurs de ¢
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La preuve de ce résultat peut étre obtenu dans un premier temps sous une hy-
pothese d’uniforme bornitude des moments par la méthode combinatoire des
moments décrite dans le cas de matrices de Wigner. Notons que 'obtient que
pour tout k£ > 1,

k
: 1 k Lou1 i1 41
N1—1>I-rs-loo NTr(MN) — N0 lg_l YC’“ C,_c p.s,

ol %C,i_lC,iill correspond au nombre de partitions non-croisées de {1,...,k}
en [ blocs. Il faut donc démontrer I’égalité entre cette limite obtenue et le k
itme moment de la Marchenko-Pastur (cf. section 3.1.1 [4]). On utilise enfin
des techniques de centralisation (utilisant notamment Théoréme 2.3.1) et de
troncature pour obtenir le résultat sous les hypotheses du Théoreme 2.1.1.

Remarque 2.1.2. Le k-ieme moment de la loi de Marchenko-Pastur de paramétre
c =1 est donc égal a Zle %C’fc—lC’,l;ll = %_HC& = [z dpsc(z).

Ainsi, si S suit une loi du demi-cercle ps. alors S? suit une loi de Marchenko-
Pastur de parameéetre ¢ = 1.

Ce résultat nous dit aussi que le nombre de partitions non-croisées de {1,...,k}

est égal au nombre de partitions non-croisées par paires de {1,...,2k}.

Théoreme 2.1.1 peut également étre obtenu par une approche “transformée
de Cauchy”. On montre alors par des techniques tres similaires a celles présentées
dans le cas des matrices de Wigner que, pour z € C*, [ id,uMN (t) converge
presque strement vers la transformée de Cauchy de la loi de Marchenko-Pastur,

G (2) = —— 1-9- \gi’z “1o9 e o (3.3.2) dans [4)),

le théoreme de Vitali permettant de conclure.

2.1.2 Convergence des valeurs propres extrémales

Soit M une matrice de Wishart et désignons par
MLy

ses valeurs propres ordonnées. Appelons

)\1 SINSpv

)\mzn(MN) = { )\N—p+1 si N > p. (2'1'2)

Remarque 2.1.3. Si N > p, alors Ay = Xy =--- = Any_p = 0.
Par une méthode type “Grandes traces”, on peut établir le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.2. (Théoréme 5.11 [{]) Soit { By, (u,v) € N**} un tableau de
variables aléatoires complezes indépendantes de méme loi telle que E (By,) =
0, E(|Buv|2) =1cet E(|Bw|4) < 4o00. Soit (py)n une suite d’entiers tels
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que % — ¢ > 0. Soit By une matrice N X py telle que pour tout (u,v) €
{1a~"7N} X {L'“apN}: (BN)uv = Buv- Soit

1
My = -ByBj.
p

Alors, avec la notation (2.1.2), presque sirement,

. . _ . 2
N1—1>I-I-loo Amin(Mn) = (1 — V/c)
et

: _ 2
NLHEOO )\max(MN) = (1 + \/E) .

Remarque 2.1.4. Si le quatrieme moment de la loi des entrées n’est pas fini
alors, presque strement, imsup Apqar (M) = +00 (¢f Théoréme 5.8 [4]).

2.2 Matrices de Wishart non blanches

Pour ce paragraphe, on réfere & [4] et aux références d’articles qui s’y trouvent.
A Taide de techniques basées sur la transformée de Cauchy, on peut établir le
résultat suivant.

2.2.1 Convergence de la mesure spectrale

Théoréme 2.2.1. Soit {B., (u,v) € N*2} un tableau de variables aléatoires
indépendantes de méme loi telles que E (| By, — E(Buw)|*) = 1. Soit (py)n une
suite d’entiers tels que % — ¢ > 0. Soit By une matrice N X py telle que pour
tout (u,v) € {1,...,N} x {1,...,pn}, (BN)uwv = Buy. Soit ¥n une matrice
N x N positive déterministe telle que s, converge étroitement vers une mesure
de probabilité p.

1 s
My = ~S% By By T3
p

Alors presque surement, la mesure spectrale par, converge étroitement vers une
mesure de probabilité ne dépendant que de c et p que nous noterons i ,. La
transformée de Cauchy de picp, g, ,(2) = [ Z=dp,. ,(x), pour z € CT, est

UVunique solution Z dans {Z € C, —(17;6) —cZ € C*} de léquation

Z = / ppre _1C AL (2.2.1)

2.2.2 Convergence des valeurs propres extrémales

Théoréme 2.2.2. Placons nous sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1 et
supposons de plus que E (By,) = 0 et E (|Buy|?) < 400 et que p est a sup-
port compact. Si la plus grande valeur propre de Y converge vers sup{x €
supp(p)} alors la plus grande valeur propre de My converge presque strement

48



vers sup{x € supp(ic,)}. Si la plus petite valeur propre de ¥ converge vers
inf{x € supp(p)} et si ¢ < 1 alors la plus petite valeur propre de My converge

vers inf{x € supp(pic,p)}-

Le comportement des valeurs propres extrémales va fortement
dépendre de celui des valeurs propres extrémales de Y.
Prenons ’exemple

1+a 0...0
0

Xy = : In_1 )
0

pour un certain o > 0. Dans ce cas tres simple uy,, converge étroitement vers d;
et donc presque stirement, la mesure spectrale 15, converge encore étroitement
vers la loi de Marchenko-Pastur. On peut en fait établir la transition de phase
suivante:

o Sia>/calors Apaz(My) =400 (14+a)(14+£) > (14 /0)%; Anaz(My)
converge donc a l’extérieur du support de la loi de Marchenko-Pastur.

o Sia < /¢ alors Apazr(My) =100 (14 /€)% Mnaz(My) converge alors
vers le bord droit du support de la loi de Marchenko-Pastur.

2.3 Appendice

Théoreme 2.3.1. ((Théoréme 11.43 [4]) Soient A et B deux matrices com-
plexes N x p. Alors

. X 1
|FA4° — FPP) < Srang(A - B).
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Chapter 3

Ensembles gaussiens GUE,

GOE (et GSE)

Méme si on ne connait pas ’hamiltonien d’un systeme complexe, certaines
symétries du systéme peuvent indiquer le modele de matrices a employer.

3.1 Modeéele GUE

Quand I'hamiltonien est invariant par rotation, on utilisera une matrice hermi-
tienne dont la loi est invariante par action du groupe unitaire Uy. Parmi les
matrices de Wigner complexes que nous avons précédemment étudiées, lorsque
les entrées sont gaussiennes, nous allons montrer que nous obtenons une matrice
aléatoire ayant cette propriété d’invariance: c’est le modele du GUE (Gaussian
Unitary Ensemble).

Definition 3.1.1. Une variable aléatoire Wy a valeurs dans l'espace Hy(C)
des matrices Hermitiennes de taille N sera dite appartenir au GUE(N,a?)
si ses coefficients (Wy)i; sont tels que (Wy)ii, i = 1,...,N, V2R(Wn)i;),
1<i<j <N, ﬂ%((WN)ij), 1 <i < j < N sont des variables aléatoires

indépendantes gaussiennes centrées de variance o2.

On identifie % (C) RN de la facon suivante. Définissons la matrice N x N
Est7 (Est)uv = 5su5tv-

Est + Ets iESt - Ets
v2 o V2
forment une base orthonormale de I’espace des matrices hermitiennes muni du

produit scalaire X, Y +— TrXY.
Toute matrice H € Hx(C) s’écrit

;1S5<tSN7E83a1§SSN?

N

Es E s .Es - F s

H =S VIR(H,) =2 4 S VS (H )i + 3 Hy B,
s<t \@ s<t ﬂ s=1
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et
TrH? = [|h]2y2,
ou h = (ﬁ%(Hét)a s < t) \/ic\}(Hst)a s < t7H887 s = 17 s N)
2
dH = Hl]il dh; est la mesure de Lebesgue sur Hy(C) ~ RY”. On peut alors

écrire la loi d'une matrice de type GUE(N, c?) sur l'espace Hx(C) de la fagon
suivante:

N B2
dPN,zT2 (H) = H exp(— 82 )dhe
o V2mo 20
1 N2 TrH?
= ———)dH
271'0) xp(——57)

On peut donc également définir une matrice de type GUE(N, 0?) comme étant
une variable aléatoire a valeurs dans les matrices hermitiennes ayant pour loi

2
APy o2 (H) = (e )" exp(— 12

e 11
5 5y )4, (3.1.1)

ol dH désigne la mesure de Lebesgue sur I'espace des matrices Hermitiennes.

Effectuons le changement de variable suivant dans (3.1.1),
¢y : H— UHU pour U € Uy,
¢y est une isométrie:
l¢v(H)||> =TrUHU*UHU = TrH* = || H|]*.
Donc |detgy| = 1. D’autre part

TrH?
202 )

Donc dPy ,2 est bien invariante sous I'action du groupe unitaire i.e

VU eUn, Ep, ,(f(H))=Ep, ,(f(UHU"))

1
exp(—ﬁTrUHU*UHU*) = exp(—

ou encore si Wy est de type GUE(N, 02),
YU € Uy, UWnU" a méme loi que Wy.

3.2 Modéele GOE

Si I’hamiltonien est stable par renversement du temps et par rotation, on con-
siderera une matrice symétrique dont la loi est invariante par action du groupe

orthogonal Oy . Parmi les matrices de Wigner réelles que nous avons précédemment

étudiées, lorsque les entrées sont gaussiennes, nous allons montrer que nous
obtenons une matrice aléatoire ayant cette propriété d’invariance: c’est le modele
du GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble).
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Definition 3.2.1. Une variable aléatoire Wy & valeurs dans l’espace Hy(R)
des matrices symétriques de taille N sera dite appartenir au GOE(N,0?) si ses
coefficients (Wi );; sont tels que (Wn)iu, i=1,...,N, \/i(WN)ij, 1<i<j<
N, sont des variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées de variance
a?.

De la méme fagon que dans le cas complexe, on identifie Hy (R) a RYFH

en écrivant toute matrice symétrique H dans la base orthonormale
Eij + Eji
v2
de 'espace des matrices symétriques muni du produit scalaire X, Y +— TrXY.
On obtient de la méme fagon que 'on peut également définir une matrice de

type GOE(N, 0?) comme étant une variable aléatoire  valeurs dans les matrices
symétriques ayant pour loi

I1<i<j<N, Eyl<i<N,

1 )N<J\2r+1> ( Ty H?
exp(————
V2ro P 202

ou dH désigne la mesure de Lebesgue sur 'espace des matrices symétriques.

dPN,a'2(H) = (

)dH, (3.2.1)

De méme dPy 2 est invariante sous l'action du groupe orthogonal i.e pour tout
f mesurable de H(R) dans R,

VO € ONv EPNYUZ (f(H)) = EPN‘(Q (f(OHOt))
ou encore si Wy est de type GOE(N, o?),

YO € On, OWxO! a méme loi que Wi

3.3 Lois des valeurs propres

Soit F =R, C and Gy = Oy, Uy respectivement. Désignons par § la dimen-
sion de F en tant que R-espace vectoriel i.e S = 1,2 respectivement.

Pour toute fonction continue sur R et toute matrice H dans Hy (FF),

f(H) = g diag(f(a1),..., f(an)) g~

1

si H = g diag(aq,...,an) g~ avec g € Gy.

3.3.1 Formule d’intégration de Weyl

Proposition 3.3.1. (admise cf chapitre 10 [7]) Notons Dy l'espace des matri-
ces diagonales réelles et pour tout a € Dy, a = diag(aq,...,an). Si f est une
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fonction intégrable sur Hy(F) muni de la mesure de Lebesgue , alors il existe
une constante positive C telle que

/ f(H)dH = CN/ f(gag=Yan(dg)|Aa)|’day - - - day,
Hn (F) Dy JGN

ou Ala) = [[; 4 (ar — a;) et an est la mesure de Haar normalisée du groupe
compact Gy .

Rappel: la mesure de Haar normalisée o du groupe compact Gy est I'unique
mesure de probabilité sur Gy telle que pour tout Borélien A et tout g dans Gy,

any(A) = ay({ga,a € A}).
Elle vérifie également pour tout Borélien A et tout g dans G,
ay(A) = an({ag,a € A}).

Si pour tout H dans Hy(F) et tout g € Gy, f(H) = f(gHg ') alors
f(H)=F(\(H),...,\n(H)) avec
F(M(H), ..., An(H)) =F (Arq)(H), ..., A\r(n)(H)) pour toute permutation 7
sur {1,..., N}; alors la formule d’intégration de Weyl se simplifie:

/ f(HYAH =Cx | Flay,...,an)|A(a)|?day - - day. (3.3.1)
Hn (F) RN

3.3.2 Loi jointe des valeurs propres

Soit pour g =1, 2,
N(N -1
N@:N—&—ﬁ%.

Nous avons vu que la loi d'une matrice Wy de type GUE(N, 0?), GOE(N, 0?)
s’écrit 5
1 TrH
dPy o2 (H) = (——— )" exp(— ———
wor (H) = (=) exp(-
ot dH désigne la mesure de Lebesgue sur Hy (F) et 8 = 2,1 respectivement.
Soit F' une fonction symétrique sur RY. En posant pour tout H € Hy(F),
f(H)=F(\(H),...,An(H)), on obtient une fonction f qui vérifie pour tout
g€ Gy, f(H) = f(gHg™'). Ainsi, utilisant (3.3.1),

)dH,
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E(FA (W), ..., An(Wn)))

- / J(H)dPy o= (H)
Hn (F)

1 NB/ TrH?
= H)exp(————)dH
(e [ S e
1 N
= On(—)" | F(a,... )Pday - d
N(\/ﬂa) . (a1,...,an exp( z:: > a)|”’day - - - day
1
= Zn RNF(al,... an exp< Za) (a)|Pday - - - day,
olt Zy = [pn €xp <—2%2 Zz 1 ,) |A(a)|Pday - - - day est 'intégrale de Mehta:
N
_Np N
1 2 ~n_ B _N B
Zn=|=— 2m) 2 (= +1 k= +1).
v=(g) ~enirgenIIreg o

(Rappel: T'(z) = f+°o t*~le~tdt.) On a donc le résultat suivant:

Théoréme 3.3.1. La loi jointe des valeurs propres d’une matrice de type GUE(N,o?),
GOE(N,c?) restreinte auz fonctions symétriques sur RN | est absolument con-

tinue par rapport a la mesure de Lebesque sur RN et a pour densité (B valant
respectivement 2,1),

N
1 1
. 2 (B
(x1,...,x )»—>ZNeXp< 5 z:: >g|xk x|
ol

1y g X B

_ (1 Sl -N [
ZN_(202> (2m) 3 0(5 +1) IEF(R2+1).

Pour toute fonction g sur RY définissons F(z) = g(x(1),...,2(N)) ol
(1) < 2(2) < ... < z(N). F est une fonction symétrique sur R et d’apres
Théoreme 3.3.1,
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E(g(AM(Wn), ... An(Wn)))

N
1 1
= E/}RN F(ay,...,an)exp (—w;a?> |A(a)|Pday - - - day

N
! 1
= 7 Z / g(a-r(l),...,aT(N))eXp (—222@?> |A(a)|,3da1 —day
N TESN aT(1)<"'<aT(N) g =1
1 1 X
= 5= Z / g(arqy, .-, ar(ny) exp (—222(13(2-)> \A(a7)|5da7(l)...da7(m
N sy ar@<-<arw) 0f =
N! 1 X , ,
B E 9(@1, . oN) ey < <oy XD *ﬁzgzi 1:[k|xk*xj\ dxy---dxy.
= J

On en déduit donc le corollaire suivant:

Corollaire 3.3.1. La loi jointe des valeurs propres ordonnées \(Wy) < --- <
- AN(Wn) d’une matrice Wy de type GUE(N,0?), GOE(N,0?) est absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesque sur RN et a pour densité (3
valant respectivement 2,1),

N! 1 5
(xh...,xn)»—)Elml<m<1Nexp “552 x; H|xk—wj|

i=1 j<k
ot
1\ e B X B
Y 272 -N =
ZN_<202> (2m)*0(5 +1) kl;[ll“(kQJrl).

3.4 Modeéle GSE

Si le systeme est stable par renversement du temps et mais pas par rotation,
on consideérera une matrice quaternionique réelle dont la loi est invariante par
action du groupe symplectique USpy. Faisons quelques rappels sur le corps
H des quaternions réels. C’est un espace vectoriel sur R admettant pour base
(1,1,j,k) et sa structure multiplicative est défini par:

o 1 est I’élément neutre.

o iZ=j=k>=-1.

o ij=—ji=k
o jk=—kj=1i.
o ki=—ik =j.
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Pour tout g = qo+q1i+¢2j+qgsk, on définit § = go—q1i—g2j—g3k. La conjugaison
inverse 'ordre des facteurs: pqg = gp. Les matrices a coefficients dans H sont
appelées matrices quaternioniques réelles. Soit @ = (g;;) une matrice N x N
quaternionique réelle. Le dual QF de Q est la matrice définie par

(QR) = QJz
Q est dite self-duale si QF = Q.

Il est simple de voir qu’une matrice () quaternionique réelle est self-duale ssi

elle s’écrit
Q= Qo+ Qi+ Q2]+ Qsk

ou (o est une matrice N x N réelle symétrique et @1, Q2, Q3 sont des matrices
N X N réelles antisymétriques. Nous noterons Hy (H) I’ensemble des matrices
quaternioniques réelles self-duales.
Le groupe Symplectique USpy est I'ensemble des matrices S, N x N, quater-
nioniques réelles, telles que SST = Iy.

Théoréme 3.4.1. (admis) Pour toute matrice Q quaternionique réelle self-
duale, il existe une matrice diagonale D réelle et une matrice S € USpy telles
que Q = SDS®. De plus pour toute matrice diagonale réelle D et toute matrice
S € USpy telles que Q = SDST, la suite des éléments diagonauz de D rangés
par ordre croissant est toujours la méme. Ces éléments diagonauz sont appelés
valeurs propres de Q.

Definition 3.4.1. Une variable aléatoire Q & valeurs dans espace Hy (H)
des matrices quaternioniques réelles self-duales de taille N sera dite appartenir
au GSE(N,0?) si les coefficients (Qo)ss , s = 1,..., N, V2(Qo)st; vV2(Q1)st,
V2(Q2)st, V2(Q3)st, 1 < s <t < N, sont des variables aléatoires indépendantes

gaussiennes centrées de variance o>.

Il est facile de vérifier que

N
TrQ* = Z (Qo)3 + (@)% + (Q2)3 + (Q3)%: }

N
Z {(\[2@0)315 + (\[2@1)215 + (\@QQ)MS \[Q?’ 5t} + Z QO ss*

s<t s=1

On identifie H v (H) & RYEN=1 de la fagon suivante. ES‘\'/%E“, E“\;iE“ i,

E-*t_ZEt-*j, E”\EE“k, 1<s<t< N, E,,1<s <N, forment une base or-
thonormale de I’espace des matrices quaternioniques réelles self-duales muni du
produit scalaire X,Y — (TrXY)

On peut donc également définir une matrice de type GSE(N, 0?) comme étant
une variable aléatoire a valeurs dans les matrices quaternioniques réelles self-
duales ayant pour loi

2
#)N@N—l) exp(— TrH

Pyno2(H) =
dN,o() (mo_ 202

)dH, (3.4.1)
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ou dH désigne la mesure de Lebesgue sur ’espace des matrices quaternioniques
réelles self-duales.

dPy > est invariante sous l'action du groupe symplectique i.e pour tout f
mesurable de Hy (H) dans R,

¥S € USpx, Ep, ,(f(H)) =Ep, ,(f(SHSY)
ou encore si Q est de type GSE(N, 0?),
VS € USpy, SQS® a méme loi que Q.

Théoreme 3.3.1 est encore vrai pour une matrice de type GSE(N,o?) avec

B =4

3.5 Les p-ensembles

Soient &; des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne nulle
et de variance 1. Soient Y; des variables indépendantes et indépendantes des &;,
telles que Y; suit la loi de x;g. On rappelle que la loi de x; a pour densité sur
R+

91-t/2,t—1 exp‘”‘2/2

=T

Soit H ](f) la matrice réelle N x N symétrique tridiagonale telles que H ](Vﬁ)(i, j) =
0sili—j| >1, HP(,i) = \/2/8& pour i = 1,...,N et H(i,i + 1) =
Yn_i/vVBpouri=1,...,N —1.

Théoréme 3.5.1 (Edelman-Dimitriu). (admis) Théoréme 4.5.35 [2]

La loi jointe des valeurs propres de H](VB), restreinte auz fonctions symétriques
sur RV, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur RN
et a pour densité,

Remarque 3.5.1. Pour 8 = 2,1,4, on retrouve respectivement la loi des valeurs
2
propres du GUE(N,0?), GOE(N,20%) et GSE(N, %).

3.6 Vecteurs propres GUE, GOE

Notons (O);, respectivement U}, I’ensemble des matrices orthogonales, respec-
tivement unitaires, O telles que la premieére coordonnée non nulle de chaque
vecteur colonne de O est un réel positif.
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Appelons
Mo ={M € H(F), M a ses valeurs propres distinctes}.

Pour toute matrice M dans H(F) aux valeurs propres distinctes A; < ... < A,
notons
®(M) = (0,D)
ou
D = diag(A1, ..., AN)
et
O0=(V,...,Vn) €Oy, resp. Uy

ou Vi,..., Vy sont les vecteurs propres associés a A, ..., Ay tels que la premiere
coordonnée non nulle de chaque vecteur V; est un réel strictement positif.

Considérons le cas orthogonal. Pour tout O € Qp, soit OF = OA, ou A =

diag(e, ..., en) avec €5 = sgn(Ouj), m; = min{i, Oy # 0}. Soit 1) : 0 OF

Théoréme 3.6.1. Soit Wy une matrice de type GOE. Soit (O, D) une variable
aléatoire telle que sur l'événement {Wy € My} de probabilité 1, (O,D) =
O (Wy). Alors D et O sont indépendants et O a pour loi l'image sur @E de la
mesure de Haar sur Oy par .

Preuve:

E(f(0,D))

E (Liwyemoy f(O. D))
= E (I{WNeMO}f((I)(WN)))

- / E<1{OWNOteM0}f( (OWyNO! )))daN( )

0
lwyemo) / H(®(00DO'0)da (0 )

[
&=

Ty f(cb(éDét»daN(é))

I
=

]{WNEMO} /@ f((I)(ONJFADA(OJr)t))dOCN(ON))

(
(
(
(

T f@(O*D(Oﬂt))daN(O))

/ E (f<w<é> D)) da (0)

/@ ) [ 10000, x)aL(X)dax (0),

ou Lp désigne la loi de D. O

On démontre de méme que
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Théoréeme 3.6.2. Soit Wy une matrice de type GUE. Soit (O, D) une variable
aléatoire telle que sur l'événement {Wyn € Mo} de probabilité 1, (O,D) =
®(Wy). Alors D et O sont indépendants et O a pour loi l'image sur U, de la
mesure de Haar sur Uy par ¢ ou

. . , U
Y U = UY, UT = UA, o A = diag(el®, ... e%) avec % = cE

|Um]‘j|7
m; = min{i, Uij 75 0}

Remarques

Avant méme d’établir Théoremes 3.6.1 et 3.6.2, nous savions que la loi de O
serait portée par ’ensemble des matrices orthogonales resp. unitaires dont les
vecteurs colonnes appartiennent a

814\_7—1 = {(Ila ce axN)az |5Z7z|2 =12 G]O,+OO[}

En effet,

Lemma 3.6.1. {M € Hx(F) a un vecteur propre V.= (v1,...,vn) tel que v1 =
0} est de mesure de Lebesgue nulle.

Preuve: Soit M telle qu'il existe A valeur propre de M, et V = (vq,...,un)
vecteur propre associé a A tel que vy = 0; alors A est aussi valeur propre de
M ol M est la matrice obtenue en enlevant la premiere ligne et la premiere
colonne de M. Les polynomes caractéristiques de M et M ont donc une racine
en commun. Leur résultant (qui est un polynéme Q en les entrées de la matrice

M) est donc nul. Or f{hl,Q(hl,...,hNB):O} dhy = 0 puisque pour ha, ..., hy, fixés,

card{hy, Q(hy,...,hn,) = 0} < +oo d’ou la conclusion. O

Apres avoir établi Théoremes 3.6.1 et 3.6.2, nous voyons évidemment en-
core que la loi de O est portée par ’ensemble des matrices orthogonales resp.
unitaires dont les vecteurs colonnes appartiennent &

S;{,fl = {(=x1,... ,xN),Z lz5|? = 1,21 €]0, +oo[},

car

Lemma 3.6.2. Soit G suiwant la mesure de Haar sur Gy. Alors presque
strement Vi =1,..., N, G1; # 0.

Preuve: Ce résultat est évident puisque chaque vecteur colonne suit la loi uni-
forme sur la sphere.
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Chapter 4

Modeles matriciels
Hermitiens de loi invariante
par conjugaison unitaire.
Méthode des polynomes
orthogonaux

Une matrice de type GUFE est une matrice de Wigner particuliere mais elle
appartient également a une autre famille de matrices aléatoires Hermitiennes:
celles dont la loi sur I’ensemble des matrices Hermitiennes N x N admet une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue dH sur I’ensemble des matrices
Hermitiennes de la forme ﬁ exp(—=TrV(H)) ou V est une fonction continue

telle que l'intégrale [;, & exp(—=TrV (H))dH soit bien définie. Dans le cas du

2

GUE(N,0?), V(z) = &5.

202
1
dPy(H) = — exp(—TrV(H))dH
Cn
est invariante sous ’action du groupe unitaire i.e
VU € Uy, Epy, (f(H))=Ep, (f(UHUY))
ou encore si My a pour loi Py,

VYU € Uy, UMyNU* a méme loi que My.

L’avantage de ces modeles est que la loi jointe des valeurs propres est ex-
plicite. En effet, en utilisant la formule de Weyl, on obtient comme on ’avait
obtenu dans le cas du GUE le résultat suivant.
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Théoréme 4.0.1. La loi jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire Her-
mitienne de loi Py, restreinte aux fonctions symétriques sur RY , est absolument
continue par rapport ¢ la mesure de Lebesque sur RN et a pour densité

(x1,...,@ )r—>exp< ZV >H|ﬂkaj|2,
j<k

ou Zn est une constante de normalisation.

La loi jointe des valeurs propres ordonnées \y(Mpy) < -+ <---Ay(My) d’une
matrice My aléatoire Hermitienne de loi Py, est absolument continue par rap-
port a la mesure de Lebesgue sur RN et a pour densité

N
N!
(JJ17 A ,l'n) — f1x1<...<xN €xXp <_ Z V(xb)> H |‘Tk - 'rj|67
ZN i=1 <k
o ZN est une constante de normalisation.

De plus, nous allons démontré que cette loi a une forme déterminantale
rendant souvent possible une analyse des propriétés locales du spectre.

4.1 Préliminaires sur les polynémes orthogonaux

(cf p 382 [12])

Soit 1 une mesure sur R telle que:

-Y={reR,u(zr —e,x+¢€) >0,Ve > 0} contient un nombre infini de points,
- pour tout k > 0, [ |z|*du(x) < +o0.

Nous allons déterminer des polynémes (P, ),en tels que

/Pn(a:)Pm(m)du(x) = Onm, pour tout n et m, (4.1.1)

et Py(z) = appx™ + -+ ano, apn >0, pour tout n. (4.1.2)

Définissons pour tout 7 > 0,
A, =det M,

ot My = [miyjl; o o mk = [2Fdp().

Remarquons que pour tout y € R™ 1,

M,y,y) Zyzy/ # i dp() /Zyz

4,7=0

Ainsi, il est clair que M,. est définie positive et donc pour tout r > 0, A, > 0.
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Proposition 4.1.1. Soient Py = ——— et pour r > 1
\/7 - ’

Jdu
mo mp - My
mi ma - My41
P.(z) = (AyA,_1) "V /2 det
My—1 My - M2r—1
1 T x"

Les P, vérifient (4.1.1) et (4.1.2).

Preuve: Il est clair que
Po(z) = (ApAp_1) Y2 A, 2" + ..,

Donc (4.1.2) est vérifiée.
Par linéarité, pour tout j < r,

e e
my ma cee mMry1
/ 2 Po(@)dp(z) = (A A,_1)~Y/2 det
My my te mMor—1
faldu(e) [ dpte) [ dut)

La derniere ligne est égale a I'une des autres lignes au-dessus donc
/:EjPr(x)d,u(z) =0.

Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer que [ P(z)*du(z) = 1.

/ P (2)2du(z) = / ((ATAT_1)71/2AT_196T ¥ ) Py (2)dp(z)

(A A1) Y2%A, 4 / 2" P (x)dp(x)

mo my ... m,
my ma T Mpri1
= (ATA,,,l)’lAr,l det
mMy—1 my e mor—1
Jardp(z) [ du(e) - [2*du()

= 1.0

zP,(z) étant un polynéme de degré r + 1, il existe des constantes C, j,j =

0,...,7+ 1, telles que
r+1

2Pr(z) = Cy;iPj(x).
=0
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Si r = 0, .’L'Po(l') = CO’OP()({L‘) + C()’lPl(l‘).
Soit r > 1. Pour tout [ < r — 1,

r4+1

0= [P @R@du@) = Y Cry [ Pi@)P(@)duta) = o

j=0
Ainsi pour tout I <r—1, C,; = 0.
Nous obtenons donc pour tout r > 1,
IPT(SC) = Cr,r—lpr—l(x) + OT,TPT(SC) + Or,r+1Pr+1(x)-
Posons pour tout [ > 0, a; = [ @P?(x)du(z) et by = [ xPy1(z)P(z)dp(z).
Il est facile de déduire que les P, vérifient les relations de récurrence:
xP()(Z‘) = boPl(x) + aOPo(x),
vP(z) = b Py1(x) + aP(x) + b1 Pa1(x), 1> 1.

Supposons de plus & partir de maintenant que du(x) = w(x)dz pour un certain
w:R = RT.
Posons )

Ui(z) = {w(2)}* P(2),

et
Ko(z,y) =Y Ui(@)Wi(y).
=0

Nous avons
n—1
/Kn(a?,x)dx = Z /w(m)Pf(x)da: =n.
1=0

De plus

n—1ln—1

/ Kn(o,)Knly, 2)dy = 35 / () W1 ()W ()W (2)dy
1=0 j=0

n—1ln—1

= S S ww ) [ e Rw)P 6

1=0 j=0

n—1
= Z (@) (2)
1=0
= K,(z,2z).
Aussi K,,(z,y) est appelé noyau autoreproduisant.

En utilisant la formule de récurrence vérifiée par les P, on obtient tres simple-
ment la formule de Christoffel-Darbouz:

Kn<x, y) — bn—]_ \I/n(-r)\l/n—l(y; : ;I/n—l(af)\lln(y) .

(4.1.3)
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4.2 Forme déterminantale de la loi jointe des
valeurs propres

Considérons une fonction V' de R dans R, continue, telle que I'intégrale [, & exp(=TrV(H))dH
soit bien définie, et la loi associée Py sur 'ensemble des matrices Hermitiennes:

APy (H) = CLN exp(—TrV (H))dH. (4.2.1)

Soient P; les polynémes orthonormaux associés & p(dz) = w(z)dz = exp(—=V (x))dx.
Nous avons vu que la loi jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire Her-
mitienne de loi Py, restreinte aux fonctions symétriques sur RY, est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY et a pour densité

2
PN (X1, .. ) = —exp < ZV T ) H |z — 5%,
j<k
ou Zp est une constante de normalisation.

Nous avons
2

1 1
1 N
H |lz), — x4|% = { det
gk N-1 o N-1
T Y

Soit ;1 le coefficient de z7~! dans P;_1 (). Multiplions la ligne N du déterminant
de Van Der Mond par yy_1 et ajoutons une combinaison linéaire adéquate des
N —1 lignes précédentes pour obtenir Py_1(21) ... Py—1(zy) comme derniere
ligne du déterminant. On continue ainsi en remontant jusqu’a la premiere ligne:
on multiplie la ligne j par ;1 et on lui ajoute une combinaison linéaire adéquate
des j—1 lignes précédentes pour obtenir P;_1(z1) ... Pj—1(xn). On obtient ainsi

Po(aj]_) Po(.’BN)

1 N
PN(T1, . Tp) = TN T P (—ZV(@) det : : :
(Hl 0 ’W> i=1 PN,l(xl) PNfl(l'N)

En faisant rentrer, pour chaque i, exp (—%V(xl)) dans la i éme colonne on
obtient

\110(1'1) \I’()({L‘N)
1
PN(T15 .oy n) = ———x——— { det : : :

Zn (15" n)? \I/N:l(xl) \Ifoi(CUN)

Définissons la matrice
U= (\I’i—l(mj))lgi,jgN'
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On a (Qu désignant une certaine constante de normalisation)

PN (X1, o ) = QN ——(det ¥)? = QN det ("W).
Or
N1
Up(x)Vs(z;) = Kn(zi, xj).
k=0
Ainsi
(21, an) = Q—Ndet ((Bn(@i25)1 i) -

Lemma 4.2.1. (c¢f Théoréme 5.2.1 [12])
Soit Jn = (Jij)i<ij<n une matrice Hermitienne N x N telle que

o (a) Jij = f(wi, xj)
o (b) [ f(z,x)du(z) =C
o (c) [ flz,y)f(y,2)du(y) = f(z, 2)

pour une certaine fonction f, une certaine mesure p et une certaine constante

C. Alors
/det JNdu(:UN) = (C —N+1)det Jy_1

ots Jy_1 est la matrice N —1 x N — 1 obtenue en enlevant la derniére ligne et
la derniere colonne de Jy .

Preuve du Lemme 4.2.1: Pour toute permutation o dans le groupe symétrique
Sy, notons €(o) sa signature:

6(0’) — H O(Z) _U(j).

P
1<i<j<n J

/det Indup(zy) = /f T1,To(1))  F(@N, To(n))dp(TN ).

UESN
e Sig(N) = N, alors en utilisant (b),

/f T1,24(1))  f@N, Tovy)dp(rn) = f(961,$a(1))"'f(!ENA,%(N—l))/f(fCN,xN)du(mN)
= Cf(x1,750))  f(@N-1,To(N-1))-

Ainsi

Z 6(0—)/f(xlvxa'(1)) o f(II?N,xG(N))d/L(!EN)

€Sy
o(N)=N
= C Z e(m)f(x1, 20 1)) - fl@N-1,Tr(N-1))
TESN -1
= CdetJN_l.
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e Si o(N) =k < N alors il existe j < N, o(j) = N. Pour un tel o, en
utilisant (c),

ff(l'la xo(l)) T f(CEN,ﬂCg(N))dM(CUN)

/f(xl,l’au)) o (@i Te-1) f(@g ) (241, To(irny) - f(2n, zk)dp(zn)
= fl@n,200))  f(@i1, Tog—1)) (@5, 20) (@41, Toggr) - F(EN—1, To(n—1))-

Soit ¢ la permutation de Sy_; définie par
6(i)=0c()siie{l,...,N—1}\jet 6(j) =k.
Soit ¢ la permutation de Sy définie par
gi)=06(i)siie{l,...,N—1} et 6(N) = N.
Soit 7 la transposition de Sy définie par
7(k)=N,7(N)=Fketr(i)=1isii ¢ {k,N}.

11 est facile de vérifier que 76 = o si bien que

€(o) = —€(6) = —€(6).

Ainsi

> clo) [ fanaw)  Flon.ogn)dutan)

o€ Sy
o(N)#N
N—-1N-1
= Z (o) f(x1, o)) - f(@j-1,Toi—1)) (@), k) f(@5 401, Togirn)) - F(@N—1, To(n—1))
LAl sy
o(N)=k
o(j)=N
N—-1N-1
=— S €0 fanweqy) - F @1, ma(-1) (@ o)) F (@541, Toi41) - f(EN-1, To(v—1))
k=1J=1 5 c Sn_;
a(j) =
N-—-1
- detJN_1 Z—(N—l)detJN_l.
k=1

Le résultat en découle. O

La matrice (Kn(2i,2;)),<; j<y vérifie les conditions du lemme précédent
avec C'= N, du(xz) = dx. On obtient ainsi en itérant ce lemme:

/ det ((KN(xi,xj))lgiijN) dzyess ... dzy = (N—k)! det ((KN(xi,xj))lgi’jSk) .
RN-k
(4.2.2)
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En particulier
/det ((KN(xi,xj))1<ij<N) dxy...dry = N!, et donc Qn = N

On a donc établi la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. La densité par rapport d la mesure de Lebesque sur RN de
la loi jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire Hermitienne de loi Py
définie par (4.2.1), restreinte auz fonctions symétriques sur RN, peut s’écrire

PN (X1, oy Tpn) = % det ((KN(aci, mj))lgi,jgN) (4.2.3)
ou N1
Kn(ziya;) = Y {w(@)}/*{w(z;) Y Pi(a:) Pu(x;),
1=0

w(z) = exp(—V(x)),
les P; sont les polynomes orthonormauz associés d w(x).
De (4.2.3) et (4.2.2), nous pouvons déduire que pour tout k dans {1,..., N},

N!

R n(z1,...,2) := m /]RN—k pN (21, ..., xN)dTptq ... dey = det ((KN(xi7xj))1§i,j§k) .

Ry n(z1,...,x5) est appelée la fonction de corrélation & k points.
Ces fonctions de corrélations sont tres utiles dans le calcul de nombreuses quan-
tités. Voici quelques exemples.

1. La densité d’état
Soit

1 N
mzﬁga.

Soit ¢ : R — R continue bornée.

B ( [ ot)inx @)

N
1
N /RN ;d)(xi)pgv(xl, cooxn)dry..dey

/ ¢(m1)pN(x1,...,xN)dx1...de
RN

/]R ¢(1‘1)%R17N(]}1)d1‘1.

Proposition 4.2.2. La mesure sur R définie par, pour tout borélien A,
un(A) =E(in(A)), est absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue et admet pour densité + Ri y(z) = & Zﬁvz_ol(Pl (x))? exp(—V(x)).
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Autrement dit, pour tout Borélien B, [, Ry ny(x)dz est espérance du
nombre de valeurs propres appartenant a B.

. Le nombre moyen de paires de valeurs propres dans un Borélien
donné
Soit un Borélien B.

/ R27N(1‘1,$2)d$1d$2 N(N— 1)/13(£1)13(l‘2)p]\7($1,...,xN)dxl...d]}N
BxB

= Z /13(1’1)13(1‘2)]?]\{(1‘1,...,(EN)del...d{,EN
(1,5),i#35

= Z /lB(fUi)lB(xj)pN(fﬁ,u~,$N)div1 ..dxy
(1,9),i#35

= / Z lB(xz)lB(x]) pN(xl,...,xN)dxl...dJ;N

(4,5),i#5

= N'/ Z lB(l‘i)lB(LI}j) pN(xl,...,xN)dxl...
r1<...<TN

(4,5),i#5
= E(card{(\;,\j) € BxB,i#j}).

ol A\ <... < Ay sont les valeurs propres ordonnées de M.

. Le nombre moyen de valeurs propres successives qui sont a une
distance plus petite que s.

(Admis cf section 5.5 [6])

Pour tout s > 0 et toute matrice N x N Hermitienne M, soit

S(s,M)=-card {1 <j<n—1:X41(M)—X\(M)<s} (4.2.4)

ot (A1,...,An) sont les valeurs propres ordonnées de M. Alors si My est
une matrice aléatoire Hermitienne suivant la loi Py définie en (4.2.1),

71 m —+oo s s
E(S(57MN)) = Z (in—)l)'/ dT’/O A Rm(rvy2+ra"'aym+r)dy2"’dym-
m>2 Yoo

. La probabilité qu’un Borélien corresponde a un “trou” dans le
spectre.

Soit f une fonction bornée sur R. Soient (A1,...,Ax) les valeurs propres
non ordonnées d’une matrice aléatoire Hermitienne My suivant la loi Py
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définie en (4.2.1). On a

[T +f<m>]

i=1

E

N
L T0+ st e dex

2

k=111 <...<ip

1 —i—ZC’;{}/N Hf(xi)pN(xl,...,xN)dxl...dm
i=1

1+z Z / flziy) - flas )pn(z1, ... xn)dey .. dey

N

k
= 1+Z il /Rkl_[lf X; RkN(xl,...,xk)dxl...dxk.
(4.2.5)
Soit A un Borélien de R.
N
PN ¢AVI=1,...,N) = E(|J[0-1a(\)
=1
N
= Z RkN X1, ,xp)dry - - dxg.
k=1
(4.2.6)
4.3 Estimation des probabilités Ay(m, B) en ter-
mes de déterminant de Fredholm
4.3.1 Déterminants de Fredholm
(cf paragraphe 3.4 [2])
Soit (X, ) un espace mesuré tel que pu(X) < co. Soit K : X x X — C mesurable
borné et M tel que ||K| := sup yexxx|K(z,y)| < M. Le déterminant de
Fredholm de I — AK pour A € C est défini par
00 m K(xl,ml) K(l‘l,l‘m)
Det(I-AK) =1+ (=) Lo du(zy) - - dp(a,)
= o N : : : 24T M\ T )-
m=1 K(@m,z1) ...  K(Tm,Tm)

Proposition 4.3.1. La série converge pour tout A et Det(I — AK) est une
fonction entiére de \.

Lemma 4.3.1. (Inégalité de Hadamard) Soit A une matrice Nx N a coefficients
complexes. Soient Ay, ..., AN les vecteurs colonnes de A. Alors

|det A] < [|Ay]]-- - [[An ]I,
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ot

1451 =yl + - + a2

Preuve: Si det A = 0, le résultat est trivial. Supposons A inversible. Il ex-
iste une matrice unitaire U telle que U A soit triangulaire supérieure. Or on a
trivialement

|det UA[ < [[(UA)]]--- [(TUA)N.

Le résultat découle alors du fait que |det UA| = |det A| et |[(UA),|| = [|UA,|| =
14;]- B

Preuve de Proposition 4.3.1: D’apres I'inégalité de Hadamard,

K(xy,21) ... K(xi,2m)
S < mm2pm.
K(zpm,z1) ... K(xm,zm)
Appelons
( l)m K(z1,21) K(z1,zm)
Ay = il / - d,u(l'l) - dﬂ(xm).
K(zm, 1) coe K(xm, Tm)

On a |apm| < upm = %mmmMmu(X)m, avec lim,, 100 % = 0. Le rayon de

m
convergence de la série entiére correspondante est donc infinie. O

4.3.2 Probabilités Ay(m, B)

Soit B un ensemble borélien borné de R. Pour 0 < m < N, on note Ay (m, B)
la probabilité pour que la matrice hermitienne My de loi Py ait exactement m
valeurs propres dans B. Ay (0, B) est la probabilité que B soit un “trou” dans
le spectre de My.

Proposition 4.3.2.
AN<O,B) == DetB(I - KN)

ou l'indice B signifie que le noyau Ky est restreint a B x B.

Preuve: D’apres (4.2.6)

N k
-1
PN ¢BVI=1,... N) = 1+Z( k') Run(ers - \a)day- oy
k=1 ' Bk
X (=)
= 1+Z k! Lk det ((KN(x“x]))lglJSk) dl’l

dxk.



Pour tous z1,. ..,z dans R¥,

-1
(KN(xivxj)hgi,jgk = Z Xi.
=0

ou \Ill(xl)
X = (\I/l(wl)\lfl(l‘m)) .
\Ill(xm)

(KN(xi,xj))1<ij<k est donc au plus de rang N et pour k > N,

det ((KN(xiaxj))lgi’j§k> =0.

Ainsi

(-1"
|

AN(O,B) :1+Z 2 /Bk det ((KN(xi,xj))lgi’j§k> dxl...dxk:DetB(I—KN).D
k=1 ’

Proposition 4.3.3.

1 d
AN(m,B) = m(—%)mDetB(I— ZKN)|Z=1'

Preuve: Nous avons

AN(m,B):/N Z HIB(xi)H(l—lB(asj))pN(Jcl,...,J:N)dx1~--da:N,

RY cep,, ice jee
(4.3.1)

ot P,,, désigne ’ensemble des parties de m éléments de {1,..., N}.
D’autre part

N K
Detp(I —zKn) = Z ( ]j) /k det ((KN(xivxj))1<i,j<k) dzy -+ -dxy
k=0  ’B -

Pour z fixé, posons f, = —z1p. D’apres (4.2.5),

N
Detp(I — zKy) E [H(l + fz()\i))‘| (4.3.2)

i=1

N
E l (1- ZlB()\i))]

i=1

N
= / H(l—Z]B(l‘i))pN(xl,...,l‘N)dl‘l"'d.%'N.
RY i1

(4.3.3)
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Or, on peut démontrer aisément par récurrence sur m que pour tous aq, . .. an

fixés,
() 0t 5 T

i=1 ECPm i€E  jEE
Proposition 4.3.3 découle alors de (4.3.1) et (4.3.3). O
Le résultat suivant sera fondamental pour obtenir des résultats asympto-

tiques quand N — +oo.

Proposition 4.3.4. Soient (Fn)n>o et F' des noyauz bornés sur X x X tels
que imy_ 400 ||[Fy — F|| = 0. Alors quand N — 400, Det(I — A\Fy) tend vers
Det(I — AF), la convergence étant uniforme en A sur tout compact de C.

Lemma 4.3.2. Soient F(x,y) et G(x,y) deur noyauz bornés.
[det ((F (o 23))1 i 5m) = et (G a)igysam )| < m* "/ 21E-Gllmax{ Pl G}
(4.3.4)

Preuve Pour tout £k = 1,...,m, définissons

G(xi,xj) sii<k
HZ.(;?) = F(zi,zj) — Glag,x;) sii=k
F(as,z;) sii>k

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chaque ligne, on ob-

tient det ((F (i, 2)),c; 1<, ) — det ((G(20,2,), <) = Sy det HO). Le
résultat découle alors de I'inégalité d’Hadamard. O
On déduit alors facilement la proposition 4.3.4.

4.4 Application a I’étude du régime local pour
le modele du GUE
Polynémes d’Hermite

Definition 4.4.1. Le [-ieme polynome d’Hermite h; est défini par

hi(z) = (—1)le’”2/2d—le_’”2/2 (4.4.1)
: 77 . 4.
Remarque 4.4.1. Dans la littérature, le [-iéme polynome d’Hermite est souvent

défini par (—1)leg”2 d‘f:, e~ mais nous adoptons ici la définition adoptée par [2].

Lemma 4.4.1. (¢f Lemme 3.2.5 [2]) Les polyndmes d’Hermite satisfont
1. f]R hk(x)hl(x)e*mQ/de = /2mk!éy,.
2. xhy(x) = hpy1(x) + nhp_1(x) pour n > 1.
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3. bl (z) = nhp_1(x).

2 2

Dans le cas du GUE(N,1), V(z) = %, w(z) = exp(—%) et les P sont
définis par

2
x
/exp(—?)Pl(x)Py(a:)dx =0
Ceci implique que
hi(z)
VAV 2ml!

ou h; est le | itme polyndéme d’Hermite défini en (4.4.1). En utilisant 2) du
Lemme 4.4.1, nous voyons que les P, satisfont la relation de récurrence:

Bi(x) =

2P, (z) =vVn+ 1P, 11 +v/nP,_1(x), pour n > 1.

De plus, le noyau défini par

N-1
Ky(z,y) = Z V(@) ¥i(y)
k=0

ou )
T

Wi(2) = exp(~ 1) P(a),

peut encore s'écrire d’apres la formule (4.1.3),

KN($7y) _ \/N\I’N(x)qllv—l(y) — \IJN—l('T)\IjN(y) ) (442)

r—=y

Enfin en utilisant 3) du Lemme 4.4.1, nous obtenons que
v (z) = —gxyn(:@) /A, (2). (4.4.3)

Nous avons vu que pour tout Borélien A de R.

N k
-1
P(AI¢AaVZ:1a7N):1+§ ( ) / Rk,N(l‘l,"',Jfk;)dxl"'dxk.
= k! Jar
Soit [a,b] un intervalle borné de R, ap € R et (an)n>o une suite de réels
strictement positifs.

A

P(oz]\;(\/—]lv —ag) ¢ [a;b,VI=1,...,N)

P\ ¢ Ay, ¥l=1,....N)

(_1)k
= 1+ / Ry n(z1,--- ,2p)dzy -
k§:1 B sk kN (71 k)dx1
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ouAN = [ao\/ﬁﬁ—“‘/ﬁ;ao\/ﬁ—k%’?] et R n(21,...,2) = det ((KN(m“mj))lgi,jgk)'

Qn

m
Pour tous z1,...,x, dans R™,

N-1
(KN(Q?i,ﬂ?j))lgi,jgm = Z X
k=0

ou
\Ilk(scl)

\Ijk(xm)

(Kn(@i,25)) 1< j<, est donc au plus de rang N et pour m > N,
det ((KN(xiaxj))lgi,j§m> =0.

Ainsi

P(ozN(\;\]lv—ao) ¢ la:b,Vi=1,....N) =1+
k=1

Effectuons le changement de variable y; = an( fﬁ — ap) dans chaque intégrale:

(-n*
!

= /A det (K (i), <, o) doy - .

N

Plan(Jk —ao) & [a;b], ¥l =1,...,N)

= (—1)* VN /N /N

= 1+Z( k') / det (KN(aovNer ,aovN+yj)> dyy -+ - dyx
k=1 o Jlad] an N ON S ci<n

= Detjy(I — Ky) (4.4.4)

ol
~ N N N
KN(x,y) = £K}v(@0\/ﬁ+ i,ao\/ﬁ—F M)
an an an

Ou un peu plus généralement, pour tout Borélien borné B,

Pan( al —ag) € BVl=1,...,N) = Detg(I — Ky) (4.4.5)

vV N
ou
- VN v N vV N
Kn(z,y) = —Kn(agVN + L,aovN—F Z/7)
N aN N
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4.4.1 A Pintérieur du “bulk”

Si Wi est une matrice de type GUE(N, 1), presque stirement la mesure spectrale

empirique de W—\/% convergeant étroitement vers la loi du demi-cercle pg., on a

pour tout a €] — 2; 2],

v i
— —a| = 0 p.s.
1111:1{1|\/N a‘ N—+oo U P
On peut s’interroger sur la vitesse de cette convergence. Notons pg. la densité
de la loi du demi-cercle pg..

psc(t) = %1[_2;21 (t) V 4 —t2.
Pour un intervalle I le nombre de valeurs propres tombant dans I étant de ’ordre
de Nuse(I), siI =In =]a—en;a+ en|, avec a €] — 2;2[, le nombre de valeurs
propres tombant dans Iy est donc de 'ordre de 2N ey psc(a). On conjecture donc
une vitesse de l'ordre de % Nous allons présenter en détail le cas techniquement
plus facile @ = 0 qui nous ramene a considérer les asymptotiques des probabilités

AN(O,\/—BN).

Asymptotique des probabilités Ay (0, %)

Proposition 4.4.1. Soit B un Borélien borné de R. Alors

. B

ou S est le noyau sinus:

1sin(x —y
S(z,y) = wag—y)'

Preuve: Choisissant ap = 0 et ay = N dans (4.4.5), nous obtenons

i) = Detp(I — Ky)

An(0, o

ol
~ 1 T Y

Kn(z,y) = 7KN(\/7N’W

N -

Proposition 4.4.2.

lim sup \f(N(JJ, y) —S(z,y)| =0
N—+o00 (z,y)eBxB

Preuve: En utilisant (4.4.2), on obtient

Un () ¥N-1(Fs) — v () ¥ ()
z—y

Kn(z,y) = VN

()



Puis en utilisant (4.4.3) et le fait que pour toutes fonctions différentiables f et
g sur R,

f@)g(y) — flyglx) (f(w) —f(y))g(y) ) (g(x) —g(y)>

r—=y r—y r—=y
1
= g(y) | [ ({tz+(1—2t)y)dt
0
1
1) [ gt - oyat (4.46)
0
on obtient
KN(xvy)
y [ y y [ x
:\IIN,l—/\I/s —l—l—s—ds—\I/N—/\Ilfs
() [ e 19— (o) [ W
Yy
= \I/Nfl(iN)/O {\/N\I/Nfl(z)_7\IIN(Z)}|zfsﬁ+(1 s)ﬁds
Y
,\I/N(iN)/O { N*l\I/N_Q(Z)ff\I/N_l(Z)}|Z:Sﬁ+(1 S)J%ds
Posons ;
S,(t) = NY40,(—=).
) ()
Lemma 4.4.2. Soitv = N —k avec k fizé indépendant de N . Sy(t)—ﬁcos(t—

) converge vers zéro quand N — +o0 uniformément en t dans tout intervalle

borné.

Preuve: L’obtention du Lemme 4.4.2 est basée sur la réécriture suivante des
polynomes d’Hermite

1 6x2/2
a VA2l V27

et I'utilisation d’une méthode de Laplace.
(4.4.7) découle du fait que

P,(z) (i) e~ 12—k e (4.4.7)

e—x2/2 _ 1 6—52/2—i£xd§.

Vor
En effet, on obtient ainsi
2 d” 2
h, —z*/2  _ 1V —x°/2
()e (1) e
1 2 ,

_ co\v, —E& /2—1fxd

= —= [ (i) ,
V21 /( 2 ¢
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puis (4.4.7). On en déduit que pour tout ¢ fixé,

S,(t) = NYig, (7)

/4 4
_ N eN/(zﬁ) 5/2z£\ﬁd§

_ N1/4 €N 1/\/>V+ /é-u —Ng*/2— 1§td§

1/4 v )
— ‘]37' (;41;5 iu\/ﬁ +1 /(56752/2)N€72€t£V7Nd€
12 )4

Dans les lignes suivantes tous les o(1) seront uniformes en ¢ dans tout intervalle
borné. D’aprés la formule de Stierling, ! = v27v (£)” (1 + o(1)). On obtient

ainsi

Sy(t) =

N1/4 elTv
2mw (¥)" ()

- 5 (ﬁ) HIVN [(g €N N (14 o)

= L EIVF [l SRV (1 o1).

iu\/ﬁu-‘rl /(56_62/2)N€_i£t£U_Nd£ (1+0(1))

3
4

S, (t) étant réel, on en déduit
Sult) = oee VAV [ Jeen€ IR [Gsign(€) e € Vd (14 o(1)
- fezf/ (€e~€/2)VR [7e~ ) - Ndg (1 + o(1))

= ;67\/N 0 T (eI cos (ug—gt)ngdg (1+ o(1).

Ainsi

Sy (t —ez \F/ /)N o5 (et) €7 NdE (1 + o(1).

1 N Foo 2 ™
Siri(t) = —e¥VN [ (672N cos (T —€t) €7Ndg (1+o(1).

0

1 +°°
Sarya(t :;eg\/ﬁ/ e - )N cos <2gf§t) €Nde (1+0(1).
0

+oo
Surya(t) = %e% iy (€€ /2N cos (3% - §t> e Nde (14 o(1).
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v— N étant par hypothese indépendant de IV, les dernieres intégrales sont toutes
de la forme [ f(z)Vg(z)dz avec f : R — R admettant un maximum global.
Pour déterminer un équivalent de ces intégrales, nous disposons de la méthode
de Laplace.

Définissons tout d’abord les familles de fonctions suivantes. Soit f : R —
R*. Soit @ € R et e, 50, K, L, M des constantes strictement positives. Nous
désignerons par G(f,a, €9, S0, K, L, M) Pensemble des fonctions mesurables g :
R — R satisfaisant les conditions suivantes.

L |g(a)| < K
2. Sup0<|m—a\§eo |W| < L.
3. J (o) olg(e)lds < M.

Théoréme 4.4.1. (c¢f Théoréme 3.5.3 [2]) Soit f : R — R une fonction telle
qu’il existe a € R et des constantes strictement positives €q et ¢, tels que

° f(x)gf(x/) sia—e<z<2 <aoua<zr <z<a+e

o Ve < o, sup|,_g s f(#) < fla) — ce®.

o f est deux fois continuement dérivable sur Ja — 2ep; a + 2€g].

e f'(a) <.

Alors, pour toute fonction g € G(f,a, €, S0, K, L, M), on a
2m f(a)

~ [(a)

De plus pour tous f,a,e€q, So, K, L, M fixés, la convergence est uniforme sur
g(f7a7607505K7L7M)'

Jim V(@) [ Fla)glands = ola).

Preuve du Théoréme 4.4.1
Soit pour s > 59, €(s) = €o(s0/5)3. On a €(s) =4y 100 0, 5€(5)% =440 +00 et
€0 = SUPg>, €(8). Pour s > s,

/ﬂﬂwwﬂ=ﬂ®h+b+h

ou

hz%;wﬂﬂﬂ@%@Mw
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Pour |t| < 2¢, soit la fonction continue

h(t) = /0 (1= 1)(log f)" (a+ rt)dr.
On a h(0) = f (a)/2f(a). De plus pour |z — a| < 2eo,
f(@) = f(a) exp(h(z — a)(z — a)?).

Ainsi

/ exp (h(t/V/s)t?) dt
[t|<e(s)v/s

: —s _ oo ex 2 . 727Tf((1)
Jim V@~ h = [ eptOf)d = -

On a de plus |I| < Le(s)I; et donc
lim +/sf(a)"°Iy = 0.

s——+oo

et donc

Enfin, puisque €(s) < €o, [I3] < M sup, |;_qjse(s) [[(@)]°7%0 < M f(a)*=0 (1 - %) -

et donc
lim /sf(a)™*I3 =0.0

s—+o00

On applique le théoreme 4.4.1 a chacune des intégrales apparaissant dans
Sr+i(t), i =0,...,3 (la fonction g change donc mais pas f). f a un maximum
enz=1. f(1)=e 2, f/(1) =0, (1) = —2e~'/2. Le résultat obtenu peut se
reformuler par la conclusion du Lemme 4.4.2. O

On a alors Ky (z,) équivalent quand N tend vers Iinfini &

1 (cos(y - 7T(N_l))/o cos(tx + (1 —t)y — M)dt

s 2 2
N[ N -2
—cos(y — 7r—)/ cos(tr + (1 —t)y — 71-())dt>
2/, 2
1 sin(z—y)

qui est en fait égal par des formules trigonométriques a . La proposi-

tion 4.4.2 en découle. O

T -y

D’apres la proposition 4.3.4, nous pouvons en déduire que

lim Detp(I — Ky) = Detg(I —S).0

N—+o00
Corollaire 4.4.1.
lim Ay (m, =) = —(=Lym Dety(1 - 28)|
Nooo SN ) = etall T 2=



Asymptotique des Ay (0,avN+] — D, a€]—2;2[, t>0.

b t
2\/Npsc(a)’ 2\/ﬁpsc(a)
Soit a €] — 2;2[. Soit ¢t > 0. D’apres (4.4.4) (avec ap = a et ay = Nps.(a)),

B _ A I S S S RV
AN(O’ a\/ﬁ * ﬁ) a P(N <\/N ) ¢] Zpsc(a) , stc(a) [7 v b N)
= Dety_y.5(I - Kw)
_ 1 1 1
Ky(z,y) = ——=Kn(aVN + 2————=,aVN + y——=).

PSC(G)\/N

On peut en fait généraliser Proposition 4.4.2 (voir Remarque 4.4.3) et obtenir:

Proposition 4.4.3.
N2+ @ y)el- 4341

ot S est défini par

- 1 sinfr(z —y)] (4.4.8)

S(z,y) =
(z,9) pr—y
Remarque 4.4.2. On retrouve Proposition 4.4.2 en choisissant a = 0 dans

Proposition 4.4.3 et en remarquant que psc(0) = %

D’apres la proposition 4.3.4, nous pouvons en déduire que Va €] — 2;2],
Vi > 0,

. NN ~
NEI:I‘:OOP (2psc(a)ern_1{1|\/N —al > t) = Detj_t, /(I =8).

Proposition 4.4.4. (Admise)

Det]_%é[(I—S) = ].—F(t)

ot F(t) est la fonction de répartition d’une mesure de probabilité,

P01 ([ %),

ou o est l'unique solution de ’équation différentielle:

/ ’

(z0” (2))? + 4(z0 (2) — o(2))(a0 (z) — o(z) + (0 (2))?) =0,

avec o(z) — (2z — i—zxz) —2-0 0.
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Loi des espacements entre valeurs propres:

Les probabilités de “trous” sont intimement liées aux espacements entre
valeurs propres. En effet, de maniére heuristique pour tous z < y,

P (au moins une valeur propre dans [y;y + Ayl,

aucune valeur propre dans [z + Az;y[ | au moins une valeur propre dans [z, z + Ax[)

_ 1
P(au moins une valeur propre dans [z,z+As])

xP (au moins une valeur propre dans [y;y + Ay,
aucune valeur propre dans [z + Az;y[,au moins une valeur propre dans [z, z + Ax|)
Or P (au moins une valeur propre dans [y;y + Ay],
aucune valeur propre dans [z + Ax; y[, au moins une valeur propre dans [z, z + Az])
= P ( aucune valeur propre dans [z + Az;y[, au moins une valeur propre dans [z, z + Az|)

—P( aucune valeur propre dans [z + Az;y + Ay[, au moins une valeur propre dans [z, x + Ax[)
= An(0, [z+Az;y[)—An(0, [z, y) —{AN(0, [z + Az;y + Ay[) — An(0, [z,y + Ay[)}.

Ainsi
P (au moins une valeur propre dans [y;y + Ay,

aucune valeur propre dans[z + Az;y[ | au moins une valeur propre dans [z, z + Az|)

_ AN(Ov [‘T + Ax,y[) — AN(07 [xvy[) — {AN(07 [‘r + A(E; Y+ Ay[) — AN(Ov [:v,y + Ay[)}

Az 1-An(0,[z,z+Ax])

En faisant tendre Ax vers zéro, le dernier terme de 1’égalité précédente tend
vers
%AN(Ov [1”7 y[) B ('%AN(Ov [SL‘, Y+ Ay[)
Rl,N($> '

(En utilisant le fait que An(0, [z, + Az]) =1— fx+Ax

€T

Ry n(u)du+ O(|Az|?))

limay—o0 ﬁ lima,—0 P (au moins une valeur propre dans [y;y + Ayl,
aucune valeur propre dans [z + Ax;y[ | au moins une valeur propre dans [z, z + Az|)

__;67214 (0, [z, y[)
Ry n(2) Oyox N T Y-

On admet le théoreme suivant.
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Théoréme 4.4.2. Soit tn une suite telle que, quand N — +oo, ty — +00
mais ty /N — 0. Définissons pour tout s > 0 et tout u €] — 2;2[, pour toute
matrice N x N Hermitienne M,

1 S tN
M)=—-card {1 <j<N-1: A1 (M)- (M) < ———, | Ai(M)—u| <
S5, M) = gi—card {1 € < N=1: dya (M)=1(M) € s 0 —u] < 25
(4.4.9)
ot (A1,...,A\N) sont les valeurs propres ordonnées de M. Soit Wy une matrice

de type GUE(N,1). Alors,

(s s08)) - [

2
T

S étant défini par (4.4.8). p est la densité de la loi locale des espacements appelée
loi de Gaudin.

ol

p(t) Detg (I — S),

4.4.2 Fluctuations de la plus grande valeur propre autour
de 2

Pour un intervalle I le nombre de valeurs propres d’une matrice de type GUE(N, 1)
renormalisée par v/N tombant dans I est de l'ordre de Npyg.(I). Puisque
N% ;25 V4= 22dz ~ CN§3 pour ¢ petit, on va se placer dans une fenétre
de taille de l'ordre de # Soit [a, b] un intervalle borné de R. D’apres (4.4.4),

3
Al

P(N%(\/N

—2) ¢ [a;b],Vl=1,...,N) = Det{y (I — Ky)

ou

Kn(z,y) = N"YSKN(@2VN +aN~Y6 2/ N 4+ yN~1/6).
Proposition 4.4.5.

lim sup |f~(N($7y) —A(z,y)| =0
N=+00 (4,y)€[a,b]2

ou A est le noyau d’Airy défini par
_ Ai()Ail (y) — Ai(y)Ai (x)

Az, y :
w9 @)
A;: fonction d’Airy standard i.e la solution de l’équation différentielle
;' —af =0,

telle que, quand x — +o0,



Preuve: En utilisant les formules (4.4.2) et (4.4.3), on voit aisément que

Un ()W (y) = Un(m)Py(x) 1

Kn(z,y) = pray 3 YN ()TN (y).

Ainsi pour tous x et y dans [a, b

KN(xa y)
_ UNEVN+aN VO VN+yN~Y) -0y 2VN+yN /)W) (2V/N+aN~1/%)
T—y
NP Wy (2V/N 4 2N Y)Wy (2v/N + yN-1/6),
Posons
An(z) = NY20 5 (2N 4+ 2N ~1/6),
On a , )
Ay(x) = N"YV20 (2V/N + 2N~Y/9),
et !’ ’
- An(z)An(y) — An(y)Ay(2) 1
K = - A A )
~(z,y) pra—y svizs AN (@) AN (Y)

Lemma 4.4.3. (Admis) Soit C > 0.

lim sup  |An(u) — A;(uw)] =0.
N=+oo yec:|ul<C

(voir Remarque 4.4.3).

Les fonctions Ay étant holomomorphes, on peut déduire du lemme 4.4.3 que
Ay (et d’ailleurs toute dérivée Ag\l,) converge également vers Ai (resp. Agl))
uniformément sur les compacts de C. En utilisant (4.4.6), on déduit aisément
Proposition 4.4.5. O

D’apres la proposition 4.3.4, nous pouvons en déduire que pour tout inter-
valle borné [a, b],

: 2. A = (-1

lim P(N3 (2L —9) ¢ [a;b], VI =1,...,N) =1+ / det ((A(yl,yl) )dylw-dyk
N—400 VN kZ::l K s b Yi<ij<k
ou A(z,y) est le noyau d’Airy. A l'aide d’arguments techniques que nous
n’aborderons pas ici, on peut en fait faire tendre b vers +o00 et obtenir le résultat

suivant.

Théoréme 4.4.3. Pour tout réel t,

' oo ( 1)k/
-2 <t——1+2 det ( (A(yi, vy, - dyy - - - dyy == Fa(1).
N ( /7N ) — ) k' [t, [k € (( (y yj)lgz7]§k) yl yk) 2( )



Théoréme 4.4.4. (admis) La fonction Fy(t) est la fonction de répartition d’une
probabilité et admet la représentation suivante:

mt) e (- [ o outerar).

ou q satisfait I’équation de Painlevé IT
¢ =tq+2¢%, q(t) = A;(t)(1 +0(1)), quand t— +oo.
Fy est appelée loi de Tracy- Widom.

Remarque 4.4.3. L’obtention des Lemmes 4.4.2 et 4.4.3 est encore basée sur
la réécriture suivante des polynomes d’Hermite

P ( ) 1 ex2/2 (é_)y —fz/Q—iéxdg (4 A 10)
v )= 77— ¢ € 9 S

V2! V2
mais

N (aVN+tg)?
t S e e 2 e
NeWw, (aVN + —)= "~ [ (ig)e §/27% 5 —iatVN
(a/\/>+ Nﬁ) \/17 (27(_)% (25) e N g

dont ’évaluation asymptotique quand N — 400 nécessite une “méthode de
Laplace” plus élaborée appelée méthode du col ou méthode de steepest descent
permettant d’étudier des intégrales curvilignes de la forme [,(f(2))*g(z)dz avec
f et g analytiques.
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Chapter 5

Modele matriciel de loi
invariante par conjugaison
unitaire associé a un
potentiel V' et mesure
d’équilibre

Si Wy est de type GUE(N, 1), alors la loi de la matrice renormalisée W—\/% admet

pour densité & exp(—%Ter) par rapport a la mesure de Lebesgue dH sur
I’ensemble des matrices Hermitiennes. On sait qu’alors la mesure spectrale
empirique des valeurs propres converge vers la loi du demi-cercle ug.. Le but
de ce chapitre est de considerer d’autres potentiels V que x — 22/2 (V est
continue, positive, vérifiant certaines conditions) et d’étudier I’asymptotique
quand N — +o00o de la mesure spectrale empirique moyenne des valeurs propres
d’une matrice aléatoire admettant une densité de la forme

Py(dH) = CiN exp(—NTrV (H)) (5.0.1)

par rapport a la mesure de Lebesgue dH sur ’ensemble des matrices Hermiti-
ennes. Les notes de ce chapitre s’inspirent amplement des chapitres 6 et 7 du
cours de Jacques Faraut, Université Virtuelle de Tunis 2007.

En utilisant la formule de Weyl, on obtient comme on ’avait obtenu dans le
cas du GUE le résultat suivant.

Théoréme 5.0.1. La loi jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire Her-
mitienne de loi Py, restreinte aux fonctions symétriques sur R, est absolument
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continue par rapport d la mesure de Lebesque sur RN et a pour densité

(T1,...,x )»—>exp< NZV $1>H|$k—$j|2,

j<k

ou Zpn est une constante de normalisation.

La loi jointe des valeurs propres ordonnées \y(My) < -+ < ---Ay(My) d’une
matrice My aléatoire Hermitienne de loi Py, est absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesque sur RN et a pour densité

N
N!
(1'17 N ,fEn) — 715171<-~<1N exp <_NZV($1)> H ‘xk - 27
N i=1 i<k
ou ZN est une constante de normalisation.

Remarque 5.0.1. Soit gy : R — RT une fonction mesurable telle que p(dz) =
~(z)dz vérifie les conditions du début du paragraphe 4.1. Soit

N
1 2
p(@seson) = = [ Low (@) I low —aif”
i=1 i<k
Alors on peut “dérouler” le formalisme du paragraphe 4.2 en remplagant e~V (*)
par gy () pour obtenir
1
PN (1, ) = < det ((KN(xi,mj))lgi’jSN) (5.0.2)

N (5, 25) Z{w P2 o () 12PN () BV (),

wn (z) = gn (),
les polynomes PZ(N) sont les polynomes orthonormaur associés a wy .

En particulier, la loi jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire Her-
mitienne de loi Py, restreinte aux fonctions symétriques sur RY, vérifiant les
conditions de la remarque 5.0.1 avec gy (z) = exp(—NV(z)), admet une forme
déterminantale. Cependant, nous n’exploiterons pas ici cette forme déterminantale
mais nous obtiendrons la limite de la mesure spectrale empirique moyenne des
valeurs propres comme minimiseur d’un probleme variationnel. L’idée de base
est de remarquer que

1 1 1 =
e = T~ _N2 N2 1 s — 4| N V '
PN (T1,. .., TN) 7n exp N2; o8 |$i—$j|+NZ: ()
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Ceci conduit a introduire pour toute mesure de probabilité p sur R, la quantité

I(p) =/RZ log |xiy|du(m)du(y)+/RV($)du(w)~

I est appelée énergie de la mesure p. On pressent alors que le comportement
asymptotique sera déterminé par le mimiseur de cette énergie. Ce minimiseur
est appelé mesure d’équilibre.

5.1 Existence et unicité de la mesure d’équilibre

Nous consideérerons un potentiel V : R — R™ continu tel que

lim (V(z) —log(1 +2?)) = +oo. (5.1.1)

Soit H(x) = V(x) —log(1 + 2?). H étant continue et vérifiant
lim H(z)= +oo. (5.1.2)

r—+oo

est bornée inférieurement. Appelons m sa borne inférieure.
Définissons

K(z,y) = log

1 1
- - i 1.
P 5V (@) +5V(y), st z#y, (5.1.3)

K(z,z) = +oo.

En remarquant que pour tous réels z,y, 1+ 2zy + 22y*(= (1 + 2y)?) > 0,
on obtient aisément que

o~y < VT BVIT (51.4)
puis
1 1
K(z,y) > 5H(z) + S H(y) = m. (5.1.5)

Pour toute mesure de probabilité u sur R, on peut donc définir ’énergie I(u) a
valeurs dans [m; 4+00] en posant

I(p) = . K(z,y)p(dz)pu(dy).

Proposition 5.1.1. Siu(dz) = f(x)dx ou f est une fonction continue & support
compact alors I(p) < +00.

Preuve: La fonction x — log|z| étant localement intégrable, la fonction = +—
Jg f(y)log ﬁdy =[x fl@ —y)log |—;|dy est continue sur R et le résultat en
découle. O

Puisque pour toute mesure de probabilité u, I(n) > m et qu'il existe au
moins une mesure p telle que I(u) soit finie, on peut définir

Iy = inf{I(p), p mesure de probabilité sur R}.
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Théoréme 5.1.1. Il existe une et une seule mesure de probabilité p. sur R telle
que I(pe) = Iy. De plus p. est & support compact.

Pour démontrer I’existence d’une telle mesure, nous allons établir le résultat
suivant:

Lemma 5.1.1. p+— I(u) est semi-continue inférieurement sur ’ensemble des
mesures de probabilité muni de la convergence étroite.

Preuve: Définissons pour tout réel b > 0,
Kp(s,t) = min{ K (s,t),b}.

On a donc pour tout b, K; continu, borné et K; < K. Soit g une mesure
de probabilité sur R et (p,)neny une suite de mesures de probabilité sur R
convergeant étroitement vers p. On a pour tout n et pour tout b,

Ky(z, y) pn(da) pn (dy) < I(pn).

]R2
Ainsi
Ky(z,y)p(dx)p(dy) = lim Ky (@, y) pin (d) i (dy )
R2 n—+00 R2
< im i .
S e

D’autre part Kp(z,y) croit vers K(x,y) quand b croit vers +oo avec K, >
min(m, 0). Par convergence monotone on obtient donc

I(p) = | K(z,y)pu(de)u(dy) < liminf I(p,).0

R2 n——4o0o
Nous utiliserons le critere de compacité suivant.

Théoréme 5.1.2. (Critére de Prokhorov) Soit M un ensemble de mesures de
probabilité sur R. L’ensemble M est relativement compact pour la topologie
étroite si pour tout € > 0, il existe un compact K C R tel que

Yu e M, (K¢ <e.

Corollaire 5.1.1. Soit M un ensemble de mesures de probabilité sur R. On
suppose qu’il existe une fonction mesurable h > 0 vérifiant

lim h(t) = +oc0

t—+oo

et une constante C telle que Y € M,

[ rautn <c.

Alors l’ensemble M est relativement compact.
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Preuve: Soit € > 0; 3A > 0, si [¢| > A alors h(t) > 1 et donc pour p € M,

et
u([—A4; A]°) < Ce.

On conclut par le critere de Prokhorov. O

Soit a > Iy > m et A, = {u mesure de probabilité sur R; I(1) < a}.
D’aprés Lemme 5.1.1, A, est fermé. La premiere inégalité de (5.1.5) implique
que pour tout p dans Ay, [[H(z) —m]du(z) < a —m avec o —m > 0. D’apres
Corollaire 5.1.1, on peut donc conclure que A, est compact. p — () étant
semi-continue inférieurement est minorée sur A, et y atteint sa borne inférieure
qui est aussi sa borne inférieure sur I’ensemble des mesures de probabilité sur R
i.e Iy. Ainsi il existe p tel que I(u) = Ip.

Pour démontrer 'unicité de la mesure minimisante, on montre tout d’abord
que si p est une mesure minimisante alors p est a support compact; 'unicité
découle alors de la stricte convexité de p — I(p) sur ’ensemble des mesures de
probabilité a support compact sur R.

Commengons donc par démontrer que si p vérifie I(p) = Iy alors p est & support
compact. Soit a > 0 tel que,

Ve, |z| > a, H(z /H Ydu(y) — 21y > 0. (5.1.6)

Appelons A = {x, |z| > a}. Pour tout ¢ €]0; 1], définissons la mesure de proba-

bilité suivante:
1+1tly

1+ tu(A)"

Puisque po = g, le minimum de I(u;) est atteint en ¢ = 0, donc

by =

d
dt (Mt)\t 0o = 0
ce qui donne
1AV = [ K(29) (1a(e) + 1a(0) n(do)(dy). (5.1.7)

En intégrant en la variable x la premiere inégalité de (5 1 5) K(z,y) > $H(z)+
1 H (y) nous obtenons [ 14(z)K (z,y)du(z) > 3 [, H(z)du(x)+4 H(y)u(A) puis
en intégrant en la variable y,

/1A() (@) dp(w /H Ypu(z) + u /H Vau(y). (5.1.8)
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(5.1.7), (5.1.8) impliquent

Al > /A H(x)du(z) + p(A) / H(y)du(y)
/A (H(m) + /H(y)du(y) - 2[0> du(x) <0. (5.1.9)

(5.1.6) et (5.1.9) impliquent p(A) = 0 et donc que le support de p est inclus
dans [—a;al.

ou encore

Pour démontrer la stricte convexité de u — I(u) sur Pensemble des mesures
de probabilité a support compact sur R, nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 5.1.2. Soit u une mesure de Radon réelle sur R de support com-
pact et d’intégrale nulle. Alors

1 _ [T AP
/log mu(dm)u(dy) —/0 ——dt, (5.1.10)

t

ou fi est la transformée de Fourier de la mesure u,

(t) = [ e*ntda).

Preuve: Soit pour 0 < € < 1,

+o0 _
F.(x) = / efetlcﬂdt.
0

On a

T

Fe (-7/‘) = /e_Et sintxdt = m

Ainsi
x) =log+/(e? + 22) — loge. (5.1.11)

En utilisant (5.1.11) et les faits que 1(0) = 0 et i(—t) = ji(t), on obtient

//log 2+ )2 dp(a)du(y) —/Om ’“W(t” dt.

Décomposons p = p+ — pu~ ot uT et pu~ sont deux mesures positives. Nous
obtenons

J [ log (= )2 + €)% {du* ()dp* (y) + dp~ (x)dp~ ()}

oo
://1og (¢ —y)? + ) {du* (@)du(y )+du*(x)dﬂ+(y)}+/o efet|/i( W
(5.1.12)
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1

Remarquons alors que log (((E —y)? + 62)_2 croit vers log \ziiyl lorsque €

1
2

Y

décroit vers zéro et que V0 < € < 1,V(z,y) € supp(p)xsupp(u), log ((a: —y)%+ 62)

log ! +. On peut donc appliquer le théoreme de conver-
SUP (5. 1) (supp(u)? (5712 41)2
gence monotone a chacune des intégrales de (5.1.12) et obtenir

J [log i {dp (2)dpt (y) + du™ (x)dp (y)}

f o

et donc (5.1.10).0

+oo |5
{du x)dp~ (y )+du’(x)d/ﬁ(y)}+/ Mf)'zdt
0
(5.1.13)

Soient pg et p; deux mesures distinctes de probabilité a support compact
sur R et, pour 0 < ¢ <1, gy = (1 —t)po + tpg. Soit v = pg — po. On a

o) = [tog vty [ (2 [1og duoto) + V) ) o) +100)

D’apres Proposition 5.1.2, [ log ﬁdu(az)dv(y) > 0. Ainsit — f(t) = I(u) est

strictement convexe: f(t) < (1—1¢)f(0)+tf(1)ie I(pe) < (L —)I(po) +tI(p1).
Ceci implique l'unicité de la mesure minimisante et termine la démonstration
du Théoreme 5.1.1.

5.2 Convergence de la mesure spectrale empirique
vers la mesure d’équilibre

Soit
N (T, ..., Tn) = —exp ( NZV T; ) H |z, — x; 2
j<k

En utilisant

[T 12k — 21> = exp{ 2 "log|ay — =]

i<k j<k
et 1 1

log |z — y| < S log(a” +1) + 5 log(y” + 1),
on montre facilement que, si

V(x) —log(1l + x2) — 400 00,

alors pr(xl, ...,xn)dxy ... dxyn est bien convergente. Soit py la mesure de
probabilité définie par, pour toute fonction continue bornée sur R,

/¢(t)ﬂN(dt):/< Z¢ (5 )PN Ty, oNn)dTy .. dTy.
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un est la mesure spectrale empirique intégrée des valeurs propres du modele
Hermitien de loi Py définie en (5.0.1). Le but de cette section est de démontrer
le résultat suivant.

Théoréme 5.2.1. La mesure un converge étroitement vers la mesure d’équilibre
e

Définissons
Kn(z) =Y K(zi,))
i#]
ou K(x,y) est définie en (5.1.3). Pour n > 0, soit

Ay N ={z e RN Ky(z) < (Ip + n)N?}.

Lemma 5.2.1. L’ensemble A, n est compact et

lim pN(21,...,xN)dey ... dey = 0.

N—+o00 cAy N

Preuve: La fonction Ky étant s.c.i (comme limite d’une suite croissante de
fonctions continues), A, n est fermé. De l'inégalité (5.1.5): K(z,y) > SH(z) +
%H (y), nous pouvons déduire que Vo € RV,

N
Kn(z) > (N—1))  H(x), (5.2.1)

=1

Donc

N N2
Agy CQz €RYY TH(2:) < (o +m) ¢ -
1=1

Comme lim,_,+o H(x) = 400, nous pouvons en déduire que A, n est borné.
A, n est donc compact. Nous avons

fCAn,N pn(T1,. ., zN)dey .. doy
1 N
= = exp (—NZV(@)) H |z — z;|?dzy .. dey
N JeAn Ny i=1 i<k
1 i 1
= — exp | —NY» V(z;)|exp | — ) log(-——) | dz1...dzn.
ZN Jea, n ( ; ; lzp — xj]
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Or,

1
Kn(z) = Zlog | +> 5 (V@) +V(z))
i) i i#j
N
= Zlog ER— )+ Y (N = 1)V ()
i£] i=1
N
= Zlog( —i—NZV (z4) Z (z4)
i#] | i=1
Ainsi,
fA?,N (x1,...,zNn)dxy ... daN
1 N
= — exp | —Kn(x1,...,25) — \%4 dx dx
ZN AN ( N< 1 ) z:ZI ( )> 1 "
1 N
< 7o exXp (—(Io +n)N?) </ exp (—=V (u)) du> . (5.2.2)
N
Lemma 5.2.2. L
li log — < I
it 2 s 7, < o

Pour démontrer ce dernier lemme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemma 5.2.3. (Admis cf [9] p 192) Définissons pour € > 0 , la mesure de
probabilité dpc(z) = ¥ (z)dz ot VU (z) = & ZJF: dpe(dt). Alors

lim 7 (pc) = I(pe)(= Io)-
Preuve du Lemme 5.2.2: Soit § > 0. Soit 0 < € < 1 tel que I(u) < I —|—%

ou i est définie dans le lemme 5.2.3. Soit U, = {t,¥.(t) > 0}. Sur U, 1 =
U (t) exp(—log ¥.(¢)). Nous avons

ZN = /exp( Kn(z1,...,2n

/ exp (—KN(a?l,...

ux

> eXp/ (—KN(ml,...,xn)—
vl

IMZ

V:cl)d:cl .dxn

WV
Mz
—

Zlog‘l’ x;)

=

«
Il
-

Mz
Fﬁ
®
2
33

.
Il

i
vv
i
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ou la derniére inégalité est obtenue par I'inégalité de Jensen. Ainsi,

N N
—logZn < / (KN(ml,...,wn)—i—ZVxl +Zlog\11 $1>H\If J)dxy ... dey
vl i=1 i=1

N

= /KN(arl,...,xn)H\Ile(a:i)dxl...da:N—I—N/V(u)\IfE(u)du

i=1

+N /U log( U (uw))¥(u)du.

fKN(xl? v axn) Hf\il \Ije(-fi)dl‘l .. .dl‘N

= Z/log(ﬁ)@e(xl) (xj)da;dej + Z Vi(x:) + V(2))Ve(2:)Ve(2;)de;dr;

i#]

)\I/E(u)\lle(v)dudv+/V(u)\IJ€(u)du}
= NN —=DI(pe).

On obtient donc

1 1 N(N-1) 1
— <
5 log Zy = 2 I(pe) / w)du + — / log(P(w)V(u)du,

puis pour N suffisamment grand, el log - 7o < Iy+6 ce qui termine la démonstration
du lemme 5.2.2. O

Soit 0 < € < 1. D’apres le lemme 5.2.2, pour N suffisamment grand,
1 1
m og Z7N S I() + €.

D’apres (5.2.2), on a donc pour N suffisamment grand,

fCAn,N pN(T1,...,eN)d2y ... daN
N
< exp ((Io+€)N?) exp (—(lo +n)N?) (/ exp (—V(u)) du)

= exp ((c — m)N?) (/ exp (—=V (1)) du> "

On obtient alors aisément

lim pN(21,...,xn)dxy ... daey =0
N—+oco CAnN
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ce qui termine la démonstration du lemme 5.2.1. O.

Soit f une fonction continue bornée sur R et pour tout entier non nul N,
définissons la fonction Fi définie sur RY par

N

Fn(z1,...,zy) = %Zf(xz)

i=1

Soit 0 < 7 < 1. L’ensemble A, y étant compact, la fonction F)y atteint son
maximum sur A, x en un point

ey

N N

Nous avons

/ FOpn(dt) = /A F (O (dt) + / F(un(dt)

cAn N

nN
/ FN(J?l,...,I‘N)pN(Z‘l,...,J?N)dJ?l...d.I‘N
Ay N
+/ FN<.’131,...,Z‘N)pN(LI'Il,...,.’EN)d.'L‘l...d.I'N,
CAnN

d’ou découle aisément

/f(t)/«LN(dt) < Fy (2N + ||f||oo/ pn(21, .., oy)der .. dey. (5.2.3)

“An,N

Définissons la mesure de probabilité

1 N
1/7(7N) = N Zémin’N)'
i=1

L’inégalité (5.2.3) peut se réécrire

/f(t)MN(dt) < /f(t)VﬁN)(dt)ﬂL Hf||oo/ pn(z1, ... on)dey .. day.

CAn,N
(5.2.4)
Définissons pour tout réel b > 0,

Kp(s,t) = min{K (s,t),b}.

On a donc pour tout b, K} continu, borné et K; < K. Posons pour toute mesure
de probabilité p sur R,

() = | Kels: Dulds)u(dr).
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Nous avons

~
o
—~
tﬂ
2
S~—
|

1
N2 Z min (K(xE"’N), :Bg»n’N)), b)
,J

% + % Z min (K(xz(-"’N), x;_n,N)), b)

i)
b L (m,N) _(n,N)
< Nt K@)
i#]
b 1
= ¥ + mKN(QC(W,N))
b
< N + Iy + 7. (5.2.5)
De linégalité (5.2.1):
N
Kn(w) > (N 1) H(x),
i=1
nous pouvons déduire
N
(N =1 H@"™) < K™
i=1
< N*(Io+1n)

et donc

[HOE @) < )

puis pour tout N > 2 et tout 0 <n <1,
/ (H (t) — m)™ (db) < 2(Io +1) — m.

D’apres le corollaire 5.1.1, il découle que 'ensemble {1/7(7N),N >20<n<1}
est relativement compact.
Soit fi4(n) une sous-suite telle que

imswp [ [ (@) = Jim [ 1O (@)

Il existe une sous suite 1/7(71/}(]\[)) extraite de 1/7(7¢(N)) convergente vers v,. Nous

avons d’apres (5.2.5),

b
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w(,w(N)) ® z/,sw(N)) convergeant étroitement vers v, ® v, et K; étant continue
bornée, Ib(u,sw(N))) converge vers I°(v;) quand N tend vers +00. On obtient

alors
(1) < I + . (5.2.6)

D’autre part Kp(x,y) croit vers K(x,y) quand b croit vers +oo avec K; >
min(m, 0). Par convergence monotone on obtient donc

I(vy) < Iy +1. (5.2.7)
D’apres le lemme du porte-manteau, pour tout ouvert O,

fimint 17(0) = 1,(0)
D’apres le critere de Prokhorov, pour tout € > 0, il existe un compact K C R,
YN >2¥0<n<1,iM)(CK) < e AinsiVe >0, V0 <n < 1,
. . ’LL’ N c c
€> ggfg}w(, M(CK) > v, (°K),
et (vy), est donc relativement compacte. Or de (5.2.7) et du fait que p — I(u)

est s.c.i, on peut déduire que pour toute sous-suite convergente v (,) vers une
certaine mesure v,

n)

I(v) <lim i(I)lfI(l/T(n)) <1y

n—

ce qui implique v = .. On peut donc déduire que (v5),>0 converge vers L.
quand 7 tend vers zéro. D’apres (5.2.4),

[ rmamtan < [ ron O @il [ puoofan s mson)de . drg,
CAnp(N)

Ainsi en utilisant Lemme 5.2.1

timsup [ (0 (at) < [ St (ar),

N—+oco

puis en faisant tendre 7 vers zéro,

lim sup / F(O)un(dt) < / F (e ().

N—+oc0

En changeant f en —f nous obtenons

N—+oco

timint [ fOun(an) = [ Fen(a)

Finalement,

lim / F (O (dt) = / F(Ope(do).

N—+oc0o

Ceci termine la démonstration du Théoréme 5.2.1. O
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Chapter 6

Introduction aux
probabilités libres

La théorie des probabilités libres est une théorie de probabilité non commutative
dans laquelle le concept d’indépendance a été remplacé par celui de liberté:

probabilités libres= probabilités non commutatives + liberté.

La notion de liberté a été introduite par Dan Voiculescu dans les années 80 pour
I’étude de problemes de classification d’algebres d’opérateurs. Voici quelques
ouvrages d’introduction a la théorie.

e Dan Voiculescu, Lectures on free probability theory, (279-349) Lectures
on probability theory and statistics, Saint-Flour 1998, Lecture Notes in
Math., 1738, Springer, 2000.

e Voiculescu, D.V., Dykema, K. and Nica, A., Free random variables, CRM
Monograph Series No. 1, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1992.

e Alexandru Nica, Roland Speicher, Lectures on the combinatorics of free
probability, Volume 13, Cambridge University Press, 2006

e Hiai F., Petz D. (2000) The semicircle Law, Free Random Variables and
Entropy, Mathematical Surveys and Monographs, Vol 77, AMS.

6.1 Espace de probabilité non commutatif
La mécanique quantique a été I'une des plus grandes motivations pour développer
une théorie des probabilités non commutatives (cf P.Biane ” Calcul Stochastique

non commutatif” Lecture Notes in Mathematics 1608 Ecole d’Eté de probabilité
de Saint-Flour XXIIT 1993).
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Soit (€2, F, P) un espace de probabilité classique. L’espace des variables
aléatoires complexes L%(Q,}' , P) est muni de sa structure d’espace de Hilbert:

< f,9>=E(f9).

Soit X une variable aléatoire réelle bornée. Définissons 'opérateur de multipli-
cation
Li(Q,F,P)— L2(Q), F,P)

f=Xf

X étant réel, Mx est autoadjoint. Remarquons que E(X™) =< (Mx)"1,1 >.

L’idée de base ayant son origine dans la mécanique quantique est de rem-
placer l'espace de probabilité usuel par un couple (H, V) ot H Hilbert et ¥ un
vecteur de H de norme 1, et les variables aléatoires par les opérateurs autoad-
joints sur H, A —»< AV, ¥ > remplacant 'espérance. On dit que la mesure p
sur le spectre de A définie par p(f) =< f(A)¥, ¥ > est la loi de A dans 'état
U. (U est aussi appelé fonction d’onde). Voici une version algebrique générale
d’un espace de probabilité non commutatif.

Mxt

6.1.1 Définition et exemples

Definition 6.1.1. Une algebre A est un espace vectoriel sur C muni d’une
opération (la multiplication) (ay,as) € A% — ajas € A qui est

e bilinéaire: si A\, ju € C et ay,as,a3 € A alors
(Aa1 + paz)as = Aaras + pasas.
a1(Aag + pas) = Aaras + paias.

e associative:
a1 (agag) = (alag)ag.

Definition 6.1.2. On dit qu’une algébre A est unitaire ou unifére elle posséde
un élément unité pour la multiplication.

Definition 6.1.3. Un espace de probabilité non commutatif est un couple (A, @)
ot A est une algébre complexe unitaire et ¢ : A — C est une forme linéaire sur
A tel que ¢(14) = 1. Un élément a de A est appelé variable aléatoire non
commutative. ¢(a™) est appelé le n iéme moment de a.

Exemples

1. A: L’ensemble L>(Q2, F, P) des variables aléatoires essentiellement bornées
sur un espace de probabilité classique (€, F, P) . ¢ : l'espérance E

2. A: Lensemble L(H) des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H.
¢: LH) — C, ¢(A) =< AV, ¥ >, ou ¥ vecteur de norme 1 de H.
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3. Soit (©, F, P) un espace de probabilité classique. Soit M,, 'algebre des

matrices n x n & coefficients complexes et A, = (<, o LP(Q,My))
I’algebre des matrices aléatoires n x n admettant des moments de tout
ordre. Soit

1
On : A —E(Tr(A)).
n
(A, &) est un espace de probabilité non-commutatif.

Definition 6.1.4. Soit u, : C[X] — C la forme linéaire sur les polynomes
définie par
ta(P) = ¢(P(a)).

la est appelée loi de a. Plus généralement, si (a;)i=1,... n est une famille de

.....

variables aléatoires non commutatives dans (A, ), soit C < Xq,..., X, >
I’ensemble des polynomes an indéterminées non commutatives X; et soit fu(q,),_,
C< Xy,...,X, >> C la forme linéaire définie par

H(ai)iz1, .. on = ¢(P((al)2:1,,n))

W(ai)ier... . €St appelée loi de la famille (a;)i=1,....n-

Dans les exemples 1 et 3 d’espaces de probabilité non commutatifs :

o z v.a réelle dans L>°(Q, F, P). La loi de « dans (L*°(Q2, F, P),E) = les
moments de la loi classique de .

e Dans le contexte matriciel de 'exemple 2 de la section 2.1, soit A = A*
une matrice aléatoire autoadjointe de A,. Soient Aj(w),..., An(w) les n
valeurs propres de A(w), w € Q.

Pu(Ar) = LE(Tr(AY)

L b
- n/Q;[M )FdP(w)
) /sz (/R tk(d% ;%(w))(t)) dP(w)

= /R thdu(t)

o= [ (ime))(t)) AP ()
Q i=1

Laloi de A dans (A,,, ¢,,) est donc la collection des moments de la moyenne
v de la mesure p,(aléatoire!) de comptage des valeurs propres de A:

v=E(un)

ou

ou

1 n
Hn = H;é,\l
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Le schéma suivant résume les notions introduites précédemment.

probabilités classiques probabilités non commutatives

L>(Q, P) algeébre non commutative
unitaire A

variable aléatoire non commutative:

X € L>*(Q, P) ace A
E ¢ : A— C linéaire ,¢(14) = 1.
loi de X loi de a :
collection des moments {¢(a™),n € N}

[X]—=C

ERY 7’ . (C
ou de maniere équivalente p, : P ¢(P(a))

loi de (X7,...,X,) loi de (aq,...,a,) :
J C<Xy,..., X, >=C
Hai)iz1,..m - P (b(P((ai)i:l,“wn))

6.2 Cas particuliers fondamentaux d’espaces de
probabilité non commutatifs: les C*-espaces
de probabilité

Le but de cette section est d’introduire les C*-espaces de probabilité, d’expliquer
pourquoi il est naturel de considérer ces espaces de probabilité non commutatifs
particuliers.

Tout d’abord rappelons le Théoreme de Riesz:

Théoreme 6.2.1. Soit X un espace localement compact et B(X) sa tribu
Borélienne. Soit Co(X) l’ensemble des fonctions complezes continues et ten-
dant vers zéro a Uinfini sur X. Soit ¢ une forme linéaire positive (i.e telle que
f=0= ¢(f) >0) sur Co(X). Il existe une unique mesure p positive bornée
sur B(X) telle que

vf e Co(X), o(f) = /X F(@)dp(z).

D’apres le théoreme de Riesz, les mesures positives bornées sur X corre-
spondent donc aux formes linéaires positives sur Cy(X). Or Cy(X), muni de la
conjugaison classique sur C pour involution et de la norme de la convergence
uniforme sur X est une C*-algebre. Rappelons ici les définitions nécessaires a
la présentation d’une C*-algebre.

Definition 6.2.1. Soit A une algébre sur C. On appelle involution dans A une
application a — a* de A dans A telle que
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1) (a+b)* =a* +b*

2)(A\a)* = \a*,

3) (ab)* = b*a*,

3)(a*)* = a. quels que soient a,b € A et A € C.
Une algébre sur C munie d’une involution est appelée une algébre involutive.
a € A est dit hermitien si a* = a, normal si aa™ = a*a. Si A posséde un
élément unité 14, a € A est dit unitaire si aa™ = a*a = 14.

Definition 6.2.2. Soit A une algébre. A est une algébre normée si l’espace
vectoriel A est muni d’une norme et Va,y € A,

lzyll < llz[l{lyll

Definition 6.2.3. On appelle algébre normée involutive une algébre normée A
munie d’une involution a — a* telle que ||a*|| = ||a|| pour tout a € A. Si en
outre A est compléte, on dit que A est une algebre de Banach involutive.

Definition 6.2.4. A est une C*-algébre si A est une algébre de Banach invo-
lutive telle que ||a*al| = ||a||?, pour tout a dans A.

Exemple: Toute sous-algebre involutive fermée d'un L(H) est une C*-algebre.

De plus, d’aprés un théoreme de Gelfand, toute C*-algebre commutative est
isomorphe & une algebre du type Cp(X). Nous référons a 1.4.1 ”Les C*-algebres
et leurs représentations”, J. Dixmier pour ce résultat.

Il est donc naturel d’essayer de transporter les idées, les techniques et les
résultats de la théorie des probabilités classiques au cadre plus général des formes
linéaires positives sur une C* algebre non commutative cette fois, notion que
nous allons maintenant définir.

Definition 6.2.5. a € A algébre involutive, est dit positif si a est de la forme
xx* pour un certain x dans A. On écrit alors a > 0.

Definition 6.2.6. Une forme linéaire ¢ sur une algébre involutive A est dite
positive si ¢p(a) > 0 dés que a > 0.

Definition 6.2.7. Un état ¢ sur une C*-algébre unitaire A est une forme
linéaire positive sur A tel que ¢p(14) = 1.
Rem: dans le cas commutatif: état <+ proba.

Definition 6.2.8. Un espace de probabilité non commutatif (A, ) est un C*-
espace de probabilité si A est une C*-algébre unitaire et ¢ est un état sur A

Théoreme 6.2.2. Soit (A, ¢) est un C*-espace de probabilité et a = a* € A.
Alors pg peut toujours étre décrite par une mesure de probabilité v, & support
compact sur R. On identifie pu, et v,. Plus généralement, si a est normal i.e
aa® = a*a, fi(q,q*) peul toujours étre décrite par une mesure de probabilité v, o+
sur C telle que pour tout polynome @ a deux variables commutatives,

H(Q(a,a”)) = / Q2 (e (2)-
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Exemple: Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie admettant pour
base orthonormée (e;);cz. On définit 'opérateur u sur H par ue = exr1, Vk €
Z. Son adjoint est donné par

On a

uwru = uu* = id

i.e u est unitaire. On considere sur L(H) I'état
¢(a) :=< aeg,eq > .
On a pour tout n > 0,
p(u"™) =< ueg, €9 >=< en, €0 >= dp 0,

A((u")™) =< (u*)"eq, €0 >=< €_p, €9 >= Op 0.

u 4+ u* est un opérateur autoadjoint. Puisque u et u* commutent

0 pour n impair
D (2P
Hlu+u)” ZCd)u = {Cﬁsiank.

Les oy, := Ck_sont caractérisés par la relation de récurrence

2
2(2k — Doe_1,Vk > 1.

ap =1, ak:k(

Les moments pairs de la loi de I’arcsinus

du(x) = (x)dx

1
—1 5.
T /4_x2 ] 272[

vérifient cette relation. En effet, en intégrant par partie,

2 2k 2 2
T T
S A (N S— Y / 2?2\/4 — 22dg.
/_2 Va4 —z2 /_2 Va4 — 22 ( ) 2
Or

/_22””%_2\/@“:/_2 " 237 _4/ W /W

L 1 2 mzk:
Posant my := = [~ —i—=dx on a donc

2
k= (Zk‘ — 1)(4mk_1 — mk) < mr = E(Zk — 1)mk_1.

La loi de u + w* dans (L(H), ¢) est donc la loi de I'arcsinus.
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6.3 Définition et premieres propriétes de la lib-
erté

Definition 6.3.1. Soit (A, ¢) un espace de probabilité non commutatif. Soient
(A;)ier une famille de sous-algébres contenant 14. Les A; sont libres sous ¢
st Vay,...,an tels que Vk, ap, € A;, avec iy # ipt1 et ¢p(ag) = 0, on a alors

¢(ar---a,) =0.
Des ensembles de variables non commutatives de (A, ¢) sont dits libres si les
sous-algebres respectives qu’ils engendrent avec 1 4 sont libres.

Remarque: Soit (A, ¢) et B une sous-algebre contenant 14. Alors les sous-
algebres Cl 4 et B sont libres. En effet ¢(a;) = 0 pour a; € Cl 4 signifie a; = 0
et implique donc ay - - - a, = 0 puis ¢(a;g - - - a,) = 0.

Non corrélation de variables libres:

Proposition 6.3.1. Si (A;)icr est une famille libre de sous-algébres de (A, @)
alors les restrictions de ¢ a chaque A; déterminent complétement ¢ sur lalgébre
engendrée par les A;, i € 1 .

Preuve: L’algeébre engendrée par les A;, i € I est constituée de combinaisons
linéaires de monomes de la forme a; - - - a,, ol ay, € A;, avec iy # ix11 pour tout
1 < k < n. Montrons par récurrence sur n > 1 que ¢(az - - - a, ) est complétement
déterminé par les restrictions de ¢ a chaque A;.

e C’est évident pour n = 1.

e Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour tout k < n — 1. Par définition
méme de la liberté

Bl(ar — () 14) -+ (an — Ban)10)) =0,
En développant le produit ci-dessus on obtient que ¢(ay - - - a,,) s’exprime
a l'aide de termes de la forme ¢(a;j, - - aj, ) avec k < n et la récurrence
s’applique.O

Indépendance algébrique (en général) de variables libres:

Soient a et b deux variables non commutatives libres dans (A, ¢). On a

¢(a®h®) = p(a®)p(v?),
¢(abab) = ¢(a*)$(b)* + ¢(a)?(b?) — ¢(a)?¢(b)*.

Si a et b commutent on doit donc avoir

$(a®)p(b?) = d(a*)9(b)* + p(a)*d(b?) — ¢(a)*é(b)?,
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ce qui équivaut a

$((a — ¢(a)1.4)*)d((b — 6(b)14)*) = 0.

Prenons par exemple le cas d’opérateurs autoadjoints a et b et ¢ fidele (i.e
¢(xx*) = 0= x = 0), ceci impliquerait a = ¢(a)l 4 ou b = ¢(b)1 4. Donc sauf
cas trivial deux variables autoadjointes qui commutent ne seront pas libres en
général.

La réalisation de v.a. indépendantes en probabilités classiques s’effectue via
des produits d’espaces. A la liberté correspond une construction de produits li-
bres d’espaces, dépendant du contexte (algebres, C*-algebres, W*-algebres) (cf
Chapl ”Free Random Variables” D. Voiculescu, K. Dykema, A. Nica). Soient
(A1, 1) et (Ag, ¢p2) deux espaces de probabilité non commutatifs. On peut
toujours plonger chaque A; dans le produit libre des espaces de probabilité non
commutatifs (Aq, $1) et (Az, d2) noté (Ay, d1) * (Asg, ¢d2) de telle sorte que la
restriction de ¢ * ¢ & chaque A; est alors égale a ¢; et A; et Ay sont libres

dans (A1, ¢1) * (A2, ¢2).

6.3.1 Définition de la convolution additive libre

En probabilité classique, la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes
est la convolution de leurs lois respectives. C’est dans le méme esprit que nous
allons définir la convolution additive libre.

Soient a,b des variables libres dans un espace de probabilité quelconque (A, ¢).
La restriction de ¢ a I’algeébre engendrée par {1, a, b} est completement déterminée
par la restriction de ¢ aux sous-algébres respectivement engendrées par {1,a}
et {1,b}. En particulier, les moments ¢((a + b)), n > 0, sont complétement
déterminés par les ¢p(aP), p > 0 et ¢(b?), ¢ > 0. Ainsilaloi p,4p est completement
déterminé par les lois p, et up.

Notons ¥ lensemble des formes linéaires p : C(X) — C telles que u(1) = 1.
Prenons deux lois i et v dans Y. La variable a :  — x a pour loi u dans
(C(X), ). De méme, la variable b : x — z a pour loi v dans (C(X),v). a et b
sont libres et de lois respectives p et v dans le produit libre (C(X), p)*(C(X), v).

On peut donc définir une opération B appelée convolution libre sur I’ensemble
> des lois en posant

pBY = pate

ou a et b sont deux variables libres dans un certain espace de probabilité non
commutatif (A, ¢) et de lois respectives u et v.

La convolution libre définit en particulier une opération sur les mesures de
probabilité a support compact sur R. En effet, soient 1 et v deux mesures de
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probabilité a support compact sur R. L’opérateur autoadjoint a de multiplica-
tion par la fonction identité

a: L*R,dp) — L*(R,dp)
[ (e zf(z)
a a pour loi p dans le C*-espace de probabilité (,C(L2(R, dup)), < 1,1 >L2(R}dﬂ)).
De méme, l'opérateur autoadjoint b de multiplication par la fonction identité a
pour loi v dans le C*-espace de probabilité (E(LQ(R, dv)),< 1,1 >L2(R7d,,)). a
et b sont libres et de lois respectives p et v dans le produit libre de C*-espaces de
probabilité (E(LZ(R, dﬂ))v <-1,1 >L2(]R,dy)> * (ﬁ(L2(R7 dV))7 <-1,1 >L2(R,du))
que nous noterons (A, ¢). a + b étant autoadjoint, sa loi u B v dans (A, o)
correspond a une mesure de probabilité a support compact.

6.4 Convolution multiplicative libre

On définit la convolution multiplicative libre de maniere analogue a la convolu-
tion additive libre.

Definition 6.4.1. Soit u et v deux fonctionnelles linéaires dans X3, a et b des
variables libres dans un espace de probabilité quelconque (A, @) de lois respectives
et v. Alors la convolution libre multiplicative de p et v, notée u®v, est la loi

de ab.
Remarques:
e La convolution multiplicative libre est commutative:
pXv=vRXyu.
La preuve résulte du lemme 6.4.1 suivant.

e Si p1 et v sont des mesures de probabilité & support compact dans [0, 00),
L’opérateur autoadjoint positif a de multiplication par la fonction identité

a: L*(R,du) — L*(R,dp)
[ (@ af(z))

a a pour loi 4 dans (L(L2 (R,dw)), < 1,1 >L2(R7du)). De méme, opérateur
autoadjoint positif b de multiplication par la fonction identité a pour loi
v dans (£(L2(R,du)),< 1,1 >L2(R7du)). a et b sont libres et de lois
respectives p et v dans le produit libre de C*-espaces de probabilité
(L(LA(R,dp)), < 1,1 >p2moaw ) *(LLAR, dv)), < -1,1>r2@a)) = (A ).
bzab? est un opérateur auto-adjoint positif. Or la encore le lemme suivant
montre que
k Lo Ll\k

¢((ab)™) = ¢((b2ab?)”),
de sorte que b2ab? est de loi X . Ainsi u X v est agalement a support
compact dans [0, c0).
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Lemma 6.4.1. Soit (A;);>1 une famille libre de sous-algébres uniféres
d’un espace de probabilité non commutatif (A, @) telle que Uj Aj; engendre
A. Supposons que la restriction de ¢ & chaque A; soit une trace. Alors ¢
est une trace sur tout A.

6.5 Approche combinatoire de la liberté

R. Speicher a développé une approche combinatoire de la liberté se révélant
tres utile pour “tester” la liberté de variables aléatoires ou rendre possible
de nombreux calculs pratiques. Il s’est inspiré de l'approche algébrique de
I'indépendance en théorie des probabilités classiques due a Rota qui utilise le
treillis des partitions d’un ensemble fini pour définir les cumulants d’une famille
de variables aléatoires. La notion combinatoire adéquate en probabilités libres
est celle de partition non croisée.

Definition 6.5.1. Soit (A, ¢) un espace de probabilité non commutatif. On
définit des formes multilinéaires (¢p)nen

O A" — C
(a17"' 7an) — (bn(ala"' 7an)

en posant
d)n(al: T 7an) = ¢(a1 T an)v

et des formes multilinéaires (ky,)nen,

ky, A" — C
(ala"' 7an) — kn(ala"' 7an)

de facon récursive par le systéme d’équations:

dlar...an) = Z krlay, -+ ,an (6.5.1)

TeNC(n)

o

r
kﬂ[ala"' 7an} = Hlei\(aji,m"' 7aji,\vi|)
=1

pour une partition T = {Vy,--- ,V;.} € NC(n) en r blocs Vi = {ji1, -, Jijvi| }»
tels que ji,l <0< ji,|Vi\ .
On note également

.
Prlar, - an] = H¢|%\(aji,17"' ’aji,\Vi\)
i=1

Pour une variable a, on note plus bricvement

kn(a) :=kp(a,--- a).
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Donnons les premiéres formes k, pour des petites valeurs de n et montrons
comment apparait la récursivité.

o n=1, NO(I) = {{1}} — ¢(a1) = k1(a1).
e n=2 NC(2)a2éléments: {{1},{2}},{1,2}. = &(a1az2) = k1(a1)ki(az) + ka(a1, az)
—  ka(a1,02) = ¢(araz) — d(a1)P(az)

e n =3, NC(3) a5 éléments: {{1},{2},{3}}, {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}},
{{2,3},{1}} et {{1,2,3}}. Do
gzﬁ(alagag) = ki (a1>k1<a2)k1(a3) + kz(ahag)kl(al) + kz(al,a:),)kl (a2> + k2(a2»a3)kl (a1>
+k3(a1, az, az)

k3(ar,az,a3) = o¢(arazaz) — ¢(a1)d(azasz) — ¢(az)p(aras) — d(az)d(aiaz) + 2¢(a1)p(az)p(as)

Théoreme 6.5.1. Soit (A, ¢) un espace de probabilité non commutatif et soit
Ay -+ Ay, des sous-algébres uniféres de A. Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Ay, .-+, A, sont libres,

i) Pour tout n > 2 et toutes v.a.n.c. a; € Aj,, 1 < j1,...,Jn < m, alors dés
qu’il existe 1 <1,k <mn tels que j; # ji,

kn(ay, - ,an) =0.

Le corollaire suivant est alors immédiat:
Corollaire 6.5.1. Soit a et b deuz v.a.n.c. libres. Alors
kn(a+0) = kn(a) + k().

a étant une v.a.n.c, les (k,(a)),>0 sont appelés cumulants libres de a.

Définissons la série formelle
Rau(2) =Y kns1(a)z".
n=0

R, est appelée la R-transformée de a. Si a est autoadjoint, R, caractérise la loi
de a.

La R-transformée linéarise la convolution additive libre.

L’approche combinatoire développée par Roland Speicher permet de ren-
dre explicite de nombreux calculs. Par exemple les moments de produits de
v.a.n.c. libres sont déterminés par les formules générales suivantes.

Théoréme 6.5.2. Soit (A, @) un espace de probabilité non commutatif et con-
sidérons ay, ..., ap, b1, ..., by dans A telles que {ay,...,a,} et {b1,..., by}
soient libres. Alors

¢(a1b1a2b2...anbn) = Z k‘g[al,...,an]¢K(U)[b1,...,bn]
c€NC(n)

ot K est l’isomorphisme de Kreweras.
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Isomorphisme de Kreweras: On introduit des points intermédiaires 1,2, - - - , 7,
rangés alternativement avec 1,2,--- ,n. Pour une partition ¢, on note & la par-
tition correspondante de {1,2,---,m}. Alors si 1 € NC(n),

la partition o = K(7) est la plus grande partition de NC(n) telle que
rUe e NC({1,1,2,2,--- ,n,A})

(NC(n) est muni de l'ordre partiel: v; < s si chaque bloc de vy est contenu
dans un bloc de vy.)
Par exemple,

K({{1,4},{2,3},{5},{6,7}}) = {{1,3}, {2}, {4,5, 7}, {6} }.

6.6 Analyse harmonique

Pour des calculs plus concrets, il est bien utile d’avoir une description plus
analytique des relations entre moments et cumulants.

6.6.1 Convolution additive libre

Soit 7 une mesure de probabilité sur R. Sa transformée de Cauchy g, est
analytique sur C*. Il existe un domaine

Dyg={u+iveClul <av,v>p}

sur lequel g, est univalente. Soit K, sa fonction inverse, défini sur g-(Dq,g).
Alors

2
Remarque 6.6.1. Si ugg ) est la loi du demi-cercle centrée de variance o2

alors Vz € C\ R, 02¢° 2 (2) — Zguw)(z) +1=0. On en déduit aisément que
pse se
Vz € 9, (C\R), K

() (z) =022+ L puis

_ 2
Rugz’“(z) =0z
Corollaire 6.6.1.
Mggf) 0 Mggﬁ) _ Mggf+0§)

Concretement, étant donné deux mesures de probabilité 7 et v sur R, pour
déterminer 7 H v:

1. On calcule les transformées de Cauchy ¢, et g, .

2. On inverse ces fonctions pour obtenir K, et K,. On obtient donc aussi
R:(z) = K;(2) — 1, et R,(2) = K, (2) — L,

3. On calcule R,m, = R,;(2) + R,(2). On obtient donc aussi K,m,(z) =
R @\, (Z) + %

4. On inverse K, g, pour obtenir g.m,.
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6.6.2 Convolution multiplicative libre

Soit 7 # dp une mesure de probabilité sur [0; +-oo[. Soit

tz 1 1
V. .(z)= dr(t) = —g,(-) — 1,
(0= [ Tt = o)
pour z tel que % n’est pas dans le support de 7. ¥, détermine uniquement 7 et
est univalente sur {z € C, fz < 0}.
Il existe une fonction S, analytique dans un certain domaine telle que

U, LfrlsT(z)} =z

S7 est appelé S-transformée de 7. La S-transformée satisfait Sz, = S,S,.

Concrétement, étant donné deux mesures de probabilité T et v sur [0; +o0],
différentes de dg, pour déterminer 7 X v:

1. On calcule les transformées V.. et ¥,,.

24l (-1

2. On inverse ces fonctions pour obtenir S, = m‘llgfl) et S, = P
z z

3. On calcule S;x, = 5;S,. On obtient donc aussi \I/(szly) = ZilSTlgV'

4. On inverse \II(TI_Xlu) pour obtenir ¥ g, .

6.7 Convergence
On rappelle que l'on note ¥ ensemble des formes linéaires p : C(X) — C telles

que p(l) =1.

6.8 Definition

Definition 6.8.1. Soit uy, p des fonctionnelles de 3. On dit que (un) converge
vers p dans X st

lim pn(XF) = p(XF) pour tout k € N.
N—o0

Soit (An,dn) (N € N), et (A, d) des espaces de probabilité non commutatifs et
soit ay € An, a € A des v.a.n.c. On dit que an convergent en loi vers a quand
N tend vers 400 et on note

an i> a,

lorsque g, converge vers i, dans X, autrement dit si

lim ¢y (ak) = ¢(a®) pour tout k € N.

N—o0
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Soit (a;,n)ier une famille de Ayn, (a;)icr € A. On dit que (a; n)icr converge
en loi vers (a;)icr quand N tend vers +oo lorsque les lois jointes fi(q, y)ic,
convergent vers [i(q;),c, - autrement dit si pour tout polynome P non commutatif
et toute suite d’indices (i;);=1,... &,

Nh_l;noo¢N(P(ai17N’"'7aik,N)) = ¢(P(ai1,...,aik)).

Proposition 6.8.1. Soit uny, N € N, et u des fonctionnelles de ¥. Alors il est
équivalent de dire:

(i) les fonctionnelles un convergent vers pu,

i11) Pour tout n, les cumulants libres k,(uun) convergent vers k, ().

6.8.1 Théoréme Central Limite Libre

En utilisant la proposition 6.8.1, il n’est pas difficile de montrer le théoreme
suivant.

Théoreme 6.8.1. Soit aj,az,--- € (A, ¢) une suite de v.a.n.c. libres. On
suppose que

¢(a;) =0(j €N), lim 1 Z p(a?) =c*>0 et sup|¢(a§)| =C} < 0.
n—,oo N jEN

1<j<n
Alors 1
L 2
2
ot ugg ) est la loi du demi-cercle centrée de variance 02, dont la densité est

1
\V 40’2 — 1‘21[,20;20].

2mo?

Remarque: le théoreme s’applique pour une suite de v.a.n.c. libres et iden-

tiquement distribuées avec comme seules hypotheses ¢(a;) = 0 et ¢(a7) = o°.

La loi du demi-cercle joue en probabilités libres le role central de
la loi gaussienne en probabilités classiques.
6.9 Liberté asymptotique
D. Voiculescu a jeté un pont fondamental entre la théorie des matrices aléatoires
de grande taille et la théorie des probabilités libres quand il a réalisé que cer-

taines matrices indépendantes fournissaient asymptotiquement des modeles de
variables libres.
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6.9.1 Définition et résultats

")
v Ji=1,...q
un espace de probabilité non-commutatif (An, ¢n) est dite asymptotiquement

libre s:

Definition 6.9.1. Une famille de variables non-commutatives (a dans

o clle admet une loi limite pu: C(X;li =1,--- ,¢) - C
o (X1,...,X,) sont libres dans (C(X;|i=1,---,q), p).

Soit (2, F,P) un espace de probabilité classique. Soit Ap 1'algebre des
matrices N X N a coefficients complexes. Soit

1
on A NTT(A).
(An, ¢n) est un espace de probabilité non-commutatif. Considérons les matrices
dans ce contexte de probabilités non commutatives.

Théoréeme 6.9.1. Soit {Hy(i),i € I} une famille de matrices aléatoires hermi-
tiennes indépendantes N X N | la loi de chacune étant invariante par conjugaison
par une matrice unitaire. On suppose que lorsque N décrit N, toutes ces matri-
ces sont définies sur un méme espace de probabilité (Q, F, P) Soit {Dn(j),j €
J} une famille de matrices N x N déterministes. telles que supn || Dy (4)]] < +o0
pour tout j, {Dn(j), Dn(j)*,5 € J} admet (en tant que variable non commu-
tative dans (An,¢n)) une loi limite. Si pour chaque i, Hy(i) € (An,dnN)
converge en loi presque sirement vers une mesure d support compact p;, alors
la famille (Hy (i), € I,{Dn(j),Dn(j)*,7 € J}) est presque sirement asymp-
totiquement libre.

En particulier des matrices G;,i € I, indépendantes de type GUE(N,1/N),
définies sur un méme espace de probabilité, seront asymptotiquement libres:
pour tout polynéme P non commutatif

1
lim —Tr(P(G;,i€I)) — ¢(P(s;,i € I)) presque slirement
N—+oco
ol les s;,¢ € I sont des v.a.n.c sur un certain espace de probabilité non commu-
tatif (A, ¢) telle que la famille {s;,i € I} est libre et chaque s; suit une loi du
demi-cercle i .

6.9.2 Exemples d’application

Gréce a ces résultats de liberté asymptotique de matrices My, ..., M,,, on peut
prédire quand la dimension est grande, avec une bonne probabilité et une bonne
précision, la valeur d’une quantité de la forme 3 7r(M;, ... M;, ) en connaissant
seulement les spectres de chacun des M;. Par exemple, puisque lorsque deux
variables a et b sont libres dans (A, ¢), on a par exemple

¢(ab) = ¢(a)¢(b),
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ou encore

¢(ab’a®h®) = p(a*)(b%)? + ¢(a)p(a®)(b") — d(a)d(a?)(b*)%,
on peut en déduire que pour N grand

1 1 1
NTT(MlMQ) ~ NTT(Ml)NTT(MQ)

1 1 1 1

1 1
NTT(M1M22M12M22) ~ NTr(Mf)(NTr(Mg))MNTT(Ml)NTr(Mf)NTr(Mg)
1 1 1
—NTT(Ml)NTT(Mf)(NTT(Mi))Q-

Ces résultats permettent également d’avoir une bonne approximation de la
mesure spectrale empirique de My + Ms.

T+ M)™) e Bl(a+6)™)

UM, —?N—+4oo Has KMy —>N—+4o0o Hb
KMy My N g B g

En voici une illustration proposée par P. Biane. L’histogramme suivant est
obtenu a partir du spectre de la somme de deux projecteurs orthogonaux aléatoires:
I; =U;DU;, i = 1,2, ou U; et Uy sont deux matrices unitaires indépendantes
suivant chacune la mesure de Haar sur le groupe unitaire U(2N) et D =
diag(1,...,1,0,...,0).

—— —

N fois N fois
IT; et II, étant asymptotiquement libres et leur mesure spectrale empirique re-
spective étant une loi de Bernoulli sur {0, 1}, la théorie des probabilités libres
permet de déterminer la forme asymptotique de I'histogramme correspondant a
la densité de la convolée additive libre de deux lois de Bernoulli sur {0,1}.
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Encadré 1

SONMME DE DEUX PROJECTEURS

On tire au hasard, et indépendanmiment, deux projecteurs
orthogonaux 11y et Tlo de rang N dans un espace complexe de
dimension 2N, sous la forme T1; = U; DU} oit D est la matri-
ce diagonale donr les N premiers éléments diagonaux valent |
et les autres 0, et U; est une matrice unitaire, choisie selon la
mesure de Haar sur le groupe unitaire U(2N).Tirer une
matrice unitaire selon la mesure de Haar est trés facile : on
commence par tirer le premier vecteur colonne uniformément
parmi tous les vecteurs de norme 1, puis on choisit le deuxieme
vecieur colonne uniformément parmi les vecieurs de norme 1
orthogonaux au premier, et ainsi de suite. Un moyen simple de
réaliser cela consiste a choisir une matrice 2N < 2N a
coefficients indépendants avec des lois gaussiennes complexes
standard, puis a appliquer le procédé de Gramm-Schmidt & ses
vecteurs colonnes.

La figure représente I’histogramme obtenu a partir du spectre
d’une matrice Ty + Ty choisie comme ci-dessus, avec

N = 400. Avec deux projections de rang 400 on peut obtenir
des histogranunes trés différents, par exemple si

Iy = I — Iz alors toutes les valeurs propres valent 1, alors
que si [Ty = TIp la moitié vaut 2 et I’autre moitié vaur 0, mais
on observe que pour N grand, avec une probabilité presque
égale a 1, cet histogramine reste dans le voisinage d’'une
certaine courbe, que la théorie des probabilités libres permet

de calculer explicitement.

70
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) I l l
0 l ' ' i l “ l l I l
0.2 04 0. 0.8 1 12 14 1.6 18

Figure - Histogramme du spectre de Ty +T1;.

.6

Dans le cas de notre figure, cette courbe est le graphe de la
Sfoncti 80
onclion y = ———p——.
ST s
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