INTERPOLATION DELAGRANGE

81 INTRODUCTION A L'INTERPOLATION POLYNOMIALE

1.1 Espaces de polynémes

Nous rappelons quelques résultats sur les polyndmes (@tidos polyno-
miales). Unmondmede degrék est une fonction de la formec R — cxXX ol
c € R* etk € N. Un polynbmeest une somme (finie) de mondémes. La fonction
nulle est aussi considérée comme un polynéme. L'ensewbties polyndmes
forme alors un espace vectoriel quand on utilise I'additiabituelle des fonc-
tions (p+ Q) ainsi que la multiplication par une constantepj. Le produit de
deux polyndmesgq) est encore un polynéme. Les fonctions polynémes sont in-
définiment dérivables. Tout polynéngenon nuls’écrit d’'une maniére et d'une
seule sous la forme

m .
p(X) = Co+C1x+ -+ CmX" = ZoCiXI (1.1)
i=

aveccm # 0. L'unicité provient de ce que, = p (0)/k!. Les nombres; s'ap-
pellent les coefficients dp. L'entier non nulm dans (1.1) est lelegré de p et
le coefficientcy, est lecoefficient dominantde p. On convient que deg€ —co.
Avec cette convention, quels que soient les polynémetg on a

ded pq) = degp+ degq (1.2)
deg p+q) < max(degp,degq). (1.3)
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E. 1. Ecrire une formule donnant les coefficients d'un produit de polynbptesn
fonction des coefficients des facteyrstq.

LorsqueA € R*,
deg) p = degp, (1.4)

c’est un cas particulier de (1.2). En réalité le degrépdeq coincide toujours
avec maxdegp, degq) sauf lorsque les deux polynémes ont méme degré et leurs
coefficients dominants sont opposés I'un de I'autre. On Bétg’ensemble des
polynébmes de degré inférieur ou égahales propriétés (1.3) et (1.4) montrent
que Zm est un sous-espace vectoriel dont la base canoniqué esix — x0,x —
x1,... . x— xM). En particulier sa dimension est+ 1.

Sir est une racine dp (c’est-a-direp(r) = 0) alorsp est divisible pa(-—r).
Cela signifie qu’il existe un polyndome tel que p(x) = (x—r)qg(x) pour tout
x € R. On dit quer est une racine dmultiplicité mlorsque(- —r)™ divise p
mais(- — )™ ne divise pagp. On montre en algébre que cela est équivalent &

0=p(r)=p(r)=-=p™Y(r) et p™(r)#o0.

Un polyndmep € &y, non nuladmet au plusn racines en tenant compte de la
multiplicité. Cela signifie que gi; est racine de multiplicitén; de p # 0 pour
i=1,...laorsm+---+m < m. On dit alors que le nombre de racine pe
est en tenant compte de la multiplicité plus petite ou égaldegré du polyndme
p*. On utilisera plusieurs fois que piest un polyndéme de degré au plusjui
admet au moinsn+ 1 racines en tenant compte de la multiplicité alprest
nécessairement le polynéme nul, autrement dit

z racine dep de multiplicité>m;, i =1,... I,
Sl om>m — p=0.
peE Pm

E. 2. Peut-on retrouver un polyndme quand on connait toutes ses racines?

1.2 Construction de I'interpolant de Lagrange

a) Le probleme général de l'interpolation polynomiale
En analyse numérique, une fonctibm’est souvent connue que par ses va-
leurs f; en un nombre fini de point, fi = f(&), (en réalité, en pratiqug est
seulement une approximation déa;)). Cependant, dans la plupart des cas, il

x Dans le cas complexe, c’est-a-dire, lorsque’on acceptensdérer les racines complexes
(et mémes les polyndmes a coefficients complexes), le tiioféndamental de I'algebre dit que
le nombre de racines d’un polynéme non nul est, en tenant eodepla multiplicité, exactement
égal au degré du polynéme.

[TH O] jpc ! ALG
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est nécessaire d’effectuer des opérations sur des foagfiobales(dérivation,
intégration, ...) et on est donc conduiteéconstruireune fonction globald, a
partir d’'un nombre fini de donné¢a;, f;).

Fonction reconstrute f; Sauf castres simplf-), la fonctidnng c_o'fnci-
dera pas avec la fonction "idéalé"mais il faut
faire en sorte qu’elle n’en soit pas trop éloignée.

\ Le probleme de linterpolation polynomiale
T Données consiste a choisir comme fonction reconstruite
une fonction polynomiale. C’est la méthode la plus ancielanglus élémentaire

et encore la plus utile. Mais il y en a d’autres. Dans la figumgessus la fonc-

tion reconstruitef, est obtenue a partir de quatre données par un procede voisin
(spline d’interpolation) mais différent.

D’une maniere précise, étant donnks 1 points d’abscisses distinctdg =
(aj,fj) (j =0,...,d) dans le plan (pour des raisons de commaodité d’écriture les
points seront toujours indicés a partir de 0), le problemesiste a trouver un
polyndmep € &, dont le graphe passe par lés- 1 pointsM;. En formule, on
doit avoir

pe Zm et p(a)) = f j=0,...d (1.5)

Ce probléme est bien facile a résoudre lorsque lorsque oonsisge deux
pointsMg et M1 et cherche un polyndme de degré 1 car il suffit alors de choisir
I'unique polyndéme dont le graphe est la droftdoM1) comme indiqué sur la
figure.

En effet, posanp(x) = ax+ 3, on déter-
mine a et grace aux équationg(ag) = fo
etp(ay) = f1. On trouve

 fi—fo

mm—m_%

(x—ao)+ f(ao)  (1.6)

gue I'on peut aussi écrire

X—ay f(ay) X—2

(1.7)
dp—a ai—ap

p(x) = f(ao)

Il est & peine plus compliqué lorsqu’on dispse de trois pdfi{a;, f;), | =
0,1,2 avecag < a1 < ay et cherche un polynéme du second degré. Le graphe
cherché est en général une parabole (correspondant a uropwyde degré 2).
Cependant dans le cas particulier ou les trois points sayiesdile graphe est a
nouveau une droite (correspondant a un polynéme de degré 1).

Ceci dit, s'il n’est pas davantage précisé, le probléme (@debit n’avoir au-
cune solution ou bien en avoir une infinité.

[1.2::1] [THO]
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E. 3. (a) Montrer gu'il existe une infinité de polyndmes= &7, dont le graphe passe
par les pointdvp(0,0) etM1(1,1). (b) Trouver quatre points!; (i = 1,2,3,4) d’abscisses
respectives-1,0,1,2 qui ne se trouvent sur le graphe d’aucun polynémeAde

b) Détermination du polynédme d’interpolation

On devine aisément que pour qu’un seul polyndme satisfassecanditions
(1.5), une relation doit exister entneet d. Cette relation est facile a mettre en
évidence. Pour détermingre &, nous devons déterminer I'ensemble de ses
coefficients et ceux-ci sont au nombre e+ 1. Or, pour les déterminer, nous
disposons ded+ 1 informationsp(g;) = fi, i =0,...,d. On voit que pour espérer
une solution unique, il nous faut supposer aue- d. Nous allons démontrer
gue sous cette condition le probleme (1.5) admet effecévgmne et une seule
solution.

Théoréme 1. SoitA= {ay,...,a4} un ensemble dé+ 1 nombres réels distincts.
Quelles que soient les valeuis 11, . . ., 1q, il existe un et un seul polynénee
P4 tel quep(a) = fi,i =0,1,...,d. Ce polynébme, est donné par la formule

p= ii fili, (1.8)

avec
(X—ag) -+ (X—a_1)(X—811) - (X—aq)

ti(x) = (&g —ag)---(a—a—1)(& —&+1) - (& —aq)

(1.9)

c) Terminologie et notations

Les nombresy; s’appellent legoints d’interpolations ou encorenoeuds
d’interpolations.Lorsquef; = f(&), la fonction f est lafonction interpolée.
On dit aussi que les valeurfi§a;) sont lesvaleurs interpoléesL’unique poly-
némep € Py vérifiantp(a;) = f(a) (i=0,1,...,d) s'appelle alors Ipolynéme
d'interpolation de Lagrange de f aux pointsa. Il est notéL [ay,...,aq; f] ou
bienL[A,; f].

Cette derniere notation est parfaitement valable car lengohe d’'interpo-
lation de Lagrange dépend uniquement de I'ensemble desspeimon de la
maniere dont les points sont ordonnés. Une maniére un péistignée de tra-
duire cette propriété est la suivante .osest une permutaticnquelconque des
indices 01,...,d alorsL [ay, ... ,aq; ] = L[ag(q),- - - ,@0(a); -

Les polyndbmed; s’appellent leppolyndmes fondamentaux de Lagrange
En utilisant le symbolg] qui est I'équivalent pour le produit de ce gfeest

+ Une permutation des indiceslO. .. .d est une bijection de I'ensemile 1,...,d} dans lui-
méme.

[TH 1] jpc ! ALG
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pour la somme, on a la formule suivante qui est une variantgacte de (1.9).

d x—gq
4i(x) = j_ELéi a—a (1.10)
Avec ces nouvelles notations, I'expression (1.8) devient
Li2o....aq (10 = 5 f(a) F|X_m. (1.11)
s i;) j=0,)i & — 8]

Cette expression de[A; f| est connue sous le nom @&mule d’interpolation
de Lagrange

d) Propriétés algébriques et linéarité
Il est essentiel de retenir 'équivalence suivante

m%if%)i:Qmﬂ}©p:mew%ﬁ] (1.12)

En particulier,

sipe Py alorsL [ag,...,aq; p] = p.
Il faut prendre garde que cette propriété n’est valable qrsgjle le degré dp
est inférieur ou égal .
Cette relation implique des propriétés algébriques insanmges sur les po-
lynédmes/;. Par exemple, en utilisant que, quel que soit le nombre degde
polynédme constant égal a 1 est son propre polynome d’infi@ipo on a

_iﬁzl (1.13)

E. 4. Vérifiez la propriété ci-dessus par le calcul dans le casl etil (deux points
d’interpolation) etd = 2 (trois points d’interpolation).

Théoreme 2. I'application qui af définie (au moins) suk = {ay,...,aq} fait
correspondré [A; f] € &2 est une application linéaire cela signifie qu’elle satis-
fait les deux propriétés suivantes

{Hkﬂw]z LIA ] +LIAG

LIAAH] =  ALA] (1.14)

E. 5. Montrer les propriétés (1.14).
E. 6. Soit pour toutn € N, M,(x) = x". Déterminer. [—1,0,1;My] et en déduire, pour

tout polyndmep, une formule pout [-1,0,1; p] en fonction des coefficients qe

[1.3:: 1] [TH 3]
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1.3 Algorithme de calcul et exemples graphiques

a) Algorithme basé sur la Formule d’interpolation de Laggen
Algorithme 3. Les données de I'algorithme sont
— le vecteua = (ay,...,d) formé des points d’interpolation,
— le vecteurf = (fo,...,fq) formé des valeurs d’interpolations
— le pointt en lequel on veut calculéria; f].
Le résultat est dar3.

(i) P:=0

(i) Pouri € [0:d]| faire
(aL:=1
(b) Pourje[0:i—1;i+1:d],L:=Lx(t—aj)/(a—aj)
(c) P:=P+Lx f.

b) Exemples

Sur les graphiques de la table 1 on compare la foncfiog = xsin(7x)
(tracée en bleu) et ses polynébmes d’interpolation (tracéoege) de degré
par rapport auxl + 1 points équidistantsa; = —1+2i/d, i =0,1,...,d lorsque
d =3, 4,5 et 6. Par exemple lorsgde- 4, les 5 noeuds d’interpolation sontl,
—0.6,—-0.2,02, 0.6, 1. On remarque que les polyndmes approchent tres bien la
fonction de telle maniere que les graphes sont confondus-duit] dées quel =
6. Par contre, le résultat est mauvais en dehors de l'ifterjal,1]. En réalité,
avec la fonction choisie, qui est tres réguliére, en augamedton obtiendrait
aussi une excellente approximation en dehors de l'intlervislious verrons plus
loin des exemples de fonctions pour lesquelles les polysadfiaterpolations
construits aux points équidistants ne fournissent pas anaéapproximation.
On remarquera que, dans le cas 3, le graphe du polyndme d’interpolation est
une parabole, c’est a dire le graphe d’'un polynéme du secegied

c) Lacomplexité d’'un algorithme
(i) Le nombre d’opérations.
(i) Le type d’opération.
(i) Le type de nombre.

Théoréme 4. L'algorithme 3 nécessité2d + 1)(d + 1) ~ 2d? multiplications-
divisions.

[TH 4] jpc ! ALG
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TAB. 1 —Quelques polyndmes d’interpolation de la fonctigx)f= xsinmx.

Ici, le symbolex a la sens d’équivalent suivant. On dit que deux suiest
Vg sont équivalentes (lorsque— ) et on notaug ~ vy lorsque’ limgy_. Uq/Vyg =
1. Ici, prenantug = (2d +1)(d +1) = 2d? +3d + 1 etvg = 2d? on aug/Vq =
1+3/(2d) +2/(2d?) — 0 lorsqued — oo,
d) La stabilité d’'un algorithme
(i) Prenons 7 points équidistants dgnsl,1], & = —1+2/6-i,i =0...,6
et calculons l'interpolant de Lagrange de la fonctjpn x — x3. D’aprés
onallo,...,as[]%](x) = x3. Lalgorithme ci-dessus, correctement modifié
pour donner un polynéme fournit le résultat donné dans lie tab

n coef. dex" n coef. dex" n coef. dex"
1 —2776D—-17 31 5 6.661D —16
2 —2776D—-16 4 5551D - 16 6 —1.110D-15

TAB. 2

Pourd = 30 et la fonction polyndme(x) = 6x? + 2x3 +x*+x°, on obtient
les coefficients donnés dans table 3.

x La définition donnée ici suppose que la sujfee s'annule jamais, ou au moins ne s’annule
pas pourd assez grand. Cette restriction n'est pas nécessaire, elaas bénéral, on dit qug
etvy sont équivalentes lorsqug = vg(1+ &) ou &4 est une suite qui tend vers 0.

[1.3::1] [TH 4]
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n coef. dex" n coef. dex" n coef. dex"
1 -7154D-16 11 00000102 21 00312387
2 6 12 —-0.0000084 22 -0.0128725
3 2 13 00000207 23 —0.0083289
4 1 14 —-0.0003492 24 00210372
5 1 15 00021007 25 —-0.0186058
6 2804D —-09 16 —-0.0073588 26 0.0090390
7 353D -09 17 00175530 27 —0.0024166
8 0.0000001 18 —0.0304909 28 00003477
9 0.0000011 19 00399997 29 00000052
1

0 —0.0000046 20 —-0.0407562 30 —-0.0000115

TaB. 3 —Coefficients de I'interpolant de Lagrange déxp= 6x° + 2x3 +x* + x>
avec30 points équidistants darjs-1,1).

(i) Explication du résultat inexact.
(i) Définition informelle de I'instabilité. La stabilitélépend de:

(a) Les points d’interpolatiomy...,aq. De ce points de vue les points
équidistants constituent un mauvais choix.

(b) La fonction interpolée. Les risques d’erreur sont int@ots si la
fonctions admet des variations importantes c’est-a-disguef (x+
€) peut étre trés différent di(x) pour € petit. C'est le cas des fonc-
tions avecf’(x) grand. lllustration.

(c) Lalgorithme utilisé, dont les qualités dépendent denisthode ma-
thématique dont il découle

— du programme ou langage a l'intérieur duquel I'algorithese
programme,
— de I'habilité du traducteur,

1.4 Lalgorithme de Neville-Aitken

a) Laformule de récurrence de Neville-Aitken
Théoréme 5(Neville-Aitken). Soit A = {ap,a1,...,84} un ensemble dd + 1

nombres réels distincts &tune fonction définie (au moins) sér On a
(20 —aq)L[a0,a1, .- ,aq; f](X)
= (x—ag)L[ap,a1,...,a4-1; f](X) — (X—ap)L [a1,ay, ... ,aq; f](X). (1.15)

[TH 5] jpc ! ALG
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Corollaire. Sous les mémes hypotheses, pour tout couple d’indige dans
{0,...,d} aveci # j, ona

(a —aj)L [a0,aq, - - aq; f](X)
= (x—aj)L[ag,...,aj-1,8j+1,-..aq; f](X)
— (X—&)LJao,...,8-1,8i+1,...8q; f](X). (1.16)
b) Lalgorithme
On poseA = {Xg,X, ..., X4+1} un ensemble de+ 1 réels distincts. On notera
que les points sont indicés a partir de 1 et non pas comme’fugtgsent a partir

de 0. On déefinit une famille (triangulaire) de polynénges, par récurrence sur
me {0,1,...,d} comme suit

piox) = f(x), 1<i<d+1 (1.17)
puis,
i —X X) — (Xm+1 — X) Pi.m(X _
Pmal) = % )pm+1,m)2 )—xni+r:+l Pml) my2<icdit
(1.18)
Théoreme 6. Pour0 < m<d, ona
Pim=L[X,X,... XmXi; f] (M+1<i<d+1). (1.19)

Lorsquem= 0 I'écritureL [X,Xy, . .. . Xm,X; f] doit étre comprise comme(x;; f].
En particulier
L[X1,... . Xd+1; f] = Pd+1.d-
Algorithme 7. Les données de I'algorithme sont
— le vecteux = (xa,...,Xg+1) formé des points d’interpolation,
— le vecteurf = (f1,...,fq.1) formé des valeurs d’interpolations
— le pointt en lequel on veut calculérx; f].
On utilise une matric® de dimensior{d + 1) x (d 4+ 1) que I'on initialise &0.
Le résultat est dari3(d +1,d + 1).
(i) Pourje[1:d+1],P(j,1) =y(j).
(i) Pourme [2:d+1]
Pouri € [m:d+1]

(x(i) —x) x p(m—1,m—1) — (x(m—1) —x) x p(i,m—1)
(X(i) =x(m—1))
(1.20)

La table 4 reprend I'exemple de la table 3 précédent et doemsik plus
mauvais coefficients obtenus en utilisant l'algorithme @wile ci-dessus.

p(|7m) =

[2.1: 1] [TH7]



10 I. INTERPOLATION DELAGRANGE

n coef. dex" n coef. dex" n coef. dex"
17 00024102 | 21 —-0.0020416 | 24 —-0.0019227
18 00023906 | 22 00026459 26 00022589

TAB. 4

82 ETUDE DE L'ERREUR

2.1 L'énoncé du théoréme

Comme le polyndme d’interpolatidn|ay, . ..,aq; f] est égal a la fonctiorf
en tous les points;, i = 0,....d, il est naturel d’espérer que la différence entre
f et ce polyndme aux autres points sera petite c’est-a-direl gy, . ..,aq; f]
fournira une bonne approximation déx), au moins en les points pas trop
éloignés des;.

Pour mesurer la qualité de cette approxi-
mation, nous devrons estimer (majorer) I'er-
reurEy entref (x) etL [ap, ...,aq; f](X). La fi-
gure ci-contre fait apparaitre cette erreur dans
le casd = 1. Cette erreur est une distance,

Ex = 1(¥)—L[ao, -..aa: ] )].

On devine facilement qu’elle dépendra a la fois de la fomcficet de la posi-
tion des points;. Le théoreme suivant, et surtout son corollaire, fourmseae
estimation simple de I'erreur.

Théoreme 8. Soientf ¢ Cd“[a,b] etA= {ap,as,...,84} C [a,b]. Nous suppo-
sons quexg < a1 < ap < --- < aq_1 < aq. Pour touk € [a,b], il existeé = & €
la,b[ tel que

f(d+1)(5)

f(x)—L[A;f](X):m

(X—ag)(x—ay)...(Xx—aq). (2.1)

Rappelons qud e C9*1[a b] signifie quef estd + 1 fois dérivable et que
A+ |a dérivée(d + 1)-ieme est continue. Au poird (resp.b) il s’agit de
dérivées a droite (resp. a gauche).

Lorsqued =0 etA= {ap}, on al [ag; f](X) = f(ag) de sorte que le théoréme
8 affirme que, pour ur fixé dans [a,b], il existe un poir§ — dépendant dg —
tel que

f(x) - f(ao) = f'(§)(x—ao).

[TH 8] jpc ! ALG
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Il s’agit de laformule des accroissements fidignt le théoreme 8 est par conseé-
guent une généralisation.

E. 7. Soita<ag< a; < b. Montrer que sif est une fonction strictement convexe deux
fois dérivable suia,b] alors f(x) — L [ag,as1; f](X) < O pour toutx €]ag,a;][. Que dire

en dehors de l'intervalléag,a;]? Méme question dans le cas des fonctions deux fois
dérivables strictement concaves. Etudier le probléme sans suppasésgionctions
soient deux fois dérivables.

Dans la pratique, le corollaire suivant est tres souveffissuit.
Corollaire.

10— LA 0] < Il

_W|X—ao||)(—al|--~|x_ad| (2.2)

oul|| @], = sup (o | T4V (X)]. En particulier,

@Yo

||f—|-[Aif]||oo§m

[WAlle, (2.3)

ouwp est le polynéme de degcét+ 1 défini par

Wa(X) = (X—ap)(X—az) - (Xx—ag). (2.4)

E. 8. Considérons les réety = 100,a; = 121 etay, = 144 et la fonctionf définie de
R* dans lui-méme paf (x) = \/x. CalculerL [ap,a;,ap; f](115) et montrer que

’\/115— L [a0,a1,22; f](llS)‘ <18 1073,

La démonstration du théoréme 8, assez délicate, sera donm&i plus loin
aprés que nous nous serons munis de I'outil nécessaire tquin éséoréme de
Rolle généralisé.

2.2 Lethéoréme de Rolle généralisé

Rappelons que théoreme de Rolle ordinaire affirme qudieest une fonction
continue suta,b] et dérivable sufa,b| telle quef(a) = f(b) = 0 alors il existe
ctel quef’(c) = 0. Ici, nous aurons besoin du
Théoréme 9(de Rolle généralisé)Si u est un fonction continue sia,b] etk
fois dérivable sufa,b] qui admek+ 1 zérosx;, 1 =0, ...k, alors il existe €]a,b|
tel queu™(c) = 0.

L’énoncé habituel du théoréme de Rolle correspond ak eas.

E. 9. Donner une démonstration par récurrence du théoréme.

[2.4:: 1] [TH 9]
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2.3 Démonstration du théoréme 8

2.4 Conséquence de la formule d’erreur sur le choix des poistd’inter-
polation

Le second corollaire du theoreme 8 montre que si vous nousnw®uendre
I'erreur entre la fonction et son polynéme interpolatiormplas petite possible
et que nous sommes libres de choisir les points d’'interoola, i =0, ..., ag,
comme nous le voulons dafesb], alors nous avons intérét a choisir ces points de
telle sorte que la quantiténa ., voir (2.4), soit la plus petite possible. Il existe
un unique ensemble de points qui minimise cette quantitéle®mappelle les
points de Chebysheven hommage au mathématicien russe qui les a déterminés

pour la premiére fois en 1874. Lorsqlaeb] = [—1,1] ces points sont donnés par
la formule
2i+1 :
i = —_— =0,...,d. 2.5
& c08<2(d+1)n), i=0,..., (2.5)

La figure 1 compare la répartition des points de Chebyshewsqiaiats eéquidis-
tants, donnés lorsqua,b|] = [—1,1] par la formules; = 1+ 2i /d, lorsqued = 50.
On remarquera que les premiers tendent a se densifier logsgore approche
des extrémités de l'intervalle.

@COCCC 0 ©C © © © © © © © © © © © © © © O oocIm
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FIG. 1 —Répartition des points de chebyshev et des points equitkstd— 30)

2.5 Précision de l'interpolant et nombre de points d’interplation

Il est naturel de penser que plus on augmente le nombre dis pimterpola-
tion, meilleure est la précision de I'approximation fo@rpiar le polynéme d’in-
terpolation. Cette intuition est renforcée par les exemgbemes dans la table 1.
Pourtant, si cette idée reste correcte pour une classe tamperde fonctions et
pour des points d’interpolation correctement choisi® elit fausse dans le cas
général. En particulier, quels que soient les points d’pakation choisis, il est
toujours possible de trouver une fonction continue qui neaisse pas approcher

[TH 9] jpc ! ALG
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par les polynémes interpolation correspondant. L'exergjpaus classique a été
donné par le mathématicien Runge qui a montré en 1901 quelig®paes d’in-
terpolation aux points équidistants de la fonctfodéfinit parf (x) = 1/(1+ x?)
donnaient des résultats trés mauvais. La table 2.5 donnejhg de la fonc-
tion d’erreur entre le polyndme interpolation au point éigtant et la fonction
de Runge modifiéd (x) = 1/(1+ 100x?) pour quelques valeurs dk Ici nous
avons modifié la fonction de Runge classique pour accélénghédaomene de
divergence.

08 1
0.7
] o]
0.6
0.5 -
0.4
1 -2]
0.3
0.2 -3
0.1
1 -4
0.0
-0.t T T T T T T T T T 5 T T T T T T T T T
~10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 0.6 08 10 710 -08 -06 -04 -02 0.0 0.2 04 06 08 10
17 600
o] 5001
1 4007
-4
1 300
-2
1 200
-3
1 100
=4 0
-100

210 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 00 02 04 06 08 1.0 ~1.0 -0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 02 04 06 08 1.0

TAB. 5 —Graphe de la fonction d'erreur entre la fonctior{) = 4 et ses
interpolants de Lagrange aux points équidistants lorsque®10,15 et 20

Par contre, il est possible de montrer que les polyndmesedfinlation aux
points de Chebyshev convergéners la fonction interpolée, lorsque le nombre
de points croit indéfiniment, sous la seule condition quefection soit déri-
vable, de dérivée bornée. La convergence cependant pelgéte. La table 2.5
reprend I'exemple de la fonction de Runge et donne la fondierreur entre
cette fonction et le polyndme d’interpolation aux pointsGleebyshev.

x|l s’agit ici de convergence uniforme des fonctions. Cetmgie que la suite de nombres
réels positify|f —L[ag, --- ,a4; f]||e, d € N, converge vers 0 lorsquk— .

[3.1:: 1] [TH 9]
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d=15 d=20

0.40 0.10
0.35-

0.30 0.05-
0.25-
0.20 0.00
0.15-
0.10 -0.05
0.05
0.00+ -0.10
-0.05

010" T T T T T T T T T T T B0 o e e e e e e e e e L
-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0.0 02 04 06 08 10 -1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 00 02 04 06 08 10

TAB. 6 —Graphe de la fonction d'erreur entre la fonctior{x) = 1t et ses
interpolants de Lagrange aux points de Chebyshev lorsqgael8et d= 20

83 FONCTIONS POLYNOMIALES PAR MORCEAUX

3.1 Introduction

a) Subdivisions

On appellesubdivision de longueurd de |l = [a,b] une suite (strictement)
croissante del + 1 éléments dé, 0 = (ag, - -- ,ag) telle queag = aetag = b.
Autrement dit

a=gp<a<ap<---<ag1<ay=>h. (3.1)

A chaque subdivisioro de longueurd de [a,b] est associée ungartition de
I'intervalle [a,b],

[ab] = [a0,a[U[a1,3[U ... [ad-2,aq,[U[ag-1,aq]- (3.2)

La distance entre deux points succesgiét ;.1 est notéh; et I'écart h de la
subdivisiono est la plus grande des distances entre deux points sus;essif

h= max h = __Omax (8jr1—@&). (3.3)

i=0,...,d i=0,...,d—1

Ces définitions sont mises en évidence sur la figure 2.

a=a g a as ay as ag=b
O O
7 7

ho _hy hy

[TH 9] jpc ! ALG
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Lorsque les distancds sont constantesy = (b— a)/d, la subdivision est
formée des points équidistants

a:<a+i$:i=0,...,d).

On dit qu'une fonctiorg estaffine par morceaux sur l'intervallel s’il existe
une subdivisioro = (ap, ...,84) de l'intervallel telle que la restriction dg a
chacun des sous-intervalles défini pagst une fonction affine, c’est-a-dire pour
i=0,...,d—1, il existe des coefficients; et §; tels que

X € [a,a+1] = 9(X) = aix+ .

Remarguons que cette définition n'impose aucune conditiofasualeur deg a
I'extrémitéb = aq4 de l'intervalle.

E. 10. A quelles conditions (sur les nombraget f3;) la fonctiong est-elle continue ?
(continue et) convexe ? Que dire de la dérivabilité des fonctions affarenprceau?

b) Fonctions polylignes
Soit o une subdivision dga,b] et f = (fp,...,fq) un ensemble de valeurs
quelconques. Nous pouvons construire les polyndmes dahgdr [a;, 8+ 1; fi, fi+1]
pouri =0,...,d— 1, c'est-a-dire les uniques polyndmes de degre inférieur ou
égal & 1 qui prennent les valeuksau pointa; et fi 1 au pointa; 1. La fonction
polyligne associée a la subdivisianet aux valeurd, notéePL [g, f], est définie
sur chacun des sous-intervalles définis par la subdivisomegrelation
{ PL{o, f](x) = L[a,ais1; fi, fisa] (0, x€ [ai,aiq] (3.4)
PL[o, f](b) = fq '
Lorsque les valeur§ sont les valeurs d’une fonctiohaux pointsa;, fi = (&),
i=0,...,d, ondit quePL|[o; f] est la (fonction)polyligne interpolant la fonc-
tion f aux points de la subdivisioa.
Les deux schémas dans le tableau 7 font apparaitre en raigeajeghes des
fonctionsPL[o; f] lorsquef(x) = x3 (tracé en bleu) et (1§ = (-1, — 0.5,1)
puis (2)o = (-1, —0.5,0,0.5,1).

Théoréme 10. Plo,f] est une fonction affine par morceaux continue satisfai-
sant

PL[o,f](&)=f, i=0,....d. (3.5)

E. 11. Expliquer pourquoi la fonctiofPL[o, f] n’est pas la seule fonction affine par
morceaux veérifiant les conditions du théoréme. Quelle propriété suppléreeman
formulée dans le théoréme, caractérise-tléo, f|?

[3.1:: 1] [TH 10]
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(1) (@)

TAB. 7 —Deux exemples de polylignes

c) Approximation par les fonctions polylignes

Au contraire des polyndmes d’interpolation de Lagrangefdactions poly-
lignes fournissent une bonne approximation de toutes lestitms continues,
pour peu que l'écart de la subdivision soit suffisammentt.pkdi nous nous
contentons d’énoncer et de démontrer un théoreme qui aondes fonctions
dérivables, de dérivés continues.

Théoréme 11. Soit f une fonction contindment dérivable siab| et o une
subdivision déa,b| d'écarth. Pour tout fixex € [a,b], on a

|f(x) —PL[0o; f](x)| < h- max]|f'(t)|. (3.6)
te[ab]
Corollaire. Sia9, d € N, est une suite de subdivisions de longuéute [a,b]
dont I'écart tend ver® lorsqued tend verso on a
lim PL[o% f] = f(x), xe[ab]. (3.7)
S’agissant d’une suite de subdivisions, a chaque changetadnles points

de la subdivision changent, excepté le premier qui doitolang Etre €gal a et
le second qui doit toujours étre égaba

d d .d d
0" = (a,aj,ay,...,a3_1,b).
naturellement, I'écart de la subdivisiarf dépend del.

Corollaire. Lorsquea? est la subdivision formée des points équidistants

ai:a+i-b;—a, i=0,....,d+1, deN*
alors
b_a / d—o
|f(X) —PL[o; f](X)| < —— - max|f'(t)| — 0, xe€[abl. (3.8)
d tefa,b

[TH11] jpc | ALG
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3.2 Représentation

Nous allons déterminer des fonctiobs= b’ adaptées a la subdivisian
qui permettent une représentation simple du polyn&he; f. Pour que tous
les pointsa;, i = 0,...,d jouent un role semblable on est amené a compléter la
subdivisiong par deux point®_1 etaq,1 comme indiqué sur la figure 3. Ces
points peuvent étre choisis librement sous les seules tonsliquea, < a=ag

etag.1 >aq=Dh.

as ag=Db az

*—eo S

al1a=a a ap as
G @ o—0@ @

op

FIG. 3 —Sudvision complétée des points &t a4 1.

Une fois la subdivision complétée, nous définissons pew, . .. ,d la fonc-
tion b; surR par le graphe donné dans la figure 3.2.

1

|

|

1

1

1
@ < O O O—0
a1 a &-1 g di+1 ag ad+1

FIG. 4 —graphe de la fonctionib

En formule, la fonctiorb; est définie par

0 ifx<a_j
oL ifa_y<x<a
bi(x) = ?_‘;*11 _ (3.9)
a—a,; Has<x<ay
0 if Xx>aj.1.
Les fonctionsh;, i = 0,...,d, sont affines par morceaux, continues et s'an-

nulent en tout les points; sauf lorsqug =i auquel cas on bi(a) = 1. Remar-
quons aussi qu’elles sont nulles en dehors de l'interJajle, a 1. Cet inter-
valle est appelé lsupport de la fonctionb;.

Théoreme 12. Pla; f](x) = 39, fibi(x).

3.3 Extension

[0.0:: 1] [TH12]



CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

81 FORMULES DE QUADRATURES ELEMENTAIRES

1.1 Probléme

Soit f e C[a,b]. On souhaite calculef® f (x)dx. Le théoréme fondamental du
calcul intégral nous dit quéP f (x)dx = F(b) — F(a) ot F est une primitive de
f. Pour déterminer une primitive on dispose de quelquessathtdoriques dont
les plus élémentaires sont le théoreme d’intégration pdiepst le théoreme de
changement de variable. Mais on est capable de détermipkcitementF pour
une classe relativement restreinte de fonctibnd1éme lorsqu’il est possible
de déterminefF, son expression est souvent si compliquée que I'évalut@déon
F(b) — F(a) nécessite I'emploi d’un processus d’approximation etsdancas,
il est plus naturel et généralement moins colteux de chedifectement une
approximation de l'intégrale.

1.2 Présentation générale

L'idée consiste a utiliser une approximatigf f (x)dx~ [2g(x)dx ot g est
est une fonction qui d’une part est proche fdet d’autre part possede des pri-
mitives facilement calculables. Le choix le plus naturelgs: L[Xo, ... Xq; f]
OUA = {Xp,..., X4} C [a,b] car les polynbmes d’interpolation de Lagrange sont
proches de la fonction qu'ils interpolent et, étant des poiyes, on espére que
leurs primitives sont facilement calculables. On appleitenule de quadrature
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(élémentaire) d’ordre, toute expression

a(f) = / L [¥o, .. Xq: ] dx_Z)fx,/, (1.1)

ou /; est le polynéme fondamental de Lagrange correspondantiatgpol. ap-
plication Q ainsi définie est une forme linéaire Stja,b], autrement dit elle veé-
rifie

Q(A1f1+A2f2) = A1Q(f1) +A2Q(f2) (A1,A2 € R, fp,f2 € Cla,b)).

Pour savoir si( f) est effectivement proche qfé’f )dx on devra estimer l'er-
reur

x)dx—Q(f)‘ (1.2)

Remarquons que §l est une formule de quadrature d’ordtealors pour tout
pe Zyo0n afa p(x)dx=Q(p). En effet,

pe #Zy = p=L[xo,...,Xd; P
b b
= Q(p) def/ L[xo,...,xd;p](x)dx:/a p(x)dx.

Nous verrons que dans certains cas I'égalité ci-dessuscpatinuer a étre
vérifiée pour des polyndmes de degré plus granddque

Une réciproque est vraie.
Théoréme 1. SiR(f) est une expression de la forRéf) = 59 A f(a) telle
queR(p) = [P p(x)dx pour toutp € Py alorsA; = f;’&( x)dx ou ¢; est le poly-
néme fondamental de Lagrange correspond&nt&(Xo, . .. Xd }-
E. 12. On cherche une approximation giél f(x)dx par une formule du type

/ f(x f(ty) + f(t2)

de telle sorte que la formule satxactepour tous les polyndmes de dégré inférieur
ou égal a 2. Montrer qu'’il existe une et une seule péifd,} satisfaisant la propriété
demandée et la déterminer.

Dans la pratique, grace au procédé de composition, on olstieivent des
résultats trés précis en employant seulement des méthtmdsedd < 2. Nous
étudierons en détail trois de ces méthodesnéhode du point milie(d = 0),
la méthode des trapezés= 1) et la méthode de Simpsod € 2).

[1.3::11] [TH 1]



20 II. CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

1.3 Exemples fondamentaux : formules du point milieu, du tragze et de
Simpson

a) Le formule du point milieu

On utilise un polynéme d’interpolation de degté- 0 avec le poinkg = %’.
Dans ce cak [xo; ](x) = f(342) et approximation

/bf(x)dxz/bL[xo;f](x)dx devient /bf(x)dxz(b—a)u%’). (1.3)

L'expression

b
() = (b-a)f (*2) (1.4
s'appelle laformule du point milieu.
Lic; f ;
f(c //\\[-}/
.
a c b

On a pos& = (a-+b)/2. L'aire de la partie grisée est égal@().

FIG. 1 —Méthode du point milieu.

b) Laformule du trapéze

Soit f € Cla,b]. On prendd = 1 etA= {a,b}. L'approximation

b b b
/af(x)dxz/ L{ab; f](x)dx devient /af(x)dxz 2 (f()+ (b)),

a

[TH 1] jpc ! ALG
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En effetL [a,b; f](x) = f(a) + W(x—a) d’'ou

a

/abL[a,b; fl(x)dx — /abf(a)+ {w(x—a)}dx

— f(a)(b—a)+ f<bb:;(a) /ab(x—a)dx
_ f(b)—f(a) [(x—a)?]"
= f(a)(lb—a)+ b a { > ]a
_ f(b)—f(a) (b—a)?
= f@b-a)+— .
= O ¥ ft@+ 1o
L'expression
ah) =" 1)+ 1(0) (1.6)

f

f(b).

f(a)
® , o
a b

Com. L'aire de la partie grisée est égale(d).
FIG. 2 —Méthode des trapezes.
c) Formule de Simpson

On prendd = 2 etA = {a,c,b} ol c = &L, 'approximation [2 f (x)dx ~
JPL[ac,b; f](x)dx devient (cf. exercices)

/bf(x)dxm (b;a) (f(a)+4f(c)+ f(b)). (1.7)

L'expression

s’appellela formule de Simpson

[2.1:: 1] [TH 2]
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L [a,c,b; f]

Com. L'aire de la partie grisée est égale(d.

FIG. 3 —Méthode de Simpson.

82 ETUDE DEL ERREUR

2.1 Estimation de I'erreur dans la formule du point milieu

Théoréme 2. Soit f € C?([a,b]). Il existe& < [a,b] tel que

/buom-mb—@f<a;b):<b_®3mﬁka.

24
En patrticulier,
b a+b (b—a)3
ftdu-b—af(———)‘g .sup|f@)].
| todt-p-ayf (2 5z Suplt®

Comme de nombreuses questions d’analyse numérique, la d&ratmn de
ce théoréme est basée sufdemule de Taylor. Nous la rappelons dans un cadre
suffisamment général pour pouvoir servir dans la suite duscou

Théoréme 3(Formule de Taylor). Soit f une fonction continue sdo,3] et
d + 1 fois dérivable suta,B[. Siug etv sont dansa ] alors il existeé €|a,B|
tel que

(@D (up)
d!

f(d+1)(f)
d!

d d+1

f(v) = f(uo) + f'(Uo) (v— o) +--- +

+ (V— Uo)

(2.1)

(V— Uo)

Cette égalité s’'appelle la formule de Taylortdenug a l'ordred.

Dans ce cours nous appliquerons toujours ce théoreme aecioniction f
de class&®** sur un intervalle contenaut et 8 de sorte que les conditions du
théoréme seront largement satisfaites.

[TH 4] jpc ! ALG
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2.2 Estimation de I'erreur dans la formule du trapeze

Théoréme 4. Soit f € C?([a,b]). Il existed < [a,b] tel que

/bf(t)dt— (b;a) [f(a) + f (b)) = —<b12a)3f(2)(6).
En particulier,
b _ _ a3
/a f(t)dt— (bza)[f(a)Jrf(b)]’ < <b12a) ,;ub?|f(2)|.

2.3 Estimation de I'erreur dans la formule de Simpson

Théoréme 5(%). Soitf € C*([a,b]). Ona

/:f(t)dt—@ {f(a)+4f (a;b) +f(b)” < (b_a)5-89p|f<4)\-

83 COMPOSITION

3.1 Idée générale

Nous que le polyndmé [xo,...,Xq; f] est d’autant plus de chance d'étre
proche de la fonction interpolék que l'intervalle[a,b] est petit. Les formules
d’erreur précédente confirme l'intuition que plus l'intelte [a,b] est petit plus
I'approximation sera précise. Il est naturel de découpetelfvalle de départ en
une famille de sous-intervalle beaucoup plus petits etpligper les formules
de quadratures a ces petits intervalles. De maniere préeisehoisit une sub-
divisiono = (a= ag,a1,...,a, = b) de|a, b] et, dans chaque intervalla,a;_ 1],
on choisitd + 1 points distinctsK' = {x}, X}, xd} pour construire la formule
d’approximation

Qi1
/a_ F(X)dX~ Qg g, () (3.1)
avec

d x—xK

Q. (X / kx)dx et K(x) = . (32
fav.aia) % J Io_Léi X-k—X'J-<

La relation de Chasle pour les intégrales nous dq”r;frféx dx= 335 ! ak+lf( X)dx
de sorte que pour approximer l'intégrale globale il sufflapbroxmer lesn
termes de la somme

n-1 d

/ fxjdx~ 3 ;Q[w,w+1}(f) (3.3)

k=0i

[3.1:: 1] [TH 5]
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a=ay & a a1 an-1an=b

T g0 ) ~

X':{xij :0<j<d}

Fic. 4 -k

Toute expressiofQc de la forme

nld

%Q a, ak+1
k=0i

s’appelle uneformule de quadrature composéed’ordre d. L'application Qc
définit une forme linéaire suf[a,b]. On noteE%(f) = | /2 f (x)dx— Qc(f)].

Théoréme 6(Principe d’addition des erreurs).

[Jc
E%(f) < Zy EY oy (f (3.4)

3.2 Exemples fondamentaux: les formules composées du pointliau,
du trapéze et de Simpson

Soitn € N*, | = [a,b] et f € C[a,b]. On poseh(n) = (b—a)/n eta(i,n) =
a+ih(n).

3.3 Exemples

L'exécution est trés rapide : pour Simpson auee 700, 0.125 seconde.

[TH 6] jpc ! ALG
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PRINCIPALES FORMULES DE QUADRATURES COMPOSEES

| =[a,b], h(n) = (b—a)/n, a(i,n) =a+ih(n), f € C(I)
a=a(i,n) a(i+1/2,n) a(i+1,n)

Point milieu O . O
a=a(i,n) a(i+1,n)

Trapéze ® (®
a=a(i,n) a(i+1/2,n) a(i+1,n)

Simpson ® ® (®

Formule :Qc(f)

Erreur :E%(f)

Type de fonctions

Point milieu h(n)- s f(a(i+1/2,n))

Trapéze %”) [f(a))+ f(b)+23 2} f(a(i,n))]

Simpson

MO £ (@) + f(b) + 250 f(ali,n) + 452 f(ali+1/2,0))

TAaB. 1

3
-maxp | 2]
3
-maxy | 2]

'ma)ﬁa.,b] ’f(4)’

(f € C3(1))
(f e C3(1))

(feci1)

NOILISOdWOD ‘S §

14
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n Point milieu Trapeze Simpson

2. 31623529 3.1 3.1415686
4. 3.1468005  3.1311765 3.1415925
6. 3.1439074  3.1369631 3.1415926
8. 3.1428947  3.1389885 3.1415927
10. 3.142426 3.139926  3.1415927
920. 3.1415928  3.1415925

930. 3.1415927  3.1415925

1270. 3.1415926

TAB. 2 — comparasion des diverses méthodes pomr= [34/(1 +
x?)dx=3,14159265358...

n Point milieu Trapeze Simpson

2 -0.0207603 0.0415927 0.0000240
4. -0.0052079 0.0104162 0.0000002
6 -0.0023148 0.0046296 1.328D-08
8. -0.0013021 0.0026042 2.365D-09
10. - 0.0008333 0.0016667 6.200D-10
70. -0.0000170 0.0000340 5.329D-15
930. -9.635D-08 0.0000002 -4.441D-16
2300. -1.575D-08 3.151D-08 4.441D-16

[TH 6] jpc ! ALG



SOLUTIONS APPROCHEES DES EQUATIONS

8§81 INTRODUCTION

Soit f : [a,b] — R. Nous considérons I'équatidi{x) = 0. Les problémes que
les numériciens doivent étudier sont les suivants.

(i) L'équation a-t-elle des solutions?
(i) Sioui, combien?

(iif) Déterminer des valeurs aussi proches que I'on veutsidgtions. (Sauf
pour une classe restreinte de fonctions, on ne peut pasiotésolution
exacte utilisable.)

Dans ce cours, les points (i) et (ii) ne seront pas abordés ¢sas la derniere
partie). Nous supposerons en général que I'équdti@n= 0 admet une et une
seule solution dang,b]. Parmi le grand nombre de méthodes disponibles, nous
étudierons quatre techniques trés classique pour réstaugrebleme (iii).

(a) La méthode delichotomie, basée sur le théoreme des valeurs intermé-
diaires.

(b) Les méthodes de &#&canteet deNewtonqui consistent a remplacer I'équa-
tion f(x) = 0 parp(x) = 0 ou p est un polynébme de degré 1 prochefde

(c) La méthode dite dpoint fixe ou desapproximations successives
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82 METHODE DE DICHOTOMIE(BISSECTION)

2.1 Définition

Soit f une fonction continue sua,b]. On suppose que
(i) f admet une et une seule racine démb|,
(i) f(a)f(b) <O.
Posong = %0. Si f(c) =0, laracine est trouvée et le probléme est résolu. Nous
supposons qué(c) # 0.

— Sif(a)f(c) < 0 alorsf(a) et f(c) sont de signes contraires donc la racine
de f se trouve entre et c car d’'apres le théoreme des valeurs intermeé-
diaires une fonction continue ne peut pas changer de sigrses&nnuler.

— Si, au contrairef (c) f (b) < 0 alors la racine se trouve entetb.

— On recommence le processus en partanadg au lieu de[a,b] dans le
premier cas, déc.b| au lieu defa,b] dans le second.

Algorithme 1. Il construit trois suitegan),(bn) et(cn) de la maniere suivante

(i) a;=a /by=h.
(i) Pourn>1,
(@ cn= %bn
(b) i. Sif(cn) =0 alorscy est la racine dé et le processus est arrété
ii. Sinon
— Sif(cn)f(bn) <0 alorsay1 = cp etbp1 = bn.
— Sif(cn)f(bn) > 0 alorsan1 = a, etbyi1 = Ch.

L'algorithme ci-dessus s’appelle I'algorithme de&hotomie ou debissec-
tion.

2.2 Etude de la convergence

Théoréme 2. Soitf continue sufa,b]. Nous supposons qué¢a) f (b) < 0 et que
I'équationf (x) = 0 admet une et une seule solutiodans|a,b|. Si I'algorithme
de dichotomie arrive jusqu’a I'étapet 1 (de sorte que; #r, 0 <i < n) alors

b—a

Ir=cnsal < Sppr

Exemplel. (i) Léquationx*+x3 —1 = 0 admet une solution (unique) dans
]0,1[. Une approximation de la racine avec une erreur moindre que %0
est obtenu en moins de 0.2 seconde=0.8191729. La figure i donne les
guatre premier termes de la suite.

[TH 2] jpc ! ALG
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Fic. 1

[2.2::111] [TH 2]
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(i) L'équation x —sinx— 1/4 = 0 admet une solution (unique) dalisr/2|.

Une approximation de la racing avec une erreur moindre que Test

obtenu en moins de 0.2 seconde="1.1712288. La table 1 donne un

ensemble de valeurs.

n ¢ n ¢

1. 05 1. 0.7853982
2. 0.75 2. 1.1780972
3. 0.875 3. 0.9817477
4., 0.8125 4, 1.0799225
5. 0.84375 5. 1.1290099
6. 0.828125 6. 1.1535536
16. 0.8191681 16. 1.1712183
17. 0.8191757 17. 1.1712303
18. 0.8191719 18. 1.1712243
19. 0.8191738 19. 1.1712273
20. 0.8191729 20. 1.1712288

xX*+x3-1=0,xe[0,] x—sinx—1/4=0,x¢c [0,r1/2]

TaB. 1

8§83 METHODE DENEWTON

3.1 Construction

Supposons qué € Cl[a,b] et que I'équatiorf (x) = 0 admet une et une seule
racine, notée, dansla,b|. L'idée de laméthode de Newtorconsiste a remplacer
I'équation f (x) = O par I'équationil; (x) = 0 ouT; est un polyndme de Taylor de
f de degré 1 en un poing qu’il faudra bien choisir:

Ti(X) = f(xq) + /(X)) (X—Xxq).

L'équationTy(X) = 0 admet pour racine

[TH 2] jpc ! ALG
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Fic.2

Si x1 € [a,b], nous pouvons itérer le procédé, en rempladdm) = O par
T]_(X) =0ou
Ti(x) = f(x1) + F'(x2) (x—%2)

dont la racine est

_ f(x2)
et
Y f(%)
<~ X3 =Xo— f’(Xz).

Nous construisons ainsi par récurrerg@ys réserve que,x [a,b], la suite

X1 = b
SCHEMA DE NEWTON
{Xn+1 = Xp— ff/(())((r:])) (n Z O) ( )

E. 13. Donner (graphiqguement) un exemple de fonction pour laquelle la guit&st
pas définie (sort de I'ensemble de définition de la fonction).

3.2 Etude de la convergence

Nous devons répondre aux trois questions suivantes.
i) La suite(xn) est-elle bien définie?

i) Sioui, converge-t-elle vers la racine r?

iii) Sioui, quelle est la rapidité de convergence?

Les réponses dépendent naturellement des propriétés alectzoh f consi-
dérée. De nombreux théoremes apportent des réponses.vaatsest I'un des
plus simples. Ses hypothéses correspondent a la figure 2.

Théoréme 3. Soit f une fonction de classg? sur un intervalle ouveft conte-
nant[a,b] telle quef’ et f” soient strictement positives sulf est strictement

[3.2:: 111] [TH 3]
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croissante convexe). Nous supposons fig > 0, f(a) < 0 et nous appelons
'unique solution de I'équatior (x) = 0 dans|a,b].

(i) La suite de Newton

X1 = b
Xn+1 L)
est bien définie,

(i) Elle converge vers en décroissant,
(iii) L’estimation suivante est vraie

I
=
I
£
—~
=
V
o
—

M2

vz 2
2m1 (Xn r)

Xn—r1| <

ouM, = Sur{a,b} /! etm; = inf[a7b} f/.
Exemplel. L'équation
-x'-1=0 (3.1)

admet une et une seule racimgans|0,1]. En effet la fonctionf (x) = 3x° —x* — 1

a pour dérivéd’(x) = x3(15x— 4) et, sur0,1] elle décroit def (0) = —1 jusqu’a
f(4/15) ~ —1,001 puis croit jusqu’af (1) = 1. En particulier €)4/151[. Par
ailleurs, puisque”(x) = 12x°(5x— 1), f est strictement convexe s{ir/5,1] en
particulier suj4/15,1] puique 415> 1/5. Nous pouvons appliquer le théoreme
sur l'intervalle[4/15,1] en prenant Comme point de dépejt= 1. Les dix pre-
miers termes de la suite de Newton sont donnés dans le tablémarquons
gue I'on obtient les six premiéres décimalesrd#ges le quatrieme terme de la
suite.

E. 14. Justifier 'emploi de la suite de Newton pour I'équatior sin(x) —1/4 = 0.

A cause de la relatiofy, o — r| < C(r — xn,1)?, on dit que la méthode de
Newton est dordre 2. Une telle propriété impligue une convergence tres rapide
Par exemple, si, au rangl’erreur est de l'ordre de 1, au rangn+ 1, elle sera
au pire de l'ordre de 1, au rangn+ 2, 10 12...

3.3 Autres versions

Il est facile d’adapter le théoréme précédent pour traitetets les équations
de la formef (x) = O lorsque la fonctiorf et sa dérivée sont toutes deux stric-
tement monotone. il y a quatre cas a considérer, ils sontéodans la figure
3.

[TH 3] jpc ! ALG
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A -xt-1=0 f(x) = x—sin(x) — 1/4
n Xn Xn — Xn—1 n Xn Xn — Xn—1
1. 1. 1. 1.57079631/2)
2. 0.9090909 -0.0909091 2. 1.25 -0.3207963
3. 0.8842633 -0.0248276 3. 1.1754899 -0.0745101
4. 0.8826212 -0.0016421 4. 1.1712433 - 0.0042467
5. 0.8826144 -0.0000068 5. 1.1712297 - 0.0000136
6. 0.8826144 -1.161D-10 6. 1.1712297 -1.397D-10
7. 0.8826144 0. 7. 1.1712297 2.220D-16
8. 0.8826144 0. 8. 1.1712297 -2.220D-16
9. 0.8826144 0. 9. 1.1712297 2.220D-16
10. 0.8826144 0. 10. 1.1712297 - 2.220D-16
TAB. 2 —Premiers termes de deux suites de Newton
f”>0 f"<0
X1 X2 X3
_ o]
| r
f'>0
_ X3 X2 X1
ff<0 X1 X X3 I~

[4.1:: 1]

TAB. 3 —Quatre schémas de de Newton

[TH 3]
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84 METHODE DE LA SECANTE

4.1 Construction

Supposons qué € C[a,b], que I'équationf (x) = 0 admet une et une seule
solutionr dans[a,b] et enfin quef (a) < 0, f(b) > 0. L'idée de laméthode de
sécanteconsiste a remplacer I'équatidiix) = O par I'équatiorL [a,b; f](x) = 0.
Nous savons que

L[ab; f](x) = f(a)+wu—a)

donc 'unique solution dé& [a,b; f](x) = 0 est donnée par

b—a
S O R (C
—f(a)b+af(a)+af(b)—af(a)
f(b) —f(a)
af(b)—bf(a)

fb)—f(a) -

Comme pour la méthode de Newton, il est naturel d’espérer gjiie waleur
sera proche dei.e.

(@)

f(b) bf
—f(a)

Fic.3

Six; € [a,b], le procédé peut étre itéré en remplaghix) = 0 parL [xy,b; f](x) =
0,autrement dit on fait jouerx le role que jouait précédemmeatnous pour-
rions évidemment envisager I'autre stratégie : gaedetrremplaceb parx;. Le
choix de la stratégie, comme nous le verrons, est dicté palapzature de la
fonction f.

[TH 3] jpc ! ALG
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- _le(b)—bf(xl)
TR T ) — )

En continuant, nous construisons par récurreaoas réservguex, < [a,b|, la
suite

X = a
nf(b)—bf(x, SCHEMA DE LA SECANTE
{Xn+1 _ X% f((b))—f(x(n); ) (n>0) ( )

E. 15. Donner sur un exemple graphique une équatfipr) = 0 admettant une unique
solution mais pour laquelle la suite de la sécante ne peut pas étre construite.

4.2 Etude de la convergence

Nous devons répondre aux mémes questions que pour la méthdtvton.
Les hypotheses du théoreme suivant correspondent a la figure

Théoréme 4(1). Soit f une fonction de class@? sur un intervalle ouvert
contenanta,b| telle quef’ et f” soient strictement positives su(f est stricte-
ment croissante convexe). nous supposond goie> 0, f(a) < 0 et nous notons
r 'unique solution de I'équatiofi (X) = O dans l'intervallga,b]. A) La suite

Xg = a
Xn+1 = anf((tl,))): ]P (fx(r:;n) (n > 0)

est bien définie. B) Elle converge en croissant veatsC) nous avons I’estimation
M2
—r| < —(Xn—Xn_1)(b—X
a1 < 5 =X -1) (b= )

OL‘I Mz = Suqa,b] f// etml = |nf[a/b] f/.

Exemplel. Nous reprenons dans la table 4 les exemples étudiés cislagsa
la méthode de Newton.

E. 16. Indiqguer comment adapter la méthode de la sécante a la résolution d’équations
f(x) = 0 lorsque la fonctiorf et sa dérivée sont strictement monotones. On donnera un
tableau correspondant au tableau 3 pour la méthode de Newton.

E. 17. Sous les hypothéses des deux théorémes précédents (Th. 3 etoficdistruit
la suite(x,) fournie par la méthode de la sécante et la si¥it¢ fournie par la méthode
de Newton. Montrer que lorsque etX, ont les mémek premiéres décimales, ce sont
aussi lek premiéres de.

[5.2:: 11 [TH 4]
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-xt-1=0 f(x) =x—sin(x) — 1/4

n Xn Xn — Xn—1

1 0.15 - 1.

2. 05750592 0.4250592
3. 0.7787569 0.2036977
4
5
8

n Xn Xn — Xn—1

1 0.15

2. 14921931 1.3421931
3. 1.1336931 -0.3585000
4

5

6

0.8533380 0.0745812
0.8749467 0.0216086
. 0.8824870 0.0003733
9. 0.8825820 0.0000950 1.1713436 0.0009066

9. 1.1712293 -0.0000027
10. 0.8826062 0.0000242

10. 1.1712297 0.0000004
11. 0.8826123 0.0000061

11. 1.1712296 -5.563D-08
12. 0.8826139 0.0000016

18. 1.1712297 7.039D-14
13. 0.8826143 0.0000004

19. 1.1712297 -9.992D-15
15. 0.8826144 2.570D-08 20. 11712297 1.332D-15
18. 0.8826144 4.226D-10

1.1767653 0.0430721
1.170437 -0.0063282

TAB. 4 —Premiers termes de deux suites de méthode de la sécante

85 LA METHODE DU POINT FIXE (DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES

5.1 Introduction

Dans cette partie, nous considérons les équations de |l forng(x). Nous

étudierons un théoreme qui, a la fois

() garantit 'existence et I'unicité de la solution

(i) fournit une suite qui converge rapidement vers la solut
Le procedé employé — les approximations successives — esde¢siplus fon-
damentaux de I'analyse. Il peut étre généralisé a des égsatlus compliquées
dans lesquelles les inconnues sont des fonctions (par éxdespequations dif-
férentielles). Remarquons que les équatibflg = O peuvent souvent étre avan-
tageusement mises sous la forre g(x) (cf. exercices). Cependant en pratique
la différence entre les deux types d’équations est plusdgraun’un simple dif-
férence de forme ne pourrait laisser penser.

5.2 Enoncé du théoreme du point fixe

Théoreme 5. Soit| un intervalle fermé (non nécessairement borné) ahe
fonction del dansl. S'il existe un réek < 1 tel que

19(X) —g(y)| <kx—y| W¥xyel

[TH 5] jpc ! ALG
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alors I'équation
g(x) = x

admet une et une seule solution dan€ette solution est limite de la suitg.)
définie par

= acl
{ X0 (SCH. DES APPROX SUCC.).

Xnt1 = 9(Xa) (n>0)

(On est libre de choisir n'importe qued dansl ). De plus, sk est la solution de
I'équationg(x) = x alors
n

1-k

[$—Xn| < X1—=%|  (n=1).

Lintervalle | est de la formé =R oul =] —,a] ou [a, 4 [ ou [a,b]. Il est
essentiel que prenne ses valeurs dahg’est-a-dire que son ensemble image
soit inclus dans son ensemble de définition, faute de qua neuwserions plus
slrs que la suitéx,) soit bien définie.

Lorsqu’une fonction vérifie une inégalité

9(x) —g(y)| <kx—y] Wxyel

avec 0< k < 1, on dit quef estcontractante ou bien que c’est uneontraction
de constanté&. Les fonctions contractantes sont continues en tout peirbdns
Xo € | et montrons la continuité exy. Nous devons établir qu¢s > 0,3n >0
tel que les conditiongX— xo| < n et(x,y) € | x 1) impliquent|g(x) — g(xo)| < €.
Il suffit de prendre) = £/k.

Lorsqueg est dérivable, pour qu’elle soit contractante de constanksuffit
que

suplg'| < k.
|

En effet d’apres le théoreme des accroissements finis,

19(x) —9(y)| = g/ (c)[Ix—y| < k]x—Y].

Remarquons enfin que les suites définies par les schémas derNetnde

la sécante sont des cas particuliers de schémas d’apptoxismauccessives.
Dans le premier cas ong{x) = X— ]f,((’% et dans le secong(x) = %.
Cependant, il n’est généralement pas aisé d’appliquer deéh@e précédent dans

ces cas particuliers.

[5.3:: 111] [TH 5]
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Com. Construction des quatre premiers termes d’un suifgdiximation successive.

FIG. 4 —Méthode du point fixe.

5.3 lllustration graphique

La figure 4 montre un exemple de construction des permienseteide la
suite des approximations successives. On notera que lets py = (xn, f (Xn)
convergent en "s’enroulant autour” gef (r)) = (r,r).

Exemplel. La table 5 donne les résultats obtenus en appliquant la et
point fixe a I'équatiorx = sin(x) + 1/4 en prenant deux points de départ diffé-
rents.

E. 18. Montrer que la fonctiorf définie parf (x) = sin(x) + 1/4 vérifie bien les condi-
tions du théoréme du points fixe en prenant comme intervalle de dépdét 7/ 2].

5.4 Eléments de la démonstration du théoreme du point fixe

[TH 5] jpc ! ALG
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f(x) =x—sin(x) —1/4

f(x) =x—sin(x)—1/4

n *n Xn — Xn-1 n *n Xn — Xn-1
1. 1. 1. 0.5
2. 1.091471 0.0914710 2. 0.7294255 0.2294255
3. 1.1373063 0.0458353 3. 0.9164415 0.1870159
4. 1.1575053 0.0201990 4. 1.0434407 0.1269993
5. 1.165804 0.0082987 5. 1.1141409 0.0707001
6. 1.1691054 0.0033014 6. 1.1475323 0.0333914
7. 1.1704012 0.0012958 7. 1.1617531 0.0142208
8. 1.1709071 0.0005058 8. 1.1675018 0.0057487
9. 1.1711041 0.0001971 9. 1.169773 0.0022713
10. 1.1711808 0.0000767 10. 1.170662 0.0008890
15. 1.1712292 0.0000007 15. 1.1712246 0.0000080
20. 1.1712296 6.090D-09 20. 1.1712296 7.084D-08
25. 1.1712297 5.426D-11 25. 1.1712297 6.312D-10
30. 1.1712297 4.834D-13 30. 1.1712297 5.624D-12

TAB. 5 —Premiers termes d’une suite d’approximations successives

[0.0:: 111]

[TH 5]



RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES
METHODES DIRECTES

81 RAPPEL SUR LES SYSTEMES LINEAIRES

Tous les nombres considérés sont des réels mais tout cergudisdans ce
chapitre reste vrai avec des nombres compléxasus considérons le systéme
den équations & inconnues suivant

L1 (g1%1 + aXe + ... + am¥n = C
L2 aX1 + agXe + ... + axXn = C

. . . . . . 11
Li a1X1 + aXe + ... + anXn = G (1)
Ln (81 X1 + aX2 + ... 4+ 8nnXn = Cn

Lesa;; sont appelés lesoefficientsdu systeme, les, les inconnues (ou les
solutions), lex; forment lesecond membre L'expression

Li @ @1X1+@j2X2 + + - - + @inXn = Cj (1.2)

s’appelle la-iemeligne du systeme. Le systéme (1.1) se représente aussi sous la

* Les nombres pourraient d’ailleurs étre pris dans n'impquiel corps commutatif.
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forme compacte
n
Z ajjXj = G (i=12...,n). (1.3)
=1

Au systéme linéaire ci-dessus est associéguation matricielle
AX=C (1.4)

ou la matriceA et les vecteurX etC sont définis par

a1 a2 ... AIn X1 C1
dp1 dAgp2 ... aon X2 Co
A=| ' o xX=|1, c=]: (1.5)
d1 a2 ... ain Xi Ci
anl an2 ... ann Xn Cn

Notons que dana;j, l'indice i désigne la ligne tandis quedésigne la colonne.
Le vecteur colonnéX est appelé l@ecteur inconnu(ou vecteur solution) etC
est levecteur second membre

Rappelons en fait qu'une application linéais¢ de R" dans lui-méme et
canon uniqguement associé a la matdce&ette application est définie par

7 (X) = (

n n
apjXj,- .-, Z Qi jXj,y s Z am-x,-), X=(X1,...,%n). (1.6)
] =1 =1

M

E. 19. Rappeler les liens entre les des images des éléments de la base canoififjue de
par I'application linéairezs et les coefficients de la matride

Théoreme 1(Régle fondamentale t). On ne modifie pas les solutions d’'un
systeme linéaire si on ajoute a une ligne une combinais@ailie des autres
lignes. On écrit
Li<—Lj+ ;aij.
J#I

Il faut faire attention & ne pas oublier d’effectuer égaletia combinaison
linéaire au niveau du second membre.

Théoréme 2(1). Pour que le systeme (1.1) admette une et une seule solution il
faut et il suffit quedetA # 0. Dans ce cas la matrideest inversible et I'unique
solution est donnée pXr= A-1(C).

x Un vecteux € R" est habituellement noté= (x3,Xz, .. .,Xn) Mais pour des raisons propres
au calcul matriciel, Lorsque nous lui appliquons une ma#imous avons intérét a le représenter
comme une colonn&. Dans la suite nous ne distinguerons plus, au niveau de &ioiwf le
vecteur lignex du vecteur colonni.

[1.0:: 1V] [TH 2]
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Lorsque le systeme (1.1) admet une et une seule solutioss, gisans que
c’est unsysteme régulier

E. 20. Rappeler les régles de calcul du déterminant d’'une matrice.

La condition sur le déterminant deest a son tour équivalente a des proprié-
tés naturelles de I'application linéairg. De maniére précise, nous avons

detA+# 0 <— «bijective < o/ surjective<—- injective < ker«/ = {0}.

(1.7)
Rappelons qu’ici I'équivalence entre bijective, surjeetet injective est vraie
uniguement parce que’ est une application linéaire entre deux espaces vecto-
riels de méme dimension.

E. 21. Donner un exemple d’application linéaire Bé dansR? qui soit injective (mais
pas surjective). Donner un exemple d’application linéair®éidansR? surjective mais
non injective.

Théoreme 3(Formules de Kramer, t). LorsquedetA # 0 la coordonnég; de
la solutionx du systeme (1.1) est donnée par la formule

a1 ... A4j-1 G Ajy1 ... Qn
. :i a1 ... dj-1 C Ajy1 ... aAn (J 1 n)
I 7 detA | : :
a1 --- nj-1 Ch anj+1 .- Gnn

Pour obtenirx; on doit donc calculer le déterminant obtenu a partirAden
substituant le vecte@ a la j-ieme colonne dé.

Malheureusement les formules de Kramer nécessitent un neodbpéra-
tions trop grand et elles sont en pratique inutilisablesgxércices). Il faut donc
rechercher d’autres méthodes.

82 LE CAS DES SYSTEMES TRIANGULAIRES

Exception faite des systémes diagonaux (ceux dont la readst une ma-
trice diagonale) qui se réduisentnaquations du type;ix, = ¢, i = 1,...,n,
les systémes les plus simples sontdgstemes triangulaires Dans cette partie,
nous donnons les algorithmes élémentaires pour résowlsydtemes linéaires
triangulaires par substitutions successives et étudaosrhplexité de ces les al-
gorithmes. Nous verrons ensuite comment n’importe queéays régulier peut
se réduire — autrement dit, est équivalent — a un systenrgytilaire.

[TH 3] jpc ! ALG
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Considérons les deux systemes lin€aires suivants.

(S1) (2)
l11X1 = C U1iX1 + UXe + UisX3 = C
loixe + I = C UppXo + UxXa = Cp
l31x1 + laoXo + lssxz = c3 UsXs = C3
(Systeme triangulaire inférieur) (Systeme triangulaire supérieur)

Chacun des deux systemes se résout facilemergyzstitutions successives
(a condition que les éléments diagonaux soient non nuls)

(S1) (S)
X2 = (C2—l21%1) /122 X = (C2 — U23X3) /U22
X3 = (C3—laxa—l3oX2)/laz (X1 = (Cp— UpoX2 —U13X3)/U33

La technique de substitutions successives s’appliquerdétae maniére aux
systémes triangulaires aedquations.

Algorithme 4 (Substitutions successivé3. Les solutions du systeme triangu-
laire inférieur
lii=0 si 1<]
LX=C avec {)
{lii #0

sont données par les relations

l11

X = %(CI_ZIJ_:]U”XJ) (i=2,3,...,n).

Algorithme 5 (Substitutions successivey. Les solutions du systeme triangu-
laire supérieur
Uj=0 si i>]j
uxX==_ avec
{Uii #0

sont données par les relations

— G
Xn = Unn

Xj = u_lii<ci_zT:i+1uinj> (i:n—l,n—2,...,1).

Théoréme 6. La résolution d’un systeme linéaire triangulaire (supér@i infé-
rieur) den équations a inconnues par la méthode des substitutions successives
nécessit@?® opérations élémentaires.

[3.1:: V] [TH 6]
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83 L'ALGORITHME DE GAUSS

3.1 Description de I'algorithme dans le cas d’un systéme de&juations
a 3 inconnues. Notion de pivot

Soit a résoudre le systeme suivant dont on suppose qu'’il adngeet une
seule solution (le déterminant de la matrice associée @st slgpposé non nul)

(0)
0 I-1o aqXy + aXp + a3z = QG
s9 Lg) X1 + aXp + a3z = C2.
Lgo) agiX1 + agXe + agXs = C3

Etape 1 Elimination dex; dansL (20) et Léo).

L(zo)*l—go)—%l—(lo).
LY 1LY 2 0

Attention on divise paia;1. Cela n’est donc possible queagh est non nul.
On arrive a

0
L(l ) ayiXy  +apoXo +a13X3 =C1
a a; a;
sH Lo +(a2— Za2)xe +(az—FZaz)xs =C2— 4 .
1 _a _ 831 P - 1
LY L0 +(ag2— Fra12)xe  +(ags— Fra1z)xs =C3— ;501

gue I'on écrit encore sous la forme

L9 (aa + awe + ae = o
st LW 0 + axo + agxs = cb.
LY 0 + aglz)xz + alxs = cgl)

Etape 2 Elimination dex; dansL (32).

1
(1) (D_ﬁ (1)
Ly’ «—Lj b2
%2
Attention on divise pala(zlz). Cela n’est donc possible queaét) est non nul.
On arrive a
L(10) a11Xp + aXp + a13x3 = G
1 1 1
g2 L(Zl) 0 + a(zz)xz + ag%)f;g = c(2 <)1>
1 1 1 1
L I I e

[TH 6] jpc | ALG
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que I'on écrit encore sous la forme

L(lo) axXy + apXe + aizXxz = Cp

s? Ly 0 + ax + amgxs = cy.
2 2

LY 0 + 0 + aZxs =

Ce dernier systéme est triangulaire supérieur, on peut @orsbudre rapi-
dement par substitutions successives comme expliqué damastie précédente.
Il reste & examiner si, et comment, on peut modifier la métiaaes le cas ou
un des nombres par lesquels on doit diviser s’avere étread@ebupposons que
ai1 = 0. Nous avons alorap; # 0 ouagy # 0 sinon la premiéere colonne de la
matrice du systéme serait nulle et son déterminant vau@icatqui est contraire
a I'hypothese. Supposons pour fixer les idéesapies 0, nous permutons alors
les lignesL (10) et L(ZO) et commencons la méthode décrite ci-dessus a partir du
systeme

axX1 + axX2 + ax3Xxz = O
0 + appX + aizXxz = C1.
az1Xy + agXe + ag3zxz = C3

Dans la deuxieme étape, si nécessaire, c’est-a-d;ix%)s—'t 0, nous pouvons

permuter les lignek (21) et Lgl) de telle sorte que nous diviserons a nouveau par

un nombre non nul.

Les nombres par lesquels on divise dans les diverses étapgadgbrithme
s’appellent lepivots de GaussPour que l'algorithme fonctionne, ces nombres
doivent étre non nuls. Cependant, pour la précision deslsatmua intérét a les
choisir les plus grands possibles en valeur absolue. Ce#tgtiqn ne sera pas
abordée ici (cf. exercices).

Dans la partie suivante on décrit I'algorithme de Gausssisds dans le cas
d’'un systeme a équations eh inconnues. On I'’énonce dans le cas ou la ma-
trice du systeme n’est pas supposeée inversible en le mabhid'sae instruction
d’arrét pour le cas ou dét= 0.

3.2 Algorithme de Gauss (sans optimisation de pivot)

Algorithme 7 (Notation Ligne) On considére le systeme linéaire de matrice
associeé\

(Lk : jiaijj = Cy, k=12,... ,n)

Pourj = 1,...,n— 1 faire sauf ordre d’arrét
aij = 0 pour touti > j alors ARRET. A est non inversible.)

[3.2:: IV] [TH7]
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soitio = inf{i,a # 0}, faire

Lj«—Li,
Lig — L
Pouri > | faire
Lie—Lj— 0,
ajj

Résoudre le systéme (triangulaire) formé des (nouvellggeélL; par la
méthode des substitutions successives.

Algorithme 8 (Notation Coefficient) On considére le systeme linéaire de ma-
trice associeé

n
(Lk: ajXj = C, k=1,2,...,n>
2

Pourj=1,...,n— 1 faire sauf ordre d’arrét

ajj = 0 pour touti > j alors ARRET. A est non inversible.)
soitio = inf{i,a # 0}, faire

ajl «— &, pour |>j
ol «—aj pour 1> ]

Cj < Gig
Cip < Cj
Pouri > | faire
a,i.
m = 8

pourk > | faire
dik < aik — Midjk.

Résoudre le systéme (triangulaire)

n
aiX = by k=12,...,n
(2 a )

[TH 9] jpc ! ALG
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3.3 Codt de I'algorithme de Gauss

Théoréme 9. Le nombreN, d’'opérations élémentaires nécessaires pour résoudre
un systeme linéaire@méquations et inconnues (de déterminant non nul) par la
méthode de Gauss est asymptotiquement égaf /8. On écritN, ~ 2n3/3 et

cela signifidimp_c z:\lTn/a =1

[3.3:: IV] [TH 9]
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