Calcul Différentiel*

Corrigé du contréle terminal du 21 mai 2008

durée: 2 heures
Nota bene. Aucun document n’est autorisé. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de
la rédaction.

1. QUESTION DE COURS (2 PTS)

Démontrer le théoréeme suivant qui donne le lien entre les dérivées directionnelles et la
différentielle d'une fonction. E et F' sont des espaces vectoriels normés et () est un ouvert
non vide de E.

Théoréme 1. Soitv e E et f:Q CE — F. St [ est différentiable en a € ) alors la
dérivée de f suivant v en a, D, f(a), existe et

Dy f(a) = df (a)(v). (E1)

Réponse :

Puisque f est différentiable en a, il existe une fonction reste
r:heFE—r(h)eF telle limy_|[r(h)||g/||h]|r =0 et, pour h dans un
voisinage de 0,

fla+h) = f(a) +df(a)(h) +7(h).
Appliquant cette relation avec h =tv, t dans un voisinage de 0 dans R,
on obtient

1 1
;(f(a +tv) — f(a)) = ;df(tv) + r(tv)/t = df (v) + r(tv)/t.
Or
h—0
lr(tv)/te = lIr()lle/lltv]z - [Jolle — 0 - [lo]} = 0,
ce qui entraine avec l’expression précédente
.1
iy +(/(a+ t0) = /(@) = df ()
donc la dérivée suivant le vecteur v existe et vaut df(a)(v).
Baréme: 2 points.

2. QUESTION DE COURS (6 PTS)

Démontrer le théoréme suivant lorsque I = [a,b] et {y = a en utilisant le théoréme du
point fixe.

Théoréme 2 (de Cauchy-Lipschitz). Soit I un intervalle de R et f : I x E — F, et
yo € F. Si [ est continue sur I x E et s’il existe L € RT satisfaisant

1f(ty) = ft,2)lr < Llly—z2llg, tel,y2€E (E2)
alors I’équation différentielle
y'(t) = f(t,yt), tel,
E3
{ y(to) = vo. (E3)
admet une et une seule solution sur I.
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Réponse :

L’équation ¥/'(t) = f(t,y(t) avec y(ty) = yo est équivalente a 1’équation
intégrale

t
vty =w+ [ Fsu(s)ds. ye CUR).
to
On doit donc résoudre 1l’équation

(y) =y
avec
& E — FE
: t ,
y —@y)tel—yo+ [, flsy(s)ds
et £ =C([,R) qui est muni de la norme sup sur /. D’aprés le théoréme du
point fixe généralisé, il suffit démontrer qu’une des itérées de

1’application ¢ est contractante, autrement dit qu’il existe s &€ N* et
k<1 tels que

19 (51) = & ()| < Kl = el

Soient donc y; et yo dans /. On a en utilisant 1’hypothése que f est
Lipschitz,

@@mw—wmwwi/vumwwﬁwmwmw

Yo

— (D) (t) — D) ()| = (t —to) - L - |ly1 — ||, tel.

Ensuite, en utilisant cette inégalité, pour estimer D =Pod,

P (y1)(t) — 2 () (1) = /t[f(S@(yl)(S)) — f(5,2(y2)(s))]ds

Yo
(t —to)?
2

t
= |2 (1) (t) — 2P () ()| = / L-(s—to) |y — yollpds < L%y — el

Yo
En continuant de cette maniére, on arrive a

200 (1) ~ 29w < Ly e

En prenant la borne supérieure sur [ = [a,b] avec a =1y, il vient

s s b—a)* s
190() — 29 ) ls < C Ly — gl

Comme la suite s — (Z)_S—?)SLS tend vers ( lorsque s — 0o, il existe s telle

que la constante K = (b;—?)SLS soit strictement plus petite que 1. Pour

cette valeur de s, ¢“) est contractante et la démonstration du théoréme
est achevée.

Baréme: 6 points.

(1) 2,5 points pour une bonne transformation en équation intégrale avec
mention du théoréme du point fixe;

(2) 2,5 points pour les estimations (ne pas exiger davantage de détails que
ceux donnés ici);

(3) 1 pt pour rédaction et clarté.

tel.



3. EXERCICE (3 PTS)

On note par (z,y) le produit scalaire ordinaire de deux vecteurs = et y de R™. Soient
AeR" AN#0,et f: R — R une fonction réelle dérivable sur R tout entier. On définit F
sur R™ par la relation F(z) = f((\, z)). Montrer que F' est différentiable en tout point
de R™ et calculer une expression de sa différentielle en xy € R™ en fonction de f et de A.
Le fonction F' peut-elle admettre un extremum local strict en un point zy de R™?

Réponse::

1) La fonction F est la composée de deux application différentiables:
1’application f différentiable en tout point de R et 1’application
linéaire L:z — (\,x) différentiable en tout point de R". D’aprés le
théoréme des fonctions composées, F' est donc différentiable en tout
point xy de R" et on a

dF (20) (k) = (df(L(x0)) 0 dL(20)) (h)
— dF (O ao))(L(R) = (N ao)) - (A h), hER™, (Ed)

ol on a utilisé que df(u)(H)= f'(u)-H et dL(xy) =1L.

2) Une telle fonction ne peut pas admettre un extremum local strict.
Supposons par exemple que [’ admette un maximum relatif strict en a € R",
de sorte qu’il existe € >0 tel que f(z) < f(a) pour tout = différent de a
dans la boule ouverte B(a,e). Nous montrons que cette supposition conduit
d une contradiction. Prenons w un vecteur non nul unitaire orthogonal a
A de sorte que (A, w)=0 puis z =a+¢€/2-w. On a x #a et = € B(a,e) car
|z —al| = |le/2 - w|| = €¢/2||jw|| = €/2 < €. D’autre part, en remarquant que

(Na+e€/2-w) = (\a)+€/2(A\w) = (\a),

nous avons
F(r) = f((Aa+e/2-w)) = f((ha)) = Fl(a),
ce qui contredit le fait que f ait un maximum strict en a. Le cas d’un
nminimum se traite de la méme maniére.
Baréme:
(1) 2 points pour le 1.
(2) 2 pts pour le 2) (il y a un point de bonus), on peut ici mettre jusqu’a
1 point pour une bonne idée non aboutie.

4. EXERCICE (4 POINTS)

Déterminer la plus grande valeur que peut prendre la fonction f : R® — R définie par
f(x,y,2) = zyz sur le sphére d’équation 2%+ y? + 22 = 1. On précisera en quel(s) point(s)
le maximum est atteint. Etablir un résultat similaire sur la sphére de R™ d’équation
i +as+-+al =1

Réponse :

1) Le théoréme du cours sur les extrémums liés s’applique de sorte que le
maximum sera atteint en un point X = (z,y,2) de la sphére en lequel df(X)
et dg(X) sont colinéaires ou f(X)=a?+y*+22—1 et g(X)=uayz. Cela
signifie qu’il existe un réel A\ tel que

O1g(X) = A1 f(X), Org(X) = ;«%f(X) et d39(X) = A3 f(X).



Le calcul des dérivées partielles conduit donc au systéme

yz = 2\x ryz = 2\1?
rz =2 \y = yrz =2\)°.
ry = 2\z 2y = 222

I1 suit que Mz? = A\y? = A\2%2. Alors ou bien A =0 ou bien 22 =1y?=2%. La
premiére possibilité est a écarter car deux des trois nombres seraient
nuls en sorte xyz =0 ce qui ne peut donner lieu & un maximum. Dans la
seconde hypothése, puisque z?+y?+ 2?2 =1, il vient 22 =9y*=22=1/3, ou
encore |z| = |y| = |z| = 1/v/3 de sorte les nombres z,y et z valent tous
j:l/\/g. Une analyse de ces cas montre que la plus grande valeur est
obtenue lorsque deux des trois nombres sont négatifs ou les trois
positifs et le maximum est (1/4/3)3.

2) Une méthode en tous points similaire montrerait que le maximum de la
fonction r17y---x, sur la sphére d’équation z7 + a3+ - -+ 122 =1 est
atteint en des points de valeurs absolues toutes égales et vaut (1/y/n)".
Baréme:

(1) 3 points pour le 1) dont 1,5 points pour le systéme des conditions et
1,5 points pour sa "résolution" et la détermination du max).

(2) 1 point pour le 2), mettre jusqu’a 1 point de bonus si des étudiants ont
détaillé cette seconde partie.

5. EXERCICE (5 POINTS)

Soit E un espace de Banach, B : F x ¥ — R une forme bilinéaire symétrique continue
et L : E — R une forme linéaire continue. On considére 'application f définie sur E a
valeurs dans R par la relation

@) = %B(x,:c) ~ L(x).

5.1. Démontrer, en détaillant le raisonnement et le calcul, que si f admet un extremum
local en a € E alors

Vh € E B(a,h) = L(h). (Eb)
Réponse :
D’aprés le cours, si f admet un extremum local en a alors df(a) =0 ou
encore df(a)(h) =0 pour tout h € E. Remarquons que f=1/2-G — L avec
G:x — B(z,r). Comme G est une forme quadratique, on a dG(a)(h) = 2B(a,h)
(voir cours). D’autre part dL(a)(h) = L(h) donc la condition df(a) =0 se
traduit par 1/2-dG(a) —dL(a) =0 soit 1/2-dG(a)(h) —dL(a)(h) =0 pour tout
h € E ou encore B(a,h) — L(h) =0 pour tout h € E qui n’est autre que la
condition demandée.

Baréme: 2 points.

5.2. On suppose maintenant que la forme bilinéaire B est positive. Cela signifie que
B(h,h) > 0 pour tout h € E. On suppose en outre que la condition (E5) est satisfaite.

(1) Montrer, a partir de la relation B(a — h,a — h) > 0, que

Vhe B — Blaa) < B(h,h) — 2L(h).
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Réponse :

On a pour tout h e F

B(a—h,a—h) >0
B(a,a) — 2B(a,h) + B(h,h) > 0 (utilise B forme bilinéaire symétrique)

B(h,h) — 2L(h) > —B(a,a) (utilise B(a,h) = L(h)).

Baréme: 1,5 points.

(2) Montrer que f admet un minimum global en a, ¢’est-a-dire f(a) < f(z) pour tout
r €€ k.
Réponse :

Nous devons montrer que f(h) > f(a) pour tout h € E. Cela provient par
exemple de 1’inégalité B(h,h) —2L(h) > —B(a,a) car B(h,h) —2L(h) = 2f(h)
et, grace a 1’hypothése (E5),

2f(a) = B(a,a) — 2L(a) = B(a,a) — 2B(a,a) = —B(a,a).
Baréme: 1,5 points.




