Calcul Différentiel*

Controle partiel du 10 mars 2008

durée: 2 heures

Nota bene. Aucun document n’est autorisé. Il sera tenu compte de la lisibilité et de la clarté de
la rédaction.

1. QUESTION DE COURS (3 PTS)
Démontrer le théoréme suivant. On rappellera explicitement la définition de la différen-
tiabilité.

Théoréme 1 (Linéarité de la différentiabilité). Soienta € Q C E, f et g deux fonctions
définies sur €2 a valeurs dans F' et A € R. Si f et g dont différentiables en a alors f+ \g
est différentiable en a et

d(f +Ag)(a) = df(a) + Adg(a). (E1)

2. (QUESTION DE COURS (5 PTS)

Démontrer le théoréme suivant lorsque F' est munie d’une norme induite par un produit
scalaire. On précisera clairement les théorémes utilisés.

Théoréme 2 (des accroissements finis ou de la moyenne). Soient a,b € Q) C E. Supposons
que le segment [a,b] soit contenu dans S et que la fonction f: Q — F soit différentiable
en tout point de |a,b[. Si de plus, ||df (z)|| < M pour tout x €|a,b| alors

1F(6) = fla)llr < M|[b— al g (E2)

3. PROBLEME (14 PTS)

Soit M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n, n > 2, a coeflicients réels que
’on munit d’une norme notée || - ||. Nous supposons que cette norme est multiplicative,
cela signifie que pour toutes matrices A et B dans M,(R) on a ||A- B < ||A] || B]|.

3.1. (4 pts). On définit 'application B sur M,(R) x M,(R) par la relation B(X,)Y) =
XY, autrement dit B(X,Y) est le produit matriciel de X par Y. L’espace M,,(R)x M, (R)
est muni de la norme produit: [|(A4,B)| = max(||A|],||B]]).

(1) Montrer que B est une application bilinéaire sur M, (R) x M, (R). Est-elle symé-
trique?

(2) Montrer que B est différentiable en (A,B) € M,(R) x M,(R) et déterminer sa
différentielle de B en (A,B).

(3) En déduire la différentielle en A de 'application P, : X € M, (R) — X? € M_,(R).
On utilisera le fait que P, = Bo ® avec ¢ : X € M,(R) — (X,X) € M,(R) x
M, (R).
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3.2. (4 pts). Soit k > 2. On définit 'application Py : X € M,(R) — X* € M,(R).
(1) Montrer, par récurrence sur sur k que si A € M,(R) et H € M,,(R) alors

dP(A)(H) =) A HAF (E3)

i=1
= HAMY L AHAR? L A2HAMS oo AM2PHA + AMTH. (2 pts) (E4)
(2) Trouver une majoration dépendant de k et de || A|| pour la norme de I’application
linéaire dPy(A).
(3) Montrer que pour tout k£ > 1 et toutes matrices X, Y dans M,(R) on a
IX* = V¥ < kmax (XL IV DX = Y.

3.3. (6 pts). On note Sy = Id + Zle P;. L’application Sj est donc une application de
M, (R) dans M, (R).

(1) Soit R €]0,1|. Montrer que la suite Sy est uniformément convergente sur la
boule Bf(0,R) = {X € M,(R) : |X]| < R}. On rappelle que pour mon-
trer cette uniforme convergence, il suffit d’établir que la série de terme général
sup{||Pe(X)|| : X € B(0,R)} est convergente.

(2) Soit ¢ la limite de la suite Si. Montrer que ¢ est différentiable sur la boule ouverte
de centre 0 et de rayon 1 et déterminer la différentielle de ¢.

(3) Calculer Si(X)(Id — X) et en déduire que pour toute matrice X avec || X| < 1
ona ¢(X)=(Id— X))

(4) Montrer que pour toutes matrices X et Y de normes < 1, on a

2| X — Y|

I(Id = X)™" = (Id = Y) ' < z
(1= max(| X[ Y]))

FIN



