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At my hut
All that I have to offer you,
Is that the mosquitoes are small.
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PREFACE

Ce cours est une introduction aux méthodes fondamentales de 1'analyse numé-
rique. Il devrait étre accessible a tout étudiant ayant suivi une premiere année d’études
supérieures scientifiques. Il s’adressait a I'origine a des étudiants de deuxiéme année
de licence d'informatique de 'université Paul Sabatier et son contenu a été plusieurs
fois remanié pour qu’il s’adapte raisonnablement aux connaissances de ces derniers.

J’aiinclus d’assez nombreux exercices, souvent élémentaires, y compris dans le cours
de texte, dans I'espoir d’aider a la compréhension des non-spécialistes. Ces exercices
reprennent en particulier les sujets d’examen que j'ai proposés a mes étudiants. Si le
survol du cours et compréhension générale des méthodes veut étre accessible a un
large public, la lecture de 'ensemble des démonstrations et le traitement de quelques
développements proposés en exercice s’adressera plutot a des étudiants avec une plus
solide formation mathématique.

Les bases sur lesquelles je m’appuie sont modestes. Une connaissance raisonnable
de l'analyse des fonctions d'une variable réelle, disons, du théoreme des valeurs in-
termédiaires jusqu’a la formule de Taylor (qui sera rappelée) et je suppose aussi une
certaine familiarité avec les bases de I’algebre linéaire (systémes linéaires, applications
linéaires, matrices et déterminants).

Ces connaissances permettent un traitement assez substantiel de I'interpolation
polynomiale, du calcul approché des intégrales et de 'approximation des racines des
équations, trois thémes qui forment souvent I'essentiel d’'une introduction a I'analyse
numérique. Par contre, dans le quatrieme chapitre, consacré aux méthodes de résolu-
tion directe des systemes linéaires, j'ai dii me limiter a une esquisse, essentiellement a
la méthode de Gauss, faute de quoi je serais resté hors de portée de mes étudiants. Ici,



ce sont les exercices qui donneront aux lecteurs intéressés une approche plus réaliste
du sujet.

La question de la complexité et de la stabilité des procédés numériques (disons,
leur sensibilité aux erreurs d’arrondis) est introduite de maniere concrete et informelle
et abordée chaque fois que c’est possible. Je crois qu’il n'y a pas de plus mauvaise ma-
niere de commencer un cours d’analyse numérique que par un chapitre sur I’étude des
erreurs.

J'espére que ce texte ne constituera que la premiere partie d'un cours plus ambi-
tieux. Les premiers développements projetés, qui devraient conduire a la version 1.0 de
ce texte sont indiqués sur la page desjmentions légales|

Toulouse, Novembre 2008
Jean-Paul Calvi

Renvois. Lorsque le texte renvoie a un objet (théoréme, section, exercice, etc) du méme chapitre,
seul le numéro de I'objet est indiqué. Par contre si le texte renvoie a un objet d'un autre chapitre,
le numéro du chapitre apparait aussi. Ainsi, si au cours chapitre 2, on renvoie au théoréme 20
du chapitre 1, on écrira théoréme 1.20. Pour utiliser les liens, il suffit de sélectionner le second,
ici 20.

*. Université de Toulouse, UPS, Institut de Mathématiques de Toulouse (CNRS UMR 5219), F-31062
Toulouse, France. Courriel : jpcmath@netscape.net
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INTERPOLATION DE LAGRANGE

§1 INTRODUCTION A L'INTERPOLATION POLYNOMIALE

1.1 Espaces de polynémes

Nous rappelons quelques résultats sur les polyndmes (ou fonctions polynomiales).
Un mondme de degré k est une fonction de la forme x € R — cx* oi1 c € R* et k € N. Un
polyndome est une somme (finie) de monémes. La fonction nulle est aussi considérée
comme un polyndme. L'ensemble &2 des polynomes forme alors un espace vectoriel
quand on utilise I'addition habituelle des fonctions (p + g) ainsi que la multiplication
par une constante (Ap). Le produit de deux polyndmes (pq) est encore un polynoéme.
Les fonctions polynémes sont indéfiniment dérivables. Tout polynéme p non nuls’écrit
d’'une maniere et d'une seule sous la forme

m .
px)=co+cix+-+cmx" =) ¢x' (1.1)
i=0

avec ¢, # 0. Lunicité provient de ce que cx = p®(0)/k!. Les nombres c; s’appellent les
coefficients de p. Lentier non nul m dans (L) est le degré de p et le coefficient c,,
est le coefficient dominant de p. On convient que deg0 = —oo. Avec cette convention,



2 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

quels que soient les polynomes p et g, nous avons

deg(pq) =degp+degqg (1.2)
deg(p + q) < max(degp,degq). (1.3)

E 1 Ecrire une formule donnantles coefficients d'un produit de polynémes pq en fonction des
coefficients des facteurs p et q.

Lorsque A € R*,
degAp =degp, (1.4)

c’est un cas particulier de (I.2). En réalité le degré de p + g coincide toujours avec
max(deg p,deg q) sauflorsque les deux polyndmes ont méme degré et leurs coefficients
dominants sont opposés 'un de I'autre. Nous noterons &2, I'’ensemble des polynémes
de degré inférieur ou égal a m. Les propriétés et (L4) montrent que £2;, est un
sous-espace vectoriel de 22 dont la base canoniqueest 8= (x - 1=x%x— x!,...,x —
x™). En particulier, sa dimension est m + 1.

Si r est une racine de p (c’est-a-dire p(r) = 0) alors p est divisible par (- —r). Cela
signifie qu'il existe un polyndme g tel que p(x) = (x — r)g(x) pour tout x € R. Nous
disons que r est une racine de multiplicité m lorsque (- — r)""* divise p mais (- — r)"*!
ne divise pas p. On montre en algebre que cela est équivalent a

0=pr)=p')=--=p" V) et p"™(r#o0.

Un polynoéme p € &, non nul admet au plus m racines en tenant compte de la multi-
plicité. Cela signifie que si r; est racine de multiplicité m; de p # 0 pouri = 1,...,[ alors
my +---+ m; < m. On dit alors que le nombre de racine de p est en tenant compte de la
multiplicité plus petite ou égale au degré du polynéme p . Nous utiliserons plusieurs
fois que si p est un polynéme de degré au plus m qui admet au moins m + 1 racines
en tenant compte de la multiplicité alors p est nécessairement le polyné6me nul ; autre-
ment dit,

z; racine de p de multiplicité = m;, i =1,...,1,
Zé:l m;>m, — p= 0. (1.5)
pEPy

E 2 Peut-on retrouver un polyndme de degré m quand on sait que wy,..., X;, sont ses racines ?

*. Dans le cas complexe, c’est-a-dire, lorsque’on accepte de considérer les racines complexes (et
mémes les polyndmes a coefficients complexes), le théoréme fondamental de I'algebre dit que le nombre
de racines d’'un polyndme non nul est, en tenant compte de la multiplicité, exactement égal au degré du

polynome.
Ik

[TH 0]
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E 3 En combien de points une droite peut-elle couper le graphe d'un polynéme ?

E 4 Combien d’axe de symétrie le graphe d'un polynéme peut-il admettre? (y = a est un axe
de symétrie du graphe de p si p(a—x) = p(a+ x) pour tout x € R.)

1.2 Le probléeme général de I'interpolation polynomiale

En analyse numérique, une fonction f n’est souvent connue que par ses valeurs
fi en un nombre fini de points a;, f; = f(a;), (en réalité, en pratique f; est seulement
une approximation de f(a;)). Cependant, dans la plupart des cas, il est nécessaire d’ef-
fectuer des opérations sur des fonctions globales (dérivation, intégration, ...) et nous
sommes donc conduit a reconstruire une fonction globale f; a partir d'un nombre fini
de données (a;, f;).

Sauf cas tres simple, la fonction f; ne coincidera pas
avecla fonction "idéale" f mais il faut faire en sorte qu’elle

n’en soit pas trop éloignée.
Le probléme de l'interpolation polynomiale consiste \ /

a choisir comme fonction reconstruite une fonction po- "~ Données
lynomiale. C’est la méthode la plus ancienne, la plus élémentaire et encore la plus utile.
Mais il y en a d’autres. Nous verrons plus loin, au[§ 4} une seconde méthode employant
les polylignes. Dans la figure ci-dessus la fonction reconstruite f;, est obtenue a partir
de quatre données par un procédé voisin (spline d’interpolation) mais différent.

D’une maniere précise, étant donnés d+1 points d’abscisses distinctes M; = (aj, f),
j=0,...,d, dans le plan (pour des raisons de commodité d’écriture les points seront
toujours indicés a partir de 0), le probleme consiste a trouver un polynéme p € &,
dontle graphe passe par les d + 1 points M;. En formule, nous devons avoir

pEPy et plaj)=f; j=0,....d. (1.6)

Fonction reconstruite f;

Ce probléme est bien facile a résoudre lorsque nous disposons de deux points M et
M, et cherchons un polynéme de degré 1 car il suffit alors de choisir 'unique polynome
dont le graphe est la droite (MyM;) comme indiqué sur la figure.

En effet, posant p(x) = ax + B, nous détermini-
nons « et B grace aux équations p(ap) = fy et p(a;) =
f 1. Il vient

p(x) = fl f° T XA+ o (1.7)

que nous pouvons aussi écrire

X—d) X—0ay
. 1.8
p(x) = fo 0—a1+f1a1—a0 (1.8)

[I.1.2] [TH 0]



4 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Il est a peine plus compliqué lorsque nous dispsons de trois points M;(a;, f;), i =
0,1,2 avec ay < a; < ay et cherchons un polynéme du second degré. Le graphe cherché
est en général une parabole (correspondant a un polynéme de degré 2). Cependant
dans le cas particulier ou les trois points sont alignés le graphe est a nouveau une droite
(correspondant a un polynome de degré 1).

Ceci dit, s’il n’est pas davantage précisé, le probleme peut n’avoir aucune solu-
tion ou bien en avoir une infinité.

E 5 (a) Montrer qu'il existe une infinité de polynémes p € 2%, dont le graphe passe par les
points My(0,0) et M;(1,1). (b) Trouver quatre points M; (i = 1,2,3,4) d’abscisses respectives
—1,0,1,2 qui ne se trouvent sur le graphe d’aucun polyndéme de 22,.

1.3 Détermination du polynome d’interpolation

Nous devinons aisément que pour qu'un seul polyndme satisfasse aux conditions
(L8), une relation doit exister entre le nombre de points d+1 et le degré m du polyndme
cherché. Cette relation est facile a mettre en évidence. Pour déterminer p € &2, nous
devons connaitre 'ensemble de ses coefficients et ceux-ci sont au nombre de m + 1.
Or, pour les obtenir, nous disposons des d + 1 informations p(a;) = f;, i =0,...,d. De
maniére précise, posant p(x) =Y cix', nous devons calculer les m + 1 coefficients c;
al’aide des d + 1 équations

m .
Y ciaj'=f;, 0<j=d. (1.9)
i=0

Le cours d’algebre linéaire nous dit alors que pour espérer une solution unique, il nous
faut supposer que m = d — ce que nous ferons a partir de maintenant — et, dans
ce cas, le systeme admettra une solution et une seule si et seulement si son détermi-
nant sera différent de 0. Nous pourrons alors obtenir une expression plus ou moins
explicite pour chaque c; en utilisant les formules de Cramer (voir [VIL3). S'il n’est pas
trop difficile, le calcul du déterminant de ce systéme est cependant assez long (il sera
proposé en exercice) et nous suivrons ici une autre démarche, assez courante en ma-
thématiques. Elle consiste a décomposer le probléme en un grand nombre de micro-
problemes puis de superposer les solutions de ces micro problémes pour obtenir une
solution du probleme de départ. L'idée est la suivante. Nous supposons dans un pre-
mier temps que nous connaissons pour chaque i € {0,...,d} un polyndéme ¢; € Z; qui
satisfasse £;(a;) = 1 et £;(a;) = 0 pour j # i. Il est commode de présenter cette pro-
priété en utilisant le symbole de Kronecker §;; qui vaut 1 lorsque i = j et 0 lorsque
[ # j.Ainsi, nos polynomes ¢; vérifient £;(a;) = ;. Nous formons ensuite le polynome
p = Z?:o fi?;. Puisque chaque ¢; € &, et que Z?; est un espace vectoriel nous avons

[TH 0]



§1. INTRODUCTION A L'INTERPOLATION POLYNOMIALE 5

p € P,4. De plus p(a;) = Z?zlfiii(aj) = Zlefiéij = fj de sorte que le polynome p
satisfait les conditions demandées. Le probleme sera donc résolu si nous établissons
'existence des polyndmes ¢;. Cherchons donc a déterminer ¢; en exploitant les condi-
tions que nous lui avons imposées. Puisque ¢;(a;) = 0 pour j # i, ¢; est factorisable par
(x—aj) pour j # i et comme les a; sont supposés deux a deux distincts, il vient

0i(x)=(x—ap) - (x—aj-1)(x—aj+1) - (x—aqg)R(x), (1.10)

ol R est un polynéme qu’il nous reste a déterminer. Puisqu’ilya dans (L10) d+1-1=4d
facteurs (x — x;) qui donnent un polynéme de degré d et que ¢; lui-méme appartient a
Z;, le polyndme R est nécessairement constant de sorte que pour un certain K € R,

Ci(xX) =K(x—ap)(x—ap)-(x—a;j-1)(x—aj+1) -+ (X — aq). (1.11)

Mais il est aussi demandé que ¢;(a;) soit égal a 1 et cette condition permet immédiate-
ment d’obtenir la constante K,

K ={(a; —ap)---(a; = ai-1)(@; = aj1) -+ (a; — ag)} . (1.12)
Nous avons donc établil'existence des polyndmes ¢; et presque entierement démontré

le théoréme suivant.

Théoréeme 1. Soit A = {ay,...,a,;} un ensemble de d + 1 nombres réels (deux a deux)
distincts. Quelles que soient les valeurs fy, fi,..., fa, il existe un et un seul polynome
peP,telquep(a;) =f;,i=0,1,...,d. Ce polynéme, est donné par la formule

d
p=>_ fili, (1.13)
i=0

avec
(x—ap)---(x—a;-1)(x—aj1) - (x—aq)

(ai — ao) -+~ (a; — a;1)(a; — ajy1) -+~ (a; — aq)’

li(x) = (1.14)
Démonstration. Laseule affirmation que nous n’avons a pas encore établie est 'unicité.
Nous avons trouvé un polynéome p satisfaisant les conditions demandées mais nous
n'avons pas montré qu’il n'y a pas d’autre solution que celle que nous avons trouvée.
Supposons que ¢q; et g» soient deux solutions et posons g = p; — p». En utilisant a nou-
veau le fait que 22, est un espace vectoriel, nous avons q € #,;. De plus, pouri =0,...,d,
q(a;) = fi — fi = 0. Nous avons donc un polyndme g de degré au plus d qui admet au
moins d + 1 racines. En vertue de la relation sur les racines d'un polynome, la seule
possibilité est g = 0 qui entraine p; = p» et 'unicité s’ensuit. [

[I. 1.4] [TH 1]



6 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

1.4 Terminologie et notations

Les nombres a; s’appellent les points d’interpolation ou encore noeuds d’interpo-
lation. Lorsque f; = f(a;), la fonction f est la fonction interpolée. Nous disons aussi
que les valeurs f(a;) sont les valeurs d’interpolation ou valeurs interpolées L'unique
polynéme p € &, vérifiant p(a;) = f(a;) (i =0,1,...,d) s'appelle alors le polynéme
d’interpolation de Lagrange de f aux points a;. Il estnoté L[ay, ..., ag; f]1 oubien L[ A; f].

Cette derniere notation est cohérente car le polynome d’interpolation de Lagrange
dépend uniquement de I'ensemble des points A = {ay,...,a4} et non du d + 1-uplet
(ap,...,aq+1). Autrement dit, le polyndme d’interpolation de Lagrange ne dépend pas
de la maniere dont les points sont ordonnés. Une autre maniere un peu sophistiquée
de traduire cette propriété est la suivante : si o est une permutationé)quelconque des
indices 0,1,..., d alors

Llay,...,aq; f1 =Llago),---, aoay; f1-

Les polynomes ¢; s’appellent les polynomes fondamentaux de Lagrange . En utili-
sant le symbole [] qui est ’équivalent pour le produit de ce que ) est pour la somme,
nous obtenons la formule suivante qui est une variante compacte de (L.14).

d x — a .
0i0= T[] L, (1.15)
j=0,j#i @i —aj
Avec ces nouvelles notations, I'expression (L.13) devient
d d x J— a .
Liag,...,aq; f10) =Y f(a) [] L (1.16)
i=0 j=0,j#i 4 —aj

Cette expression de L[ A; f] est connue sous le nom de formule d’interpolation de La-
grange.

1.5 Propriétés algébriques et linéarité

Il est essentiel de retenir I’équivalence suivante

pEPy ~ .
pla) = fla;) i= 0,...,d} ©p=Llao,....ag; f1. (1.17)

En particulier,
si pe &, alors Llay,...,a4; pl = p. (1.18)

*. Une permutation des indices 0, 1,..., d est une bijection de 'ensemble{0, 1,...,d} dans lui-méme.

[TH 1]



§ 2. ALGORITHME DE CALCUL ET EXEMPLES GRAPHIQUES 7

Il faut prendre garde que cette propriété n’est valable que lorsque le degré de p est infé-
rieur ou égal a dl. La relation (II7) signifie que pour établir qu'un polynéme donné p
est égal au polynome d’interpolation de Lagrange d'une fonction f aux points ay, ..., ag,
il suffit de vérifier que le degré de g est inférieur ou égal a d et que g(a;) = f(a;) pour
i=0,...,d.

La relation (I.I8) entraine des propriétés algébriques intéressantes sur les poly-
nomes ¢;. Par exemple, en utilisant que, quel que soit le nombre de points, le polynéme
constant égal a 1 est son propre polynéme d’interpolation, nous obtenons

d
Y =1, (1.19)
i=0

E 6 Vérifiez la propriété ci-dessus par le calcul dans le cas ot d = 1 (deux points d’interpola-
tion) et d = 2 (trois points d’interpolation).

Théoréme 2. L'application qui a f définie (au moins) sur A = {ay,...,ay} fait corres-
pondreL[A; f] e 2,
L[A;-]: fe F(A) — LI[A; fle Py,

est une application linéaire de I'espace vectoriel % (A) des fonctions réelles définies
sur A a valeurs dans I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus d. Cela signifie
qu’elle satisfait les deux propriétés suivantes

{L[A:f+g] = L[Af]+L[4g], fgeFA)

LIAAf] = AL[Af], feF(A), AeR (1.20)

E 7 Montrer les propriétés (1.20).

E 8 Soit pour tout n € N, M, (x) = x". Déterminer L[-1,0, 1; M,,] et en déduire, pour tout poly-
néme p, une formule pour L[-1,0, 1; p] en fonction des coefficients de p.

§2 ALGORITHME DE CALCUL ET EXEMPLES GRAPHIQUES

2.1 Algorithme basé sur la formule d’interpolation de Lagrange

L'algorithme suivant est une traduction directe de la formule d’'interpolation de La-
grange (I.16). S'il est le plus simple, il n’est pas, loin s’en faut, le meilleur et il nous
servira surtout a mettre en évidence les problemes numériques liées a I'utilisation d’'un
algorithme. Un meilleur algorithme (de Neville-Aitken) est donné plus loin et une troi-
sieme méthode est esquissée dans I'exercice 30l

*. Pour la calcul de Liay, ..., ag; pl lorsque le degré de p est strictement supérieur a d, voir 'exercice

[I.2.1] [TH 3]



8 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Algorithme 3. Les données de I’algorithme sont (a) le vecteur a = (ay, . .., a,;) formé des
points d’interpolation, (b) le vecteur f = (fo,..., f4) formé des valeurs d’interpolations
(c) le point t en lequel nous voulons calculer Lia; f]. Le résultat est dans P.

(a) P:=0
(b) Pouric€[0:d] faire
(a) L:=1

(b) Pourje[0:i—-1;i+1:d], L:=Lx(t—aj)/(a; —a;)
(c) P:=P+Lxf;.

2.2 Exemples

Sur les graphiques de la table[I} nous pouvons comparer la fonction f(x) = xsin(mx)
(tracée en bleu) et ses polyndmes d’interpolation (tracés en rouge) de degré d par rap-
port aux d + 1 points équidistants a; = —-1+2i/d, i =0,1,...,d lorsque d = 3, 4, 5 et
6. Par exemple lorsque d = 4, les 5 noeuds d’interpolation sont —1, —0.6, —0.2, 0.2, 0.6,
1. Remarquons que les polyndmes approchent si bien la fonction que les graphes sont
confondus sur [-1,1] des que d = 6. Par contre, le résultat est mauvais en dehors de
l'intervalle [-1,1]. En réalité, avec la fonction choisie, qui est tres réguliéreE' en aug-
mentant d, nous obtiendrions aussi une excellente approximation en dehors de l'inter-
valle. Nous verrons plus loin des exemples de fonctions pour lesquelles les polynomes
d’interpolation construits aux points équidistants ne fournissent pas une bonne ap-
proximation.

E 9 Remarquons que, dans le cas d = 3, le graphe du polynéme d’interpolation est une para-
bole, c’est a dire le graphe d'un polynéme du second degré (et non pas d’'un polyndme de degré
3). Expliquer cela.

2.3 Lecofitdel'algorithme

Le cofit ou encore la complexité d'un algorithme est le nombre d’opérations élé-
mentaires (+, —, x, +) employé par cet I’algorithme pour produire son résultat. Parfois,
comme dans le théoréme ci-dessous, on se limite a compter le nombre de multiplica-
tions et de divisions en supposant que le travail demandé par les additions et les sous-
tractions est négligeable devant celui demandé par une multiplication ou une division.

*. Le mot régulier est un mot passe-partout en mathématiques qui n’a de sens que dans le contexte.
Ici, le sens serait celui de fonction analytique mais cette notion est trop délicate pour étre introduite dans
ce cours. Nous disons plus simplement que la fonction f(x) = xsin(mwx) est trés réguliére parce qu’elle est
indéfiniment dérivable et les valeurs absolues de ses dérivées | f*) (x)| ne croissent pas trop vite lorsque
x € [-1,1] et s devient grand. Cette idée est développée dans 'exercice[36}

I/

[TH 3]
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d=3 d=4

TABLE 1 — Quelques polynémes d’interpolation de la fonction f(x) = xsinmx.

Ces nombres d’opérations ne donnent qu'une information partielle sur la rapidité (et
'utilité pratique, la faisabilité) de I'algorithme. D’autres éléments entrent en ligne de
compte. Le nombre de mémoires (de registres, de variables) occupées par ’algorithme
est un autre élément important. Dans le calcul de la complexité, il n’est pas tenu compte
des actions de changement d’affectation de nombres dans des variables, non plus que
des tris sur ces des listes de nombres comme par exemple la recherche du nombre le
plus grand. Ces actions consomment une énergie et un temps importants qui peuvent
suffire a dissuader de I'emploi d'un algorithme. Cette notion de colit/complexité joue
un role fondamental en analyse numérique matricielle dans laquelle, sont presque uni-
quement utilisées les opérations élémentaires. Dans les autres parties de I’analyse nu-
mérique, il est souvent nécessaire d’utiliser les opérations élémentaires sur des valeurs
de fonctions usuelles (elles-mémes conservées en mémoire a disposition ou évaluées
avec un nombre fini d’opérations élémentaires) et il est alors souvent plus naturel de
compter les évaluations de ces fonctions usuelles parmi les opérations élémentaires.

[I.2.3] [TH 4]



10 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Le théoréme suivant donne une premiere idée d'un calcul de complexité.

Théoreme 4. Le calcul deLlay, ..., ag; f1(x) par 'algorithme(3 nécessite 2d+1)(d+1) =
2d? multiplications-divisions.

Ici, comme il est naturel, la complexité est une fonction croissante de d, c’est-a-dire
essentiellement du nombre de points d’'interpolation, ou encore du nombre de don-
nées a utiliser.

Le symbole = est mis pour indiquer I'équivalence de deux suites. Nous disons que
deux suites uy et v4 sont équivalentes (lorsque d — oco) lorsqu’il existe une troisieme
suite €4 qui tend vers 0 et telle que uy = v4(1 +€4). Lorsque I'une des deux suites ne
s’annule plus a partir d'un certain rang, disons v4, nous pouvons diviser par v, lorsque
d est assez grand, et la définition se traduit alors par limg;_.o, #4/v4 = 1. Dans I'’énoncé
du théoréme, prenant uy = 2d +1)(d + 1) = 2d? + 3d + 1 et vz = 2d?, nous avons bien
uglvg=1+3/2d)+2/(2d? — 0lorsque d — co.

Démonstration. Le nombre N; de multiplications-divisions est donné par

i=0 j#1 i=0

d d
Z({ ) 2}+1):Z(2d+1):(2d+1)(d+1). 2.1)
Jj=0,j#i

Le premier Z?:o provient de la boucle pour i € [0,d] dans I'algorithme[3] tandis que la
seconde somme provient de la boucle pour j € [0 :i—1;i+ 1 : d]. Limbrication des
signes )_ traduit le fait que la seconde boucle s’effectue a I'intérieur de la premiére. =

2.4 Lastabilité de I'algorithme

Prenons 7 points équidistants dans [-1,1], a; = -1+2/6-i, i =0...,6 et calculons
l'interpolant de Lagrange de la fonction M3 : x — x>. La relation (II8) montre que

Llay,..., as; M3](x) = x°.

Lalgorithme [3] correctement modifié pour produire un polyndéme, fournit le résultat
donné dans la table2] Les résultats qui ne sont pas nuls mais qui devraient I'étre sont
tellement petit que nous pouvons sans hésiter les éliminerE' de sorte que les résultats
sont acceptables. Les difficultés apparaissent pour un nombre de points supérieur. Pour
d = 30 et la fonction polynéme p(x) = 6x+2x>+ x*+x°, nous obtenons les coefficients
donnés dans la table[3l Il n’est pas difficile d’expliquer I'inexactitude du résultat. Un cal-
culateur ne travaille qu’'avec une famille finie (trés étendue) de nombres F et le résultat

*. Les logiciels de calculs sont munis d’opérateur de “nettoyage” qui remplacent par 0 les données
extrémement petites.

[TH 4]
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n coef. de x" n coef. de x" n coef. de x"
1 -2.776D-17 3 1 5 6.661D-16
2 =2.776D-16 4 5.551D-16 6 -1.110D-15

TABLE 2 — Coefficients de L, ..., ag; M3] (x) = x° calculés par I'algorithme[8l

n coef. de x" n coef. de x" n coef. de x"
1 —7.154D - 16 11 0.0000102 21 0.0312387
2 6 12 -0.0000084 22 —=0.0128725
3 2 13 0.0000207 23 —-0.0083289
4 1 14 -0.0003492 24 0.0210372

5 1 15 0.0021007 25 -0.0186058
6 2.804D-09 16 —0.0073588 26 0.0090390

7 3.535D-09 17 0.0175530 27 -0.0024166
8 0.0000001 18 —-0.0304909 28 0.0003477

9 0.0000011 19 0.0399997 29 0.0000052
10 —-0.0000046 20 —-0.0407562 30 -0.0000115

TABLE 3 — Coefficients de I'interpolant de Lagrange Liay,..., a29; pl(x) = p, p(x) = 6x% +2x> +
x* + x°, calculés par I'algorithmeBlavec 30 points équidistants dans [-1,1).

de toutes les opérations qu'’il effectue doit étre sélectionné parmi ces nombres. Si a et
b sont deux nombres réels et * désigne une opération quelconques alors le résultat de
I'opération a * b sera F(a * b) avec

F(a*b)=|[a]*|b]}

ou désigne 1'élément de F le plus proche, en un certain sens, de x. Traditionnel-
lement, méme si cela ne correspond plus aux fonctionnement des calculateurs mo-
dernes, la différence entre le résultat exact a * b et le nombre retenu par le calcula-
teur F(a * b) est appelée erreur d’arrondi. De maniere informelle,nous disons qu'un
algorithme est stable lorsque les erreurs au niveaux des données et les erreurs d’arron-
dis n'induisent des erreurs au niveau du résultat comparables a celles sur les données.
Pour étre correctement analysée, cette idée doit étre formalisée : nous devons estimer
la différence entre le résultat théorique et le résultat fourni par le calculateur en tenant
compte des erreurs sur les données et des propriétés techniques des calculateurs. Cette
analyse, en général est délicate et, dans ce cours, nous n'aurons l'occasion d’en consi-

(1. 2.4] [TH 4]



12 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

dérer que quelques exemples tres simples qui ne concerneront que la propagation des
erreurs sur les données.

Dans le cas du calcul de I'interpolant de Lagrange qui nous intéresse ici, I’algo-
rithme ne calcule pas Lly,..., az9; p] mais une approximation L. Si nous examinons le
coefficient de x'” dans la table B} qui théoriquement devrait étre nul, nous trouvons
une erreur de I'ordre d'un centiéme qui est une erreur extrémement grande - si nous
savons que tous les calcul sont effectués avec une précision de I'ordre de 1072. Nous
dirons que l'algorithme est instable. En général, la stabilité dépend : (a) des points d’in-
terpolation ay..., a; — de ce point de vue les points équidistants constituent un mau-
vais choix; (b) de la fonction interpolée ; en particulier les risques d’erreur augmentent
si la fonction admet des variations importantes, c’est-a-dire lorsque f(x +¢€) peut étre
tres différent de f(x) pour € petit — c’est le cas des fonctions avec f'(x) grand; (c) de
I'algorithme utilisé, dont les qualités dépendent de la méthode mathématique dont il
découle, du programme ou langage a l'intérieur duquel l'algorithme est programmé,
de I'habilité du traducteur. Les problemes de la complexité et de la stabilité ne sont pas
indépendants puisqu’en général plus le nombre d’opérations sera grand plus le risque
de propagation des erreurs d’arrondis sera élevé.

2.5 Laformule de récurrence de Neville-Aitken

Théoréeme 5 (Neville-Aitken). Soit A = {ay, a,,...,a,} un ensemble de d + 1 nombres
réels distincts et f une fonction définie (au moins) sur A. Alors

(ap— aqg)Llay, ay, ..., aq; f1(x)
=(x—ag)Llay, a1,...,aq-1; f1(x) — (x— ap)Llay, ap, ..., aq; f1(x). (2.2)

Démonstration. Considérons Q € &; défini par

Q) = {Llao,...,aq-1; f1(x) (x —agq) —Lla,...,aq; f1(x) (x — ap)}, (2.3)
2 A T » 0

ap—daq ~
€P; 1 P €Py P

et calculons ses valeurs en les points a;. Nous avons, en indiquant par un point d’inter-
rogation une valeur inconnue mais sans influence,

Qag) = o= {f(ao)(ao — ag) — 21 x 0} = f(ao),
Qla)) = Lo-{f(a)(ai - aa) - fa)(a; — ap)} = f(a) A si=d-1),
Qlag) = {121 x 0— f(aq)(aq — ao)} = f(aq).

ap—aq

Maintenant, de Q € 2; et Q(a;) = f(a;) pour i =0,...,d, nous déduisons que Q n’est
autre que L[ay, ..., ag; f1(x) et c’est ce qu’il fallait établir. ]

[TH 5]
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Corollaire. Sous les mémes hypothéses, pour tout couple d’indice (i, j) dans {0,...,d}
aveci# j,

(a; — aj)Llag, ay, ..., aq; f1(x)
= (x—aj)Llag,...,aj-1,aj+1,...aq; f1(x)
—(x—a;)Llag,...,ai-1,8i+1,...aq; f1(x). (2.4)

2.6 Lalgorithme de Neville-Aitken

Posons A = {x,Xx2,...,X4+1} un ensemble de d + 1 réels distincts. Il faut prendre
garde que les points sont ici indicés a partir de 1 et non pas, comme jusqu’a présent,
a partir de 0. Nous définissons une famille de polynémes p; ,, par récurrence sur m €
{0,1,...,d} comme suit

piox)=f(x), l<sisd+1; (2.5)
puis,
(Xi = X)Pm+1,m(X) = (Xm+1 — X) Pi,m(X)

Pims1(x) = , m+2 <i<d+1. (2.6
Xi — Xm+1

Les polynoémes p; ,, sont définis seulement pour les couples d’indices (i, m) véri-
fiant la condition d + 1 = i > m = 0, nous disons que nous avons construit une famille
triangulaire de polynomes.

Théoreme 6. Pour0 < m < d, nous avons
pim =Llx1,X2,...,Xm,xi; fl, m+1l<is<d+]1. 2.7

Lorsque m = 0 I'écriture L[xy, X2, ..., Xm, X;; f] doit étre comprise comme L[x;; f].
Remarquons que le cas m = d danslarelation (2.7) donne p;.1,4 = L[x1, X2,..., Xg+1; f1.

Démonstration. Nous démontrons (2.7]) par récurrence sur m. Le résultat est vrai pour
m = 0 a cause de la définition (2.5). Supposant que le résultat est vrai pour m, nous le
montrons pour m + 1. Appelons Q(x) le terme de droite dans I'équation (2.6). Lhypo-
thése de récurrence nous permet d’écrire

Pm+1,m =LIX1, .., Xm, Xma1; [T €U pim = Lix1, .., Xm, X5 f1,
de sorte que

(x; = X)LIX1, ..o, Xy Xma1; f1(X) = (Xme1 — X)LIX1, .., X, X45 f1(%)

Xi—Xm+1

Qx) =

[I. 2.6] [TH 6]
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et nous déduisons de la relation de Neville-Aitken (par la formule [2.4) du corollaire)
que
Q(x) = L[xly---yxm)xm+lyxi;f] (x)

qui est la formule annoncée dans le cas m + 1. [

Algorithme 7. Les données de I'algorithme sont (a) le vecteur x = (xy,...,X44+1) formé
des points d’interpolation, (b) le vecteur f = (f1,..., fa+1) formé des valeurs d’interpo-
lation (c) le point t en lequel nous voulons calculer L[x; f]. On utilise une matrice P de
dimension (d + 1) x (d + 1) que I'on initialise a 0. Le résultat est dans P(d + 1,d + 1).

(a) Pourje[l:d+1], P(j,1)=y().

(b) Pourme [2:d+1]

Pourie[m:d+1]
(x(@)—x) x pim=1,m—-1)— (x(m—-1)—x) x pi, n—1)

pli,m) = D) —xm—1)) . (2.8)

E 10 Déterminer le nombre de multiplications-divisions employé par I'algorithme de Neville-
Aitken.

La table M reprend I'exemple de la table 3] précédent et compare les six plus mau-
vais coefficients obtenus par 'algorithme de Lagrange (Lag) aux coefficients correspon-
dants produits par l'algorithme de Neville-Aitken (N-A) ci-dessus. Celui-ci améliore le
résultat en moyenne par un facteur 10. Lalgorithme reste instable (et le restera toujours
s’agissant de points équidistants) mais cet exemple illustre bien le fait que ’algorithme
lui-méme et non seulement les données influe sur la stabilité.

N-A Lag N-A Lag N-A Lag
n coef. x" coef. x" n coef. x™ coef. x" n coef. x" coef. x"
17 0.0024 0.0175 21 —-0.002 0.0312 24 -0.0019 0.021

18 0.0023  —0.0305 22 0.0026  —0.0128 26 0.00226 0.00903

TABLE 4 —

§3 ETUDE DE L'ERREUR

3.1 Lénoncé du théoreme

Comme le polynéme d’interpolation L[ay, ..., as; f] est égal a la fonction f en tous
les points a;, i = 0,...,d, il est naturel d’espérer que la différence entre f et ce poly-

[TH 7]
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ndme aux autres points sera petite c’est-a-dire, que Llay, ..., a;; f] fournira une bonne
approximation de f(x), au moins en les points x pas trop éloignés des a;.

Pour mesurer la qualité de cette approxima-
tion, nous devons estimer l'erreur E, entre f(x)
et Llay,...,aq; f1(x), c'est-a-dire trouver une ma-
joration de la valeur absolue de E,. La figure ci-
dessous fait apparaitre cette erreur dans le cas d =

1. Cette erreur est une distance,
Ex =|f(x)—Llao,...,aq; f1(x)|.

Nous devinons facilement qu’elle dépendra a la fois de la fonction f et de la position
des points a;. Le théoréme suivant, et surtout son corollaire, fournissent une estimation
simple de I'erreur.

Rappelons d’abord une notation. On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle
[a, b] est de classe C?*! sur cet intervalle et on écrit f € C?*[qa, b] lorsque f est d +1
fois dérivable et que f@*V, la dérivée (d + 1)-iéme est continue. Au point a (resp. b) il
s’agit de dérivées a droite (resp. a gauche).

Théoréme 8. Soient f € C4la,b] et A= {ay, a1,..., ag} < [a, b]. Nous supposons que
ag<ay < ap<---<ag-1 < ag.Pourtout x € [a,b], il existe { =&, €]a, b[ tel que

JAaR(3)

f(x) =LIA; f1(x) SN

x—agp)(x—ay)...(x—ag). (3.1)

Lorsque d =0 et A ={ap}, nous avons L[ay; f1(x) = f(ap) de sorte que le théoreme[g|
affirme que, pour un x fixé dans [a,b], il existe un point { — dépendant de x — tel que

fx) = flao) = f'()(x - ap).

Il s’agit du théoreme des accroissements finis dont le théoreme [8] est par conséquent
une généralisation.

E 11 Soit a < ap < a; < b. Montrer que si f est une fonction strictement convexe deux fois
dérivable sur [a, b] alors f(x) —Llag, a;; f1(x) < 0 pour tout x €]ag, a;[. Que dire en dehors de
I'intervalle [ay, a;] ? Méme question dans le cas des fonctions deux fois dérivables strictement
concaves. Etudier le probléme sans supposer que les fonctions soient deux fois dérivables.

Dans la pratique, le corollaire suivant est tres souvent suffisant.

Corollaire.

|f(20) =LA fl(0)] =

1
(d+1)
X—apllx—a|...|x—ayg| max |f Dl. 3.2
(l 1)'| 0” 1| | dllte[a,b]l ()I ( )

[I.3.1] [TH 8]
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En particulier,
~ LA fll < @+ , 3.3
xrg%]lf [4; f1I (d+1)!x€[u,b]| | xrg%]lw/a(x)l (3.3)
oll wy estle polynéme de degré d + 1 défini par
wa(x) = (x—ap)(x—ay)---(x—aq). 3.4)

Une conséquence de ce résultat sur le choix des points d’interpolation est esquissée
ala partie3.4
E 12 [ Considérons les réels ap = 100, a; = 121 et a, = 144 et la fonction f définie de R* dans
lui-méme par f(x) = v/x. Calculer L[ay, a1, a; f1(115) et montrer que

V115 - Liag, a1, a; f1(115)| < 1,8 - 1073,
(Sol.dp.B6l)

La démonstration du théoreme[8] assez délicate, sera donnée un peu plus loin apreés
que nous nous serons munis de I'outil nécessaire qui est une généralisation du théo-
réme de Rolle habituel.

3.2 Lethéoreme de Rolle généralisé

Rappelons que théoréme de Rolle ordinaire affirme que si f est une fonction conti-
nue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b telle que f(a) = f(b) = 0 alors il existe c tel que
f'(c) = 0. Ici, nous aurons besoin du

Théoreme 9 (de Rolle généralisé). Si u est un fonction continue sur [a, b] et k fois déri-
vable sur]a, b| qui s’annule en k + 1 points x;, i =0,..., k, alors il existe c €]a, b| tel que
(k) —
u(c) =0.
L'énoncé habituel du théoréeme de Rolle correspond au cas k = 1.

Démonstration. Elle consiste a appliquer un grand nombre de fois le théoreme de Rolle
ordinaire. Nous supposerons, sans perte de généralité que a < xo < x; <--- < Xy < b.

Etape 1. Puisque u(xp) = 0 = u(x), le théoréeme de Rolle nous dit qu'il existe ¢y €
1x0, x1[ tel que u'(cy) = 0. De u(x;) = 0 = u(xp) nous tirons l'existence de c¢; €]x, X2 |
tel que u'(cz) = 0 et, en continuant ainsi, nous construisons k réels c; €]1x;, xj+1[, i =
0,...,k—1, tels que u'(c;) = 0.

*. [Démidovitch & Maron 1979]

[TH 9]
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Etape 2. Nous reprenons le méme raisonnement mais en I'appliquant a la fonction
u'. De u'(cy) = u'(c1) = 0, nous tirons l'existence de cg €]co, c1[ tel que u”(cg) =0et, en
exploitant de la méme maniere tous les points c;, nous obtenons k—1 réels cl? €lci, civ1l,
i=0,....,k—-1.

Aux étapes suivantes, nous appliquerons le théoréme de Rolle a v puis u”” jusqu’a
I'appliquer a 'étape k +1 a u'® et arriver a I'existence d’'un réel cf*! dans ]a, b[ tel que
u**D (ck+1) = 0 et le théoreme est établi. n

E 13 Rédiger une démonstration par récurrence du théoreme[0l

3.3 Démonstration du théoréme[d|

Démonstration. Fixons x € [a, b]. Si x € A, n'importe quel ¢ convient. (Dans ce cas, la
formule donne seulement 0 = 0). Nous supposerons que x ¢ A. Notons w le polynéme
défini par w(t) = (t—ap) ... (t — ag) et prenons K = K(x) € R tel que

f(x)=LIA4; f1(x) = K(x) w(x). (3.5)

Un tel nombre existe ; il suffit de prendre

_ S -LIAF1()

K(x) 0

(3.6)

qui est bien défini car, comme x # a; (i =0, ..., d), le dénominateur ne s’annule pas.
Considérons maintenant le fonction u définie sur 'intervalle [a, b] par la relation

u(r) = f(6) —LIA; f1(1) - K(x)w(1), t € [a, D]. 3.7)

Il faut prendre garde ici que x est un parametre fixé et ¢ est la variable. Puisque f €
C41a, b], ue C¥'a,b]. De plus,

u(a;) = f(a;) —LIA; fl(a;)) - K(x) x0 = f(a;) - f(a;)=0, 0<i=<d;
et, par définition de K(x),
u(x) = f(x) —LI4; f1(x) - K(x) w(x) = 0.
Il suit que u s’annule en d + 2 points, a savoir les d + 1 points de A auxquels s’ajoute

le point x. Le théoreme[@ de Rolle généralisé nous permet d’affirmer I'existence de ¢ €
la, bl tel que u@*V (&) = 0. Nous pouvons facilement calculer la dérivée d + 1-ieme de

[I.3.3] [TH 9]
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u. D’abord, puisque L[A; f](¢) est un polyndme de degré d, sa dérivée d + 1-iéme est
nulle. Quant a w(t), puisque

w(t) =(t—ap)(t—ay)...(t—ag) =t + (polynéme de degré < d).

Sa dérivée d + 1-iéme, est la constante (d + 1)!. Finalement,

ul(r) = F9 Y1) - (d+ 1)K (x). (3.8)
En prenant ¢ = ¢, il vient
0= 4@ - (d+1)K(x). (3.9)
Revenant a la définition de K(x), nous obtenons
f(x)—L[A; f1(x) = K(x)w(x) = M(x— ap)...(x—ag). (3.10)
(d+1)!
Nous avons bien trouvé un nombre ¢ dans ] a, b[ vérifiant la formule annoncée. ]

3.4 Conséquence de la formule d’erreur sur le choix des points d’interpolation

Le second corollaire du theoreme [8l montre que si vous nous voulons rendre I'er-
reur entre la fonction f et son polynéme interpolation la plus petite possible et que
nous sommes libres de choisir les points d’interpolation a;, i =0, ..., a; comme nous
le voulons dans [a, b], alors nous avons intérét a choisir ces points de telle sorte que
la quantité maxye 4 b |wal soit la plus petite possible, voir (3.4). Il existe un unique en-
semble de points qui minimise cette quantité. On les appelle les points de Chebyshev
en hommage au mathématicien russe qui les a déterminés pour la premiére fois en

1874. Lorsque [a, b] = [-1,1] ces points sont donnés par la formule
a cos( 2itl ) =0 d (3.11)
= m|, i=0,...,d. .
’ 2(d +1)

L'exercice33lmontre comment ces points sont obtenus. La figure[Ilcompare la réparti-
tion des points de Chebyshev et des points équidistants, donnés lorsque [a, b] = [-1,1]
par la formule a; = 1+2i/d, lorsque d = 50. Remarquons que les premiers tendent a se
densifier lorsqu’on approche des extrémités de I'intervalle.

3.5 Précision de I'interpolant et nombre de points d’interpolation

Il est naturel de penser que plus nous augmenterons le nombre de points d’in-
terpolation, meilleure sera la précision de I'approximation fournie par le polynéme

[TH 9]
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FIGURE 1 - Répartition des points de chebyshev et des points equidistants (d = 30)

d’interpolation de Lagrange. Cette intuition est renforcée par les exemples de la table(I]
(p.[@). Pourtant, si cette idée reste correcte pour une classe importante de fonctions et
pour des points d’interpolation correctement choisis, elle est fausse dans le cas géné-
ral. Lexemple classique a été donné par le mathématicien Runge qui a montré en 1901
que les polyndmes d’interpolation aux points équidistants de la fonction f définit par
f(x) = 1/(1 + x*) donnaient des résultats trés mauvais. La table 5l donne le graphe de
la fonction d’erreur entre le polynéme interpolation aux points équidistants et la fonc-
tion de Runge modifiée f(x) = 1/(1+100x?) pour quelques valeurs de d. Ici nous avons
modifié la fonction de Runge classique pour accélérer le phénomene de divergence. Le
probleme n’est évidemment pas limité a la fonction de Runge. On peut démontrer que,
quels que soient les points d’interpolation choisis, il existe une fonction continue qui
ne se laisse pas approcher par ses polyndmes interpolation.

Par contre, il est possible de montrer que les polynémes d’interpolation aux points
de Chebyshev convergent vers la fonction interpolée, lorsque le nombre de points croit
indéfiniment, sous la seule condition que la fonction soit dérivable, de dérivée bor-
née. Il s’agit ici de convergence uniforme des fonctions. Cela signifie que la suite de
nombres réels positifs max,cq, p) | f(x) —Llao, - -, aq; f1(x)|, d €N, converge vers 0 lors-
que d — oo. La convergence cependant peut étre lente. La table[@lreprend 'exemple de
la fonction de Runge et donne la fonction d’erreur entre cette fonction et le polynéme
d’interpolation aux points de Chebyshev.

*. Le lecteur trouvera a l'exercice [36 une classe assez simple de fonctions pour lesquelles les poly-
noémes d’interpolation de Lagrange fournissent toujours d’excellentes approximations.

(1. 4.1] [TH 9]
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0.8 17
0.7 1
1 ol
0.6 1
0.5 -1
0.4 ]
1 -2|
0.31 1
0.2 -3]
0.11 1
1 -4
0.01 1
= " \\\\\\\\\\\\\\\\\\\ E’ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\
210 -08 -0.6 -0.4 -02 00 02 04 06 08 10 210 -0.8 -06 0.4 -02 00 02 04 06 08 10
17 6007
o] 500
| 4001
-4 1
1 3001
_2: :
1 2001
3] 1
i 100
-4 Oi
g — ~100F——————
210 -0.8 -06 0.4 -02 00 02 04 06 08 10 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 02 04 06 08 1.0

TABLE 5 — Graphe de la fonction d’erreur entre la fonction f(x) = m et ses poly-
nome d’interpolation de Lagrange aux points équidistants lorsque d = 5,10, 15 et 20

§4 POLYLIGNES

4.1 Subdivisions

Nous appelons subdivision de longueur d de I = [a, b] une suite (strictement) crois-
sante de d + 1 élémentsde I, o = (ay, - -+, ay) telle que ay = a et a; = b. Autrement dit,

a=ag<m<ap<---<ag_1<ag=>h. 4.1)

A chaque subdivision o de longueur d de [a, b] est associée une partition de I'intervalle
la, b],
la,b] = [ag, ar[Ulay, az[U ... [ag—2, ag [Ulag-1, aql. (4.2)

[TH 9]
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d =15 d =20
0.40 0.10
0.35 ]
0.301 0.05
0.25 ]
0.20] 0.00]
0.15 ]
0.101 —~0.08]
0.05 ]
0.001 ~0.10]
~0.05| ]
0 T T
~1.0 -0.8 0.6 0.4 -0.2 00 02 04 06 08 1.0 210 -0.8 0.6 0.4 -0.2 00 02 04 06 08 1.0

TABLE 6 — Graphe de la fonction d’erreur entre la fonction f(x) = m et ses poly-

nomes d’interpolation de Lagrange aux points de Chebyshev lorsque d = 15 et d =20
La distance entre deux points successifs a; et a;; est noté h; et'écart h de la subdivi-

sion o est la plus grande des distances entre deux points successifs,

h= max h;= max (a,+1 a;). 4.3)
i=0,...,d i=0,...,d-1

Ces définitions sont mises en évidence sur la figure[2l

hy hs hs
a=ap ay as as ay as as=Db
o o—0 @ o o @
hO hz h4

FIGURE 2 — Subdivision et écart d’'une subdivision.

Lorsque les distances h; sont constantes, h; = (b — a)/d, la subdivision est formée
des points équidistants
b—a
d

Nous disons qu’'une fonction g est affine par morceaux sur l'intervalle I s'il existe une
subdivision o = (ay, ..., az) de l'intervalle I telle que la restriction de g a chacun des
sous-intervalles défini par sigma soit une fonction affine, c’est-a-dire pour i = L d—
1, il existe des coefficients a; et ; tels que

a+i :1=0,...,d|.

xela;, ain[= gx)=a;x+p;.

[I.4.1] [TH 9]
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Remarquons que cette définition n'impose aucune condition sur la valeur de g a I'ex-
trémité b = a,; de I'intervalle.

E 14 A quelles conditions (sur les nombres «a; et ;) la fonction g est-elle continue ? (continue
et convexe) ? Que dire de la dérivabilité des fonctions affines par morceaux?

4.2 Fonctions polylignes

Soit o une subdivision de [a, b] et f = (fy,..., fz) une suite de d + 1 valeurs quel-
conques. Nous pouvons construire les polynomes de Lagrange

L[aiiai+1;ﬁ)ﬁ+1]) iZO,...,d_l,

c’est-a-dire les uniques polynomes de degrés inférieur ou égal a 1 qui prennent les va-
leurs f; au point a; et f;;+1 au point a; 4. La fonction polyligne associée a la subdivision
o et auxvaleurs f, notée PL[0, f], est définie sur chacun des sous-intervalles de la sub-
division par la relation

(4.4)

{ PL(o, fl(x) =Lla;, aj+1; fi, fix11(x), x€la;, aiw1l,
PL[o, f1(b) = f4.

Lorsque les valeurs f; sont les valeurs d'une fonction f aux points a;,
J’i:f(ai), i:()y“-)dy

nous disons que PL[g; f] est la (fonction) polyligne interpolant la fonction f aux points
de la subdivision o.

Les deux schémas dans le tableau[7] font apparaitre en rouge les graphes des fonc-
tions PL[o; f] lorsque f(x) = x3 (tracé en bleu) et (1) o = (-1, -0.5,1) puis (2) 0 =
(-1,-0.5,0,0.5,1).

Théoréme 10. PL[o, f] est une fonction affine par morceaux continue satisfaisant
PL(o, fl(a;)) = fi, i=0,...,d. 4.5)

Démonstration. D’apres la définition méme, PL[o, f] est une fonction affine par mor-
ceaux. D’autre part,

i€{0,...,d—-1} = PL[o, fl(a;) =Lla;, ai+1; fi, fir1l(ai) = fi,

et nous avons aussi, toujours par définition, PL[o, f](ag) = f4. La seule propriété que
nous devons démontrer est la continuité. Les éventuels problemes de continuité d'une
fonction affine par morceaux se trouvent aux points de jonction des sous-intervalles de

[TH 10]
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15 15
1.0 1.07

0.5% 0.5%

o.oé o.oé

o

_1.0f -1.0]

-1 -1_5:H‘HHHHHHHHHH
-5 -10 -05 00 05 10 15 15 -10 -05 00 05 10 15

1) 2)

TABLE 7 — Deux exemples de polylignes

la subdivision, ici, aux points a;, i = 1,...,d. Commencons par prendre un point a; avec
1 <i <d—-1 de sorte que nous excluons le cas a; = a4. Pour montrer la continuité de
PL[o, f] en ce point, il suffit de s’assurer que les limites a gauche et a droite coincident
(et sont égales a la valeur de la fonction f au point). Or, d'une part,

lim PL[o, f](x) = lim Lla;, ai+1; fi, fi+11(x)

x—»al. x—»al.

Lia;i, ait1; fi, fi+1l(ai) = f(a;) =PL{0; fl(a;),

et, d’autre part,

lim PL{o, f1(x) = lim L{a;-1, a;; fi-1, fil (x)

Lla;_1, a;; fi-1, fil(a;) = f(a;) =PLlo, fl(a;).

Les deux limites coincident et sont égales a f(a;) donc la fonction est bien continue
au point a;. Il reste a étudier le cas i = d, c'est-a-dire a; = b, qui se traite de la méme
maniere, mis a part le fait que nous étudions uniquement la limite a gauche. Notons
qu’il n'y a pas de probléme de continuité au point ay. [

Théoreme 11. Si f est un polynéme de degré au plus 1, c’est-a-dire une fonction affine,
alorsPL[o; f1=f.

Démonstration. Cela provient du fait que lorsque f est un polynome de degré au plus
1, nous avons L[a;, a;+1; f1 = f sibien que f elle-méme vérifie les conditions (4.4) de la
définition. n

[I.4.2] [TH 11]



24 I. INTERPOLATION DE LAGRANGE

E 15 Montrer que I'application qui a une fonction f définie sur I — f € % (I) — fait corres-
pondre PL[A4; f] € & (I) est une application linéaire.

E 16 Montrer que si f est une fonction polynomiale telle que PL[o; f] = f alors f est nécessai-
rement de degré au plus 1.

E 17 Expliquer pourquoi la fonction PL[o, f] n'est pas la seule fonction affine par morceaux
A vérifiant A(a;) = f(a;), i =0,...,d. Quelle propriété supplémentaire, non formulée dans le
théoréme, caractérise-t-elle PL[o, f]?

4.3 Approximation des fonctions contintiment dérivables par les fonctions poly-
lignes

Ala différence des polynomes d’interpolation de Lagrange, les fonctions polylignes
fournissent une bonne approximation de toutes les fonctions continues, pour peu que
I'écart de la subdivision soit suffisamment petit. Cela n'est pas surprenant. Les poly-
lignes sont des objets beaucoup plus souples que les polynémes. Nous pouvons chan-
ger la valeur d'une polyligne au point a sans rien changer a la valeur au point b; par
contre une petite modification de la valeur d'un polynéme en a peut provoquer un
grand écart de valeur en b. Nous pouvons dire que les valeurs d'un polynéme sont so-
lidaires les unes des autres tandis que celles d'une polyligne — en des points suffisam-
ment éloignés — sont completement indépendantes. Le prix de la souplesse des poly-
lignes est cependant lourd a payer : ce sont des fonctions tres peu régulieres, elles sont
continues mais non dérivables sur [a, b]. Plus précisément, sauf cas exceptionnel, une
fonction polyligne n’est dérivable en aucun des points de jonction. Un autre inconvé-
nient peut-étre plus sérieux est que la précision des interpolants polylignes est limitée.
Quelle soit la fonction non affine considérée, 'erreur globale entre la fonction interpo-
lée et la fonction polyligne ne pourra jamais décroitre vers 0 que comme la suite 1/d?
ou d dénote la longueur de la subdivision utiliséeld. Au contraire, les polynéomes d’in-
terpolation bénéficient des propriétés de la fonction interpolée et, si les fonctions sont
suffisamment régulieres, I'erreur pourra décroitre aussi vite qu'une suite géométrique
r% avec 0 < r <1 oi1 d est le degré du polynome d’interpolationﬁ.

Nous nous limiterons ici démontrer un théoreme sur I'approximation des fonctions
dérivables, de dérivées continues. Le cas des fonctions seulement continues sera traité
plus bas en complément. Un autre estimation, concernant les fonctions deux fois
contintiment dérivables est proposée a I'exercice 39

Théoréme 12. Soit f une fonction continiment dérivable sur [a, b] et o une subdivi-

*, Pour une explication de ce phénomene, le lecteur pourra consulter le commentaire de I'exercice[39]
t. Voir 'exercice Bflet le commentaire qui le suit.

[TH 12]
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sion de [a, b] d’écart h. Pour tout x € [a, b],

| f(x) - PLlo; f1(x)| < h- max | @l (4.6)

Démonstration. Linégalité a démontrer est évidente lorsque x est 'un des points de la
subdivision o = (ay, ..., ag) car alors f(x) = PL[o; f](x). Nous supposerons que x # a;,
i=0,...,d+1.Dans ce cas, x appartient a un et un seul des sous-intervalles (ouverts)
définis par la subdivision, disons, x €]aj, aj1[. Il suit que

f0) =PLIg; f1(x) = f(x) —Llaj, ajs1; 100 = F0) = F(@)€o(x) - f(aje)l1(x), (4.7)

ou ¢ et ¢, sont les polynomes fondamentaux de Lagrange,

—aj+1 x—aj

x
lo(x) =—— et (1(x)= .
aj—dj+1 aj+1—4dj
Mais nous avons vu — c’est I'’équation (L.I9) — que la somme des polynémes fondamen-
taux de Lagrange est toujours égale a 1, ici, o + ¢; = 1. En utilisant cette relation, nous

obtenons

fx)=PL[o; f1(x) = [f(x) = flap] €o(x) + [f(x) — flaj+1)] €1(x) (4.8)
= |f(x) =PL[o; f1(0)| = | f(x) = fap1€o(x)|+1f(x) = flaj+ )| 1€1(x)]. (4.9)
Maintenant, il résulte de x €]aj, a;j+1[ que |x—aj| < |aj;+1 — a;| et ceci entraine |£1(x)| <

1. Un argument similaire assure que |¢y(x)| < 1. En reportant ces deux nouvelles infor-
mations dans I'inégalité ci-dessus, il vient

|f(x) —=PL[o; f1I0)| < 1f () = flapl+1f(x) - flaj+1)l. (4.10)
Linégalité des accroissements finis donne finalement
|f (x) —=PL[o; f1(x)| < |x — aj tlg[l%] If' (D1 +1x—ajl trer[lglé] |f'(0)] (4.11)
< (x—aj) max If (D1 + (@j+1 —x) max Lf' (1)l (4.12)
< (ajn—aj) g%llf,(t)l <h- max If' (D1 (4.13)

La derniére égalité provenant de la définition de 1’écart d’'une subdivision. L'inégalité
annoncée a été établie. [

Corollaire. Si 0%, d € N, est une suite de subdivisions de longueur d de [a,b] dont
I'écart tend vers 0 lorsque d tend vers oo alors

lim PLi0% f1=f(x), x€la,b). (4.14)

(1. 4.3] [TH 12]
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S’agissant d’une suite de subdivisions, a chaque changement de d, les points de la
subdivision changent, excepté le premier qui doit toujours étre égal a a et le dernier qui
doit toujours étre égal a b,

d d d d
c“=(a,ay,a,...,a;_,,Db).

Naturellement, I'écart de la subdivision o dépend de d.
Corollaire. Lorsque o est la subdivision formée des points équidistants

aj=a+i- o i=0,...,d+1, deN*,

alors b
|£(x) - PLIo; f1(x)| < T“ - max |'(0) 1220 xelabl. (4.15)

E 18 Les convergences des deux résultats précédents sont-elles aussi des convergences uni-
formes . Autrement dit, a-t-on

lim max £(x) - PLi0%; f](x)|=0?

d—oo xela,b

4.4 Représentation

Nous allons déterminer des fonctions b; = by adaptées a la subdivision ¢ qui per-
mettent une représentation simple du polyligne PL[o; f]. Pour que tous les points a;,
i =0,...,d jouent un role semblable, Nous sommes amené a compléter la subdivision
o par deux points a_; et a4+, comme indiqué sur la figure Bl Ces points peuvent étre
choisis librement sous les seules conditions que a, < a = ap et ag4+1 > ag = b.

a1 a=ay a a, as ay as ag = b ay
G @ o—©@ @ @ © @ S)

FIGURE 3 - Sudvision complétée des points a_; et a;.1.

Une fois la subdivision complétée, nous définissons pour i =0,...,d la fonction b;
sur R par le graphe donné dans la figure[4.4]

[TH 12]
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1
1
|
|
1
©
1 Qo a1 a aj+1 aq  Ad+1

FIGURE 4 - graphe de la fonction b;.

En formule, la fonction b; est définie par

0 ifx<a;_;,
X—di-1 :
—L jfag; 1<x<a;
b (x) = { @=ai-1 - b (4.16)
l X—Gis1  ifa<x< :
—2L ifa; < x < ajy,
i i+1

0 ifx=a;.

Les fonctions b;, i = 0,...,d, sont affines par morceaux, continues, positives ou
nulles et bornées par 1,
0<b;(x)<1, x€la,b], (4.17)

et s'annulent en tout les points a; sauf lorsque j = i auquel cas nous avons b;(a;) = 1.
Remarquons aussi qu’elles nulles en dehors de l'intervalle [a;_1, a;+1]. Cet intervalle est
appelé le support de la fonction b;.

Théoréme 13. PL(o; f1 =YL, fib;.

Démonstration. Appelons g la fonction définie par la partie droite de 1'égalité a dé-
montrer. Il suffit d’établir que pour tous j =1,...,d — 1 et x € [aj, a;j+1[ nous avons
g(x) =Llaj, aj+1; f1(x) ainsi que g(ag) = f(ay) carla définition méme de PL[o; f] nous
donnera alors g = PL[o; f]. Prenons donc j € {1,...,d — 1] et x €]aj, aj+ [. Remarquons
que nous considérons ici I'intervalle ouvert ]a;, a1 [ alors que I'égalité doit étre éta-
blie sur I'intervalle semi fermé [a;, aj.1[. Nous traiterons a part le cas x = a;. Puisque
x€laj, aji1[, nous avons b;(x) = 0saufsii= joui= j+1.Nousen déduisons en tenant
compte de que

+1 X—a;j

a.
: + fin =Llaj, aj+1; f1(x),
j+1

X
g(x) = fibj(x) + fj+1bj+1(x) = fj Py
]

+ aj+1 —dj

qui est bien I'égalité obtenir. Pour la cas particulier ou x = a;, il suffit de remarquer que
bi(a;) = 6;j, par conséquent g(a;) = f; =Llaj, aj.1; f1(a;). Le méme raisonnement est
valable pour a,; et la démonstration est terminée. [

(1. 4.4] [TH 13]
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Corollaire. Z?:o b; =1.

Démonstration. 1l suffit de prendre la fonction constant égale a 1 (qui est un polynéme
de degré < 1) dans le théoreme ci-dessus et d’utiliser ensuite le théoreme[I1l [

COMPLEMENT

4.5 Approximation des fonctions continues par des fonctions polylignes

Théoréme 14. Soient f une fonction continue sur [a, b] et 0%, d € N, une suite de subdivisions
de[a, b]. Nous supoosons que la longueur est de o 4 est d et que I'écart de o 4 tend vers 0 lorsque
d tend vers co. La suite des polylignes PL{c%; f] converge uniformément vers f sur [a, b). Autre-
ment dit,

lim max |f(x) —PL[o%; f](x)| = 0. (4.18)

d—oo x€la,b)

La démonstration utilise la notion d'uniforme continuité. Rappelons qu'une fonction f dé-
finie sur un intervalle I est uniformément continue sur I si la distance entre les valeurs f(x)
et f(y) est petite chaque fois que la distance entre x et y est assez petite. De maniere pré-
cise, pour tout réel positif €, il doit exister un réel positif 1, dépendant de ¢, de telle sorte que
| f(x) — f(y)| < € pour tout couple de valeurs (x, y) dans I satisfaisant [x — y| <. Il y a une ma-
niere plus commode de présenter la propriété d'uniforme continuité. Notons

wrm) =sup{lf(x)—fWI: (x,y)eletlx—yl<n}

de sorte que w () est la plus grande des distances possibles entre f(x) et f(y) lorsque les deux
éléments x et y de I sont distants d’au plus 1. Dans ces conditions, nous avons

f uniformément continue sur I < 1l7in(1) wrm) =0.

La fonction w ¢ s’appelle le module de continuité de f. Elle joue un role important en analyse.

Dans la définition de la continuité ordinaire, nous parlons de continuité de f en un point
Xp qui est fixe et cherchons a vérifier I'existence d'un 1, dépendant de € et de xo, tel que |f(y) —
f(xo)| < €elorsque |y —xp| <. Dans le cas de la continuité uniforme, deux valeurs varient, x et y,
contre une seule, y, dans le cas de la continuité ordinaire. Malgré cette différence importante,
un théoreme fondamental de I’analyse, connu sous le nom de théoréme de Heine, établit que
si I est un intervalle fermé borné, c’est-a-dire de la forme I = [a, b, alors toute fonction continue
est aussi uniformément continue. La condition sur la forme de I'intervalle I est importante et la
propriété est fausse en général dans le cas des autres types d’intervalle.

Démonstration. Nous devrons montrer que pour tout € > 0 fixé a I'avance, il existe dy € N, dy
dépendant de ¢, tel que

d=dy = max |f()- PLi0%; f1(x)| <. (4.19)
Xx€la,

[TH 14]
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Nous noterons 0% = (a(‘)i, af, ag_l, ag) avec a(‘)i =aet ag = b. Lécart de 0 sera noté h. Soit

x un élément quelconque de [a, b], x se trouve dans un unique intervalle [a? , a? 41 1- Reprenons
la relation (@.I0),

If 0 =PLI0% F10)] < If () = f @Dl +1f 0 = faf, .

Puisque |x - adl <hget|x— a 1| = hg, I'inégalité ci-dessus et la définition du module de conti-
nuité w donne

|f(x) = PL[%; f1(x)] < 20 (hy).

Puisque cette estimation est valable pour tout x dans [a, b], nous avons aussi

max |f(x) - PL[ad;f] ()| =2w¢(hg). (4.20)

x€la,b)

Puisque f est continue, elle est aussi, d’apres le théoreme de Heine, uniformément continue,
de sorte que lim;,_.ow¢(n) = 0 et comme lim,_., hy = 0 par hypothese, par composition des
limites, limg_., 2w ¢ (hg) = 0 ce qui entraine a son tour, en vue de (£.20)

lim max |f(x) - PL[o%; f1(x)| =0,

d—oo x€la,b)
ce qu'il fallait établir. ]

E 19 Dans la démonstration précédente, il faudrait en toute rigueur écrire a;ld et a;.id 41 plutot
que a et a? 1 Pourquoi?

E 20 Soit, pour tout d =2, 0% = (a = ag, af, aZ X a? 7 = b) une subdivision de longueur d

de [a, b] et d’écart hy. On suppose que hy tend vers 0 lorsque d — oco. Soient y¢ = (yo, ,yd)
une suite de d + 1 valeurs et f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que les deux conditions
suivantes sont équivalents.

(@) limg_ maxye-1,1) | f(x) = PLI0%; y]| = 0.
(b) limy_.oomaxi—o,...qly¢ - f(ad)| =0.

On prendra garde que PL[c%; y9] n’est pas PL[o'%; f].

4.6 Extension

Plutdt que de se limiter a des fonctions affines par morceaux, c’est-a-dire polyno-
miales de degré 1 par morceauy, il est naturel de considérer des fonctions polynomiales
de degré d par morceaux. La construction donnée ci-dessus s’étend immédiatement a
ce cas. Il suffit simplement de remplacer les polynémes de Lagrange L[a;, a;1; f] par
des polynémes Lla;, a;1,...,a;q-1,ai+1; f] oules a; j, j =1,...,d — 1 sont des points

[I. 4.6] [TH 14]
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intérieurs a 'intervalle [a;, a;+1]. Cette extension de la théorie n’a pas beaucoup d’in-
térét. Il est préférable de se concentrer sur I'insuffisance majeure des polylignes a sa-
voir d’étre non différentiable. En augmentant le degré des polynémes sur chaque sous-
intervalle [a;, a;+1], il est possible de les raccorder pour obtenir des fonctions plusieurs
fois dérivables sur [a, b]. C’est la théorie des fonctions splines qui joue un role impor-
tant en analyse numérique mais que nous ne pourrons pas étudier dans ce cours.

§5 EXERCICES ET PROBLEMES

21 Un probléme d’interpolation général. Trouver une condition sur la paire (a, b) € R? pour
que la proposition suivante soit vraie : Quel que soit le triplet (a, §,7) € R? il existe un et une seul
pEP; telque p(a) =a, p(b) =B, pla)+ p'(b) =.

22 Un probleme d’interpolation des dérivées. Soient a, b et c trois nombres réels. Montrer
que quels que soient les réels a, B,y il existe un et un seul polyndéme p € &, tel que p(a) = a,
p'(b)y=pBetp"(c)=y. (Sol.Mp.07)

23 Un exemple. Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange de f(x) = 1/(1 + x) par
rapport aux points 0, 3/4, 1. Représenter sur un méme graphique le polynéme et la fonction
interpolée. Comparer, a I’aide d'une calculatrice, f(1/2) et L[0,3/4,1; f1(1/2).

24 Propriétés générales de I'interpolation. Soit I = [a,b], f:R—Ret A={ay,...,a4} € I. Les
assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(@) i) si L[A; f] est un polyndme constant alors d est nécessairement égal a 0. ii) si d > 1 et
L[A; f] est un polynéme constant alors f est nécessairement constante.

(b) Sid=1et f estune fonction croissante (resp. décroissante) sur I alors L[A; f] est crois-
sante (resp. décroissante) sur I.

(c) Méme question lorsque d = 2.

25 Interpolation et division euclidienne. Rappellons que la division euclidienne d'un poly-
nome V par un polynéme W non nul consiste a écrire (de maniere unique) V sous la forme
V =gW +r ol q et r sont deux polyndémes, le second vérifiant deg(r) < deg(W). On appelle g le
quotient de la division euclidienne de V et W et r le reste de cette division.

(a) Montrer que si W(x) = (x —ag)(x—ay)--- (x — ag) alors r =L[A; V].

(b) Utiliser une division euclidienne pour calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange
de V(x) = x° —3x* + x — 3 aux points —1,0, 1,2. Vérifier le résultat obtenu.

26 Formule de Simpson. Soient a < b deux réels distincts. On pose m = %b.
(@) Donner la formule de Lagrange pour le polynéme d’interpolation L[a, m, b; f].

(b) Démontrer que

b b—
f Lia, m, b; f1(x)dx = Ta[f(a)+4f(m)+f(b)]-

[TH 14]
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NOTE. — Lerésultat obtenu s’appelle la formule de Simpson. Nous I'étudierons dans le chapitre suivant

(mZ3.

27 Invariance des polyndomes d’interpolation par les bijections affines. Soit /2 une bijection
affine, h(x) = ax+ B, (a, ) € R* x R. Soient A ={ay, ..., as} et f une fonction définie sur R.
A) Montrer que

Llag,...,aq; f o h](x) =L[h(ap),..., h(aq); f1(h(x).
On commencera par expliciter et vérifier cette relation dansle cas ot d = 1.
B) A quelle(s) condition(s) sur 'ensemble A les assertions suivantes sont-elles vraies ?
(@) Si f estune fonction paire alors L[A4; f] est un polyndme pair.
(b) Si f estune fonction impaire alors L[A; f] est un polynéme impair.
28 Coefficients des polyndmes d’interpolation. Montrer que si Llay, ..., aq; f1(x) = Z?:o cj x/

alors les coefficients c; sont solution du systeme

Co+Crag+c2al +++++cqal = f(ao)
Co+crar+ca+-+cqgal = flay)

Co+Crag +czafl+---+cdag = f(ay)
Ecrire puis calculer le déterminant de ce systeme. On pourra se limiter au cas ol1 d = 2. Retrouver

la formule d’interpolation de Lagrange a I'aide des formules de Kramer.

29 Groupement des points d’interpolation. Soit X = {x1,x2,...,x,} et Y ={y1,)2,..., ym} deux
ensembles respectivement de 7 et m nombres réels (deux a deux distincts). On suppose que X
et Y n'ont aucun point en commun, autrement dit X Nn'Y = @. On pose

pE)=x—x)x—-x2)...(x—xp) et gx)=x—-—y)x—=y2) - (X=ym).

Pour toute fonction f définie (au moins) sur X U Y on considére le polynéme

Y;f

Ry(x) = qg(x)L ; (x).

X;£
q

(x)+ px)L

Comme d’habitude la notation L[X; f/q](x) (resp. L[Y; f/pl(x)) désigne le polyné6me d’in-
terpolation de Lagrange de la fonction f/q (resp. f/p) par rapport aux points de X (resp. de
Y).

(@) Que peut-on dire du degré de R¢(x) en fonction de n et m?

(b) Calculer R¢(x;), i =1,...,netRe(y;), j=1,...,m.

(c) En déduire que Ry est un polynome d’interpolation de Lagrange que 'on précisera.

(Sol.Glp.[98l)

[I.5.0] [TH 14]
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30 Formule de Lagrange barycentrique. Soient A = {ay,..., a4} € I = [a, b] et f une fonction
définie sur I. On note
wa(x) = (x—ap)(x—a) - (x - aq).

etpouri=0,...,d,
wa,i=walx)/(x-a;).

On remarquera que w4 ; est un polynome de degré (exactement) d.
(a) Montrer que w;](ai) =wy i(a;). (Dériver larelation w(x) = (x—a;) - w4 i (x)).
(b) En déduire en partant de la formule d’interpolation de Lagrange que

w A (x)
wy(a)(x—a;)

d
LIA; f1(x) =Y f(ai)
i=0

On note )

-~ w(a)

i

(c) Montrer, en utilisant la relation L[A;1](x) = 1 que

wa(x) i Ai 1
A(X) - =1
i=1 X~ i

(d) Montrer que

Y4, fla)A

d _A;
i=0 x—a;

LIA; f1(x) = 5.1)

(e) Ecrire un algorithme basé sur la formule ci-dessus pour calculer les valeurs du poly-
ndme d’interpolation de Lagrange. Calculer le nombre d’opérations employé par cet algorithme.

NOTE. — La formule (5.I) s’appelle la formule de Lagrange barycentrique.

31 Unexemple. On souhaite obtenir une approximation de cos(rr/5) connaissant cos(m/4) =
V2/2, cos(r/6) = v/3/2 et cos0. Pour cela on consideére f(x) = cos(rx) et son polynome d’inter-
polation de Lagrange L[0,1/6,1/4; f].
(a) Calculer @ =LJ[0,1/6,1/4; f1(1/5).
(b) Donner une estimation de I'erreur | cos(z/5) — a|.
(Sol.2p.[96l)

32 Polyndomes d’interpolation d'une fraction rationnelle. On considere d + 1 nombres réels
ayp, a,...,ag deux a deux distincts et A un parametre réel différent de chacun des a; c’est-a-dire
A#a;pouri=0,1,...,a4. On pose w(x) = (x—ap)(x—ay) - (x — ag) et on considere la fonction
fa(x) définie par

wA) — w(x)

L= a0

[TH 14]
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(@) Montrer que le polyndome r(x) =gr (A —x) divise le polyndome q(x) =g.r w(A) —w(x). En
déduire que f) est un polynéme. Préciser le degré de f;.

(b) Calculer fj(a;) pouri=0,1,...,d et en déduire que f} est le polyndme d’interpolation
de Lagrange par rapport aux points ao, a, ..., ag d'une fraction rationnelle g, que I'on précisera
i.e. fy =Llag,ay,...,aq; 8] (Sol.Blp.@7})

33 Polyndomes de Chebyshev. On définit une suite de polynomes T,;(x) par la relation de ré-

currence
{MMﬂ,Hm=x

Ty (0) =2xT(x) = Tyy (%), d=1 "

Les polyndémes T,; forment la suite des polynémes de Chebyshev.

(a) Déterminer T, T3 et Ty ?

(b) Montrer que pour tout d € N, T4 est un polyndme de degré d et son coefficient de plus
haut degré est 297! pour d > 1.

(c) Montrer que si d est pair alors T; est un polyndéme pair et si d est impair, Ty est un
polyndéme impair.

(d) Montrer que pour tout d e Non a

T4(cosf) =cos(df), OeR.
On pourra utiliser les relations trigonométriques suivantes :

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb
cos(a—Db) =cosacosb +sinasinb.

(e) Montrer que le polyndme T,,; posséde exactement d + 1 racines r;, toutes dans dans

[-1,1], données par
Qi+ 1)m

Szu+n’
Ces nombres r; sont les points de Chebyshev.
(f) Montrer que pour tout x€ [—-1,1] on a

ri=co ,i=0,...,d.

|Ta(x) < 1.

On pourra utiliser que pour tout x € | — 1, 1], il existe 8 € R tel que x = cos(6).

34 Interpolation aux points de Chebyshev —[33]. On pose A = {ry,...,r4}.

(a) Quelestlelienentre Ty, 1(x) et (x—rg)(x—11)---(x—14)?

(b) Calculerlesnombres A; introduits dans la partie précédente. On pourra procéder comme
suit : i) On montrera d’abord que

1
VA = 5 T (),

ii) puis on montrera
Tq.1(x) = cos((d + 1) arccos x)

[I.5.0] [TH 14]
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et on utilisera cette relation pour calculer T, , (r;). On rappelle que
-1
Vi
(c) En déduire la formule de Lagrange barycentrique pour les points de Chebyshev.

(d) Montrer en appliquant un théoréeme du cours et les résultats précédents que si f est une
fonction d + 1 contintiment dérivable sur [-1, 1] alors pour tout x € [-1,1], on a

arccos’ (x) =

- : 1 (@+1)
|f(x) =Llro,..., ra; f1(X)| < 2 d+ D! (max [fF @1

35 Une majoration de I'erreur entre la fonction interpolée et le polyndéme d’interpolation.

Dans cette partie on considere un ensemble A = {ay, ai, az, as, a4} < a, b] avec ay < a; <
as < as < ay. On définit hy = ap — a puis pour i = 1,2,3,4, h; = a; — a;—) etenfin hs = b— ay. On
va majorer la valeur absolue du polynéme w 4 défini par la relation

wa(x) = (x—ag)(x—a1)(x—az)(x— az)(x — as).

CAS OU x EST COMPRIS ENTRE a ET ag.

A) On suppose que x est compris entre a et ay comme dans la figure ci-dessous. Montrer
que

lwax)| < hgx (hg+ hy) x (hg+ hy + ho) x (hg+ hy + ho + hg) x (hg + hy + ho + ha + hy).
En déduire que

|lwa(x)| <5!h° avec h= max h;.
0<i<5

x
h h3 hs

a\ ap  a a az as b

—O0—n0—0 @ o—O0—20

L S O

CAS OU x EST DANS UN INTERVALLE [a;, @;j;1].

B) On suppose maintenant que x €]ag, a;[. Montrer, aprés avoir dessiné la figure corres-
pondante et en utilisant la méme idée que dans la question précédente que

lwa(X)| < hy x hy x (hy + hp) x (hy + ha + hg) x (hy + hy + hg + hy)
et en déduire que

lwa(x)| <4h°.

[TH 14]
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C) Démontrer en suivant les mémes idées les majorations suivantes
(@) six€lay,axlalors |wa(x)| <2!-3!-ho,
(b) six€lay,asalors |wa(x)| <3!-2!-h,
(c) six€las,aslalors [wa(x)| <1!-4!-hd,
(d) six€lay,blalors |w4(x)| <5!- K.

D) Déduire des résultats précédents que

max |w4(x)| <5!h°
x€la,b)

puis que pour toute fonction f de classe C° sur [a, b] et tout x € [a, b], on a

|f(x) —Llag, a1, az, as, as; f1(x)| < max |f®] - k>,
x€la,b]

CASOUOU ag=akET as=Db.

Dans cette partie, on améliore I'inégalité précédente dans le cas oli ay = a et a, = b.
E) Soit i €10,...,3}. Montrer en étudiant la fonction x — (x — a;)(x — a;+1) que

2

max |(x - a;)(x - a;+1)| = 22
x€la;,ail 4
F) Soit x € [ay, a;]. Montrer que
2 5

lwa(x)] < Il x (hy + hy) x (h1+h2+h3) X (h1+h2+h3+h4) S4!I.

G) Montrer plus généralement, en considérant les intervalles [a;, ay], [ay, as] et [as, as] que

5
max |wa(x)| <4!l—
x€la,b) 4

et en déduire une nouvelle majoration pour | f (x) — L{ay, a1, az, as, as; f1(x)|.
H) Expliquer brievement comment les résultats obtenus se généralisent au cas ou

A=lay,...,aytcla,b] a;j<ajy;, i=0,...,n—1.
(Sol.[6lp.[03)

36 Interpolation des fonctions de dérivées a croissance lente. Soient I = [-1,1] et A = {a; :
i € N} une suite de points deux a deux distincts dans I. On note A% ={ay,..., ay}. Nous étudions
une condition sur la fonction f pour que, pour tout x € I, on ait

lim LIAY; £1(x) = f(0).

[1.5.0] [TH 14]
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A) Montrer que si f est d + 1 fois continiment dérivable sur I et si x € I alors

d+1

max |4 ().

p— d.
|f(x) —=LIAT; f1(x)] < (d+1)! te[-1,1]

On note ¢4 'ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables sur I pour lesquelles il existe des
nombres M = My et r = ry tels que

IfYx <M-r?, deN, xel.

B) Parmiles fonctions suivantes, lesquelles sont dans’ensemble 4 : f] (x) = sin(ax), fo(x) =
cos(ax), f3(x) =exp(ax), fi(x) =exp(expax), fs(x)=1/(x+a)ouaecReta>1?

C) Montrer les propriétés suivantes : (i) Si f € ¢ alors f' € ¢ (on déterminera My et ry en
fonction de My et ry). (i) Montrer que si f et g sont deux éléments de 4 et A € Ralors f+1g e ¥
(ceci signifie que ¢ est un espace vectoriel). On déterminera My, ¢ et rr, ), en fonction de
My, Mg, 1y, I‘g,/l.

D) Démontrer, par récurrence sur d la formule de Leibniz sur les dérivées d'un produit de
deux fonctions (indéfiniment dérivables) f et g:

a 4\ .. )
(f-g)(d) — Z (j)f(ﬂ .g(d—n

j=0

olt (?) désigne le coefficient binomial - aussi noté C;?l — défini par

a_a
il jtd-pr

E) Démontrer que si f et g sont deux éléments de & alors f - g est aussi un élément de 4.
On déterminera My.¢ et ry.o en fonction de My, Mg, rf, 7.
F) Démontrer que si f € ¢ alors pour tout x€ I, on a

lim LIAY; f1(x) = f(0).

COMMENTAIRE. — % Pour une fonction f € ¢, nous avons
(zr)d+l
max x)—L Ad; X)) <M .
xe[—l,l]|f( ) = LLAY; f1(0)] Fd+ 1)
Or pour tout v € R, la suite v4*1/(d + 1)! converge vers 0 lorsque d — co. Cela implique que si A > 1 alors
lim A% max |f(x)—L[A%; f1(x)| =0 (5.2)
d—oo xe[-1,1]

puisque
AN 4o
d+nr
La relation signifie que l'erreur entre f et son polyndme d’interpolation converge uniformément
vers 0 plus vite que n'importe quelle suite géométrique de raison moindre que 1. *
I

AT max | f(x) - LIA% f1(x0)] < My
xe[-1,1]

[TH 14]
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37 Effet d’'une composition par une bijection affine sur les polylignes. Etudier les propriétés
démontrées a I'exercice Z71dans le cas des interpolants polylignes PL[s; f1).

38 Propriétés générales des polylignes. Les implications suivantes sont-elles vraies ? Les fonc-
tions sont considérées sur un intervalle [a, b] et s désigne une subdivision quelconque de cet
intervalle.

(a) Si f croissante (resp. décroissante) sur [a, b] alors PL[s; f] est croissante (resp. décrois-
sante) sur [a, b].

(b) SiPLJs; f] croissante (resp. décroissante) sur [a, b] alors f est croissante (resp. décrois-
sante) sur [a, b].

(c) Si f est convexe (resp. concave) sur [a, b] alors PL[s; f] est convexe (resp. concave) sur
[a, b].

(d) SiPL[s; f] convexe (resp. concave) sur [a, b] alors f est convexe (resp. concave) sur [a, b].

39 Erreur entre polyligne et fonction interpolée de classe C>. Montrer que si f est une fonc-
tion de classe C? sur I'intervalle [a, b] et o est une subdivison de [a, b] d’écart h alors pour tout

Xx€la,blona ,

h
|f(x) = PL[0; f1()]] < — - max |f@ (1)].
8 tela,b]

Quelle inégalité obtient-on dans le cas ol f(x) =sinx?

COMMENTAIRE. — % Supposons que o = (a, af,...,ag_l,b) soit la subdivision de [a, b] formée des
points équidistants. Dans ce cas, si
_ (4 d
p=(aj+aj, )2

alors la définition des fonctions polylignes et le théoreme [8] sur I'erreur la fonction et son polynéme
d’interpolation dans le cas d = 1 donnent

IF @@l
az ’

IF@ @)
2

d d
lu—ajllp—aj,|=

|f pLlo?; Flw] = 1f (o) - Liaf, af,y; f1(w] =
ol ¢ est un certain réel compris entre a;.i et a}j .1~ Lsuit que
d? max | f(x) —PLIo%; f1(x)| = mo,
x€la,b)

ot my = infyeqp) | f@™]. En particulier, 'inégalité montre que lorsque f est une fonction pour m; ne
s’annulle pas alors I'erreur entre la fonction interpolée et la fonction polyligne ne saurait décroitre plus
vite que la suite 1/d?. *

40 Un exemple. On veut approcher la fonction f(x) = 1/(1 + x?) sur [-1,1] par une polyligne.
Comment faut-il choisir la subdivision si 'erreur doit étre moindre que 10722

41 Ajout d’un point a une subdivision Soit 0 = (a = ay, ay, ..., a4-1, aq = b) une subdivision
de longueur d de I'intervalle [a, b]. On complete cette subdivision par deux points a_; < a et
aq+1 > b et on définit les fonctions by, i = 0,...,d comme dans le cours par le graphe de la
figure @41

[I.5.0] [TH 14]
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(a) Trouvez la relation entre deux fonctions b; et b}, i, j € {0,..., d} lorsque la subdivision o
est déterminée par les points équidistants.

(b) On rajoute un point a* ala subdivision ¢ pour obtenir une subdivision o de longueur
d + 1. Comment calculer les fonctions b?* al'aide des fonctions b .

42 Interpolation et calcul approché des dérivées. On étudie une méthode de calcul approché
des dérivées des fonctions a partir des valeurs d'une fonction.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle fermé borné I = [a, b] et X = {xy,..., X4} un
ensemble de d + 1 point deux a deux distincts dans I. Etant donnée y € I, on cherche une for-
mule Qy(f) de la forme

Qy(f) = Aof (x0) + A1 f(x1) +---+ Aa f (xa) (5.3)

ol les A; sont des nombres réels indépendant de f, telle que

o =QyN. (5.4)

(a) Montrer que 'application Q) définie ci-dessus est une application linéaire de E dans R
ol E désigne I'espace vectoriel des fonctions dérivables sur 1.

(b) Dans cette partie, on cherche a déterminer les nombres A; de sorte (5.4) se réduise a
une égalité lorsque f est un polyndéme de degré inférieur ou égal a d, autrement dit,

Qy(p)=p'(y) pour tout polynéme p de degré < d. (5.5)

Pour tout i = 0,...d, on note ¢; le polynéme fondamental de Lagrange pour X = {xo,..., x4}
correspondant au point x;,
d  x—x;j

)= ]

j=0,j#i Xi ~Xj

(5.6)

(c) Montrer que la condition (5.5) est satisfaite si et seulement si pour tout i =0,...,d, A; est
la dérivée de ¢; en y, autrement dit
A =0li(y). (5.7)

(d) En déduire que la condition est satisfaite si et seulement si
Qy(f) =LIX, D' (5.8)

ou L[X, f] désigne le polynome d’interpolation de Lagrange de f par rapport aux points de X.
Nota Bene : Dans la suite du probleme on suppose que l'égalité (5.8) est satisfaite.

(e) Donner I'expression de Qy(f) lorsque X ={-1,0,1}.

(f) On suppose maintenant que f est d + 1 dérivable sur I et que y = x; € X. On cherche
une estimation de I'erreur | f'(y) — Q, (f)|. On note e(x) = f(x) = L[X, f1(x) et w(x) = (x — xp) (x —
X1)...(x—xq)

(g) Montrer que w'(x;) = H?:L#i(xi - Xj).

[TH 14]
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(h) On admet que pour tout x € [ on a €(x) = w(x)g(x) ou g est une fonction dérivable telle

que g(x) = (1/(d +1)!) f4*V (£ ,). Montrer que
f,(xi)_Qxl(f) = # ﬁ (xi_xj)fd+1(fx~)- (5.9
VRS VIS £ 9 ;

En déduire une majoration de l'erreur | f'(x;) — Qx, (f)I.
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CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

§1 FORMULES DE QUADRATURES ELEMENTAIRES

1.1 Probléme

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Nous voulons calculer I'inté-
grale [ Z f(x)dx. C’est un des calculs parmi les plus communs dans les applications des
mathématiques. Le théoréme fondamental du calcul intégral nous dit que /[ Z flx)dx =
F(b) — F(a) ou F est une primitive de f. Pour appliquer ce résultat, nous disposons de
divers outils théoriques dont les plus fondamentaux sont le théoréme de changement
de variable et le théoréme d’'intégration par partie. Cependant, il n’est possible de dé-
terminer explicitement une primitive F que pour une classe relativement restreinte de
fonctions f et, lorsque cette détermination est a notre disposition, I'expression de F
est souvent si compliquée que I'évaluation de F(b) — F(a) nécessite I’emploi d'un pro-
cessus d’approximation. Dans ce cas, il est encore plus naturel et généralement moins
coliteux de chercher directement une approximation de I'intégrale.

1.2 Présentation générale

Lidée consiste a utiliser une approximation [ 2 fdx = [ 2 g(x)dx ou g est une
fonction qui, d'une part, est proche de f et, d’autre part, possede des primitives ai-
sément calculables. Le choix le plus naturel est celui du polynéme d’interpolation de
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Lagrange,
g= L[x())-u)xd;f])

ol A = {xy,...,Xg} < [a, b] car les polyndmes d’interpolation sont proches de la fonc-
tion qu'ils interpolent et, étant des polyndmes, il est raisonnable d’espeérer que leurs
primitives seront facilement calculables. Nous appelons formule de quadrature (é1é-
mentaire) d’ordre d, toute expression

b
Qf) = f L(xo, ..., Xg; fl(x)dx = Zf(x,) f Ci(x)dx (1.1)

ou ¢; est le polyndme fondamental de Lagrange correspondant au point a;, voir. Lap-
plication Q ainsi définie est une forme linéaire sur C[a, b], autrement dit, elle vérifie

QA1 fi+A2/2) = MQ(f1) +A2Q(f2) A1, A2€R, [, fo €Cla, b)).

Pour savoir si Q(f) est effectivement proche de [, : f(x)dx, nous devrons étudier I'erreur

EYf):=

(x)dx—Q(f)‘. (1.2)

Remarquons que si Q est une formule de quadrature d’ordre d alors pour tout p € 2,
ona ffp(x)dx =Q(p). En effet,

pe?y; = p=Lixoy,...,xq;pl
def [P b
=> Qp) = f L[xo,...,xd;p](x)dx:f p(x)dx.
a a

Nous verrons que dans certains cas 1’égalité ci-dessus peut continuer a étre vérifiée
pour des polynomes de degré plus grand que d.
Une réciproque est vraie.

Théoreme 1. SiR(f) estune expression delaforme R(f) = Z?:o Aif(a;) telleque R(p) =
fs p(x)dx pour toutp € &; alors A; = ff(i(x)dx ou ¢; estle polynome fondamental de
Lagrange correspondant a x; € {xo, ..., Xq}.

Démonstration. 11 suffit d'utiliser la relation Z?:o Aipla;) = [ 2 p(x)dx avec p = ¢;. En
effet, puisque #;(a;) = 0 sauf lorsque i = j pour lequel nous avons ¢;(a;) = 1, on a

Z?:O /liéj(ai) = ﬂj. [ |

[II. 1.2] [TH 1]
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Remarquons que puisque R est une forme linéaire, pour s’assurer que
b
R(p) = [p(x)dx, pourtoutpe Py,
a

il suffit de vérifier I'identité lorsque p parcourt une base de 22%. En particulier, si M;(x) =
x* il suffit de vérifier que R(M;) = fZ xtdxpouri=0,1,...,d.
E 43 [ On cherche une approximation de f_ll f(x)dx par une formule du type

1
f s fa+ f

de telle sorte que la formule soit exacte pour tous les polynomes de degré inférieur ou égal a
2. Montrer qu'il existe une et une seule paire {f}, f»} satisfaisant la propriété demandée et la
déterminer.

Dans la pratique, grace au procédé de composition, des résultats tres précis sont
souvent obtenus en employant seulement des méthodes d’ordre d < 2. Nous étudierons
en détail trois de ces méthodes : la méthode du point milieu (d = 0), la méthode des
trapezes (d = 1) et la méthode de Simpson (d = 2). D’autres exemples sont proposés
en exercice.

§2 EXEMPLES FONDAMENTAUX

2.1 Laformule du point milieu
Nous utilisons un polynéme d’interpolation de degré d = 0 avec le point xy = %b.

Dans ce cas, L[xp; f1(x) = f (%b) et 'approximation

b b b a+b
ff(x)dx:f Llxo; fl(x)dx devient ff(x)dx:(b—a)f(T). 2.1)

Lexpression Q(f) = (b—a) f (%b)s’appelle la formule du point milieu. Lorsque f(c) >0,
Q(f) est l'aire du rectangle de sommets les points de coordonnées (a,0), (b,0), (a, f(c))
et (b, f(c)), voir la figure[IlA).

2.2 Laformule du trapeze

Soit f € Cla, b]. Nous prenons d =1 et A = {a, b}. Lapproximation

(b—a)
2

b b b
f fx)dx :f Lia, b; fl(x)dx devient f f)dx = (f@+fh). (2.2)
a a a

*. [Démidovitch & Maron 1979]

[TH 1]
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A) POINT MILIEU B) TRAPEZE
f).
flc A~ _ven J
/ \/ f(a
. o
a c b a b

Nous avons posé ¢ = (a+ b)/2. Laire Laire de la partie grisée est égale a
de la partie grisée est égale a Q(f). Q.

TABLE 1 — Méthode du point milieu et du trapeze.

En effet, L[a, b; f1(x) = f(a) + f(h) f(a) (x — a), voir (I, d’ot1

b
ff() {f() f(cl)( B )}
f(a)(b—a)+wf (x—a)dx

) -f@ [ (x-a?”
b—a 2
[ -f@ b-a)?
fl@b-a)+—— 5
(b—a)

= 2 [f (@) + f(b)].

b
'[LMhﬂumx

fla)(b-a)+

a

Lexpression Q(f) = (I”_T“) (f(a) + f (b)) s'appelle la formule du trapéze. Lorsque f(a)
et f(b) sont positifs, elle n'est autre que I'aire du trapéze de sommets les points de co-
ordonnées (a,0), (b,0), (a, f(a)) et (b, f(b)) comme illustré par la figure[Il B).

2.3 Laformule de Simpson

Nous prenons cette fois d =2 et A={a,c,b} ol c = %b. Lapproximation

b b
f f(x)dx:[ Lia,c,b; fl(x)dx
a a

[II. 2.3] [TH 1]



44 II. CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

devient

b_
O3 tay vafor+ ). 2.3)

b
f fx)dx =
a

Le calcul est proposé a 'exercice Lexpression Q(f) = U’_T“) (fl@+4f()+ f(b)
s’appelle la formule de Simpson.

Lia,c, b; f]
f(C)\ f

f (a)/

Laire de la partie grisée est égale a Q(f).

FIGURE 1 - Méthode de Simpson.

§3 ETUDE DE LERREUR

3.1 Estimation de I'erreur dans la formule du point milieu

Théoréme 2. Soit f € C?(la, b)). Il existe ¢ € [a, b] tel que

ff(t)dt—(b a)f(a+b) (b “) SfP©).

En particulier,

(b—a)’ @
24 .xIEIhEZIX 7l

ff(t)dt (b— a)f(a+b)

Comme de nombreux résultats d’analyse numérique,la démonstration de ce théo-
réme est basée sur la formule de Taylor. Nous la rappelons dans un cadre suffisamment
général pour pouvoir servir dans la suite du cours.

Théoreme 3 (Formule de Taylor). Soit f une fonction continue sur [a, B] et d + 1 fois
dérivable sur]a, Bl. Si ug et v sont dans [a, (] alors il existe ¢ €]a, B tel que

(d) (d+1)
! (uO)(v—uo)d+M(v—uo)d+l. (3.1)

F@) = fuo)+ [ (uo) (v —ug) ++++ = d!
I/

[TH 3]
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Cette égalité s’appelle la formule de Taylor de f en uy a I'ordre d.

Le polynéme T9(f,) = f(uo) + f'(uo) (- — ug) + -+ + f(d;(!u") (- — ugp)? s’appelle le po-
lynome de Taylor de f en uy a 'ordre d. Le vocabulaire ici est assez malheureus, il
faudrait parler de degré plutot que d’ordre.

Dans ce cours nous appliquerons toujours ce théoréeme avec une fonction f de
classe C?*! sur un intervalle contenant a et  de sorte que les conditions du théoréme
seront largement satisfaites.

Démonstration du Théoremel2l Posons ¢ = %b. Pour tout x € [a, b], une application de
la formule de Taylor ci-dessus avec uy = ¢ donne 'existence de ¢ tel que

f// ( f)

f=fO+f(x-0c+ (x—c)2

D’ot nous tirons I'inégalité
/ mp 2 / M, 2
flOo+fx-—0o+ T(X_ o°sfx)=sfl)+fe)x—c)+ T(X_ c)

ou my = inf[a, b] f” et M, = m, = max[a,b] f”. En intégrant la premieére inégalité, il
vient
P rmdx = [P+ [ (x— ¢) + my(x— c)¥)dx
= Q) +3[(x— 0?15+ F2[(x - 031}
>Q(f)+0+ 2% ((b oy )

et il suit
(b a)3

ma

f f(x)dx—Q(f).

De la méme maniere, en intégrant la seconde inégalité, nous obtenons

(b- a)3
24

f FOdx-Q(f) = M

Regroupant les deux estimations, nous tirons

24 b
my < a7 {f f(x)dx—Q(f)}st.

Maintenant puisque f” est une fonction continue, d’apres le théoréme des valeurs in-
termédiaires, tout nombre compris entre sa plus grande valeur M, et sa plus petite va-
leur m; est encore une valeur de f”. Autrement dit, il existe € [a, b] tel que

3
ff(t)dt—(b a)f(“+b) (b “) 0. m

[II. 3.2] [TH 4]
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3.2 Estimation de I'erreur dans la formule du trapéze

Théoréme 4. Soit f € C%([a, b)). Il existe O € [a, b] tel que

b
ff(t)dt— Dl i+ ) = - L= po )

En particulier,

( —a)3

(b-a)
- 2 @ rm)| <

(2)
a bl f I

Démonstration. Nous devons estimer | 2 {f(x)—Lla, b; f1(x)}dx. Nous commencons par
obtenir une estimation du terme sous l'intégrale. D’aprés le Théoreme [} pour tout
x € [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que

2)
f(x)=Lla,b; f1(x) = 76D (‘fJ‘)

—(x-a)(x-Db).
Puisque la fonction x — (x — a) (x — b) est négative ou nulle sur [a, b], nous avons

%(x—a)(x—b) < f(x)—-Lla,b; fl1(x) < %(x—a)(x—b),

oll my = ming, p f? et My = maxy, ) f. Nous intégrons ces deux inégalités en utili-
sant le résultat suivant

b
f (x—a)(x—b)dx=—(b-a)’/s, (3.2)

qui se vérifie immédiatement pour obtenir

b
~My(b—a)®/12 < f {f(x)=Lla, b; f1(x)}dx < —my(b—a)®/12.

En raisonnant comme dans la demonstration du Théoréme 2} nous déduisons qu’il
existe 0 tel que

/©)
1

b
f (f(x) ~Lla b fl(pdx = - (b—a)’.

E 44 Démontrer la relation (3.2).

[TH 5]
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3.3 Estimation de I'erreur dans la formule de Simpson

Nous ne connaissons pas de démonstration simple du résultat suivant. Une dé-
monstration élémentaire mais peu naturelle sera proposée a I’exercice 56l

Théoreme 5 (1). Soit f € C*([a,b]). Ona

b —
f(t)dt—(bTa)

fl@+ f( ) + (D) max| £

Les point important de cette estimation est qu’elle fait intervenir la dérivée 4-ieme
de la fonction (et un facteur (b — a)®). La constante 2880 naturellement est purement
anecdotique.

(b—a)
= 2880 [a b]

E 45 D’apres sa construction la formule de Simpson est d’ordre 2 mais I'estimation ci-dessus
montre qu’elle est en réalité d’ordre 3. Donner une démonstration directe de cette propriété.

§4 COMPOSITION

4.1 Idée générale

Nous savons que le polynéme L[xy, ..., xg4; f] ad’autant plus de chance d’étre proche
de la fonction interpolée f que l'intervalle [a, b] est petit et les formules d’erreur don-
nées dans la partie précédente confirment 'intuition que plus l'intervalle [a, b] sera
petit plus I'approximation sera précise. Dans ces conditions, il est naturel de décou-
per l'intervalle de départ en une famille de sous-intervalles beaucoup plus petits et
d’appliquer les formules de quadrature a ces petits intervalles avant de regrouper les
approximations obtenues. De maniere précise, choisissons une subdivision o = (a =
ap, ai,...,an, = b) de [a, b] et, dans chaque intervalle [a;,a;+1], d + 1 points distincts

= {x},x},...,x"} pour construire la formule d’approximation
aj+1

Fdx = Qia;,4;,,(f) 4.1)

avec
da x-xk
Qra a1 (f) = Z fx) f rwdx et = ]

Lk
j=0,j#i Xi —X;

4.2)

Lalocalisation des points x;'. dans chaque sous-intervalle est illustrée dans la figure[Z2]La
relation de Chasle pour les intégrales nous donne

Afe+1

b
f fxdx = Z fdx,

ag

[II. 4.1] [TH 5]
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a=ay a a; ai+1 Ap-1an=b
O O—

Xl':{x}i:Osjsd}

FIGURE 2 - Localisation des points dans une formule de quadrature composée

de sorte que pour approximer l'intégrale globale il suffit d’approximer les n termes de

la somme
n-1d

b
| rwdx= ¥ ¥ Q) @3)
a

k=0i=0
Toute expression Qc de la forme

n-1d
Qe =) > Qapap1 )
k=0i=0

s’appelle une formule de quadrature composée d’ordre d. L'application Qc définit une
forme linéaire sur C[a, b]. Lerreur | fo(x)dx —Qc(f)] est notée EY°(f).

Théoreme 6 (Principe d’addition des erreurs).

n-1
E®€H<) EY (f). (4.4)
i=0

lai,ai+1]

Démonstration. Avec les notations précédentes, nous avons

aj+1

n—1 n—1
ch(f) = | Z fdx- Z Qray,ai11 ()
i=0va; i=0

n-1 aj+1 ]
;0{ . f(x)dx—E[aiyam](f)}'

aij
nl{
i=0 a

§5 EXEMPLES FONDAMENTAUX DE FORMULES COMPOSEES

aj+1

IA

lai,ai+1]

n-1
f(x)dx_ EQ (f)‘} = El[qai,aiﬂ](f)' u
i=0

Soit n € N*, I = [a, b] et f € Cla, b]. Ecrivons h(n) = (b—a)/n et a(i,n) = a+ ih(n).
L'application du principe d’addition ci-dessus aux exemples fondamentaux des mé-
thodes du point milieu, du trapéze et de Simpson donne les résultats regroupés dans

[TH 6]
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la table 2l Lorsque n — oo, dans les trois cas, I'erreur commise tend toujours vers 0,
autrement dit, quelle que soit la précision choisie €, en prenant n suffisamment grand,
chacune des méthodes fournira une valeur approchée de l'intégrale avec une erreur
moindre que €. Pour connaitre une valeur de n assurant la précision € il faut cependant
au moins disposer d’'un majorant de maxg,,p | f® | pour la méthode des trapezes ou du
point milieu et de maxgg ) | | pour la méthode de Simpson.

E 46 Montrer que si Qc(f) désigne la formule des trapezes composées avec n + 1 points équi-
distants a(i,n) = a+i(b— a)/n alors

b
Qc(f) = f PL(f,0](x)dx,

ol o estla subdivision a=a(0,n) <a(l,n)<---<a(n,n)=>b

La tableBmontre I’erreur obtenue en utilisant les méthodes pour approcher f3 4/(1+
x?) qui n'est autre que le nombre 7. Lexécution est trés rapide. Pour la méthode de
Simpson avec n = 700, I'algorithme ne demande que 0.125 seconde d’attente.

§ 6 EXERCICES ET PROBLEMES

47 Une caractérisation de la formule du point milieu. Déterminer tous les points p € [a, b]
tels que I'approximation

b
f fdx=mb-a)f(p)

soit exacte (i.e., soit une égalité) pour tous les polyndmes de degré < 1.

48 Une expression de erreur dans la formule des trapézes. Soit f une fonction de classe C2
dans [a, b]. Montrer que

f/l (x)

b—
f fdx= —(f(a) +f(D) —f (x—a)(b—x)
On pourra calculer la partie intégrale dans le terme de droite en effectuant une ou plusieurs
intégrations par parties.

49 Une formule de quadrature avec points intérieurs. Soient a < b et pour i =0,...,3, x; =
a+ z— de sorte que xp = a et x3 = b, f désigne une fonction continue sur [a, b]. Demontrer
que

b b-a
f Lixy, x2; f1(x)dx = — [f(x1) + f(x2)] (6.1)

ol L[x1, x2; f1 désigne le polyndme d’interpolation de f par rapport aux points x; et x».

[1I. 6.0] [TH 6]
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I=1a,b]l, h(n)=(b—-a)/n, a(i,n) =a+ih(n), feC)

II. CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

a=a(i,n) a(i+1/2,n) a(i+1,n)
Point milieu —O . O
a=a(i,n) a(i+1,n)
Trapeze —® (&—
a=a(i,n) a(i+1/2,n) a(i+1,n)
Simpson —® i (&—
Formule : Qc(f) Erreur : E%(f) Type de
fonctions
Point  h(n)-X7) flali+1/2,n)) U@ maxiep | f2] feC)
milieu
Trapeze M| f(a)+ f(b)+257) flali, n)] oo maxiqp f?] feCAD

Simpson M4 £(a) + f(b) +2 X7 flat,m) +4 X7} flati+1/2,n)} L= max, ) 1f@] feClD)

TABLE 2 — Exemples fondamentaux de formules de quadrature composées

[TH 6]
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n Point milieu Trapéze Simpson

2. -0.0207603  0.0415927  0.0000240
4. -0.0052079  0.0104162  0.0000002
6. -0.0023148  0.0046296 1.328D-08
8. -0.0013021  0.0026042 2.365D-09
10. -0.0008333  0.0016667 6.200D-10
70. -0.0000170  0.0000340 5.329D-15

930. -9.635D-08  0.0000002 -4.441D-16
2300. -1.575D-08 3.151D-08 4.441D-16

TABLE 3 — comparasion des diverses méthodes pour 7 = fé 4/(1+x%)dx

50 La seconde formule de Simpson. Soient x;, i =0,...,x3 les points équidistants de l'inter-
valle [a, b), x;=a+ihavech=(b—a)/3,i=0,1,2,3.
(a) Montrer que

b 3h
f L(xo, x1, X2, x3; f1(x)dx = ?[f(xo) +3f(x1) +3f(x2) + f(x3)].

(b) Lexpression
3h
Q) = ?[f(xo) +3f(x1) +3f(x2) + f(x3)]

s’appelle la seconde formule de Simpson ou la formule de Newton [Newton 1711].
(c) Mlustrer graphiquement I'approximation

b 3h
f Fdx= 2 1f0x0) +37 () +3f (1) + fOxp)l
a

(d) Donner la formule de quadrature composée correspondante (avec n sous-intervalles).

51 Un exemple. Soit I = [} x'/?dx.

(a) Donner la valeur exacte de I.

(b) Donner une approximation de I en utilisant la méthode de Simpson avec deux sous-
intervalles.

(c) Le théoréme du cours permettait-il de prédire I'erreur commise ?

(UPS, L2, 2005)

52 Formule des trapeézes et fonctions convexes. On souhaite calculer une valeur approchée

de In(2) a partir de la relation

2dx
In(2) = —.
1 X

Nous considérerons la fonction f définie sur ]0,c0[ par f(x) = %

[II. 6.0] [TH 6]
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(a) Montrer que pour tout (a, b) €]0,00[x]0,00[ et pour tout ¢ € [0,1] on a

fta+(A-0b) < tf(@)+1—-1)fb). (6.2)

(b) On suppose 0 < a < b < co. Soit x € [a, b]. Montrer que ﬁ € [0,1]. Montrer en prenant

t= ﬁ dans que
fx) =Lla, b; f1(x0).

(c) Trouver une approximation de J; 12 % en appliquant la méthode des trapézes combinée
avec 2 sous-intervalles. Faire un schéma illustrant le calcul.

(d) Expliquer pourquoi quel que soit le nombre de sous-intervalles, le nombre trouvé par
la méthode des trapezes combinée fournira toujours une approximation par exces (c’est-a-dire
supérieure a la valeur exacte In(2).)

(e) On approche maintenant flz % en utilisant la méthode Simpson combinée. Combien
de sous-intervalles faut-il utiliser pour commettre une erreur inférieure ou égale 2 107102

(UPS, L2, 2003, sol[Zlp.[I00})

NOTE. — Voir 'exercice[[[TT]

53 Un exemple. Estimer, a 'aide des théoremes du cours, le nombre de sous-intervalles n
nécessaire pour obtenir une approximation de

L4
I:f dx
o 1+x2

avec une erreur moindre que 107, en utilisant (a) la méthode du point milieu combinée, (b) la
méthode des trapézes combinée, (c) la méthode de Simpson combinée ? Comparer les estima-
tions trouvées avec les résultats donnés dans le tableaud] (voir cours).

n Point milieu Trapeze Simpson

2 -0.0207603  0.0415927 0.0000240

4. -0.0052079 0.0104162 0.0000002

6 -0.0023148 0.0046296 1.328D-08

8 -0.0013021 0.0026042 2.365D-09

10. - 0.0008333 0.0016667 6.200D-10

70. -0.0000170 0.0000340 5.329D-15

930. -9.635D-08 0.0000002 -4.441D-16
2300. -1.575D-08 3.151D-08 4.441D-16

TABLE 4 — Erreur dans I'approximation de fol - fxz dx avec les méthodes du point milieu,

du trapeze et de Simpson.

[TH 6]
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54 Sensibilité de la formule des trapézes composée aux erreurs sur les valeurs de la fonction.
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = exp(x?). On souhaite calculer une valeur
approchée de

1
I:f fx)dx
0

par la méthode de Simpson combinée.

On note A(n, f) la valeur approchée fournie par la méthode de Simpson combinée avec n
sous-intervalles.

(a) Déterminer une valeur de n aussi petite que possible assurant |I — A(n, f)| <1073.0On
notera v la valeur de n trouvée.
Le calcul de A(n, f) nécessite I'utilisation d'un certain nombre de valeurs de la fonction f. Or
on ne peut disposer que d'une approximation de cette fonction, une approximation donnée,
disons, par la fonction f. Il est donc impossible de calculer exactement A(n, f) : on ne peut
disposer que de A(n, f).

(b) On suppose que pour tout x € [0,1] on a | f(x) — f(x)| < & oi1 € est un réel strictement
positif. Montrer que

|A(n, f)— An, | <€

(c) En déduire une majoration pour |1 — A(v, f).
(d) Que peut-on dire de la perte de précision entrainée par le calcul de la formule donnant
A(v, f) sur une calculatrice travaillant avec une précision de 10712 2

(UPS, L2, 2004, sol. @ p.[I0T1)

55 Méthode des parabole a chevauchement. Soit n = 1. On considére n + 1 points x; dans
I'intervalle [a, b] de sorte que

A=Xg<X]<Xp<-<Xp_1<X,=Db.

(@) Pouri=1,...,n—2, on utilise 'approximation

f " fodx = Qi(f)

i

Xi+1

1 Xi+1
Qi(f) = 5 {f L[xi-l,xi,xi+1;f](x)dx+f

i Xi

L{x;, Xi+1, Xi+2; ] (x)dx}.
(b) On définit les nombres a;, b; et ¢; pouri =1,...,n— 1 par la relation
Lx; 1, Xi, Xiv1; f1(X) = @i x* + bix + c;.

Démontrer que

Qi(f) =

3 _ .3 2 .2
ai + ai+1 (xi+1 i ) N bi+bi+1 (xi+1 X ) R0 = x1)
1+ 1)~

2 3 2 2 2

[II. 6.0] [TH 6]
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(c) Montrer, en utilisant le théoréme mesurant I’erreur entre une fonction et son polynéme
d’interpolation, que si f € C®[a, b] alors il existe une constante C; que I'on précisera telle que

Xi+1
fdx-Qi(H|=Ci- sup |fOL.
Xi [Xi-1,Xi+2]
On considéere maintenant I’approximation
b
| feax=au
a

avec
n-2

wﬂ=/'LummmzﬂMMx+ZCMﬂ+f LiXn_2 Xn_1, Xn; 1 (0.
Xo Xn-1

(d) Montrer que si f est un polynome de degré < 2 alors Q(f) = [, f fodx.
/2 fxdx - Q(f)’ lorsque f € C3[a, b].

(e) Donner une majoration de I'erreur
(UPS, L2, 2005, sol. @ p.[102])

56 Une démonstration des formules d’erreur pour les méthodes du point milieu , des tra-
pézes et de Simpson . Rappelons les théoremes

Théoréme. (a) Si f € C%(la, b)) alors

a+b (b-a)® ®)
ff(t)dt—(b a)f( )‘ o1 [ub] ax|f (6.3)
(b a) @)
f f(t)dt— [f() +f(D)]| < [agclf (6.4)
a

(b) Sif€C4([a, b)),

’ (b-a)®
<

4
. 6.5
2880 [u b} eI 6.5

(t)dt——

fla)+ 4f( b) +f(b)

Nous construisons une démonstration de chaque inégalité en suivant un principe commun.

Posons c:= ﬂb, a=c—hetb=c+ h (desorteque h = M) et considérons
2 q 2

c+t t
W simp (1) = V(1) =f fx)dx— 3 {fc+n+4f©+ fc-0}
c—t
puis

£\°
@(t)=‘P(t)—(E) Y(h)

*. [Hardy 1952]

[TH 6]



0]
3
g
0
‘L
=
3
zZ
L
n
>
=
<
=2
<

JEAN-PAUL CALVI

§ 6. EXERCICES ET PROBLEMES 55

(a) Calculer les trois premieres dérivées de @ et montrer qu'il existe ¢ () € [a, b] tel que
-2r* 90
q>(3)t:—{ @ —\Ph}.
(1) 3 f(cf())+h5 (h)

(b) Montrer en appliquant plusieurs fois le théoréme de Rolle qu'il existe ¢ € [a, b] tel que
oG (1) =0.

(c) En déduire I'estimation (6.5).

(d) Démontrer [en s'inspirant de la démonstration précédente. On considérera

ct+t
‘Ptrap=‘1’(t)=f f@dx—t{fc+t)+ flc—1}
c—t

puis

3
@(t):‘P(t)—(E) Y(h)

(e) Démontrer (6.3) toujours en suivant la méme technique : quelle est la fonction W yijieu
appropriée?

[II. 0.0] [TH 6]



SOLUTIONS APPROCHEES DES EQUATIONS

§1 INTRODUCTION

Le probléme de construire une suite convergente vers la solution d'une équation est
certainement al’origine des plus anciens algorithmes mathématiques dont’exemple le
plus fameux est I'algorithme attribué a Héron d’Alexandrie et possiblement connu des
mathématiciens babyloniens qui donne une approximation tres rapide de v/a, a > 0,
'unique solution positive de 'équation x?> — a = 0. Les équations polynomiales sont les
plus communément considérées mais des équations plus générales interviennent cou-
ramment comme par exemple dans le recherche des extremums d'une fonction lors-
qu’il faut d’abord déterminer les points critiques, c’est-a-dire les valeurs en lesquelles
la dérivée s’annule.

De maniére précise, étant donnée une fonction continue f : [a, b] — R, nous cher-
chons les solutions de I'équation f(x) = 0. Les questions auxquelles il faut répondre
sont les suivantes.

(i) L'équation a-t-elle des solutions ?

(ii) Sioui, combien en a-t-elle?

(iii) Déterminer des valeurs aussi proches que nécessaire de ces solutions, étant
entendu que les cas pour lesquels une solution exacte exploitable peut étre obtenue
sont tres rares.

Dans ce cours, les solutions des points (i) et (i) ne seront pas abordés, sauf dans la
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derniere partie. Nous supposerons en général que 'équation admet une et une seule so-
lution dans [a, b]. Rappelons ici simplement que, dans les cas assez simples, une étude
élémentaire de fonction (avec tableau de variation) permet de s’assurer si cette hypo-
thése est satisfaite. Parmi le grand nombre de méthodes disponibles pour répondre au
troisieme point, nous étudierons quatre techniques tres classiques.

(1) La méthode de dichotomie.

(2) Les méthodes de la sécante et de Newton qui consistent a remplacer I’équation
f(x) =0par p(x) =0ou p estun polynéme du premier degré — c’est-a-dire une fonction
affine — proche de f.

(3) Laméthode dite du point fixe ou des approximations successives .

§2 METHODE DE DICHOTOMIE (OU DE BISSECTION)

2.1 Définition

La méthode repose uniquement sur le théoréme des valeurs intermédiaires. Soit f
une fonction continue sur [a, b] satisfaisant les deux conditions suivantes;;

i) fadmetune et une seule racine r dans [a, b],

ii) f(a)f(b) <O0.

Posons ¢ = (a+ b)/2. Trois cas de figure seulement sont possibles. Ou bien f(c) =0
auquel cas la solution de I'équation est trouvée puisque r = ¢, ou bien f(c) # 0 auquel
cas f(b) f (c) est soit négatif soit positif. Si f(b) f(c) <0, f change de signe en passant de
cabet, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule entre ¢ et b. Comme
f s’annule une seule fois, cela signifie que r €], b[. Maintenantsi f(b) f (c) > 0, puisque
f(a) f(b) <0,nous avons nécessairement f(a) f (c) < 0 etle méme théoreme des valeurs
intermédiaires nous donne r €] a, c|.

Ce raisonnement simple nous a permis de nettement préciser la localisation de la
solution puisque nous savions au départ que r €]a, b[ et nous connaissons maintenant
un intervalle de longueur deux fois moindre contenant r. En itérant le test, nous ob-
tenons une suite qui converge vers la solution de I'équation. Cette itération est décrite
dans l'algorithme suivant.

Algorithme 1. Sous les hypothésesli et[ii ci-dessus, il construit trois suites (ay), (by) et
(¢,,) de la maniére suivante.
(a) ay=a; by =>b.
(b) Pourn=1,
(@) cp=2attn

(b) i Sif(cy) =0 alorscy, estlaracine de f et le processus est arrété

[IIL. 2.1] (TH 1]
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ii. Sinon
— Si f(cp) f(by) <0 alors ayy1 = ¢, €t by = by,.
— Si f(cp) f(by) >0 alors ans1 = a, et by = cp.

Lalgorithme ci-dessus s’appelle I'algorithme de dichotomie ou algorithme de bis-
section.

2.2 Etude dela convergence

Théoréme 2. Soit f continue sur [a, b]. Nous supposons que f(a) f (b) < 0 et que I'équa-
tion f(x) = 0 admet une et une seule solution r dans [a, b]. Si I'algorithme de dichoto-
mie arrive jusqu’a I'étape n+ 1 (de sorte que c; # r,0 < i < n) alors

- b-—a
Ir —cps1l < PR
Démonstration. Remarquons que
b
b,—cp= b,
n n n 2 b, - ay,
bpi1— aps1 = ou = 2
an+b
Cphp—an= nz = ap
En continuant,
b bp-1—an— b-a
ntl = Qp1 = ———— = =
4 21

Ensuite, ¢, étant le milieu de [a;+1, by+1], pour tout x € [a;+1, bp+1] NOus avons
X = cne1l < (Bps1 — Gni1) /2= (b—a)/ 2"

Mais, par définition, la racine r se trouve dans [a;+1, bn+1] car f(an+1) f(bp+1) <0, nous
pouvons donc prendre x = r dans I'inégalité précédente pour obtenir

17— cny1l < (bps1 — an1) /2= (b—a)/2"". =

Exemple 1.

(a) L'équation x* + x3 — 1 = 0 admet une solution (unique) dans ]0,1[ comme le
montre une étude bien simple de fonction. Une approximation 7 de la racine r avec
une erreur moindre que 1075 est obtenu en moins de 0.2 seconde, 7 = 0.8191729, par
la méthode de dichotomie. La figure dans la premiere colonne table [Il représente les
quatre premier termes de la suite et la seconde colonne en reporte les valeurs.

[TH 2]
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n Cn n Cn

1. 05 1. 0.7853982

2. 0.75 2. 1.1780972

) 3. 0875 3. 0.9817477
4.  0.8125 4.  1.0799225
. 5. 0.84375 5. 1.1290099
. 6. 0.828125 6. 1.1535536
g 16. 0.8191681 16. 1.1712183
17. 0.8191757 17. 1.1712303
™ 18. 0.8191719 18. 1.1712243
L e 19. 0.8191738 19. 1.1712273

20. 0.8191729 20. 1.1712288

Quatre premiere valeurs données par
I'algorithme de dichotomie pour ré-
soudre I'équation x* + x> —1 = 0 dans
[0,1].
+xd-1=0 x—sinx—1/4=0
x€0,1] x€[0,m/2]

TABLE 1 - Exemple d’applications de la méthode de dichotomie

[III. 2.2] [TH 2]
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(b) De méme, I'’équation x—sinx—1/4 = 0 admet une solution unique dans ]0, 7/2][.
Une approximation 7 de la racine r avec une erreur moindre que 107° est obtenu en
moins de 0.2 seconde : 7 = 1.1712288 par 'algorithme de dichotomie dont ses valeurs
sont indiquées dans la troisieme colonne de la table[Il.

E 57 Montrer que I'algorithme [Il fonctionne encore si on retire la premiere hypothese sur f
a savoir que f admet une unique racine dans [a, b] et vérifier qu’il converge toujours vers une
racine de f. Dans les deux schémas de la table, dite vers laquelle des racines convergera 'algo-
rithme. Il sera peut-étre nécessaire d’utiliser une regle graduée.

! f

9\ “ AN
/\/ N b \/\/\b

FIGURE 1 - Vers laquelle des racines convergera I'algorithme de dichotomie ?

§3 METHODE DE NEWTON

3.1 Construction

Supposons que f € C![a, b] et que 'équation f(x) = 0 admette une et une seule ra-
cine, notée r, dans [a, b]. Lidée de la méthode de Newton consiste a remplacer 'équa-
tion f(x) = 0 par’équation T;(x) = 0 ou 7T} est un polyndéme de Taylor de f de degré 1
en un point x;.

Puisque T)(x) estun polyndme du premier de-
gré, le calcul de sa racine est immédiat et il est
naturel d’espérer que cette racine sera proche de
celle de f. Nous avons

T1(x) = f(x) + f(x) (x — x1),

r 1 X2 X1
’

et ’équation Tj(x) = 0 a pour racine le nombre x,

FIGURE 2 — Schéma de Newton. donné par
fx)
Xo = X1 — )
o f(x1)

[TH 2]
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Comme toujours, le principe est assez grossier puisqu’'un polynéme du premier degré,
quel qu’il soit, n’approchera que trés imparfaitement la fonction f. C’est en itérant le
procédé que nous obtiendrons une bonne approximation de la racine. Une condition
nécessaire, qui n’est pas obligatoirement satisfaite, pour effectuer cette itération est le
point x, appartienne bien a l'intervalle [a, b] faute de quoi, cela n’aurait pas de sens
de parler du polynéme de Taylor de f en x,. Lorsque cette condition est satisfaite, en
remplagant f(x) = 0 par T>(x) = 0 ol T>(x) = f(x2) + f'(x2)(x — x2) et crésolvant cette
derniéere équation, nous obtenons

/() S0

_f'(xz) avec rzxgzxg—f,(xz).

Nous construisons ainsi par récurrence, sous réserve que x, € [a, b, la suite

X3 = X2

X1 = b
Xn+1 = Xpn— ]{“/(();Z)) (n = 0)
Cette relation de récurrence le schéma de Newton. Le mot schéma est un synonyme
ancien du mot algorithme.
E 58 Donner (graphiquement) un exemple de fonction pour laquelle la suite (x;,) n’est pas
définie. Il s’agit de construire une fonction pour laquelle il existe une valeur n avec x, ¢ [a, b] de
sorte qU'il ne soit pas possible de calculer f(x,) et donc x,.

3.2 Etude dela convergence

Nous devons répondre aux trois questions suivantes.

i) La suite (x,) est-elle bien définie ?

ii) Sioui, converge-t-elle vers la racine r?

iii) Sioui, quelle est la rapidité de convergence ?

Les réponses dépendent naturellement des propriétés de la fonction f considérée.
De nombreux théorémes apportent des réponses. Le suivant est I'un des plus simples.
Ses hypotheses correspondent a la figure[2

Théoreme 3. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I contenant
la, b] telle que f' et f" soient strictement positives sur I (f est strictement croissante
convexe). Nous supposons que f(b) >0, f(a) <0 et nous appelons r I'unique solution
de I'équation f(x) =0 dans [a, b].

(a) La suite de Newton

X1 = b
¥nr1 = %=k (n=20)

[IIL. 3.2] [TH 3]
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est bien définie.
(b) Elle converge vers r en décroissant.
(c) L'estimation suivante est vraie

M.
X0 = 71 < =— (X0 = 1)°
2m1
ot My =supy, ;, f" et my =infi, p f'.
Exemple 2. L'équation
3x°-x*-1=0 3.1)

admet une et une seule racine r dans [0, 1]. En effet la fonction f(x) = 3x°—x*-1a pour

dérivée f'(x) = x3(15x—4) et, sur [0, 1] elle décroit de f(0) = —1jusqu’a f(4/15) = —1,001
puis croéit jusqu'a f(1) = 1. En particulier r €]4/15,1[. Par ailleurs, puisque f”(x) =
12x°(Gx—1), f est strictement convexe sur [1/5,1] en particulier sur [4/15,1] puique
4/15 > 1/5. Nous pouvons appliquer le théoréme[3]sur I'intervalle [4/15, 1] en prenant
Comme point de départ x, = 1. Les dix premiers termes de la suite de Newton sont don-
nés dans le tableau2l Remarquons que nous obtenons les six premieres décimales de r
dés le quatrieme terme de la suite.

3x°-xt-1=0 f(x)=x—sin(x)—-1/4

n Xn Xn— Xn-1 n Xn Xn—Xn-1
1. 1. 1. 1.5707963 (m/2)

2. 0.9090909 - 0.0909091 2. 1.25 - 0.3207963
3. 0.8842633 -0.0248276 3. 1.1754899 -0.0745101
4. 0.8826212 -0.0016421 4, 1.1712433 - 0.0042467
5. 0.8826144 -0.0000068 5. 1.1712297 -0.0000136
6. 0.8826144 -1.161D-10 6. 1.1712297 -1.397D-10
7. 0.8826144 0. 7. 1.1712297 2.220D-16
8. 0.8826144 0. 8. 1.1712297 -2.220D-16
9. 0.8826144 0. 9. 1.1712297 2.220D-16
10. 0.8826144 0. 10. 1.1712297 -2.220D-16

TABLE 2 — Premiers termes de deux suites de Newton

E 59 Justifier 'emploi de la suite de Newton pour I'équation x —sin(x) —1/4 = 0.

Démonstration du théoreme[3. Nous décomposons la démonstration en plusieurs étapes.
Etape 1. Montrons que r < x; < Xy = b. Nous avons

xo=b=>  f(x)>0 }:)f'(xo)

' (x0)
f,>0(hyp.) >03x_f 0

F(xo) * fxo)

< Xo = X1 < Xp.

[TH 3]
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Ensuite, en utilisant la formule de Taylor (th.[l3), il vient

RY)
Fr) = f(x0) + (r — x0) ' (x0) + %f”(c)

ou c €]r, xp[. Puisque f(r) =0, cette relation devient

—fxo) = (r— X())f’(xo) + %]L‘II(C)

—fxo) _ . (r-xo)* f"(c)
= Ty — = %0) + = 77050
_ flx) _ (r—x0)* f"(0)
= 0Py =T T2 T
_ (r=x0)% f"(0)
= X1 =r+ — _f'(x())
= x;>r car f">0,f >0

Etape 2. Supposons que nous ayons démontré que
(P;) Fr<Xpi1<XxXp<»b (Hypothese de récurrence).

D’abord, puisque x,+; se trouve dans 'intervalle [a, b], nous pouvons calculer x,., par

la définition, x,,.2 = X171 — % Nous allons établir la promrioété P, 1, que

(Puy1 T'<Xpr2<Xps1=<Dh.

Remarquons d’abord que la derniere inégalité est déja contenue dans ’hypothese de ré-
currence de sorte que nous devons simplement obtenir x;2 < X,+1 €t r < x,42. Puisque
f est strictement croissante et que, en vertue hypothese de récurrence, x,+; > r, nous
avons aussi f(x,+1) > f(r) = 0. Ensuite,

f(xn+1)>0}:>_f’(xn+l) _f’(xn+1)
f’ >0 f(xn+1) f(xn+1)

En utilisant a nouveau la formule de Taylor (th.[I3), nous pouvons écrire

<0= Xp+1 < Xp+1 = Xp+2 < Xp+l-

(r = xps1)?
2

ou c €]r, xu+1 [. Utilisant f(r) = 0, nous obtenons avec les mémes calculs que précédem-

ment

f) = &) + (= Xpa) f (ope1) + [

fOne)) _ = xp)? [0
f’(xn+l) 2 f,(xn+l)
(r=xn01)* f"(0)

2 ' (xn+1)
dolt xp2>r carf'>0etf >0.

Xn+1 —

dolt xj4o=r1+

[I1I. 3.2] [TH 3]
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Les étapes 1 et 2 montrent par récurrence que la suite (x,) est bien définie et vérifie
r<xpi1<x,<b n=1.

En particulier, étant décroissante et minorée par r la suite (x,) est convergente. Appe-
lons [ sa limite. Nous devons nous assurer que [ = r. Faisons n — oo dans la relation

f(xn)
f "(xn) )
Nous avons a la fois x,4+; — [ et x,, — [. La continuité de f entraine que f(x,) — f(I) et

celle de f' que f'(x,,) — f'(). Observons que f’() est non nul car, par hypothese, f' ne
s’annule jamais. Le passage a la limite (n — co) dans donne donc

£
I=1-=—
0

la derniére implication étant justifiée par le fait que f admet une et une seule racine.
Enfin, revenant a la relation

Xn+1 = Xn - (3'2)

=>f(h=0=>1=r, 3.3)

(r—xn,:1)% f"(0)

xn+2 =r+ )

2 f’(xn+1)
étavlie au dessus, nous obtenons
(r—xn+1)?|| f"(0)
|Xp+2 =1l = ; )
2 f (Xn+1)

- (r = Xp+1)*| | M2

dou |xp4o—r1|<|———||—]|.
2 nmq

A cause de la relation |x,42 — 7| < C(r — x,,+1)%, nous disons que la méthode de
Newton est d’ordre 2. Une telle propriété implique une convergence tres rapide. Par
exemple, si, au rang n I'erreur comparable a 1073, au rang n + 1, elle sera au pire com-
parable 2 1075, au rang n +2, 1072 et ainsi de suite.

E 60 Donner une estimation de |x,2 —r| en fonction de C et |x; — r|. Montrer que si |x; — 7| < 1
alors il existe 6 < 1 tel que
|[Xpe1—71] < 62",

3.3 Autres versions

Il est facile d’adapter le théoreme précédent pour traiter toutes les équations de la
forme f(x) = 0 lorsque la fonction f et sa dérivée sont toutes deux strictement mono-
tones. Il y a quatre cas a considérer, donnés dans la figure[3l

[TH 3] .
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fll>0 fll<0

X] X2 X3

X3 X2 Xi

f’ <0 X1 Xo X3

TABLE 3 — Quatre schémas de Newton convergents.

§4 METHODE DE LA SECANTE

4.1 Construction

Supposons a nouveau que f € Cla, b], que I'équation f(x) = 0 admette une et une
seule solution r dans [a, b] et enfin que f(a) <0, f(b) > 0. Comme dans la méthode
de Newton, la méthode de la sécante consiste a remplacer 'équation f(x) = 0 par
une équation polynomiale du premier degré en choisissant un polyndme aussi voisin
que possible de f. Ici, le choix se porte sur le polynéme d’interpolation de Lagrange
Lla, b; f1(x) = 0 qui prend donc le role du développement de Taylor dans la méthode
de Newton. Du point de vue de calcul, cette méthode a I’avantage de ne pas requérir le
calcul d'une dérivée. Nous verrons cependant que sa rapidité de convergence est sen-
siblement plus faible. Puisque

fb) - f(a)

g T

Lia, b; f1(x) = f(a) +

[III. 4.1] [TH 3]
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I'unique solution de I'équation L[a, b; f]1(x) = 0 qui vient se substituer a f(x) = 0 est
donnée par

f(b) - f(a)
—fla)b+af(a)+af(b)—af(a)

X1

fb) - fla)
af(b)-bf(a)
fb) - fla)

Si x; € [a,b] — condition, soulignons-le en-
core une fois, qui n’est pas obligatoirement satis-
faite — le procédé peut étre itéré en remplacant
f(x) =0 par L[xy, b; fl(x) =0, autrement dit, nous
faisons jouer a x; le role que tenait précédemment
a. Nous pourrions évidemment envisager 1'autre
stratégie : garder a et remplacer b par x;. Le choix,
comme nous le verrons, est dicté par les proprié-

FIGURE 3 — tés de la fonction f et dans une variante de la mé-

thode, on garde parfois I'extrémité droite, parfois

I'extrémité gauche. Bornons-nous a considérer L[x1, b; f]1(x) = 0 donc nous noterons la
racine x,. nous obtenons

= x1f(b)—=Dbf(x1)
2 = .
fb)— f(x1)
En poursuivant, nous construisons par récurrence, sous réserve que x € [a, b}, la suite

{ X0 = a
_ xuf(D)=bf(xn) .
Xn+l = D) —F(xn) (l’l = 0)

La suite récurrente ainsi construire s’appelle le schéma de la sécante.

E 61 Donner sur un exemple graphique une équation f(x) = 0 admettant une unique solution
mais pour laquelle la suite de la sécante ne peut pas étre construite. Voir aussi I'exercice 58l

4.2 Ftude dela convergence

Nous devons répondre aux mémes questions que pour la méthode de Newton. Les
hypotheses du théoreme suivant correspondent a la figure 4.1l

Théoréme 4. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I contenant
[a, b] telle que f' et f" soient strictement positives sur I (f est strictement croissante

[TH 4]
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convexe). Nous supposons que f(b) >0, f(a) <0 et nous notons r I'unique solution de
I'équation f(x) = 0 dans l'intervalle [a, b].

(a) La suite

{ Xo = a
_ Xnf(D)=bf(xn)
Xn+1 = f(b)—f(xn) (n = 0)

est bien définie.
(b) Elle converge en croissant vers r et
(c) nous avons I'estimation

M.
[Xp—r|=< ﬁ(xn_xn—l)(b_xn)
1

ol My = maxqp) f" et my = ming p) .

Un énoncé plus simple (moins précis) est proposé a I’exercice[7Tlavec une démons-
tration différente de celle qui est esquissée ci-dessous.

Démonstration. Elle est similaire en principe a celle du théoreme 3l Les détails sont
laissés au lecteur. Nous établirions par récurrence sur n que

A< Xp<Xps1<r<b, neN". 4.1)

La relation x, < x,=; s'obtient facilement a partir de 'expression de x,; en fonction
de x,. Pour le reste, il suffit d’observer que par définition de x,, L(x,-1, b; f1(x,) =0 et
d’autre part, en utilisant le théoréme des accroissements finis

fxp) = fx) = fr) =, = 1) f'(0,)
pour un certain 6, compris strictement entre x;, et r. Il suit que

_ S &) = Llxn-1, b5 f10xn)
f'6) '

Il reste a utiliser le théoreme sur l'erreur dans l'interpolation de Lagrange (th. [l8) qui
nous donne

Xp—T (4.2)

1
ftn) = Llxn-1, b; f1(xn) = 5 (X = 1) (2 = b)f" (&) 4.3)
pour un ¢ compris entre x,_1 et b. [ |

Exemple 3. Nous reprenons dans la table[d]les exemples étudiés ci-dessus avec la mé-
thode de Newton.

[I1I. 4.2] [TH 4]
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3x°-x*-1=0 f(x)=x—sin(x) - 1/4
- = Xn X = Xn1
1. 0.15 - 1. 1 015
2. 0.5750592 04250592 2. 1.4921931 1.3421931
3. 0.7787569 0.2036977
4 0.8533380 0.0745812 3. 1.1336931 - 0.3585000
’ ’ ’ 4. 1.1767653  0.0430721
5. 0.8749467 0.0216086
8 0.8824870  0.0003733 5. 1.170437  -0.0063282
’ ’ ’ 6. 1.1713436  0.0009066
9. 0.8825820 0.0000950
10.  0.8826062  0.0000242 9. 1.1712293 -0.0000027
11' 0.8826123 0.0000061 10. 1.1712297  0.0000004
’ ’ 11. 1.1712296 -5.563D-08

._.
-

0.8826139 0.0000016

,_.
®

13.  0.8826143 0.0000004 19 ii;iggg; _7505’52131)-_1145
15. 0.8826144 2.570D-08 20' 1'1712297 1 5’)32D 15
18. 0.8826144 4.226D-10 o ’

TABLE 4 — Premiers termes de deux suites de méthode de la sécante

E 62 Indiquer comment adapter la méthode de la sécante a la résolution d’équations f(x) =0
lorsque la fonction f et sa dérivée sont strictement monotones. On donnera un tableau corres-
pondant au tableauB]pour la méthode de Newton.

E 63 Sous les hypothéses des deux théoremes précédents (th.[3l et th.[), on construit la suite
(x,,) fournie par la méthode de la sécante et la suite (x,) fournie par la méthode de Newton.
Montrer que lorsque x,, et x,, ontles mémes k premiéres décimales, ce sont aussiles k premieres
der.

§5 LETHEOREME DU POINT FIXE

5.1 Introduction

Dans cette partie, nous considérons les équations de la forme x = g(x). Nous étudie-
rons un théoréme qui, a la fois (a) garantit’existence et 'unicité de la solution (b) four-
nit une suite qui converge rapidement vers la solution. Le procédé employé — les ap-
proximations successives — joue un role tres important en mathématiques. Il peut étre
étendu a I'étude d’équations plus complexes dans lesquelles les inconnues sont des
fonctions, par exemple, les équations différentielles.

I/

[TH 5]
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5.2 Enoncé du théoreme du point fixe

Théoréme 5. Soit I un intervalle fermé (non nécessairement borné) et g une fonction
de I dans I. S’il existe un réel k < 1 tel que

lgx)—gWI=<klx-yl x,yel

alors I'’équation
glx)=x
admet une et une seule solution dans I. Cette solution est limite de la suite (x,,) définie
par
{ X0 = acl
Xp+e1 = &xn) (nz0)
(On est libre de choisir n'importe quel xy dans I). De plus, si s est la solution de I'équa-
tion g(x) = x alors i
1-k
Lintervalle I est de la forme I =R ou I =] — o0, a] ou [a, +oo[ ou [a, b]. 1l est essentiel
que g prenne ses valeurs dans I c’est-a-dire que son ensemble image soit inclus dans
son ensemble de définition, faute de quoi nous ne serions plus stirs que la suite (x;)
soit bien définie.
Lorsqu'une fonction vérifie une inégalité

|s— x| < |x1 — Xol, n=1.

lgxX)—gI<klx—yl, xyel

avec 0 < k < 1, nous disons que f est contractante ou bien que c’est une contraction
de constante k. Les fonctions contractantes sont continues en tout point. Fixons xg € I
et montrons la continuité en xy. Nous devons établir que Ve > 0, 3n > 0 tel que les
conditions (|x — xo| <7 et x € I) impliquent |g(x) — g(xo)| < €. Or € était fixé, il suffit de
prendren =e€/k.

Lorsque g est dérivable, pour qu’elle soit contractante de constante k, il suffit que

suplg'| < k.
I

En effet, d’apres le théoreme des accroissements finis,
1g(x)— gl =1g'(@llx~yl < klx—yl.

Remarquons enfin que les suites définies par les méthode de Newton et de la sé-
cante sont des cas particuliers de schémas d’approximations successives. Dans le pre-
mier cas, nous avons g(x) = x— f (x)/ f'(x) etdansle second g(x) = (xf (b)—-bf(x)/(f (b)—
f(x)). Cependant, I'étude de ces méthodes comme cas particuliers de la méthode du
point fixe est moins élémentaire que celle qui a été donnée dans ce cours.

[III. 5.3] [TH 5]
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5.3 Illustration graphique

La figure[d montre un exemple de construction des premiers termes de la suite des
approximations successives. Remarquons que les points M,, = (x,, f (x,) convergent en
s’enroulant autour de (r, f(r)) = (r,1).

1 (x0)

f(x2)
f(x3)
f(x1)

Com. Construction des quatre premiers termes d'un suite d’approximations successives.

FIGURE 4 — La méthode du point fixe.

Exemple 4. La table[5ldonne les résultats obtenus en appliquant la méthode du point
fixe al’équation x = sin(x) + 1/4 en prenant deux points de départ différents.

E 64 Montrer que la fonction f définie par f(x) = sin(x) + 1/4 vérifie bien les conditions du
théoreme du point fixe en prenant comme intervalle de départ I = [0, 71/2].

5.4 Démonstration du théoreme du point fixe

Il est facile de voir que sil’équation g(x) = x admet une solution alors cette solution
est unique. En effet, si s; et s, sont deux solutions, nous avons |s; — s»| = | g(s2) — g(sz)| <
k|sy — s2| ce qui n'est possible que si s; = s, car k < 1.

Lorsque I = [a, b] un argument trés simple permet de montrer que I’équation g(x) =
x admet au moins une solution et donc, d’aprés la remarque précédente, une unique
solution. Considérons en effet la fonction f définie sur [a, b] par f(x) = g(x) — x. Nous
avons

(@ g ela,bl = gb)<b = f(b)<0et
(b) gla)ela, bl = gla)=za = f(a)=0.

[TH 5]
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f(x)=x-sin(x)—-1/4 f(x)=x-sin(x)-1/4

n Xn Xn—Xn-1 n Xn Xn— Xn-1

1. 1. 1. 0.5

2. 1.091471  0.0914710 2. 0.7294255 0.2294255
3. 1.1373063 0.0458353 3. 0.9164415 0.1870159
4. 1.1575053 0.0201990 4. 1.0434407 0.1269993
5. 1.165804  0.0082987 5. 1.1141409 0.0707001
6. 1.1691054 0.0033014 6. 1.1475323 0.0333914
7. 1.1704012 0.0012958 7. 1.1617531 0.0142208
8. 1.1709071 0.0005058 8. 1.1675018 0.0057487
9. 1.1711041 0.0001971 9. 1.169773  0.0022713
10. 1.1711808 0.0000767 10. 1.170662  0.0008890
15, 1.1712292  0.0000007 15, 1.1712246 0.0000080
20. 1.1712296 6.090D-09 20. 1.1712296 7.084D-08
25. 1.1712297 5.426D-11 25, 1.1712297 6.312D-10
30. 1.1712297 4.834D-13 30. 1.1712297 5.624D-12

TABLE 5 — Premiers termes d'une suite d’approximations successives

De f(b) <0et f(a) = 0 nous déduisons al'aide du théoréme des valeurs intermédiaires
que f admet une racine dans [a, b] autrement que 'équation g(x) = x admet une solu-
tion.

Nous nous replacons maintenant dans le cas général ot I n'est pa supposé de la
forme [a, b], nous admettrons pour le moment que la suite (x,) converge mais montre-
rons que sa limite [ satisfait la relation g(I) = [ ainsi que les inégalités annoncées par
le théoréeme. Le premier point est immédiat. En effet, si x,, — [ alors x,+; — [. Faisant
n — oo dans la relation x,+; = g(x;), nous obtenons directement, grace a la continuité
de g, | = g(l) de sorte que [ est bien solution de I'’équation g(x) = x et, d’apres ce qui
précede, est 'unique solution. Le méme raisonnement a été utilisée dans la démons-
tration du théoreme[3l

Nous démontrerons les inégalités a 'aide de quelques lemmes.

Lemme. Vp =0, |xp1 — xp| < kP [x1 — xol.

Démonstration. D’apres la définition de la suite et en utilisant que g est une contrac-
tion. Nous avons

Xps1—Xp| = |g(xp) — gxp-1)| < k|xp—xp-1| = k|g(xp-) —gxp—2)|  (B.1)
Sk2|xp_1—xp_2|S"'Skp|xl—X()|. |

[IIL. 5.4] [TH 5]
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Lemme. Vg >p=0,
kP — k4
Xg— Xp| < ———|x1 — X0l
| q p| 1-k 1 0
Démonstration.

|xg = Xg-1+ Xg-1 = Xg—2 + -+ + Xps1 — Xp|

|xq_xp|

IA

|xq—xq_1|+|xq—1—xq—2|+"'+|xp+l_xp|
(kT P+ kT2 4+ kP)|x; — x0| (d’apresle Lemme[5.4)
KPUT 1P+ kT72P o k1) |y — X0
—fa-p p—f4
ik kP —k

— XXl S ———|x]—Xp|. =
l—kll ol 1_k|1 ol

IA

IA

IA

C’est ce lemme qui permet de démontrer la convergence de la suite x,, que nous
avons admis. La démonstration utilise le critere de Cauchy pour la convergence des
suites. Ce critere sera rappelé plus bas et le lecteur intéressé pourra alors compléter par
lui-méme la démonstration du théoréme du point fixe.

Admettant donc que la suite (x,) converge, nous obtenons en appliquant l'inégalité
dulemme précédentavec p=netg=p+n

n

1-k

|xpen — Xn| < (1—kT|x—xol (n,p=0).
Faisons p — oo dans l'inégalité. Puisque

Xp+n — I = s =solutionde "g(x) = x"

et k9 — 0 (car 0 < k < 1) nous obtenons

n

1-k

[s—xul < lx1 — X0l .

5.5 Démonstration de la convergence de la suite x,

Le critere de Cauchy, qui est la propriété fondatrice de 'ensemble des nombres
réels, dit que pour qu'un suite de nombres réels u, converge, il faut et il suffit qu’elle
satisfasse la condition suivante : pour tout € > 0, il existe un entier N = N, tels que
q>p>N = |x,—x4| <e. Seule la condition suffisante est non élémentaire et c’est
celle que nous devons utiliser pour la démonstration de la convergence de la suite
u,. Fixons € > 0 et choisissons N de telle sorte que % |x1 — X0l < € ou k €]0,1[ est
la constante de contraction de la fonction f ci-dessus. Lexistence de N vérifiant la

[TH 5]
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s < . . . KN
condition demandée est garantie par le fait que la suite 7 |x1 — xo| tend vers 0 lorsque
N — oo, propriété qui découle elle-méme du fait que k est une constante positive plus
petite que 1. Maintenantsi g > p > N, grace au lemme[5.4} nous avons

p_ 4 P N
| X —Xp| < ————|x1 — Xl < —— |x1 — Xp| = —— |x1 — x| < €. (5.2)
e T "L T Rt
Ceci montre que la suite x, vérifie le critere de Cauchy, il s’agit donc d'une suite
convergente et, du fait que I'intervalle I est supposé fermé, sa limite est nécessairement
incluse dans I.

§ 6 EXERCICES ET PROBLEMES

65 Un exemple. Montrer que 'équation x* + x3 — 1 = 0 admet une et une seule solution dans
[0,1]. Trouver une valeur approchée avec une décimale exacte en utilisant I'algorithme de di-
chotomie.

66 Un exemple Montrer que 'équation x> + 2x — 1 = 0 admet une et une seule solution r dans
[0,1] et déterminer les deux premiére décimales de r. Le candidat choisira une méthode diffé-
rente de la dichotomie. Il devra clairement expliquer sa démarche. (UPS, L2,
2006)

67 Un exemple. On considere I'équation x* +2x? -1 =0.

(a) Montrer que I’équation admet une et une seule racine r dans [0, 1].

(b) Montrer en utilisant la méthode de dichotomie (en partant de [a, b] = [0,1]) que r €
10,5;0,75[.

(c) On souhaite maintenant affiner I'approximation en utilisant la méthode de Newton. La
suite de Newton est notée x,,. Faut-il choisir xo = 0,5 ou Xy = 0,75 ? Expliquer votre choix puis
calculer les deux premieres valeurs (X1, X2).

(d) Si on souhaite appliquer la méthode de la sécante dont la suite est notée x,,, faut-il
choisir x, = 0,5 ou x,, = 0,75? Expliquer votre choix puis calculer les trois premiéres valeurs
(X, X5, X3).

(e) Déterminer r avec 2 décimales exactes en expliquant votre raisonnement.

(UPS, L2, 2004, sol.[IT p.[103)

68 Un exemple. On souhaite trouver une valeur approchée de I'équation

On définit la fonction f sur R par f(x) =x—e™".

[1II. 6.0] [TH 5]
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(a) Montrer que x est solution de (E) si et seulement si f(x) =0.

(b) Montrer, en étudiant la fonction f, que I'équation f(x) = 0 admet une et une seule so-
lution dans R et que celle-ci se trouve dans l'intervalle ]0, 11.

(c) Montrer que f est concave sur [0,1] et en déduire le schéma de Newton approprié a
I'approximation de r, la solution de f(x) = 0. (On pourra faire un schéma expliquant et illustrant
le choix du point de départ xg.)

(d) Calculer x;, x2, x3, ot (x,;) désigne la suite de Newton de point de départ xp.

(e) Montrer, en utilisant un argument de type "dichotomie" que les quatre premiéeres déci-
males de x3 sont aussi les quatre premiéres décimales de la racine r (autrement dit les quatre
premieres décimales de x3 sont "correctes").

(UPS, L2, 2005, sol.[I0, p.[103)
69 Un exemple. On considere I'équation
X =7x+4=0 (6.1)

(a) Montrer que 'équation admet une et une seule solution dans l'intervalle [0, 1].
Cette solution sera notée r.

(b) Donner une approximation de cette racine avec 4 décimales exactes en utilisant la mé-
thode de Newton. Les détails des calculs devront figurer explicitement sur la copie et on devra
justifier clairement les points suivants : (a) Pourquoi est-il 1égitime d’employer la méthode de
Newton dans ce cas? (b) Sur quoi se fonde votre choix du point de départ? (c) Comment vous
assurez-vous que les quatre décimales données sont bien celles de r ?

70 Une famille de schémas de Newton. Pour les équations F(x) = 0 suivantes, étudiez 'unicité
des solutions et étudiez s’il est possible d’employer la méthode de Newton pour obtenir des
solutions approchées (choix de 'intervalle, vérification des hypothéses sur la fonction, choix du
point de départ). Le nombre a désigne toujours un nombre réel strictement positif.

(@ Fx)=1/x-a,

(b) F(x)=x*-a.

NOTE. — Lasuite obtenue en (b) est connue depuis 'antiquité. La tradition 1'a attribuée a Héron d’Alexan-
drie (1er siecle apres JC).

71 Unrésultat de convergence pour la suite de la sécante. on souhaite établir le résultat sui-
vant que I'on comparera avec le théoreme[dl

Théoréme. soit f une fonction continue strictement croissante et strictement convexe sur I'in-
tervalle [a, D] telle que f(a) <0 < f(b). La suite de la sécante

X0 = a . .
Xnf (B)=bf (xn) (SCHEMA DE LA SECANTE)
{x"“ = Tfhfem . #=D

est bien définie et converge en croissant vers I'unique racine r de I'équation f(x) = 0.

[TH 5]
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Lia, b; f]

Lix1, b; ]

FIGURE 5 — Schéma de la sécante.

Le schéma ci-apres montre la construction des valeurs x; et x, de la suite. On rappelle que f
strictement convexe signifie que pour tous x, ydans [a, b] ona f(tx+(1-1)y) < tf(x)+(1-1) f(y)
lorsque ¢ €]0,1[.

(@) Trouver t €]0,1[ tel que x; = ta+ (1 — 1)b. En déduire en utilisant la convexité de f que
f(x1) <0puisque x; <7.

(b) Montrer par récurrence sur n la propriété P(n) définie par

Pn): asx,<xp.1<r<bh.

(c) En déduire la démonstration du théoréme.

72 Une modification de la méthode de la sécante. Soit f : [a, b] — R strictement croissante
telle que f(a) < 0 et f(b) > 0. Pour approcher la racine r €]a, b[ de I'équation f(x) = 0, on
construit une suite x; de la maniere suivante xy = a, x; = b et, pour k = 2 xi,, est 'abcisse
de l'intersection de la droite joignant les points (xi, f(xx)) et (xx-1, f (xx-1)) avec le droite y = 0.

(a) Construire sur une figure les quatre premiers points de la suite lorsque f est une fonc-
tion convexe. La construction vous parait-elle judicieuse lorsque f est décroissante convexe ?

(b) Donner I’équation exprimant x,; en fonction de x; et x;_1.

(c) Dans une autre variante, on construit xz,; non a partir de x; et xj_; mais a partir de
Xi et xp ot k' est le plus grand indice (< k) tel que f(xi) et f(xp) soient de signes opposés.
Donner un exemple pour lequel cette nouvelle suite ne coincide pas avec la précédente. Ecrire
un algorithme calculant les n premiéres valeurs de la suite xj.

73 Une modification de la méthode de Newton. Dans la méthode de Newton, ayant a disposi-
tion les points xy, ..., X, ,on construit x,+; en prenant l'intersection de la tangente au graphe de
f en x, avec|’axe des abcisses. Dans la méthode de Newton modifiée, ayant construit xo, ..., X,
on construit x,4; en prenant l'intersection avec I'axe des abscisses de la droite passant par x,
et paralléle a la tangente au graphe de f en xy.

(a) Onsuppose que la fonction F est strictement croissante et strictement convexe sur [a, b]
avec une racine dans ]a, b[. On prend x = b. Faites un dessin faisant apparaitre les quatre pre-
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mieres valeurs données par la méthode de Newton modifiée. Comparer avec le schéma corres-
pondant pour la méthode de Newton ordinaire.

(b) Donner I'expression de x,; en fonction de x;,.

(c) Selonvous quels sont les avantages pratiques de cette modification ? Ses inconvénients ?

74 Monotonie des suites d’approximations successives. Soit f une fonction contractante de
[0,1] dans [0,1] et a € [0, 1]. On construit la suite (x,) définie par xy = a et x,+1 = f(x,) dont on
sait, d’apres le cours, qu’elle converge vers 'unique solution de f(x) = x.

(a) On suppose que f est croissante, étudier la monotonie de la suite (x;).

(b) Onsuppose que f est décroissante, étudier la monotonie des sous-suites (x2,,) €t (X2+1)-

75 Un exemple. On considere I'équation
x*-3x-1=0. 6.2)

Léquation possede une solution et une seule dans l'intervalle [1,2]. Cette propriété est ad-
mise, on ne demande pas de la démontrer. On appelle r cette solution. On cherche a obtenir
une valeur approchée de r en utilisant le théoréeme du point fixe (la méthode des approxima-
tions successives). Pour cela on doit mettre 'équation sous la forme x = f(x).

(a) Expliquer pourquoi le choix f(x) = (x® —1)/3 n’est pas judicieux.
Dans la partie suivante on pose f(x) = 3x+1)'/3.

(b) Montrer que la fonction f: [1,2] — R vérifie toutes les hypotheses du théoreme du point
fixe (de telle sorte que toute suite x, définie par xo = a € [1,2] et x,,+1 = f(x,) (n = 0) converge
vers r).

(c) Montrer que la suite x,, est croissante ou décroissante suivant que f(xp) > xp ou f(xg) <
Xo. Les deux cas peuvent-ils se produire ?

(d) Donner une approximation de r avec deux décimales exactes.

(e) Auriez-vous recommandé la méthode décrite dans cet exercice pour trouver une ap-
proximation de r ? Justifiez précisément votre réponse.

(Sol. M2 p.I1041)

76 Unexemple. Montrer quel’équation cos x+1/10 = x admet une solution unique sur [0, 377/8]
et donner — en justifiant mathématiquement votre réponse — une méthode (autre que la di-
chotomie) qui permettrait d’obtenir une approximation de cette solution. Donner une valeur
approchée de la solution avec trois décimales exactes.

[TH 5]



RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES.
METHODES DIRECTES.

§1 RAPPEL SUR LES SYSTEMES LINEAIRES

1.1 Introduction

De nombreux phénomenes de physique ou d’économie se traduisent par des sys-
temes linéaires de plus ou moins grande dimension. Le probléeme de la grille illustré
dans la figure[Ilest un exemple typique. Les 20 extrémités de la grille que sont les points
pi, qi, dietg;,i=1,...,5, représentés par des disques de couleur blanche sur la figure,
sont portés aux températures t(p;), t(q;), t(d;) et t(g;). Le probléme est de déterminer
la température aux noeuds n; ; représentés par des disques de couleur noire, sachant
que la température en un noeud donné est égale a la moyenne des températures des
autres noeuds auxquels il est connecté. Ainsi, par exemple, nous avons

1 1
t(ny) = Z(t(p1)+ t(g1)+t(n2) +t(ng)) et t(ng)= Z(t(n12)+ t(ny2) + t(nz3) + t(n24)).

Il'y a 25 noeuds n;; et 25 inconnues #(n;;), 1 < i, j <5, et, pour déterminer la tempé-
rature en ces 25 noeuds, nous disposons de 25 équations. Nous avons donc ici autant
d’'inconnues que d’équations. Nous nous limiterons a ’étude de ce type de systeémes.
Signalons encore, que les systémes linéaires n'interviennent pas uniquement dans les
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sciences appliquées. En mathématiques méme, quantité de questions reposent in fine
sur le résolution d'un systéme linéaire et pour ce qui est de 'analyse numérique, le
phénomene est encore plus accentué car la plupart des techniques avancées néces-
sitent a un moment ou a un autre la résolution d’'un systéme linéaire comportant un
grand nombre d’'inconnues. La résolution des systemes linéaires est certainement un
des rares problemes fondamentaux des mathématiques. Malheureusement, ce cours
voulant s’adresser a un auditoire n’ayant que des connaissances rudimentaires d’al-
gebre linéaire, nous ne pourrons que donner une trés succincte introduction a la théo-
rie a travers I’étude de la méthode de Gauss. Celle-ci est improprement attribuée a
Gauss, la technique était déja connue des mathématiciens chinois de I'antiquité.

81

&2

83

84

85

q 492 4943 qs g5

FIGURE 1 - Le probleme de la grille

1.2 Leformalisme

Les nombres considérés sont des réels mais tout ce qui sera dit dans ce chapitre
reste vrai avec des nombres complexes. Au reste, les techniques utilisées dans ce cha-
pitre sont entierement algébriques : elles ne font pas appel au concept de limite, et
elles seraient également valables pour des systemes dont les coefficients a;; seraient
des éléments d'un corps commutatif quelconque. Nous considérons le systéme de n

[TH 0]
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équations a n inconnues suivant

L anxy + apxx + ... + aipxp, =
Lo aixy, + apxy + ... + dopXny = C2
< ) ' . (1.1)
L; aixy + appxo + ... + aipnXp = ¢
L, amXx1 + apXxe + ... + aunXn, = Cp

Les a;;’s sont appelés les coefficients du systeme (L), les x;’s sont les inconnues
(ou les solutions) et les c;’s forment le second membre. L'expression

Li: anxi+apxo+---+ajpx,=c (1.2)

s’appelle la i-ieme ligne du systéme. Le systeme (L.I) se représente aussi sous la forme
compacte

n
Zaijx]':Ci, i=1,2,...,n. (1.3)
j=1

Au systéme linéaire (L.I) est associée I'équation matricielle

AX=C, (1.4)

ol la matrice A et les vecteurs X et C sont définis par

ann a2 ... din X1 C1
ar)y dy2 ... dop X2 Co
A=| ~ ’ ) , X=1 "1, c=| " |. (1.5)
aip 42 ... Qin Xi Ci
ap1 A4p2 ... Qnpp Xn Cn

La matrice A ayant n lignes et n colonnes est dite matrice carrée d’ordre n. Notons
que dans a;j, I'indice i désigne la ligne tandis que j désigne la colonne. Le vecteur co-
lonne X est appelé le vecteur inconnu (ou vecteur solution) et C est le vecteur second
membre. Un vecteur x € R” est habituellement noté x = (x1, Xy, ..., x;) mais, pour des
raisons propres au calcul matriciel, lorsque nous lui appliquons une matrice A, nous
avons intérét a le représenter comme une colonne X. Dans la suite de ce chapitre, nous
ne distinguerons plus, au niveau de la notation, le vecteur ligne x du vecteur colonne

[IV. 1.2] [TH 0]
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X. Indiquons toutefois que, a un niveau plus avancé, ol tous les objets sont considérés
comme des matrices, un vecteur x est une matrice a 1 ligne et n colonnes tandis que la
colonne X est une matrice a n lignes et 1 colonne et il est alors essentiel de maintenir
la distinction entre les deux.

Rappelons encore qu'une application linéaire o/ de R” dans R" est associée a la
matrice A. Cette application est définie par la relation

n n n
LX) = () arjxj,. Y @ijXjyesy Y AnjXj), X = (X1,..0, Xn). (1.6)
i=1 i=1 i=1

E 77 Rappeler les liens entre les des images des éléments de la base canonique de R” par I'ap-
plication linéaire « et les coefficients de la matrice A.

E 78 La matrice A associée au systeme linéaire du probleme de la grille (voir[L.I) est une ma-
trice carrée d’ordre 25. Elle contient donc 625 coefficients. Combien parmi eux sont-ils non
nuls?

1.3 Rappels des résultats fondamentaux

Théoreme 1 (). On ne modifie pas les solutions d’un systéme linéaire si on ajoute a
une ligne une combinaison linéaire des autres lignes. On écrit

Li —L;+ Z aij.
Jj#i
Il faut prendre garde a ne pas oublier d’effectuer la combinaison linéaire au niveau
du second membre.

Théoreme 2 (1). Pour que le systeme (I.1) admette une et une seule solution il faut et
il suffit que det A # 0. Dans ce cas la matrice A est inversible et I'unique solution est
donnée par X = A7 (C).

Lorsque le systéeme (I.I) admet une et une seule solution, nous disons que c’est un
systeme régulier.
E 79 Rappeler les regles de calcul du déterminant d’'une matrice.

La condition sur le déterminant de A est a son tour équivalente a des propriétés
naturelles de I'application linéaire /. De maniére précise, si A est une matrice carrée
d’ordre n d’application linéaire associée </, nous avons

det A # 0 < o/bijective <= f/surjective < «/injective < kers/ = {0}. (1.7)

Rappelons qu'’ici I'’équivalence entre bijective, surjective et injective est vraie unique-
ment parce que «f est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de méme
dimension.

[TH 2]
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E 80 Donner un exemple d’application linéaire de R? dans R® qui soit injective (mais pas sur-
jective). Donner un exemple d’application linéaire de R® dans R? surjective mais non injective.

Théoréme 3 (Formules de Cramer , T). Lorsque det A # 0 la coordonnée x; de la solu-
tion x du systeme (L) est donnée par la formule

an ... @j-1 G dijy1 ... Qip
1 |d21 ... aG2j-1 C2 azjy1 ... Q2p .
Y detA : k j=1...,n.
apl ... QA4pj-1 Cn AQpj+1 ... Qnn

Pour obtenir x; on doit donc calculer le déterminant obtenu a partir de A en substituant
le vecteur C a la j-ieme colonne de A.

Malheureusement les formules de Cramer nécessitent un nombre d’opérations trop
grand et elles sont en pratique inutilisables, cf. exercice[83).

§2 LE CAS DES SYSTEMES TRIANGULAIRES

2.1 Lanalyseducasn=3

Exception faite des systémes diagonaux (ceux dont la matrice est une matrice dia-
gonale) qui se réduisent a n équations du type a;;x; = ¢;, i = 1,...,n, les systémes les
plus simples sont les systemes triangulaires c’est-a-dire ceux dont les matrices sont tri-
angulaires : tous les coefficients au dessus (matrice triangulaire inférieure) de la diago-
nale (ap, a2, ..., an,) ou au dessous (matrice triangulaire supérieure) sont nuls. Dans
cette partie, nous donnons les algorithmes élémentaires pour résoudre les systemes li-
néaires triangulaires par substitutions successives et étudions la complexité de ces les
algorithmes. Nous verrons ensuite comment tout systeme régulier peut se réduire a
un systéme triangulaire. Cela signifie qu’étant donné un systeme régulier quelconque
AX = C, il est toujours possible de construire une matrice triangulaire (supérieure) U
et un vecteur C’ tel que UX = C" ala méme solution que AX = C.

Considérons les deux systemes linéaires suivants.

(S1) (S2)
hiix = 0 unxy + uppxp + Usxz = (1
bixi + lboxo = UppXy + UpsXz = C2
Is1x1 + Ipxp + IBxz = ¢3 Uszx3 = €3
(Systéme triangulaire inférieur) (Systéme triangulaire supérieur)

[IV. 2.1] [TH 3]



82 IV. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES. METHODES DIRECTES.

Chacun des deux systéemes se résout facilement par substitutions successives (a condi-
tion que les éléments diagonaux soient non nuls)

(S1) (S2)
_ a8 — 3
xl - l11 x3 - ussz
Xy = (2= l1x1)/ 12 Xy = (€2 — U3 x3)/ U2
x3 = (3—Iz1x1—I3px2)/ 133 | x1 = (c1—wi2X2— uU13x3)/uz3

La technique de substitutions successives s’applique de la méme maniere aux sys-
temes triangulaires de n équations.

2.2 Les algorithme de substitution successives

Algorithme 4 (Substitutions successives L ). Les solutions du systéme triangulaire in-
férieur
li;=0 si i<j,
LX=C avec /
{lii #0,

sont données par les relations

ol
In

1 i—1 ;
X; = E(Ci_Z;’:]lijxj)’ l:2,3,...,n-

X1 =

Algorithme 5 (Substitutions successives U). Les solutions du systéme triangulaire su-
périeur
u;;=0 si i>j,
UX=C avec { Y J
uii # 0,

sont données par les relations

n_
Unn
X;i= u%i(ci_z;lziﬂuijxj)! i=n—-1,n-2,...,1.

Dans les deux algorithmes, les conditions imposant /;; #0 et u;; #0,i=1,...,nsont
équivalents a la condition que le systéme est régulier. Cela provient du fait que le déter-
minant d'une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients sur la diagonale
de la matrice.

Théoréme 6. La résolution d'un systéeme linéaire triangulaire (supérieur ou inférieur)
de n équations a n inconnues par la méthode des substitutions successives nécessite
n? opérations élémentaires (+, —, x, +).

[TH 6]
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Démonstration. Nous traitons seulement le cas d'un systeme triangulaire inférieur. Le
calcul de x; requiert 1 opération tandis que pour x;, 2 < i < n, nous devons effectuer
i—1(+ou-)eti(xou-+)desorte que le nombre total d' opérations N, est donné par

n
1+) (2i-1)

i=2

Np

n
1+42) i—(n-1)
=2
+1
- 1+2%—2—(n—1):n2. -

§3 L'ALGORITHME DE GAUSS

3.1 Description de l'algorithme dans le cas d’'un systeme de 3 équations a 3 incon-
nues. Notion de pivot

Soit a résoudre le systéme suivant que nous supposons régulier. Le déterminant de
la matrice associée est donc supposé non nul.

0)
L, anxy + apxy + a;3x3 =
SO LY Ranxi + anx, + apxs = .
LY lasixi + apxe + apxs = c

Etape 1. Elimination de x; dans Lg)) et Léo).

0) 0) _ any (0
LY LY - @iy,

) 0l
asl ‘
Ly” — L _a_uLl

Attention, Nous divisons par a;;. Cela n’est possible que si a;; est non nul. Nous
arrivons a

0 -
L(1 ' anx +apx +a13x3 =q
a; a; a;
s® Lo +(ag — raw)X; +(as—Zhaiz)xs =c— g
1 as1 as1 — as1
L | 0 +agy — g ai2) X2 +(ag— -aiz)xs =c3— 001

L(lo) anxy + apxy + aizxs =
(D (1) (1) (1 _ (1)
S L%l) 0 + a%lz) X2 + a%f') X3 = c%l) .
L, 0 + a3 X2 + dAz;zX3 = G

[IV.3.1] [TH 6]




84 IV. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES. METHODES DIRECTES.

Etape 2. Elimination de x, dans ng)_

a(l)
1) O] 32 v (1)
L —r{’ - =2,
22

Attention, nous divisons cette fois par aélz). La condition aélz) # est nécessaire. Il vient

L | anxi + dapXxy + a13x3 = 1
@ v 0 + aVPx + all x. = e
S L2 22 2 2‘{%1)3 B 1)
n a 1 a4y (1
L[ 0+ 0+ (ag-hapx = o -k
%) Ay

que nous écrivons

0
L(1 ) anxy + apxy + dizxs =
@ 1 (1 (1 — A0
S L%l) 0 + Ay, X2 + a%g) X3 = C%z) .
L, 0 + 0 + az3xs = ¢

Ce dernier systéme est triangulaire supérieur, nous pouvons donc le résoudre ra-
pidement par substitutions successives comme expliqué dans la partie précédente. Il
reste a examiner si, et comment, nous pouvons modifier la méthode dans le cas ou
un des nombres par lesquels nous devons diviser s’avere étre égal a 0. Supposons que
a1 = 0. Nous avons alors ay; # 0 ou as; # 0 sinon la premiere colonne de la matrice
du systeme serait nulle et son déterminant vaudrait 0 ce qui est contraire a ’hypothése.
Supposons pour fixer les idées que ay» # 0, nous permutons alors les lignes Lgo) et Lg))
et commencons la méthode décrite ci-dessus a partir du systéme

a1xy + dxpXy + a»xxz =
0 + appxe, + aizxs = (1.
asz Xy + dz2Xp + 43Xz = C3

Dans la deuxieme étape, si nécessaire, c’est-a-dire si aélz) =0, nous pouvons permu-

ter les lignes L;D et Lél) de telle sorte que nous diviserons a nouveau par un nombre non
nul.

Les nombres par lesquels nous effectuons les divisions dans les diverses étapes de
I'algorithme s’appellent les pivots de Gauss. Pour que I'algorithme fonctionne, ces nom-
bres doivent étre non nuls, et, pour la précision des calculs, il est préférable qu’il ne soit
pas proche de 0. Cette question ne sera pas abordée ici (cf. exercices).

Dans la partie suivante nous décrivons I'algorithme de Gauss ci-dessus dans le cas
d’'un systeme a n équations et n inconnues. L'énoncé est ne suppose pas que le systeme
soit régulier. L'algorithme est muni d'une instruction d’arrét pour le cas ot det A = 0.

[TH 6]
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E 81 Résoudre le systeme suivant en utilisant I’algorithme de Gauss

1 1 _ 11
X1 + EXZ + §.7C3 5
1 1 1 _ 13
%.Xj + §x2 + %xg, = All%
§X1 + sz + gx:g =&

La solution est (1,1,1).

3.2 Algorithme de Gauss (sans optimisation de pivot)

algorithme de Gauss

Algorithme 7 (Notation Ligne). On considére le systéme linéaire de matrice associée A

n
(Lk: Y agjxj = ck, k:1,2,...,n)
i1

Pour j =1,...,n-1 faire sauf ordre d’arrét
a;j =0 pourtouti = j alors ARRET. (A est non inversible.)

soit i, = inf{i, a;j # 0}, faire

L —1L;
Li, — L

Pouri > j faire

aii
Li—L;— —]Lj.
ajj

@ Résoudre le systéme (triangulaire) formé des (nouvelles) lignes L; par la méthode
des substitutions successives.

Algorithme 8 (Notation Coefficient). On considere le systeme linéaire de matrice asso-
ciée A
n
(Lk: Y agjxj = c, k:1,2,...,n)
j=1

Pour j=1,...,n—1 faire sauf ordre d’arrét

@ a;j =0 pourtouti = j alors ARRET. (A est non inversible.)

[IV.3.2] [TH 8]
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soit i, = inf{i, a;j # 0}, faire

ajj— aj,; pour lx=j
ajy0 < aj; pour l=j
Cj<—Ci0
Ciy <~ Cj

Pour i > j faire

1.2.1

pour k > j faire

Ajf — Ajk —Miaqjf.

[2] Résoudre le systéme (triangulaire)

n
[Zakixi:bk k:1,2,...,n)
i=k

3.3 Coitde l'algorithme de Gauss

Théoreme 9. Le nombre N,, d’opérations élémentaires nécessaires pour résoudre un
systeme linéaire a n équations et n inconnues (de déterminant non nul) par la mé-
thode de Gauss est asymptotiquement égal 4 2n®/3. On écrit N,, ~ 2n®/3 et cela signifie

. N,
lim,, 5373 = L

Démonstration. 11 découle de 'algorithme (version coefficients) que

n-1 n n
Nn:2(2(3+22))+ n?
j=1\i=j+1 k=j+1

)

coﬁtEe colt de
[TH 9] -
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ol nous utilisons le théoréme[B pour déterminer le cott de [2]. Ensuite nous avons

i
L

N, = (;i [3+2(n—j)))+n2

i=j+1

= Y (3+20-p)m-+n?

|
w
\S]
g
~.
)
_I_
S
™

nin-1 _(n-DnN)2n-1) ,
+2 +n
2 6

= 3

ol nous avons utilisé
n-l _(n-1D)2n-1)

.2
> it= 5

j=1

qui se démontre aisément par récurrence sur 7. Nous avons donc

Ny =2+ 2] +[2]n 4[]

ou les|?|’s désignent des constantes dont la valeur n'importe pas ici. IL suit que
N, 1 1 1
" _ 2] — ylo|— 4]2]—
7 =1+ + Bl + 2
3" 3N 3N 3N

d’ou il résulte immédiatement

§4 EXERCICES ET PROBLEMES

82 Calcul de la puissance k-ieme d’'une matrice. Toutes les matrices considérées dans cet
exercice sont d’ordre 7 (i.e. dans M, (R).

(a) Calculer le nombre d’opérations nécessaires pour calculer le produit AB de deux ma-
trices de M, (R).

[IV. 4.0] [TH 9]
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(b) Quel sera le nombre d’opérations pour calculer A¥, k = 2, par récurrence a partir de
Ak = A. AR-12

(c) Onreprend le calcul de A*. Pour simplifier, on se limite au cas k = 7. Calculer le nombre
d’opérations si on écrit A7 = (A?)?- A%- A. Comment généraliser cette méthode pour k quel-
conque?

83 Impraticabilité de la méthode de Cramer. Calculer (en fonction de 7) le nombre d’opéra-
tions élémentaires (+, —, x, +) nécessaires pour résoudre un systéme linéaire de n équations a n
inconnues en utilisant les formules de Cramer dans lesquelles on calcule les déterminants par
la relation de récurrence
n .
detA=) (-1)'""a;,detA;y,
i=1

ol A;j, estla matrice obtenue en retirant de A la n-ieme colonne et la i-iéme ligne ?

Combien de temps prendrait la résolution d'un systeme linéaire a 50 inconnues et 50 équa-
tions si on utilisait un ordinateur capable d’effectuer 10° opérations a la seconde ?

84 Calcul del'inverse d'une matrice triangulaire.

Soit U une matrice n x n triangulaire supérieure inversible : on a donc u;; =0 pour i > j et
u;; # 0. On cherche un algorithme donnant la matrice U -1

(a) Montrer que la matrice U~! est aussi triangulaire supérieure.

(b) On note v;; le coefficient de U ~1 aVintersection de la i-iéme ligne et j-iéme colonne.
D’apres la premiére questionona v;; = 0dés que i > j. On note v le vecteur (v1j,v2j,..., Vjj) €
R/. On connaitra donc U~! dés qu’on connait les n vecteurs v e R', v® e R?,..., v™ e R". On
note enfin UY) la matrices formées des j premiéres lignes et colonnes de U. Montrer que v'/)
est solution du systéme triangulaire U/ X = e\ oi1 ') = (0,...,0,1) e R/,

(c) En déduire qu’'on peut calculer I'inverse d'une matrice triangulaire avec un nombre
d’opérations N,, équivalent a %3 lorsque n — co.

85 Exemple d’instabilité de la méthode Gauss. On considére le systéme suivant

2,28101x+1,61514y = 2,76255
1,61514x+1,14365y =1,95611 °

Résoudre ce systeme avec l'algorithme de Gauss en travaillant avec des nombres décimaux
comportant un maximum de 8 décimales. La solution de ce systéme est x =9 et y = —11. Que
pensez vous de la précision du résultat?

86 Un exemple. Estimer le temps nécessaire pour résoudre un systéme de 103 équations avec
la méthode de Gauss sur un ordinateur capable d’effectuer 10® opérations a la seconde.

87 Méthode de Gauss avec optimisation de pivot. Pour que I'algorithme de Gauss fonctionne,
on avu que les pivots (les nombres par lesquels on divise au moment de I’élimination des incon-
nues) doivent étre non nuls. L'algorithme donné dans le cours choisit le premier pivot possible

[TH 9]
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(il minimise le nombre de tests a effectuer). Or en analyse numérique, pour des questions d’er-
reurs d’arrondis (voir 'exercice précédent), on a intérét a toujours diviser par les nombres les
plus grands possibles (en valeur absolue).

Modifier I'algorithme de Gauss de telle sorte que le j-éme pivot soit choisi comme le plus
grand nombre disponible sur la j-iéme colonne.

88 Matrices triangulaires creuses On considére un systéeme linéaire a n équations et n incon-
nues, n = 4, triangulaire supérieur, de la forme

aplxy + ajppXxz + ajzXxs =
aza2 X2 + a3 X3 + ap4Xy =
ajixXi + Aj,i+1Xi+1 +  aji+2Xiv2 = Cj
4 4.1
ap-2,n-2Xn-2 + AQp-2p-1Xp-1 + AQp-2nXn = Cp-2
aAn-1,n-1Xn-1 t Aan-1,nXn = Cp-1
ApnXn = Cn

ol les coefficients a;;, i = 1,..., n sont supposés non nuls.

(a) Ecrire I'algorithme de résolution par substitutions successives correspondant a ce cas
particulier de matrice triangulaire.

(b) Déterminer, en fonction de nle nombre d’opérations élémentaires (+, —, x, +) employées
pour la résolution du systeme (@.J).

(Sol.[I3]p.[1051)

89 Aspect matriciel de I'algorithme de Gauss. On considere le systéme 3 x 3 suivant dont on
suppose qu’il admet une et une seule solution

apnxy + apx2 + aizxz = 0
S(O) a1 X1 + dxppXp + dz3X3 = C2.
az1xy + azxp + dazxz = C3

On rappelle que les systemes SU (resp. S¥) obtenus apreés la premiére (resp. la seconde ) étape
de l'algorithme sont donnés par

apnxy  t+apexz +ad13X3 =0
s 0 a2 — 2 an)x, +aps-Fai)xs =c- gt
0 +(asz — Z—ﬂalz)xz +(ass — Z—ﬂals)xa =C3— Z—ﬂcl
abrégé en
ainxy + apxy + dizxs = (
s 0 + aélz) X2 + a%)xg = cél)

(1)
0 + a3 X2 +  a33X3

Il
By

[IV. 4.0] [TH 9]
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et
anxy + apxy + ai3Xxs = 1
(1) (1) _ (1
s@ 0 + Ay X2 + az%)xg = c, .
1 _a (1) _ 1 _a (1)
0+ 0 + (agg-——wayxs = ¢ —-HC
22 22

abrégé en

anxy + apXxa + aizxs = (]
(2) (1 (1) _ (1)
S 0 + Ay X2 + a%zg) X3 = C%z) .
0 + 0 + az;zx3 = C3

Hypotheése. On a supposé que les termes par lesquels on divise sont non nuls.
(a) On appelle A = A© la matrice du systeme S©, A"V la matrice du systeme SV et A® la
matrice du systéme S'?). Ecrire les trois matrices A©, AV, A2,
(b) Vérifier que
AV =1,A9 et AP =L,AV

avec
1 0 0 1 0 0
Li=[-g4 1 0| e L,=|0 1 0
_an _ G
@01 0 —7 1

(c) En déduire que I'algorithme de Gauss permet, sous réserve que ’hypothése ci-dessus
soit satisfaite, d’obtenir une factorisation de A de la forme A = LR avec L une matrice triangu-
laire inférieure et R une matrice triangulaire supérieure.

(d) Expliquer comment un obtiendrait on résultat similaire en partant d’'une matrice n x n,
n = 2. (On expliquera en particulier quelles matrices joueraient le role de L; et L, dans le cas n
quelconque.)

(Sol.[T4] p.[106l)

90 Systemes tridiagonaux
SoientneN, n=2eta=(ay,a,...,a,), b= (b, bs,...,b,) et c=(c,cCo,...,Cp_1) trois suites
finies de nombres réels.

Algorithme 10. I calcule les deux suites @ = (a1, &2, ...,ay,) et f = (B2, Bs, ..., Bn) comme suit :
(@ ay=a,
(b) Pouri=2,...,n faire
@ Bi=z-
(b) a;j=a;-Pici1

On supposera les suites a, b et c données de telle sorte que a; ne s’annule jamais.

[TH 10]
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(a) Déterminer en fonction de n le nombre d’opérations employées par 'algorithme ci-
dessus pour obtenir les deux suites « et (.

On définit les matrices L et U a partir des suites a et § de la maniere suivante :

1 0 a; 0
B 1
L= et U= @2 4.2)
RS ey
0 Bn 1 0 ap

Tous les coefficients de L sont donc nuls excepté i) les coefficients diagonaux qui sont égaux a
1 et ii) les coefficients en dessous de la diagonale données par . De la méme maniére, tous les
coefficients de U sont nuls excepté i) les termes de la diagonales qui sont donnés par « et i) les
termes au dessus de la diagonales qui sont donnés par c.

(b) Onnote A = L.U. Démontrer que

ar 0
by a o
b3 az c3

b1 an-1 cpa
0 by, an

La matrice A est appelée matrice tridiagonale. (Tous les coefficients sont nuls excepté sur la
diagonale, et juste au dessus et juste au dessous de la diagonale.)

(c) Montrer que résoudre le systéme Ax = d (d'inconnue x ol d est un vecteur quelconque)
est équivalent a résoudre les systemes Ly = d (d'inconnue y) puis Ux = y (d’'inconnue x).

(d) Montrer que la résolution du systeme Ly = d par substitutions nécessite 2(n — 1) opéra-
tions.

(e) Montrer que la résolution du systeme Ux = y par substitutions nécessite 3n — 2 opéra-
tions.

(f) En combien d’opérations en tout (en fonction de n) peut-on résoudre un systéme Ax =
d ol A est une matrice tridiagonale a n lignes et n colonnes ?

(sol.IDlp.I071)

91 Méthode de Cholesky pour les matrices tridiagonales symétriques. On considére une ma-

[IV. 4.0] [TH 10]
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trice carrée A d’ordre p = 3 a coefficients réels de la forme

b1 C1 0
C1 bz Co
¢ by ¢

A= ) ) ) (4.3)

Cp-2 bp1 cp1

Tous les coefficients sont nuls excepté sur la diagonale, et juste au dessus et juste au dessous de
la diagonale. On définit ensuite lesréels d; (j =1,..., p) et f; (j =1,...,p—1) par les relations

d1=\/b7, f1=61/d1; (4.4)

di=\/bj=f7 ) Jj=2...p; fi=cjldj, j=2,...,p-1. 4.5)

Ici, on suppose que les nombres dont on prend les racines carrées sont positifs.
(a) Etude d’'un exemple. (a) Calculer les nombres d; et f; lorsque p =3 et
1 10
A=11 5 4.
0 4 5
(b) Montrer que dans ce cas on a

4 0 0\(d fi O
A=|fi do O0[|0 d» f
0 f dJ\o 0 dy

(c) En déduire une résolution rapide du systéme AX = C ou C = (1,-3,-5).

(b) On traite maintenant le cas général ou p est quelconque et A est comme dans|'équation
(@3). (a) Déterminer le nombre d’opérations nécessaires pour calculer tous les nombres d; et
fj. Les opérations sont +, —, x, + et y/-. (b) Démontrer que que si S et 'S sont les matrices

d fi 0 dq 0
dz f2 f d>
S: . . et [SZ .. ..
dp—l fp—l fp—2 dp—l
0 dy 0 fp-1 dp
alors
A=1S.8.

(c) En déduire une méthode simple pour résoudre les systemes AX = C et déterminer le nombre
d’opérations utilisées par cette méthode.

[TH 10]
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92 Méthode de Jordan. On considére le systeme

anxy + apxy + aizxz =
S(O) a1 X1 + dxpXp + dz3X3 = C2.
az1xy + agxp + dazxz = C3

La premiere étape est identique a celle de la méthode de Gauss et, sous réserve que a;; # 0
elle conduit au systéme

anxy + apxy + aizxs = (]
(1) (1 (1) _ (1)
S 0 + a%12) X2 + a%lg) X3 = 6%1) .
0 + Ay X2 + A;zxzs = G

(@) Rappeler I'expression de aj, en fonction des coefficients du systeme .
(b) Montrer qu’en effectuant deux opérations sur les lignes et sous réserve que aélz) #0,le
systeme S est équivalent & un systéme S@ de la forme

apx, + 0 + a%) X3 = ciz)

2 1 i 1
s@ 0 + aéz)xz + agg) X3 = cé '

0 + 0 + a%) X3 = céz)

et donner I'expression de a:%).

(c) Montrer qu’en effectuant a nouveau deux opérations sur les lignes et sous réserve que

al?) #0, le systeme S est équivalent a un systeme S© diagonal de la forme

anxy + 0 + 0 = C{s)
s® 0 + aélz) X2 + 0 = cé?’) .
(2) _ (2
0 + 0 + az;3x3 = C3

et donner 'expression de cf’).

(d) Quel est I'intérét de cet algorithme ? Comment le modifier pour traiter le cas ou I'une
des hypotheses de coefficients # 0 n’est pas vérifiée ?

(e) Ecrire un algorithme (en notation ligne) effectuant le travail ci-dessus dans le cas d'un
systéme linéaire de n équations et n inconnues.

93 Algorithme de Cholesky. On étudie une méthode de résolution directe des systemes li-
néaires Ax = b lorsque la matrice A peut s’écrire comme le produit d'une matrice triangulaire
par sa transposée. Toutes les définitions et propriétés de la transposée qui pourront étre utiles
sont indiquées dans I"énoncé.

Si A est la matrice dont le coefficient (i, j) est a;j, la matrice transposée de A, notée T'(A),
est la matrice dont le coefficient (i, j) est aj;, autrement dit (T(A));; = a;; : on permute donc
le role des lignes et des colonnes et la i-eme ligne de A devient la i-éme colonne de T (A). Par

[IV. 4.0] [TH 10]



94 IV. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES. METHODES DIRECTES.

exemple,
1 0 3 1 6 -1
siA=| 6 2 8lalorsT(A=|0 2 -2].
-1 -2 4 3 8 4

On pourra librement utiliser les propriétés suivantes :
@ T(A-B)=T(B)-T(A
(b) det(T(A)) =det(A)
() T(T(A)=A.
On remarquera en outre que si D est une matrice diagonale alors T (D) = D. Plus générale-

ment A et T'(A) ont toujours la méme diagonale.
A) Soit L une matrice triangulaire inférieure c’est-a-dire de la forme

lhi O 0
Iy I
L=
0
lnl lnn—l lnn

Tous les coefficients sont nuls sauf éventuellement les coefficients sur la diagonale et en des-
sous de la diagonale. Représenter la matrice T'(L). De quel type de matrice s’agit-il? Que vaut le
déterminantde L?

: A partir de maintenant, A désigne une matrice de M, (R) telle que (a) A est inversible et (b)
A=L-T(L) ot L est une matrice triangulaire inférieure.

QUESTIONS PRELIMINAIRES D’ALGEBRE LINEAIRE.

B) Montrer que T(A) = A.

C) Montrer que, pour k=1,...,1n,0na [ # 0. (Onrappelle que le déterminant d'un produit
de matrices est égal au produit des déterminants des matrices).

D) Montrer que si D est une matrice diagonale avec uniquement des 1 ou des —1 sur la
diagonale alors on a encore A =L'- T(L') avec L' = L- D. En déduire que, sous '’hypothese H,
on peut toujours écrire A= L'- T(L') avec L' = (] ;) une matrice triangulaire inférieure telle que
L, >0pourk=1,...n.

E) Montrer que résoudre le systeme Ax = b est équivalent a résoudre les deux systémes
L(y) =bet T(L)x = y.En combien d’opérations (+, —, x, +) peut-on résoudre ces deux systemes ?

F) Montrer que

n 2
-1
Y (n-k+nk-n=""""1
k=2 6
On pourra librement utiliser le fait que Y 7;11 j?= %.

[TH 10]
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L’ALGORITHME.

Dans cette partie, toujours sous ’hypothése H, nous étudions une méthode, dite de Cholesky,
pour déterminer L telle que

A=L-T(L) et Ly>0(k=1,...,n). (4.6)

Les colonnes de L seront déterminées par récurrence. .
G) Montrer al'aide de (4.6), que pour j<ionaa;;= Zizl lisljs.
H) En déduire que [, = +y/ap; puis [;; = % pouri=2,...,n.
I) On suppose que I'on a construit les k — 1 premieres colonnes de L. Montrer, a I'aide de

(@, que Iy =/ ax— L} I
J) Montrer k
-1
aj— Y " il
I = =k Lo lisles (i=k+1,...,n).

ik

K) Appliquer la méthode décrite dans les trois question précédentes pour trouver la matrice
L dans le cas ot

1 0 1
A=|0 1 0].
1 0 2
Vérifier que pour la matrice L trouvée, on abien A= L- T (L).

NOMBRE D’OPERATIONS.

On determine le nombre d’opérations €lémentaires +,—, x, + et aussi la racine carrée ,/ em-
ployees par I'algorithme de Cholesky.

L) Déterminer le nombre de racines carrées puis le nombre de divisions employées par I'al-
gorithme de Cholesky.

M) Montrer que le nombre d’additions-soustractions employées par 'algorithme est égal a

2_ . . . . 2 ] . 2
%. Montrer ensuite que le nombre de multiplications employées par 'algorithme est égal

5 nn?-1)
a ~— 6

N) Laméthode de Cholesky pour résoudre le systéme Ax = b sous I'hypothése H consiste a
déterminer une matrice L puis a utiliser utiliser la propriété établie ci-dessus (E). Cette méthode

est-elle plus performante que la méthode de Gauss ?

(Sol. T8l p.d08l)

[IV.0.0] [TH 10]



SOLUTION DES EXERCICES

§1 SURLIINTERPOLATION DE LAGRANGE

1 (—[21) Appelons P le polynome d’interpolation L[ay, a;, az; f1. D’apres la formule d’inter-
polation de Lagrange, on a

_ 115-121)(115-144) (115-100)(115—-144) (115-100)(115-121)
P(15) = 10(100—121)(100—144) +11 (121-100)(121-144) +12 (144-100)(144-121)
~ 10,722753.

D’apres un théoreme du cours, il existe { €]100, 144[ tel que

90

v115-P(115) = 3

(115-100)(115-121)(115 - 144).

Or f(x)=vx = fl0)=3x"1? = f'(x)=33x3? = ["(x) = 353 2% %2 I suit, en
utilisant que | f””'| est décroissante sur [100, 144] que

3 3
1 < _100—5/2 — .
rol=5 510
En reportant dans l'inégalité précédente on arrive a

3 15-6-29
V115- P(115 |s — = _156:29=——— ~1,63-10°<1,8-107°.
(115) 3!-8-10° 16-10°

2 (D



§1. SUR L'INTERPOLATION DE LAGRANGE 97

(a) Une application de la formule d’interpolation de Lagrange donne

(1/5-1/6)(1/5-1/4)

(=1/6)(=1/4)

+ £1/6) (1/5-0)(1/5-1/4) F/4) (1/5—0)(1/5—1/6)'
(1/6-0)(1/6-1/4) (1/4-0)(1/4-1/6)

a=LI[0,1/6,1/4; f1(1/5) = f(0)

Apreés simplification,
a=—24/600+ /3 x 72/200 + v/2 x 48/300 = 0,8098...

La valeur exacte de f(1/5) = cos(/5) est 0,80901.....
(b) En utilisant le théoréme d’erreur du cours on a

su [y
lcos(/5) — a| < p["'13+f|1/5—0|-|1/5— 1/6]-11/5—1/4|.

Or, sur [0,1/4], on a | f®) (x)| = #%sin(mx) < n3sin(/4) = 73v/2/2. On en déduit que
|cos(n/5) — al < 7°V2/(2-31) x (1/5)(1/20)(1/30) =~ 1,22-107°.

Onremarquera que 'erreur réelle est sensiblement plus petite.

3 (~B2)

(@) On a g(1) = 0 donc A est racine de g donc le polyndéme r(x) divise g(x) c’est-a-dire
q(x) =r(x)T(x) avec T polyndme avec deg(T) = deg(q)—1 =degw—1=d.Ilsuitque f) = T
est un polynéme de degré d.

(b) Puisque a; estracine de w on a

_1_
w(d)

w))-w(a;) 1
wMA-a) A-a;

flap) =

On a donc que f) estun polynéme de degré d qui prend les mémes valeurs que g, () = ﬁ pour
t = a;, i=0,...,d. I suit fj = Llay,..., aq; g1l

4 (—[22). On cherche p(x) = ¢y +c1x+ c»x? (les inconnues sont les coefficients cy, ¢; et ¢») tel
que

pla)=a co+cla+cad® = a
p'(b)=p & a+20b = p
pe=y 20y = v

Ce systeme admet une et une seule solution si son déterminant est non nul. Or ce déterminant
est donné par

1 a a°
D=|0 1 2b|=2#0
0O 0 2

[V. 1.0] [TH 0]
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5 (—[29)

(a) Puisque X contient n points on a L[X; f/q] € &,_ et on a aussi g € &p,. 1l suit que
q.LIX; f/q] € Zpin—1. On montre de la méme maniere que p.L[Y; f/p] € P4 n—1 d'ouril résulte
que Ry € Py n-1 comme somme de deux polynomes de Py pp-1.

(b) Puisque x; € X onaL[X; f/ql(x;) = f(x;)/q(x;) et p(x;) =0 donc

Ry(xi) = q(x;).LIX; f/q1(x;) + O.LLX; f/p](x:) = q(x l)g( 2

= f(xp).

On montre de méme que Ry (y;) = f(y;).
(c) Les deux questions précédentes montrent que Ry satisfait les deux conditions caracté-
ristiques de LIX U Y; f]. Onadonc Ry = LIXUY; f].

6 (—B3)

A) Puisque x est compris entre a et ay, la distance entre x et ag est plus petite que ayp— a
c’est-a-dire |x — ag| < hy. Ensuite |x — a;| < |x— agl + |ag—a1|+---+|a;j_1—a;| < hg+ h1 +... h;.
On en déduit en majorant chacun des facteurs de |w4(x)| = |x — apllx — a111x — az||x — asl|x — ay|
que

lwax)| < hgx (hg+ hy) x (hg+ hy + ho) x (hg+ hy + ho + h3) x (hg + hy + ho + ha + hy).

Il découle immeédiatement
lwa(x)| <5'h°

puisque hy+---+ h; < (i+1)h.
B) Lorsque x €]ag, a;[ on aalafois |x—ay| < h; et |x—a;| < hy tandis que |[x—ay| < |[x—a; |+
la, — az| < hy + hy et plus générelament pour i > 1, |[x — a;| < hy +--- + h; de sorte que

[wa(x)] < hy x hy x (hy + hy) x (hy + hy + hg) x (hy + hy + hs + hy).

La déduction |w 4 (x)| < 4!h° se déduit immédiatement comme dans la question précédente.

C) Les quatre inégalités demandées se traitent de maniere similaire. Nous donnerons les
détails de la démonstration de la troisieme : si x €]as, as[ alors |w4(x)| < 1!-4!- h°. On remarque
d’abord que, puisque x €]as, a4, |x — asl < hy et |x— ayl| < hy. ll reste a majorer |x — agpl, | x—a;| et
|x—as|.Onalx—ax <|x—asz|+|az—az| < hy+ hs. Deméme |x—aq| < hy + hs + hy et |x — ag| <
hy + hy + hs + hy. On en tire facilement I'inégalité demandée sur w 4(x)

D) Pour déduire

max |wa(x)| < 5!h°

x€la,b]
il suffit de remarquer que les inégalités précédentes nous permettent de majorer |w 4(x)| sur
la, aplUlag, ai|U---Ulay, b] donc sur [a, b] ; la fonction w,4 s’annule
— par le plus mauvais des majorants trouvés qui n’est autre que 5!h°.

[TH 0]
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La formule d’erreur pour I'interpolation de Lagrange donne pour toute fonction f de classe C°
sur [a, b] et tout x € [a, b], on a

5
Supxe[u,b] |f( )I

=) Jwa(x)]

| f(x) = Llag, a1, az, az, as; f1(x)| <

sup N
< —xe[a"b] 51h° = sup If(5)| R,
5! x€la,b]

E) Soit i €{0,...,3}. La fonction p(x) = (x — a;)(x — a;+1) est négative sur [a;, a;+1] et p’ s’an-
nule au point m; = (a; + a;+1)/2 qui est un minimum, avec

p(m;) =—((ais1 - a,-)/z)2 =—h? /4.

i+l
On en déduit
sup [(x—a)(x—a;+1)l =  sup —-pX)
xela;,ai] xela;,ai)
= —xe[tilggm] px)=—-p(m;) = h§+1/4.

F) Soit x € [ag, a;]. Pour majorer |w4(x)| on majore d’abord le facteur |(x — ap) (x — a;)| puis
les facteurs |x— ay|, |x— as| et |x— a4|. Pour le premier, on utilise 'inégalité obtenue a la question
précédente |(x — ap) (x—ay)| < h%/ 4 tandis que les trois autres termes sont majorés comme dans
la premiere partie, par exemple |x—ay| < |x—ay|+|a; —az| < hy + hy puisque x € [ay, a1]. Au total

ona
2 5

|LUA(X)|S Zl X (h1+h2) X (h1+h2+h3) X (h1+h2+h3+h4) 54!1.

G) Les inégalités obtenues sur les autres intervalles [a;, ay], [a2, as] et [as, a4] utilisent la
méme technique. Il faut simplement faire attention au “facteur double” que 'on va garder : si
x € [a;, a;j+1] on majore le facteur double |(x — a;) (x — a;+1)| en utilisant un résultat ci-dessu. En
réunissant les 4 inégalités on obtient une inégalité sur [a, b] en prenant comme majorant le plus
mauvais des quatre qui est cette fois 4!/4h° de sorte que maXye(q,p) | WA (X)] < 4!%4. En le portant
dans la formule d’erreur pour l'interpolant de Lagrange on arrive a

h5
|f (%) = Llag, a1, az, as, as; f1(x)| < sup [f©]- :
x€la,b) 4x5

H) Toutes les majorations s’étendent facilement au cas ot A = {ay, ..., a,} < [a, b] avec a; <
aij+1 pouri=0,...,n—1. On continue a définir h; = a;;1 — a; avec les valeurs particulieres hg et
hy,. Par exemple si x € [a, ag] alors on a |x — ay| < hg et

i
|x—a;l <|x—aol+|a1 —aol +---+lai-1—ai| < Y hi<(i+Dh, i=1,...,n
Jj=0

[V. 1.0] [TH 0]
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On en déduit w4 (x)| < h(2h)(Bh)...(n+1)h) = (n+1)!h"*!. En examinant les autres intervalles
on se rend compte que cette majoration est la plus grossiére et |w4(x)| < (n + 1)!h"*! sur [a, b]
d’ot1 encore pour toute fonction de classe C"*!,

|f(x) = Llag, ai, ..., an; f1(x)| < sup [fOHV] . pn+L

x€la,b]

Les autres questions se généralisent suivant les mémes lignes.

§2 CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

7 («~[B2)
(a) Linégalité a démontrer est
1 r 1-1¢
— < —+—.
ta+(1-0b a b
En réduisant au méme dénominateur, on montre que cette inégalité est équivalente a

1 r 1-t¢

= — =< —+ —
ta+(1-0b a b

—ab<s(tb+(1-ta)(ta+1-1)b)

—0<[P+0-0%-1]lab+t(1-1)(b*+a

On vérifie ensuite aisément que le terme de droite n'est autre que £(1 — £)(a — b)* qui est bien
positif puisque les trois facteurs sont positifs.
(b) Puisquea<sx<bonab-x=0= H > (. D’autre part,

X
xza=>-x<-a=>b-x<b-a> <1.

-a
Prenant t:%danson obtient en tenant compte que (l—t):l—%:%,
b—x xX—a b—x xX—a
a. +b. <fla +f(b
! b-a b-a f()b—a f()b—a

Le terme de droite est la formule d’interpolation de Lagrange pour L|a, b; f]1(x) tandis que I'ar-
gument de f dans le premier membre est égal a x. On a donc montré

f(x) <Lla,b; f1(x).

(c) On travaille avec les intervalles [1,3/2] et [3/2,2]. Lapproximation est donnée par

1 1
Z(f(l) +2f@3/12)+f(2) = Z(l +4/3+1/2) =17/24 = 0,708.

[TH 0]
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(d) On abrege valeur exacte en VE et valeur approchée en VA. Dans la méthode des trapeézes
combinée on a en utilisant une inégalité prouvée ci-dessus

2 aj+1 iy
VE:f~ﬂde=ij fumxszj' Lias, ar,y; f1(0dx = VA
1 a o

(e) Lerreur commise en subdivisant en n sous-intervalles est majorée par

(b-a)®
.Su
2880 (41

Ici, b—a = 1et, puisque f(x) = 1/x,0na f'(x) = —x 2, f@x) =2x73, f¥(x) = -6x7%et fP(x) =
24x° d’ot1 'on déduit

sup|f?@]=24.

la,D]

Pour commettre une erreur inférieure ou égale a 1071 il suffit de choisir n tel que

24 _ 010

2880n* ~

La plus petite valeur acceptable est n = 96. (La valeur trouvée est en réalité tres pessimiste.)

8 (—B4

(a) D’apres le cours, on a

|I- A, )| =

1
(4)
sup|f].
2880n4 [0,1] | |

Calculons les dérivées de f(x) = e¥. On a f'(x) = 2xf(x) puis f"(x) = 2f(x) + 4x2 f(x) = 2(1 +
2x%) f(x). Ensuite f® (x) = 2(4x) f(x) +2(1 +2x%)2x f(x) = (12x + 8x>) f(x). Finalement, f® =
(12 +24x%) f (x) + (24x% + 16x*) £ (x) = (12 +48x% + 16x*) f(x). Il suit que

?§B|f(‘”| <(12+48+16)-e=76-e.

Pour avoir la propriété demandée il suffit donc d’avoir

1 -3
—76-e<10"".
2880n*

On vérifie immédiatement que n = 3 est la plus petite valeur de n satisfaisant la condition.
(b) D’apres le cours on

hy, n=l , -l 2i+1
Aln, ) = =1 fl@) + f(b) +2 Y fla+ihy)+4) fla+ 5 )
i=1 i

=0

[V.2.0] [TH 0]
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oua=0,b=1ethn:b;n“.Deméme,

- hy | = - el o 2i+1
An, f) = s f@+fb)y+2) fla+ihy)+4 ) fla+ 5w
i i=0

=1

d’ou'on déduit
An, f) - An(f) =
~ ~ n—1 ~ n—1 - .
(F=P@+(f=P)+2 L (f=Pla+im) +4 X (/= Pla+ 212+1hn)]

hy
6

puis, en utilisant que la valeur absolue d’'une somme est majorée par la somme des valeurs
absolues

n—-1 n—1
|A(n, )= An()] < % e+e+2) e+4) el=Mb-a)e=¢
i=1 =0

(c) Ona
|[I-AW, | =|I- AW, O] +]|AW, ) - A, /)| <1073 + €.

(d) Le résultat fourni par la calculatrice est A(v, f avec € = 107'2, Le résulat obtenu vérifie
donc |I—-A(v, f)| = 107 +107'2. La perte de précision de 107'? due au calcul est négligeable
devant I'erreur de 10~3 due a la méthode.

9 (—[Ba)
(a) Immeédiat : il suffit de calculer

1 Xi+1
E{f ((ai+ai+1)x2+(bi+bi+1)x+(ci+ci+l))dx}-
Xi

(b) On aen utilisant a la troisiéme ligne sur le théoréme sur 'erreur entre le polynéme d’in-
terpolation et la fonction interpolée

I foodx-Qi(f)|
Xit1 Xi+1
%{ S/ f(x)—L[xi-1,xi,xi+1;f](x)dx}+%{ S/ f(x)—L[xi,xi+1,xi+z;f](x)dx}

Xi+1

%xf | £ (%) = Llxi—1, xi, X415 f1(0) | dx + 5 xf | F(x) = Llxi, Xi41, Xivos f1(x)| dx

IA

Xi+1 Xi+1
1 1
<3 sup [f¥ [ Ix—xiallx—xildx+35 sup [fP] [ |x—xillx—xi1ldx
[xi-1,%i41] Xi [xi,Xi42] X
<C;- sup |f¥]
[Xi-1,%Xi42]
avec
Xi+1 Xit1l
2C; = f Ix—xi_lllx—xildx+fIx—xillx—xi+1ldx.
Xi Xi

[TH 0]
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(c) Si f est un polyndme de degré 2 alors L[x;_1,x;, X;+1; f] = f. On en déduit facilement
que Q;(f) = % S sz f(x)dx.Laméme relation vaut pour les premier et dernier termes de Q(f) et
I'égalité demandée est alors conséquence immeédiate de la relation de Chasle pour les intégrales.

(d) 1Isuffitd’additionner les erreurs trouvées dans la partie A) en prenant soin que les pre-
mier et dernier termes de la somme sont différents (plus simples).

§3 SOLUTIONS APPROCHEES DES EQUATIONS

10 (—[68)

(@ Ona%x =l = x=e¢ ¥ < x—-e ¥=0.

(b) Lafonction f est (indéfiniment) dérivable surR.Ona f'(x) =1+e™*>1>0 (x € R) donc
f est strictement croissante sur R. La fonction f est donc injective et I'équation f(x) = 0 admet
au plus une solution. Comme f(0) =-1<0et f(1) =1- % > 0,5 > 0, d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, f admet une racine (unique) dans ]0, 1[.

(c) Ona f"(x) = —e™* < 0 donc la fonction est concave (sur R). Comme elle est aussi crois-
sante, on prendra donc comme point de départ dans la suite de Newton, I'extrémité gauche de
I'intervalle i.e. xo = 0 (cfr I'exercice 15 du dossier d’exercices).

(d) Lasuite de Newton est définie par xo =0 et X1 = X, —
X2 =0,56631... et x3 =0,56714....

(e) On a f(0,5671) = —6,78428E — 05 < 0 et f(0,56719) = 7,32E — 05 > 0 dont d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, on a r €]0,5671;0,56719[. Il suit que les quatre premieére
décimales de r sont bien 5671.

11 (—[67)

(a) Considérons la fonction polynomiale f définie sur R par f(x) = x*+2x?>~1.Ona f'(x) =
4x% +4x >0 pour x €]0, 1[. Donc f est strictement croissante sur [0, 1] et définit une bijecton de
[0,1] sur f([0,1]) = [-1,2]. Puisque 0 € [—-1,2], il existe un et un seul r € [0,1] tel que f(r) =0.1l
est utile de noter pour la suite que f"(x) = 12x% +4 > 0, donc f est convexe.

(b) £(0,5 =1/16—1/2<0et f(1) =2 > 0donc r €]0,5; 1[. Ensuite £(0,75) = (3/4)* +18/16 —
1>0et f(0,5) <0donc r €]0,5;0,75[.

(c) La fonction étant strictement croissante convexe, on est directement dans le cas d’ap-
plication du théoreme du cours et le point de départ doit étre pris a droite de la racine (faire un
shéma.) On prendra donc X, = 0,75. La suite de newton est donnée par la formule

flxn)
f1(x)

, n=0.0n trouve x; =0,5,

- fGa)

_ Xy + 2%, —1
Xn+1=Xn— —

=%, .
&) 7" 47 443,

On trouve x; = 0,655... et X2 = 0,6437....
(d) Comme précédemment, on est directement dans le cas d’application du théoreme du
cours et le point de départ doit étre pris a gauche de la racine (faire un schéma.) On prendra

[V.3.0] [TH 0]
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donc x,, = 0,5. La suite de la sécante est donnée par la formule

Tnt1 = TR 0,75) - f(x,)

On trouve x, =0,624..., x, =0,636... et x; = 0,6409....

(e) On sait (cours) que, f étant strictement croissante convexe, la suite de la sécante croit
vers r tandis que la suite de Newton décroit vers r.Onadonc x, < x; < X, <X, <r<X; <X <
Xo. En particulier 0,6409... < r < 0,647... de sorte que 'approximation de r avec deux décimales
exactes est 0, 64.

12 (<~

(a) Lafonction f(x) = (x> — 1)/3 ne laisse pas stable l'intervalle [1,2] (c-a-d f([1,2]) & [1,2])
car f(2) = 7/3 > 2) donc on ne peut pas lui appliquer le théoréme du point fixe. On peut aussi
remarquer que maxp; o | f'(x)| = max o) 13x* =3/ =9 >> 1.

(b) Pour s’assurer que f vérifie toutes les hypothéses du théoreme du point fixe, nous de-
vons montrer que f([1,2])  [1,2] puis que f est une contraction sur [1,2] ce que nous ferons en
montrant que sa dérivée est en valeur absolue bornée par un nombre K < 1 sur [1,2].

Voyons le premier point. On a

Fl)=01/3)-3-Bx+1)72%>0 sur(1,2]

donc f est strictement croissante et définit une bijection de [1,2] sur f([1,2]) = [f(1), f(2)] =
[41/3;71/3], Comme 4'/3 ~ 1,587 > 1 et 713 = 1,913 < 2 on a bien f([1,2]) < [1,2].
Pour le second point, on remarque que

1<x<2—=>4<3x+1<7

= 1/7<sBx+1)7 ' <s1/4 = 1/7?P < flx) < 1/4?3. 3.0)
Comme [’ est positive, on a

I[III%?(I )= max f'(x) < (1/4)%3 = 0,3968503 < 1.
Cela montre que f vérifie toutes les conditions du théoréeme du point fixe (de telle sorte que
toute suite x; définie parla xo = a € [1,2] et x,+1 = f(x5) (n = 0) converge vers r).

(c) Montrons que si f(xg) > x alors (x;) est croissante. Pour cela nous devons montrer
que pour tout n =0 on a x,+] = X,. Nous utilisons une démonstration par récurrence. Puisque
f(xp) = x1, I'inégalité est vraie pour n = 0 par hypothese et cela donne l'initialisation de la ré-
currence. Pour I'hérédité, supposant que x,,+1 > X5, nous montrons que X2 > X,+1. La conclu-
sion se déduit immédiatement de 'hypothese de récurrence car f croissante et x,_; < x; en-
trainent f(x,4+1) < f(xy) soit x,4+2 < X,+1. Le cas f(xp) < X se traite de maniere similaire. Les
deux cas peuvent évidemment se produire. Si xo = 1 alors f(xg) = AY3 > 1= x et si xy = 2 alors
flxg) =713 <2 = x.

[TH 0]
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(d) Le tableau ci-dessous donne les valeurs des suites x, lorsque xy = 1 (suite croissante
vers r) xo = 2 (suite décroissante vers r).

Xo=1 Xp=2
1,5874011 <r< 1,9129312
1,7927904 <r< 1,8888351
1,8545417 <r< 1,8820569
1,8723251 <r< 1,8801413
1,8773842 <r< 1,8795993

S S S S S
Il
O = W N -

On en déduit que r = 1,87 avec deux décimales exactes. Naturellement, on aurait pu calculer
une seule suite et s’assurer qu’on avait les bonnes décimales en utilisant la méme idée que dans
I'exercice précédent.

(e) La convergence des suites précédentes est tres lente (d’apres le cours, 'erreur a la k-
ieme itération est majorée par une constante multipliée par (1/0,39)* ce qui donne une conver-
gence a peine plus rapide que la dichotomie. Ici, posant simplement, g(x) = x> —3x -1, on avait
g'(x) =3x>-3>0sur]l,2] et g"(x) = 6x > 0sur [1,2], de sorte que la fonction était strictement
croissante convexe et on pouvait appliquer la méthode de Newton avec xy = 2 (on prend 'ex-
trémité supérieure : “schéma des 4 cas”). De maniere précise, on trouve les valeurs suivantes :

X0 2
x1 | 1,8888889
X2 | 1,8794516
La valeur x, est en réalité précise avec 3 décimales.

Deux itérations suffisent donc a obtenir le résultat obtenu en 5 itérations avec la méthode pré-
cédente.

§4 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES. METHODES DIRECTES

13 (—[B8)
(a) Le systeme se résoud immédiatement par substitutions successives (de “bas en haut”)

comme suit
G —a13X3—a12X2

X1 - an
X — Co— A4 X4—A23X3
2 a2
X; _ Ci—aii+2Xi+2—Aj,i+1Xi+1
{7 i 4.1)
X _ Cn—2—0n-2,n-1Xn-1—An-2,nXn
"2 c a"hz'mz X,
— n—-1—"Un-1,ntn
Xn_l - an—l,n—l
— n
Xn - Ann

[V. 4.0] [TH 0]



106 V. SOLUTION DES EXERCICES

(b) Pour le nombre d’opérations
Xk ‘ opérations
n 1 diw.
n-— 1 soust., 1 mult., 1 div.
k<n-2 | 2soust., 2 mult., 1 div

k
k
1

IA

On a un total de
n-2

N=1+3+) 5=4+5(n—-2)=5n-6.
k=1
14 (—[B9)
(a)
a1 app a3 an a12 a13
AQ = an ass |, AV = 0 (axn- au L a1y)  (ags— a
asy asy ass 0 (az2—-7

1 22 q13)
" 2 a;3)

1 1

o d2) (as3—3

1 1

et

ay ap as
(1 1
0 ay “23

0 0 (afy- a?f) ayy)
(b) Ona

0 0)(an az ai
LAY = —Z_ﬁ I Ofla azx ax
-2 0 1)\as ax as
an a2 as
= (a21@11+6121)
( ﬂ31

— AW

a + az)

Ensuite

1
0 0 a a2 a3

LAV = 0 1m 011 o aélz (al)

_ 93 (1) (1)
0 o 1 0 a; as;
ann ayz as
1 (1)
= |0 Ay Aa3 =A®

-ad a 1 -a;) (1 1
0 CHtalval) Cial+ad)

(c) Ondéduitdela question précédente que A® = L, AWV = 1,1, A9 1l suffit alors de prendre
R = A® car A® est triangulaire supérieure et L = (L,L;)~! car L, et L; sont triangulaires infé-
rieures et le produit de deux matrices triangulaires inférieures est encore une matrice triangu-
laire inférieure et enfin I'inverse d’'une matrice triangulaire inférieure est encore triangulaire
inférieure.

[TH 0] -
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(d) Sous réserve que les divisions soient toujours possibles (ce n'est évidemment pas tou-
jours le cas) le méme procédé peut-étre appliqué a une matrice n x n. Notant A®) la matrice
du systeme de départ, I'algorithme de Gauss permet de construire une suite de matrices A,
i=1...,n—1 de telle sorte que A"~V soit triangulaire supérieure. On passe de AP a A% en
multipliant par une matrice L;, A?) = L; A%~V avec L; donnée par

Id;_; 0
1 o 0o -~ 0
ai
g 1 0 -0
-
L=l o |2% o 1
: 0
a(ijl)
# 0 --- 1

ii

ol Id;_; désigne la matrice Identité de dimension i — 1. Cette matrice est supprimée dans le cas
i=1.
15 (—B0a)

(a) Les étapes (a) et (b) emploient 1(+) + 1(—) + 1(x) et elles sont répétées pour i = 2 jusqu’a
i = n, soit n —1 fois. Au total on a 3(n — 1) op.

(b) On obtient en effectuant le produit

a7 C1 0
Baar  Pacr+az )
Bsaz  Pscatas c3
A:
Bn-1an-2 Pn-1Cp-2+an_1 Cn-1
0 Prnan Bncn-1+an

On obtient la matrice demandée en remarquant que d’apres la définition de I'algorithme on a
Biai, =b;pouri=2,...,neta; =a;-Pici-1 = a; = a; + f;ci— pour i = 2,...,n tandis que
a) = aq.

(0 Ax=be (LU)x)=de LUx)=de (Ly=d et Ux=y).

(d)

X1 = dl
Pax1 +x2 = dp x1=d

Ly:b@ é{x,:di—ﬁixi_l i=2,...,n.
BnXn-1+x,=dpy

Le nombre N d’opérations est donné par N = (n—1).(1(-) + 1(x)) =2(n—1).

[V. 4.0] [TH 0]
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(e

a1xy+cC1x2 =
A2X2 + CoX3 = )2

_ JIn
Ux=yo : < o=,
= : LV .
: xn—i=W l<i<n-1.
Op-1Xp-11Cpn-1Xn = Yn-1
AnXn=Yn

Le nombre N’ d’opérations est donné par N' =1(+) + (n—1).(1(+) + 1(-) + 1(x)) =3n—2.

(f) On commence a effectuer la décomposition A = LU ce qui revient a utiliser I’algorithme
et donc cofite 3n — 3 op. puis on résout Ly = d pour 2n — 2 op. et finalement on résout Ux = y
pour 3n — 2 op. Au total le nombre d’op. est 8n —7.

16 (—@3))
A)
Iy 0 0 i In Im
Iy I 0 Ipn I3
L= — T(L) =
lnn—l
lnl e lnn_]_ lnn 0 e 0 lnn

La matrice T (L) est triangulaire supérieure. Puisque L est triangulaire, son déterminant est égal
au produit des coefficients sur la diagonale soit det(L) = I11 -+ 5.

B) Enutilisantles propriétés de la transposée rappelées dans!'énoncé, ona T(A) = T(LT (L)) =
T(TWW)T(L)=LT((L) = A.

C) A=L-T(L) = det(A) = det(L)det(T (L)) mais puisque det(T(L)) = detL, on a detA =
(detL)®> =13 ---12,. Comme det A # 0 les [ sont non nuls.

D) Onal-T(L')=LDT(LD)=LDT(D)T(L) = LD*T(L) car puisque D est diagonale, T'(D) =
D. D’autre part puisque D n’a que des 1 et des —1 sur sa diagonale, D?> = I et finalement L' -
T(L') = LT(L) = A. Sous I'hypothese H, on peut toujours écrire A = L'- T(L') avec L' = (I; ;) une
matrice triangulaire inférieure telle que /;, >0 pour k = 1,... n. En effet partant de la matrice L
donnée par I'hypothese H, d’apres ce qui précede, il suffit de prendre L' = LD avec D = (d;;) la
matrice diagonale telle que d;; = signe(l;;).

E) Ax=b < (LTL))(x)=b < L(T(L)x)=b < Ly=bet T(L)x = b. Chacun des deux
systémes se résoud par substitutions successives en n? opérations (voir cours). Au total if faut
donc 2n? opérations.

[TH 0]
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F) Ona

Y (n—k+1)(k-1)
k=2

n n
nY (k-1-3Y (k-17*
k=2 k=2
n-1 n-1
= n) k-) ¥
k=1 k=1
nn-1 nmn-12n-1)
T2 6
3n-Q2n-1) n+l nn?-1)
—————=nn-1 = .
6 6 6

= nn-1)

G) D’apres 'hypothese, pour j<i,onaa;j =Y, LisT(L)sj = X{_, lisljs. Mais, comme L
est triangulaire inférieure, pour s > j ona lj; =0, il reste donc a;; = Z£:1 lisljs.

H) En particulier on a lfl = ay; puis l111;; = a;; pour i =2,...,n d’ou'on déduit immédia-
tement les formules demandées.

I) D’apres (G), en prenant i = j = k, on obtient axy = Z’;zl l,zC , d’ot, en séparant I'indice
s=k, age = IZ, + yi! Iz, d’'oti l'on déduit en utilisant la positivité de Ixx la relation li =

k-172
Afk — Zgzl lk-s'

J) Ici en employant (22) avec j = k on obtient a;; = Z’;zl lislis. En séparant I'indice s = k, il
vient a;; = Lixlee + X521 islis d'ott Uon tire
_ Qi =Y s

lix = (i=k+1,...,n).
ik

On remarque que la division par [ est permise car il a été montré que I est non nul.
K) Correspondant a la matrice

1 0 1
A=|0 1 O
1 0 2

On trouve
1

0 0
L=|0 1 0.
1 01

L) Ilya nracines carrées. Ensuite il y a n—1 divisions pour la premiére colonne (k = 1) pouis
n—2 pour la suivante (k = 2) etc. Au total on trouve Z,’ZZI (n—k) =n(n-1)/2 divisions.

M) Le calcul pour les additions-soustractions et les multiplications est presque identique.
Nous nous limitons au cas des additions-soustractions. Les additions-soustractions apparaissent
a partir de k = 2. le calcul de [ en emploie k — 1 et celui de /;; pour i = k+ 1 aussi k—1 au total
lenombreest Y.} ,(k—1)(ng+1) le n—k+1 correspondant au nombre d’indices i tel que i > k.
On trouve le résultat demandé grace a la question préliminaire d’arithmétique.
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N) En ajoutant les opérations nécessaires au calcul de L puis celles nécessaires a la réso-
lution des systémes triangulaires (voir 2.2 (4)) on arrive a un nombre d’opération asymptoti-
quement égal a n%/3 contre 2n3/3 pour la méthode de Gauss. La méthode de Cholesky est par
conséquent plus économique mais, bien sir, elle ne s’applique qu’aux matrices A vérifiant I’hy-
pothése H.

[TH 0]
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points de Chebyshev, B33
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49
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théoréme de Heine,
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théoreme des accroissements finis,
69

théoreme des valeurs intermédiaires, 45} 57 [71]

valeurs d’interpolation, 6] T4
valeurs interpolées,
vecteur inconnu,

vecteur second membre,
vecteur solution,

écart (d’une subdivision), 21l
équation matricielle,
équivalence (de deux suites),
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