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Introduction

Dans ce manuscrit nous étudions la dynamique d’applications holomorphes
de la forme:

f: (Co) — (C0) avec « € C.
z s BTy 4 0(2%)

La famille des polynomes quadratiques
Py iz ¥ ™51 4 2)

joue un role central.

On dit que application f est linéarisable si elle est conjuguée a sa partie
linéaire R, : z — €*™@z au voisinage de 'origine: il existe une application
¢ : (C,0) — (C,0) univalente au voisinage de 0 telle que ¢ o Ry, = f o .

Si a = p/q € Q, Papplication f n’est linéarisable que si le ¢ eme jtéré
f°4 est égal a l'identité au voisinage de 0. Ce n’est généralement pas le cas.
En particulier, ce n’est jamais le cas si f est une fraction rationnelle de
degré > 2.

Dans tous les autres cas (o € C\ Q), l'application f est formelle-
ment linéarisable : il existe une série formelle (z) = z + O(2?) telle que
po Ry = fop. On appelle r(f) € [0, + o0] le rayon de convergence de
cette série. Si r(f) = 0, 'application n’est pas linéarisable. Si r(f) > 0,
I'application est linéarisable. Quand « n’est pas réel (soit [e*™¥| < 1 et
l'origine est un point fixe attractif, soit |e?7®| > 1 et l'origine est un point
fixe répulsif), r(f) > 0 et Papplication est linéarisable.

Notre étude porte principalement sur le cas o € R\ Q. La partie linéaire
de f est alors une rotation irrationnelle. Si f est linéarisable, les orbites des
points proches de 0 s’accumulent sur des cercles R-analytiques invariants.
Le domaine maximal sur lequel f est conjuguée a la rotation R, est le
disque de Siegel A(f). Si f n’est pas linéarisable, on dit que 0 est un point
de Cremer.

Dans le premier chapitre de ce manuscrit, nous présentons des résultats
dont la démonstration ne repose pas sur les propriétés arithmétiques fines du
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nombre de rotation «.. En particulier, nous présentons une démonstration re-
lativement élémentaire du résultat suivant: si f(z) = €™z 4+ 0(22) est uni-
valente dans le disque unité, alors r(f) > r(P,)/20. De plus, nous montrons
I’existence de polynomes quadratiques ayant un disque de Siegel dont le bord
est une courbe de Jordan de classe C°°. Nous présentons une démonstration
obtenue en collaboration avec Artur Avila et Arnaud Chéritat [ABC] et
simplifiée par Lukas Geyer [G]. Nous concluons le chapitre par I’étude de ce
qu’Arnaud Chéritat appelle “le controle de I’explosion parabolique”.

Dans le deuxieme chapitre, nous expliquons comment on peut controler
r(f) a l’aide de la fonction de Brjuno-Yoccoz :

1
P(a) := ag - ap lo
(@) nz_: wlog o —
ol ap = {a} est la partie fractionnaire de a et a,11 = {1/a,}. Raffi-

nant une démonstration de Carl L. Siegel, Alexander Brjuno a montré que
si ®(a) < +oo toute application holomorphe f(z) = €*™z + O(z?) est
linéarisable. Jean-Christophe Yoccoz a montré qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour toute application f : z — €™z 4+ O(z%) univalente
dans le disque unité, on a la minoration r(f) > Ce~ %@ . 1l a également
démontré qu’il existe une constante C’ telle que pour tout a € R\ Q, il
existe une application f : 2z — €™z 4+ O(2?) univalente dans le disque
unité avec r(f) < C'e~®(® . En combinant ce résultat avec ceux du premier
chapitre, nous voyons que la fonction o — ®(«) + logr(P,) (qui est bien
définie deés que ®(a) < 4+00) est une fonction bornée. Avec Arnaud Chéritat,
nous avons montré que cette fonction est uniformément continue. Dans le
deuxiéme chapitre, nous présentons les grandes lignes de la démonstration.

Dans le troisieme chapitre, nous expliquons comment le controle de la
géométrie des disques de Siegel intervient dans la démonstration de l'exis-
tence de polynomes quadratiques P, ayant un ensemble de Julia d’aire
(mesure de Lebesgue) strictement positive. Ce résultat a été obtenu en col-
laboration avec Arnaud Chéritat.
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Chapitre 1

Résultats obtenus sans
arithmétique

Ce chapitre est I'occasion de rappeler des résultats connus concernant
la linéarisation des applications holomorphes qui fixent 0 et d’en compléter
certains.

1.1 Préliminaires

Définition 1

L’ensemble O, est I'ensemble des germes f : (C,0) — (C,0) qui fixent
0 avec dérivée e*7™ . L’ensemble S, C O, est I'ensemble des applications

univalentes f : D — C qui fixent 0 avec dérivée e,

Proposition 1

Si a € C\ Q, toute application f € O, est formellement linéarisable :
il existe une unique série formelle p(z) = z + byz? + b3z® + - telle que
poRy=fop.

Démonstration. Posons \ = %™ écrivons

f(z2) =Xz +az® +az2z®> + -,

et supposons déterminés bo,...,by_1. Les termes de degré k de I’équation
©(Az) = f(p(z)) donnent

Neby = Xby + Py(as, ... ansb, . .. bp_1)
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avec P, un polynéme qui ne dépend pas de . Par hypothese, A\¥ — X\ ne
s’annule pas, et il y a une unique solution :

— Pk(ag, N ,ak,bg, N ,bkfl)

b
k P\

O

Le probleme essentiel consiste a déterminer si cette série formelle a un
rayon de convergence strictement positif. Notons que si « est fixé, les coef-
ficients by de la linéarisante dépendent polynomialement des coeflicients de

feo,.

Définition 2

Si f e O, avec a € C, r(f) est le rayon de convergence de l'unique
série formelle (2) = z + O(2%) qui conjugue la similitude R, & f.

Chaque fois que nous utiliserons la notation ¢, ce sera pour désigner une
telle linéarisante. Quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous ne préciserons pas
de quelle linéarisante il s’agit.

Théoréme 2

Si f a un point fixe attractif en 0, alors f est linéarisable.

1
Démonstration. Soit A := f’(0). La suite v, := Vfon converge uni-

formément dans un voisinage de 0. La limite est holomorphe fixe 0 avec
dérivée 1 et satisfait ¥ o f = Aib. O

Théoréme 3

Si f a un point fixe répulsif en 0, alors f est linéarisable.

Démonstration. L’application f~! : (C,0) — (C,0) a un point fixe at-
tractif en 0. Une application qui linéarise f~! linéarise f. O

Théoréme 4

‘ Si f/(0) = e*™/4  alors f est linéarisable si, et seulement si, f°¢ = Id.

Démonstration. Si f est conjuguée a la rotation R,/ , alors f°? est

conjuguée & R°? = 1d. La seule application conjuguée a 'identité est 'iden-

p/q
tité elle-méme. Par conséquent, f°¢ = Id.
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-1
13 1
. rog _ s .. _ 1t ok s 4 - ..
Sif Id, l'application 1 : . kZ:O 4(62”1) oy f°% linéarise f au voisinage
de lorigine: o f = R, /, 0. O

Corollaire 5

Si f: 2z e2™/1z 4 O(2%) est une fraction rationnelle de degré > 2,
f n’est pas linérisable.

Démonstration. La fraction rationnelle f°? est une fraction rationnelle
de degré d?. Elle ne peut pas étre égale a I'identité dans un voisinage de 0
car sinon, elle serait égale a 'identité partout et son degré serait égal a 1. J

Venons-en maintenant au cas indifférent irrationnel, c’est-a-dire o € R\Q.

Définition 3

La dynamique de f est stable au voisinage de 0, s’il existe R > r > 0
tels que les itérés f°"|p, sont définis pour tout n > 0 avec f°"(D,) C Dg.

Théoréme 6

SiaeRetsi fe Oy, alors f est linéarisable si, et seulement si, la
dynamique de f est stable au voisinage de 0.

Démonstration. Si f est linéarisable, pour r suffisamment petit, ¢(D),)
est un ensemble invariant par f. La dynamique est donc stable au voisinage
de 0.

Pour la réciproque, il existe (au moins) deux preuves.

1. Si la dynamique de f au voisinage de 0 est stable, les applications
Yy : D, — Dpg definies par

B U S
wn T n Z (62i7ra)kf

forment une famille normale. Toute valeur d’adhérence ) linéarise f au
voisinage de 0: 1o f(z) = Ry 01(z) dés que z et f(z) appartiennent
a D,.



1. Résultats obtenus sans arithmétique 10

2. Soit K D’ensemble des points z € Dg tels que f°"(z) € Di pour tout
n > 0. Par le principe du maximum, la composante V' de l'intérieur de
K qui contient D, est simplement connexe.
Soit ¢ : D — V une représentation conforme qui envoie 0 sur 0.
L’application v o f o4~! est holomorphe dans D, et envoie D) dans
2T

lui-méme. Elle fixe 0 avec dérivée e , qui est de module 1. D’apres

le lemme de Schwarz,

¢Of:Rao¢~
O

Exemples. Dans le cas du polynéme quadratique P, : z — €™ z(1+2),
on définit 'ensemble de Julia rempli

K(P,) :={z € C; lasuite P;"(z) est bornée}.

1. Lorsque a € R, le théoreme 6 page précédente et sa démonstration
(deuxiéme démonstration) impliquent que P, est linéarisable si et

seulement si 0 € K (P,). Dans ce cas la composante connexe de K (P,)
qui contient 0 est le disque de Siegel A(P,).

Fic. 1.1 = L’ensemble de Julia rempli du polynome P 5. Il y a un disque de
Siegel (en gris foncé).

2. Si a € Q, le polynoéme P, /, n’est pas linéarisable. L’origine est dans le
bord de ’ensemble de Julia rempli. C’est par exemple le cas si a € Q.

Plus généralement, si un polynéme P de degré > 2 qui fixe 0 avec
dérivée e est linéarisable, alors 0 appartient & I'intérieur de I’ensemble
de Julia rempli K(P). La composante connexe de l'intérieur qui contient
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Fic. 1.2 — L’ensemble de Julia rempli du polynome P53 qui n'est pas
linéarisable. L’origine est dans le bord de ’ensemble de Julia rempli.

0 est alors le disque de Siegel Ap. Dans ce cas, si x : D — Ap est la
représentation conforme qui fixe 0 avec dérivée réelle et positive,

r(P)=x'(0) et (VzeD) x(z)= cp(r(P) 'z).

Nous dirons que r(P) est le rayon conforme du disque de Siegel Ap.

1.2 Existence de points de Cremer

Il est facile de montrer qu’il existe des fonctions f € O, avec @ € R\ Q
qui ne sont pas linéarisables. On peut par exemple utiliser le théoreme de
Baire.

Définition 4

Une application f : (C,0) — (C,0) a des petits cycles si pour tout
r > 0, il y a une orbite périodique (zg + 21 > -+ — 2z, > z) contenue
dans D, \ {0}.

Si @ € R\ Q, une application f € O, qui a des petits cycles ne peut
pas étre linéarisable.

Théoréme 7 (Cremer)

Soit fo(2) = z + O(2?) une fraction rationnelle de degré > 2. Pour

a € R, on pose f, := €™ . fy. Alors, I'ensemble des o € R\ Q tels que
fa a des petits cycles est un ensemble gras au sens de Baire.

Démonstration. Si ag = p/q, I'application fa¢ a un point fixe multiple
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en 0. Si a est suffisamment proche de ag, I'application fo! a autant de
points fixes (en comptant les multiplicités) au voisinage de 0. En 0, le point
fixe est simple des lors que ga # 0 mod 1. Un point fixe pour fo! est un
point périodique de période inférieure ou égale a ¢ pour f,. Si ce point est
suffisamment proche de 0, son orbite est proche de 0. Il s’en suit que pour
tout r > 0, il existe € > 0 tel que si 0 < | — | < &, 'application f, a un
cycle contenu dans D, \ {0}.

Par conséquent, pour tout n > 0, U'ensemble U,, des o € R\ Q tels que f,
aun cycle dans Dy, \ {0} contient un ouvert dense dans R. L’ensemble des
a € R\ Q pour lesquels f, a des petits cycles est I'intersection décroissante
des ensembles U,,. C’est un ensemble gras au sens de Baire. O

Dans sa these, Arnaud Chéritat a montré que dans le cas de la famille
des polynomes quadratiques, cette démonstration peut étre quantifiée. Nous
en reparlerons plus loin.

1.3 Existence de disques de Siegel

En 1942, Carl L. Siegel est le premier a montrer qu’il existe un ensemble
D C R de mesure totale tel que si a € D, toute application f € O, est
linéarisable. Jean-Christophe Yoccoz [Y] a donné une démonstration de ce
résultat qui repose sur des arguments relativement simples. Il commence par
montrer qu’il existe un ensemble D C R de mesure totale tel que si a € D,
le polynéme quadratique P, : z +— €™ z(1 + z) est linéarisable. Il montre
ensuite que si P, est linéarisable, toute application f € O, est linéarisable.
Nous présentons ici ces deux résultats.

1.3.1 Linéarisabilité de P, pour presque tout «

Théoréme 8

Pour presque tout A € S', le polynéme quadratique
Qx: 2+ Az(1 + 2) est linéarisable.

Démonstration. Définissons u : C — [—o0, 4+ 0o par
o 4(0) := —log4,
o u(N) :=logr(Qy) si A #0.
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emme 9
La fonction u est harmonique et majorée par log2 dans D.

Démonstration. Pour A € D*, la fonction

(z) = lim —

n—+oo \" Q?\n(z)
est holomorphe dans le bassin attractif €2y de 0. Elle fixe 0 avec dérivée 1.
Elle conjugue @ a la similitude z — Az. L’application ) : 2y — C est un
revétement, ramifié au point critique —1/2 et en toutes ses préimages. En
particulier, ¢’est un revétement au dessus du disque de rayon |¢)(—1/2)|.
La branche inverse qui fixe 0 est I’application @), qui fixe 0 avec dérivée 1
et conjugue la similitude de rapport A a Q. On ne peut pas la prolonger a
un disque de rayon plus grand car il y a une singularité en ¢, (—1/2). Donc,

HQ) = [UO)] avee UQ):=tha(~1/2) = Tim S-QX'(~1/2)

La convergence est uniforme sur tout compact de D*, ce qui montre que U
est holomorphe sur D*. On vérifie que U(0) = 1/4. Par conséquent, u est
harmonique dans D.

Si |z] > 2, [@x(2)] > |2] et donc ¢y est une fonction univalente D,.q,) — D2

qui fixe 0 avec dérivée 1. D’apres le lemme de Schwarz, r(Q) < 2. Donc,
u(A) < log2. O

On a donc
1 .
(Vt S ]0,1[) U(O) = —10g4 = / u(te2ma)da,
0

Posons

p(A) == limsup 7(Qy).
t€]0,1[—1

Comme u est majorée, d’apres le lemme de Fatou,

1
—logd = 1imsup/ u(te?™) da
t€]0,1[—1J0

1 1
< / lim sup u(te* ™) do = / log p(e*™) dav.
0 t€]0,1[—1 0

Par conséquent, pour presque tout « € [0,1], log p(e?™) > —oco et donc,
pour presque tout A € S, p(\) > 0.
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emme 10
Pour A € S', on a

r(@Qx) = p(A).

Démonstration. On choisit p € ]0,p(A)[ et ¢, € ]0,1[ — 1 de sorte que
rn = 7(Q,x) > p. On pose A, := t,A. Les fonctions ¢, : D, — Do
forment une famille normale et, quitte & extraire une sous-suite, on peut sup-
poser que la suite ¢y, converge vers une limite ¢ : D, — Dy. Par passage a

la limite sur les égalités @y, (0) = 0, ¢} (0) =1 et pr, (Anz) = Qx, (¢r,(2)),
on voit que ¢(0) =0, ¢'(0) =1 et ¢(Az) = Qr(¢(2)). Donc Iapplication
@ linéarise Q) et 7(Q\) = p. O

Donc, pour presque tout A € S1, r(Qy) = p(A\) > 0 et le polynome Q) est
linéarisable. O

1.4 Quelques propriétés de la fonction o — r(P,)

Le lemme 10 affirme que pour A € S, on a

T(Q,\) > limsup T(Qt)\).
t€]0,1[—1

Jean-Christophe Yoccoz [Y] a montré qu’on a un résultat plus fort.

On dit que A, € D — Ay non tangentiellement si A\, — A¢ dans un
secteur contenu dans D avec sommet en JAg.

Théoréme 11 (Yoccoz)

Pour tout A\g € S', si A\, € D — X non tangentiellement,

r(@x.) = (@)

Démonstration. Etant donné le lemme 10, il suffit de montrer que
lminfr(Qy,) = r(Qx,)-
n—-+o00

Si @), n'est pas linéarisable, 7(Q),) = 0 et il n’y a rien & démontrer.
Si @)y, est linéarisable, on considere la famille d’applications

fri=@5 o Qropy,

ol Yy, : DT(QAO) — A(Q),) est 'isomorphisme qui fixe 0 avec dérivée 1

(c’est également la linéarisante).
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Pour tout r < r(Q),), il existe un voisinage A de Ag tel que 'application

(A\,2) — fi(2)

est définie et analytique sur A x D,.. De plus, f), est la rotation z — Agz et
si A est suffisamment proche de Ay, 'application f) est univalente sur D,..
La démonstration est alors complétée par la proposition 12 ci-dessous. [

Proposition 12

Soit U un voisinage de ap € R\ Q et f: U x D — C une application
analytique telle que pour tout a € U,

e lapplication f, := f(a, - ) : D — C est une application univalente
qui fixe 0 avec dérivée €™ et
o fa, est la rotation R, .

Alors, pour tout ¢ > 0, quand o — ag avec Im(a) > cla — ay|,

o liminfr(f,) >1 et

e ¢, — Id uniformément sur tout compact de D.

Démonstration. Supposons que «,, — ag avec Im(a,) > c|la — ag| pour
un c > 0.

emme 13

Pour tout » < 1, il existe £ > 0 tel que pour n assez grand,
fox(Dy) C Dy

Démonstration. Identifions C/Z et C* via Z ~ %% Definissons
H, := {ZEH; |e2mz| <r}.

Les applications f, : D — C se relevent en applications F, : H; — C telles
que

fa (ezmz) = 2mFal2) gt lim Fo(Z)—Z7Z=q.
Im(Z)—+o0

Puisque (a,z) — F,(z) est analytique, on a
Fo(Z)=Z 4 ag + (o — ag)ur(Z) + (o — ag) v (e, 2)

avec Z +— ui(Z) et Z — vi(a,Z) périodiques de période 1, v1(Z,a)) uni-
formément bornée sur H, quand o — «g, et

lim w;(Z2)=1.
Im(Z)—+o0 1( )
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De méme, pour tout k£ > 1,
Fo*(Z) = Z + koo + (a — ag)up(Z) + (o — ag) (e, 2)

avec Z +— up(Z) et Z — vi(a,Z) périodiques de période 1, vg(Z,a) uni-
formément bornée sur H, quand o — «g, et

li Z) =k.
Im(Zl)IEJroo’UJk( )

Nous prétendons que lorsque k — oo, ug(Z)/k — 1 uniformément sur H, .
En effet,

OF°k(2) "
Z :ai( - 7+ jag).
up(Z) 5 lieo Zul( + jag)
7=0
Donc,
i 2 _ AS 7 + jag) = Z)dZ
- T

puisque la rotation d’angle irrationnel «g est ergodique par rapport a la
meure de Lebesgue sur R/Z. Cette intégrale est égale au coefficient de Fou-
rier constant de u; qui est égal & 1 puisque u3(Z) — 1 quand Im(Z) — +oo.
Choisissons k suffisamment grand pour que

(VZ € H,) w(Z)

- 1‘ <c/2.

Choisissons n suffisamment grand pour que

(VZ €eH,) |(an — ag)vr(om,Z)| < ¢/2.
Alors, pour tout Z € H,,

up(Z) + (o — ap)vg(an,Z) € D(k,kc)

et
(an — ag)ug(Z) + (o — ap)?vp(an,Z) € H.

Donc, FJ¥(H,) C H, et f3¥(D,) C D,. O

Fixons r < 1 et choisissons k tel que pour n assez grand, fgﬁ (D,) C D,.
Alors, D, appartient au bassin d’attraction de 0 et ’application

oj
L . Qn .
Vn = jEIJPoo (eZimom)j | Dy —C
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linéarise fa, . On a 1,(0) = 0 et ¢/,(0) = 1. Qui plus est, 1), est limite
d’applications univalentes. Elle est donc univalente et la famille des 1, est
normale. Toute valeur d’adhérence ¢ linéarise la rotation f,, = R, et
est donc égale a l'identité. Par conséquent, pour n assez grand, l'inverse
de 9, : D, — C est définie sur un disque euclidien centré en 0 de rayon
arbitrairement proche de 1. Cet inverse est précisément ¢, , et donc

liminfr(fa,) > 1.

n—-+o0o

O

On voit donc que le résultat de Jean-Christophe Yoccoz se généralise a
toute famille analytique de polynémes.

Proposition 14

Soit A\g € S', U C C* un voisinage de Ay et {Q) : C — Clyep
une famille analytique de polynomes (de degré quelconque) qui fixent 0
avec dérivée A. Alors, quand A € D — )y non tangentiellement, on a

Imr(Qx) = 7(Qx,)-

Démonstration. Si A € D, lapplication ¢y : Dy,) — C qui fixe 0
avec dérivée 1 et conjugue la rotation z — Az a @, est univalente. La
famille {vx}rcunp est donc normale. Comme précédemment, toute valeur
d’adhérence linéarise la limite, et donc, quand A € D — g,

limsupr(Qx) < 7(Qx,)-

Le lemme 12 page 15 implique que quand A € D — Ag non tangentiellement,

liminf r(Qy) = 7(Qx,)-

O

L’hypothese d’analyticité par rapport a A peut étre affaiblie (Lipschitz
suffit probablement). L’exemple suivant justifie I'utilité d’une telle hypothese.

Exemple. Considérons \g € S! tel que le polynéme quadratique Qy,
n’est pas linéarisable. Choisissons une suite A, € D — Ag (on peut la choisir
qui converge radialement). Alors, 7(Q,,) — 0. Choisissons maintenant une
suite &, > 0 qui tend vers 0 moins vite que r(Q,, ), c’est-a-dire telle que
r(Qx,) = o(en). Posons

1
P,:z— E—Q,\n(enz).

n
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Alors, P, est une suite de polyndémes quadratiques qui converge vers la
rotation z +— Apz. Cependant,

rpy =18

Nous verrons (corollaires 9 et 11 page 44) qu’en revanche,

e si ap est un nombre de Brjuno (nous donnerons la définition plus loin),
e si a, = ap pour tout n ou si oy, — ag avec Im(ay,) > clay, — agl, et

o si f, €8,, converge vers R, uniformément sur tout compact de D,

alors
limsupr(fy) > 1.

n—-+o0o

Lukas Geyer [G] a observé que la démonstration du théoreme 11 page 14
donne le résultat suivant. Son but était de simplifier la démonstration de
Pexistence de disques de Siegel & bord C* (voir théoréeme 20 page 23).

Théoréme 15

Soit P, : 2z +— €™ 2(1 + 2). La fonction

u: R — [—o0,log?2]
a — logr(Py)

vérifie les propriétés suivantes :

u(a) = —oo pour o € Q,
u(a) > —oo pour presque tout o € R,

la fonction u est semi-continue supérieurement,

W =

pour tout a € R,

limsupu(a’) = limsupu(a’) = u(a) et
o —a~ o —at

5. la fonction u satisfait la propriété des valeurs intermédiaires.

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 sont immédiates. Pour 3, suppo-
sons «y, — « et limu(a,) =y > —oo. Alors, les applications univalentes
©Ya, : Dev — C qui fixent 0 avec dérivée 1 et qui conjuguent la rotation
R,, au polynome P,, forment une famille normale. Par passage a la limite,
toute valeur d’adhérence ¢ : Dy — C fixe 0 avec dérivée 1 et conjugue la
rotation R, au polyndéme P,. Par conséquent, r(FP,) > e¥ et u(a) > y.
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Pour montrer 5 & partir de 4, supposons g < oy et choisissons y entre u(ay)
et u(oq). Si u(ag) > u(aq), on pose ag = sup{a € [ag,] | u(a) >y} (ce
qui est bien défini car u(agp) = y). Alors, u(ag) = y car u est semi-continue
supérieurement. De plus, il existe o/ — af avec u(a’) — u(az). Comme
o > ag, on a u(d) <y et u(laz) < y. Par conséquent, u(az) = y. Si
u(ag) < u(ay), on pose ag = inf{a € [ag,a1] | u(e) = y} et on vérifie de
maniére similaire que u(ag) = y.

Venons-en a la démonstration de 4. Posons

L :=limsupu(a’) et R:=limsupu(a’).
o —a~ o —at

La semi-continuité supérieure de u implique: max(L,R) < u(c). De plus,
pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que u < L+¢ sur [a—d,0] et u < R+«
sur [, + d]. D’apres le théoreme 11 page 14, u est la limite radiale d’une
fonction qui est harmonique dans le demi-plan supérieur et majorée par
log 2. Elle est donc majorée par les limites radiales de la fonction harmonique
dans le demi-plan supérieur, qui vaut L+¢ sur [a—d,a], R+¢ sur [o,a+ 0]
et log 2 sinon. On a donc

L+ R
2

(Ve > 0) max(L,R) < u(a) < +e¢

Dot L =R = u(a). O

Fia. 1.3 — Le graphe de la fonction o € [0,1] — r(P,) pour le polyndome

quadratique P, : z +— e?™2(1 + z).
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Corollaire 16

L’adhérence du graphe de la fonction « +— r(P,) est égal a son sous-
graphe. Plus précisément, pour tout a € R et tout r € [0,r(F,)], il existe
an — a” et oy, — ot avec 1(P,,) = et 7(Py) — 7.

Démonstration. Pour toute suite p,/q, — a on a r(P,, /) <7 < 7r(a).
Puisque « +— r(P,) satisfait la propriété des valeurs intermédiaires, on peut
trouver «,, entre a et p,/q, avec 7(P,,) =1. O

1.4.1 Optimalité du polynéme quadratique

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme suivant. Le
résultat est essentiellement du & Jean-Christophe Yoccoz [Y]. Nous présentons
une démonstration qui permet d’éviter I'utilisation des applications quasi-
conformes et donne un résultat plus fort (comparer a la question posée dans
[Y] page 63).

Théoréme 17

Si le polynéme quadratique P, : z — 2™z + 22 est linéarisable, alors

toute application f € S, est linéarisable et

() > =

> 1 (P,).
59" (Fe)

Remarque. La constante 1/20 n’a rien d’optimal.

Démonstration. Supposons P, linéarisable et f € S,. Considérons les
familles d’applications {f, : D — Claec et {gy : Dijjp) — Clpec définies
par
) 1 1
fule) = f2) 02 et ale) = S fiplbe) = 3
La famille g, se prolonge analytiquement en b = 0 par go = P,. On a
trivialement

f(bz) + 22.

(WheC) rig) = |—l1)|r<f1/b>-

emme 18
Pour tout b € Dyy, il existe un ouvert V, C Dy tel que
gy - Vi — Dog est a allure quadratique.

Démonstration. Comme f est univalente dans D et fixe 0 avec une
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dérivée de module 1,
|2
5
(1= 1)

Un calcul élémentaire montre alors que si w € Dy et si |b] < 1/20,

(VzeD) [f(2) <

1

(Vz € 6D10) b

02 =] < |2~ .

D’apres le théoreme de Rouché, chaque w € Doy a exactement 2 préimages
par g, dans Djo (en comptant les multiplicités). Pour |b| < 1/20 on définit

% = {Z < D10 ‘ gb(Z) S Dgo}.

L’application g : Vj — Doy est alors une application a allure quadratique
(la connexité de V}, suit du fait que g, a un point fixe indifférent et du lemme
de Schwarz). O

emme 19

L’application b+ r(g;) est harmonique dans un voisinage de D; /20 -

Démonstration. On commence par choisir R > 1/20 suffisamment proche
de 1/20 et ¢y < 1 suffisamment proche de 1 de sorte que pour tout b € Dp
et tout t € [to,1], I'application

Gt Vo — Doy
z — t-g(2)

est a allure quadratique. Pour t € [tg,1], soit wp; l'unique point critique
de gy; dans Vj, soit €); le bassin d’attraction de 0 pour g; et soit
Yt o Oy — C la linéarisante définie par:

. 1 on
Ypi(2) = lim ng,t(z)'

n—-+o0o
Considérons la famille de fonctions holomorphes
Ut : DR — D10 \ {0}
b +— wb,t(wb,t)-

Cette famille est normale, et il existe une suite ¢, — 1, telle que Uy,
converge uniformément sur tout compact de Dpr vers une fonction holo-
morphe U; : Dr — Do qui, soit est identiquement nulle, soit ne s’annule
pas. Comme dans la démonstration du théoreme 11 page 14, on a alors

log r(gy) = log|U1(b)|-

Comme 7(go) = 7(FPn) > 0, U1(b) ne s’annule pas dans Dpr et b — logr(gp)
y est harmonique. O
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Par conséquent, en posant r = 1/20, on a:

wr

1
g r(P) = logrin) = 5 [ towr(an)] .

Soient maintenant c(a) les coefficients de la série formelle ¢,(2) = 2+0(2?)

qui conjugue R, a f,. Les fonctions c¢; sont polynomiales en a. Donc,
1

a1

log |cx(a)| est sous-harmonique. Si on pose R = 20, on a,

. 1
“logr(fo) = limsup e log o (0)
< limsup —— log |ci(a)]| dal.

k—too 2R Jo.p) k+1

De plus, pour a € C,

—logr(f,) = limsup log |cx(a)]-

k—o0 k+1

Si |a] = 20, le disque de Siegel A, de f, est contenu dans le disque Dy 5.
D’aprés les inégalités de Cauchy appliquées a ¢, : Dy(r,) — Ag C Dyjp:

(Vk > 2) (Ya € C(0,20))

log |cx(a)| < —logr(fa) — log 2.

1
kE+1
La fonction a — logr(f,) est continue donc minorée sur le cercle |a| = 20.
On a donc une majoration uniforme des fonctions a — k%rl log |cx(a)| sur le

cercle |a| = 20. D’apres le lemme de Fatou:

1
—logr(fo) < limsup —— log |¢ ()] dal

k—+oo 2TR C(0,R) k+1

)

: /
< — —logr(fs)|da
el ALY
1

= — —logr(gp) — log |b])| db
21 Jorom ) — log b]) | db)

= —logr(P,) + log20.

1.5 Disques de Siegel a bord C*®

Au début des années 1990, Michael Herman et Jean-Christophe Yoccoz
posent la question de lexistence d’applications ayant un disque de Siegel
dont le bord est une courbe de Jordan C*°.
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En 1997, Ricardo Pérez-Marco [PM] montre qu’il existe des applications
univalentes dans le disque unité ayant un disque de Siegel dont le bord est
une courbe de Jordan C* relativement compacte dans D.

Nous allons maintenant montrer ’existence de polynémes quadratiques
ayant un disque de Siegel dont le bord est une courbe de Jordan C*. Nous
présentons une démonstration obtenue en collaboration avec Artur Avila et
Arnaud Chéritat [ABC] et simplifiée par Lukas Geyer [G].

Dans le résultat suivant, P, est le polynéome quadratique
P,z ¥ ™1 + 2)

et lorsque 7(F,) > 0, A, est le disque de Siegel de Py, et ¢o : Dy(p,) — Aq
la représentation conforme qui fixe 0 avec dérivée 1.

Théoréme 20 (Avila-Buff-Chéritat)

Supposons que le polynome PF,, est linéarisable. Pour tout
r € ]0,r(Py,)| et tout & > 0 il existe un ensemble de Cantor
K C [ag —e,a0 + €] tel que pour tout € K, r(Py) =1 et @, : D — A,
est la restriction d’une application continue bijective ¢, : D, — A, telle
que @, : 0D, — A, est un plongement C*°.

Démonstration. Définissons des suites «,, et &, par récurrence de la
maniere suivante. Soit 7, une suite qui décroit vers r avec rg = 7(Pp,).
Posons ¢y = £/10. Supposons «,, et &, définies.

Soit e,41 < £,/10 tel que

‘Oé - Oén‘ <é&py1 — T(Poc) < T(Pan) tén

(cela est possible grace a la semi-continuité supérieure de a — 7(Fy)).
D’apres le corollaire 16 page 20, on peut choisir «a,41 de sorte que

1 ‘an—l—l - Oén’ < €n+1/10,
o 7(Py,yy) =Tny1 et
e les fonctions R-analytiques

un: R/Z — C et upt1: R/Z — C

t — Pa,(re®™) b a,, (re¥™)

sont &y,41-proches dans 'espace de Fréchet C*°(R/Z,C).

Soit o/ = lima,,. Par construction, |’ — ay| < €,41 pour n > 0. Par
définition de €,41, cela implique

r(Py) < 1(Pa,) + €n.
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Puisque €, — 0 et 7(P,, ) — 7, nous en déduisons que r(Py ) < r. Par semi-
continuité supérieure de a — r(P,), r(Py) = limr(FP,, ), donc r(Py) =r.
Les fonctions w,, convergent vers une fonction v : R/Z — C qui est C*™ (et
méme e-proche de ug dans I'espace de Fréchet C*°(R/Z,C)). En particulier,
(pour ¢ suffisamment petit) cela implique que v est un plongement. Puisque
Yo = lim @,, |D, , la fonction ¢, a un prolongement continu (en fait C*°)
au bord de D, donné par @ (re?™) = uv(t).

Comme a chaque étape, on peut choisir a,4+1 < a,, ou bien a1 > ay, Uen-
semble des limites o/ que ’on peut obtenir par cette construction contient
un ensemble de Cantor. O

1.6 Le controle de I’explosion parabolique

Arnaud Chéritat a introduit cette notion dans sa these [C] et a observé
que l'on pouvait l'utiliser pour controler le rayon conforme des disques de
Siegel des polynomes quadratiques.

1.6.1 La taille asymptotique

Supposons que f est une application fixant 0 avec pour multiplica-
teur une racine de l'unité. Dans ce cas, 'application n’est généralement
pas linéarisable et r(f) = 0. Arnaud Chéritat [C] a introduit une quantité
qui joue un role analogue a celui du rayon conforme d’un disque de Siegel.
Il appelle cette quantité la taille asymptotique.

Définition 5

Si f € Op est de la forme
f(2) =2+ AL £ O(2F2) avec A #£0,

le nombre de pétales de f est k et la taille asympotique de f est

1
La(f) = ‘kA’l/k

Si f =1d, on pose L4(f) := +0o0.

Arnaud Chéritat a donné le nom de taille asymptotique a cette quantité
pour la raison suivante: pour tout point z dont l'orbite est attirée par 0
(sans y tomber en un nombre fini de coups), on a:

La(f)

n—+00 nl/k )

|£o"(2)]
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On en déduit facilement que pour tout j > 1,
i _ La(f)
Lo(f) = =7

a 1k

De plus, si fop =pog avec ¢ : (C,0) — (C,0) une application univalente
au voisinage de 0, alors

Lemme 21

Il existe une suite (¢, > 0) avec ¢, i 1 telle que pour tout k£ > 1
— 400

et toute application univalente f : D, — C qui fixe 0 avec dérivée 1 et
nombre de pétale k, on a Ly(f) = ¢ - 7.

Premiere démonstration. Si f : D, — Dpg fixe 0 avec dérivée 1,
I'inégalité de Cauchy permet de majorer |A| et 'on obtient :

La(f) > (é)l/k.

Si f est univalente dans D,., alors I'image du disque de rayon r/2 est conte-
nue dans le disque de rayon 2r. O

Seconde démonstration. D’apres le théoréme de De Branges (conjec-
ture de Bieberbach), on a la minoration :

La(f) > 7 (k(%ﬂ))w

ou k est le nombre de pétales. O

Dans le cas d’un polynéme ou d’une fraction rationnelle, chaque cycle de
pétale attractif doit attirer un point critique. Pour un polynéme quadratique,
un seul point critique peut étre attiré (le point critique a l'infini est fixe).
Par conséquent,

P;/qq(z) =z+ Ap/qz‘”1 +0(2772)  avec Ay # 0.

Définition 6

Dans toute la suite, on utilise la notation

1
L, =L, (PY) i = ———M.
(p/q) ( p/q) |qu/q|1/q
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1.6.2 Un lemme de Jellouli

Le lemme suivant apparait dans la these d’Habib Jellouli [J1] (voir
également [J2] théoreme 1).

Lemme 22 (Jellouli)

Soit U un voisinage de ap € R\ Q et f: U x D — C une application
analytique telle que pour tout a € U,
e l'application f, := f(«a, - ) : D — C est une application univalente
qui fixe 0 avec dérivée €™ et
o fo, est la rotation R, .

Si ap — ag et pu/gn — oy avec a, — oy = 0o(l/g,) et
Pn/dn — o = 0o(1/gy,), alors fo!" — Id uniformément sur tout compact de
D.

Remarque. Ce lemme s’applique en particulier si les p,/q, sont des
réduites de ag (voir le deuxieme chapitre de ce manuscrit).

Démonstration. Pour tout p < 1, il existe une constante C telle que
pour tout z € D, et tout a suffisamment proche de ag, on a

|fa(2) = Ray (2)] < Cla — aql.

Comme oy, —ag = o(1/qy) et comme p,, /g, — g = 0o(1/¢,), on voit que sur

D,,

| fan (2) = 2P0 2] = o(1/qp).

On peut donc itérer g, fois f,, sur un disque de rayon arbitrairement proche

de p et le g, eme jtéré est arbitrairement proche de I'identité. O

Corollaire 23

Si P,, a un disque de Siegel A, si a,, — g et pn/gn — ap avec
an —ag = o(1/qn) et pn/gn — ao = o(1/q,), alors Py™ converge uni-
formément vers l'identité sur tout compact de A.

Démonstration. Soit x : D — A un isomorphisme qui fixe 0. Considérons
la famille

Ja ::XiloPaOX
qui est définie au voisinage de z = 0. Quand o — g, le domaine de f,
mange tout compact de . La famille f, dépend analytiquement de « et
fao = Ray - Le résultat découle du lemme précédent. O
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Arnaud Chéritat [C] en déduit le controle suivant de la taille asympo-
tique.

Lemme 24

Soit U un voisinage de ap € R\ Q et f: U x D — C une application

analytique telle que pour tout a € U,
e l'application f, := f(a, - ) : D — C est une application univalente
qui fixe 0 avec dérivée €™ et

o fo, est la rotation R, .

Alors,

. ogn
tim o L (£ a.) > 1

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes 21 page 25
et 22 page précédente. O

Corollaire 25

Si P, est linéarisable et si p,/q, — « avec p,/q, — a = o(1/qy),
alors
liminf L, (pp/qn) = r(Pa).

Démonstration. On se rameéne au cas précédent en conjugant par une
application qui linéarise P, . O

1.6.3 L’explosion parabolique

Quand « # p/q est proche de p/q, 0 est un point fixe simple de P, et
P37 a g points fixes proches de 0. Nous allons maintenant étudier comment
ces points dépendent de «.

Définition 7

Soit P, l'ensembles des parametres o € C tels que Py? a un point
fixe parabolique de multiplicateur 1. On pose

Poja = d(P/1P \P/TY) et 1= /Ppg

Le résultat suivant affirme que I’'on peut suivre les points fixes de Pg?
holomorphiquement comme fonction de {/a — p/q tant que [a—p/q| < pp/q-
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Proposition 26

Pour tout nombre rationnel p/q, il existe une fonction holomorphe
x:Dr,, — C telle que

e x(0) =0 et x(d) #0 pour 6 #0

o [X(0)] = (2m¢*)Y9La(p/q) et
e l’ensemble

<X(5),X(C6),X(<5),,..,X(Cq—15)> avec (= e%imP/a

forme un cycle de période g pour B4 sq-

Démonstration. D’apres le théoreme des fonctions implicites, quand «
varie, on peut suivre les points périodiques de P, holomorphiquement tant
que le multiplicateur est # 1. Dans D(p/q,p,/4) \ {P/q}, aucun point de
période divisant ¢ n’a un multiplicateur égal a 1. Il y a de la monodromie
quand « tourne une fois autour de p/q. Pour comprendre cette monodromie,
il suffit d’écrire :

Pl (2)—z=2z(2imge + A

e 27+ 0(ze) + O(z7T)).

p/q
On supprime la monodromie en posant € = 09 ce qui donne

2umq
A

P

07+ O(ze) + O(zq+1).
P/q

Le resultat suit aisément. O

La fonction x dépend de p/q et nous la noterons Y, ,. Elle est unique

a précomposition par une racine ¢ ¢ de 'unité pres.

1.6.4 Minoration de p,/,

Notre but est de comprendre comment les applications x,/, se com-
portent quand p/q — « € R\ Q. Pour cela, il faut d’abord comprendre

comment r,/, se comporte quand g — —+o00.

q

Lemme 27

Pour tout p/q, on a
1
Prlq Z ek

Démonstration. Si P, a un point parabolique de période < ¢, alors
soit a = p//q" avec ¢ < q, soit I'ensemble de Julia est connexe, 0 est un
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point fixe répulsif et le nombre de rotation combinatoire en 0 est p'/q’ avec
¢’ < g (pour une justification de ce fait, voir [C] ou [BC1]). Dans ce cas, une
inégalité de Yoccoz sur la taille des membres de I’ensemble de Mandelbrot
implique que |a —p'/¢'| < (log2)/(27¢") et le résultat suit aisément. O

Corollaire 28

Quand ¢ — 400, 7,/, — 1.

1.6.5 Comportement asymptotique quand p/q — «

Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique des ap-

plications x4 : Dr,,, — C quand p/q — a € R\ Q. Comme 7,,, — 1, le

domaine de x,/, mange tout compact de D.

Proposition 29
La famille {x,/, : Dr,,, — C},/4eq est normale. Si p/qg — a € R\Q,

e soit P, n’a pas de disque de Siegel et x,/, — 0 uniformément sur
tout compact de D,

e soit P, a un disque de Siegel A et toute valeur d’adhérence de la
suite X/, est une application x : D — A qui prend ses valeurs dans

A, fixe 0 et linéarise P, : Yo Ry = P, 0.

Démonstration. Comme X, /,() est un point périodique de P, /454, les
fonctions x,,/, sont uniformément bornées. Cela donne la normalité. De plus,
toute valeur d’adhérence x prend ses valeurs dans I’ensemble de Julia rempli
K(P,) de P, et fixe 0. Si P, n’est pas linéarisable, 0 est dans le bord de
K(P,) et x ne peut étre une application ouverte. Elle est donc constante,
égale a 0. Sinon, P, a un disque de Siegel A et x prend ses valeurs dans
A. En passant a la limite sur 1’équation

Py /q+6a (X(‘S)) = X(emﬂp/qé)’

on obtient '
Pa(x(8)) = x(e*™5).
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Arnaud Chéritat [C] en déduit le résultat suivant.

Proposition 30

Sip/g—aeR\Q etsip/g—a=o0(l/q) (en particulier si ce sont
des réduites de «), alors

La(p/q) — 7(Pa)

et toute valeur d’adhérence de la suite x,/, : D — C est un isomor-

Tp/q

phisme y : D — A qui fixe 0.

Démonstration. Soit y : D — A une valeur d’adhérence de la suite
Xp/q : D — C. Rappelons que

1X,/4(0) = (27¢%) 9 La(p/q).

On voit donc que |an /q(0)| et Lq(p/q) sont équivalents quand ¢ — oo. Le
corollaire 25 page 27 implique que

1X'(0)] = liminf Ly(p/q) = r(Pa).

Le lemme de Schwarz permet alors de conclure la démonstration de la pro-
position: x est un isomorphisme de D dans A et |x'(0)] = r(Py). O

/
p/q
uniformément sur tout compact de ID. Le résultat suivant permet de mieux

controler ce comportement.

Si x,,,(0) — 0, la proposition 29 page précédente affirme que X,/ — 0

Proposition 31

Les fonctions

1
Yoja = o X
P/q X;/q(o) p/q

forment une famille normale. Si p/q¢ — a € R\ Q avec X; /q(O) — 0, alors

¥p/q — Id uniformément sur tout compact de D.

Démonstration. Observons d’abord que quand ¢ — o0 le qéme itéré
du polynéme P,/, est défini et univalent sur un disque de rayon o(1/q).

Comme ‘X;/q(0)| et L,(p/q) sont équivalents quand g — +o00, le lemme 21
page 25 implique que

VARA O i
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Posons

H Xp/q(C(S)

Wp/q(é) = c

¢i=1

La fonction

p/q €st une fonction holomorphe de 49 qui ne s’annule qu’en 0

avec

Tp/a(6) = Xy (0)457 - (1 4+ O(6%)).

On peut donc en extraire une racine ¢ ¢ que 'on appelle Hp/q €t qui vérifie
u;?/q(O) = X;/q(()). On a alors

Hp/q(0) = X;/Q(O)é (14 074(9)).
Les fonctions x,/, sont uniformément bornées. Il en est de méme des fonc-

tions 4,/ Comme ,Q/\X;/q(())\ e 1, cela implique que

(Vp<1) SBE)‘VP/Q’ < B, avec /By e 1.

Par conséquent,

1
X;/q(o) P v

uniformément sur tout compact de D.
Observons enfin que si  # 1 est une racine ¢ éme de 'unité, la fonction

5 Xp/q(cé)

Xp/q((s)

évite les valeur 0, 1 et oo et prend la valeur ¢ en 0. On en déduit que pour
tout p < 1, il existe C' > 0 tel que si ¢ est suffisamment grand et si (¢ =1,
alors

(V6 € D) |Xp/q(5)| < C|Xp/q(45)|'

Alors,
Sll)lp|Xp/q| < CSll)lp|,U,p/q| et limsupsup |y, | < C.
p p

q—+oo D,

La famille v,,,, est donc normale. O
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Chapitre 2

La fonction de
Brjuno-Yoccoz

2.1 Rappels sur les fractions continues

Pour tout réel «, [« est la partie entiere de o et {a} = a — |a] sa
partie fractionnaire. Si « est irrationnel, on définit deux suites (a;)r>0 et

(ak)k>0 par

ag = la), ap={a}, ap= L%;J et apy1 = {i},

Qg
de sorte que

1
— = a1+ Qg1
Qg

On pose alors
B_1=1 et [Br=agai...q.

On définit deux suites (pr)r>—1 et (gr)r>—1 par

p-1=1, po=ap, pr=agPr—_1+ Pr—2,
G-1=0, =1, qr=arqr—1+ qr—2.

On a alors
QkPe-1 — Pear—1 = (—1)F.
En particulier, p; et g sont premiers entre eux. De plus, pour tout k£ > 0,
Pk 1
— = [ag,a1,...,a5] :=ag+ —.
dk 1
a] + ———
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Le nombre rationnel py /g s’appelle la k eme réduite de . Il est bien connnu
que
o Dk
a= lim =—,
k—+o00 q
ce que nous noterons
a = [ag,a1,...,ak,...].

Plus précisément, pour k > 0, on a les formules

Pk + P10k
a = —-—

k
v qree—pr = (—1)% B,
qQx + qr—10k (=1)

1 1
Q1B+ o1 =1 et ——— < B < —.
qk+1 + gk dk+1

La derniere inégalité implique que, pour k > 0,

1
2qkqr+1

< |a—LE

gk

1 1
< =

< 5
QGr+1 G

De plus, pour tout k£ > 0,

ap = [O)ak-f—l)ak-f—Qa .. ]

2.2 La condition de Brjuno

En 1942, Carl L. Siegel [Si] montre que si « est un nombre diophantien,
c’est-a~dire si

a—z—j'Z
q

c
—,

(e >0) (37 >0) (Vp/q € Q) .

alors toute application f € O, est linéarisable. L’ensemble des nombres
diophantiens est de mesure totale.

En 1969, Alexander Brjuno [Brj] reprend la démonstration de Siegel et
montre que le résultat reste vrai si on suppose que « satisfait la condition
plus faible, dite condition de Brjuno:

—+00

lo
Z g dk+1 < too.
i—o Ik

Jean-Christophe Yoccoz [Y] a introduit la caractérisation suivante des nombres
de Brjuno.
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Définition 1 (La fonction de Brjuno-Yoccoz)

Si e R\Q,

+oo 1
O(a) =Y Br1log o
k=0 k

Sia€Q, ®(a) = +00. Les nombres pour lesquels ®(a) < 400 sont les
nombres de Brjuno. On note B I’ensemble des nombres de Brjuno.

2.3 Minoration de r(f) pour f €S,

Jean-Christophe Yoccoz [Y] a donné une démonstration géométrique
du résultat de Brjuno. Il obtient en méme temps une minoration de r(f)
pour f € S,. Nous allons maintenant présenter les grandes lignes de la
démonstration.

Théoréeme 1

Si « est un nombre de Brjuno, alors toute application f € O, est
linéarisable. De plus,

(3c>0) (Yo e B) (Vf €8s) 7(f) = ce”®@,

Toute application f € O, est univalente sur un disque de rayon suf-
fisamment petit. Quitte a conjuguer par une homothétie, pour démontrer
le théoreme, il suffit donc de minorer le rayon conforme des applications
fes,.

2.3.1 La renormalisation de Douady-Ghys

Soit g €]0,1[ et soit fo € Sa,. Si on choisit pg €]0,1] suffisamment
petit, on peut faire la construction suivante. Considérons un secteur U
délimité par le segment [0,p9], son image par fy et une courbe joignant
po & f(po), de sorte que 'ouverture de Uy en 0 soit 2wag. La surface
de Riemann ), obtenue comme quotient de Uy avec [0,p0] identifié & son
image par fy est un disque épointé. L’application de premier retour dans Uy
associée & fy induit une application holomorphe ¢ : V) — Vy avec V| C V.
Identifions Vy avec Dg, \ {0} ou Sy est choisi de sorte que D* C V. Alors,
g est univalente et se prolonge en 0 par g(0) = 0 et ¢’(0) = =21 ayec
a1 = {1/ap}. L’application renormalisée f; est définie comme la restriction

a D de ¢g(Z). La conjugaison par z — Z est la pour que la dérivée a 'origine

soit eZimar
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Fi1a. 2.1 — La construction de lapplication renormalisée.

2.3.2 Estimées de distortion

Si I'application fo : D,, — C était la rotation d’angle R,,, on pourrait
faire la construction de sorte que Sy soit égal a 1 et que I'application cano-
nique o : Uy — Vp soit z — (z/ ,00)1/ @0 On choisit py suffisamment petit
pour que la surface de Riemann quotient soit bien définie et que I’application
canonique xo : Uy — Vo soit proche de z — (z/pg)*/® . Le lemme clé qui
permet de controler cette construction est le suivant.

Lemme 2

Pour tout C' > 1, il existe £ > 0 tel que pour tout « €]0,1] et tout
f eS8, s

(Vze€ D,) |f(z)— ezimz| <ealz] et |f'(z) —e¥™|<e (2.1)

alors,

1. pour tout z € D,/c, il existe un entier k > 0 tel que

Ry eu et |fM(2)] < C)e

et

2. on peut faire la construction de renormalisation avec le controle sui-
vant sur 'application canonique y : U — V:

(V2 €U) (%) v < x(2)] < (¥>1/a'

Démonstration. Considérons le revétement universel 7 : C — C\ {0}
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défini par

7T(Z) — pe2i7raZ'
L’application f se releve en une application F' telle que F' — Id est une
fonction 1/a-périodique qui tend vers 1 quand Im(Z) — +oc0. La condition
(2.1) implique que pour tout Z := X +iY € H,
|F(Z)-Z-1| < gle™ 2V gt |F'(Z) - 1| < g'e™2mY  avec & " 0.
En prenant ¢ suffisamment petit, on peut donc supposer que & < 1/10.
Dans les coordonnées 7, on choisit pour secteur I/ la région délimitée par
laxe imaginaire positif, son image par F' et le segment reliant 0 & F(0). La
surface de Riemann V est le quotient de U/ obtenu en identifiant 7Y avec
F@iY).
Montrons d’abord le point 1. On choisit ¢ suffisamment petit pour que
el0m’ < . Lorbite d'un point Z € H reste au dessus de la droite qui passe
par Z avec pente —2¢’. Par conséquent, I'orbite d’un point Z := X +iY avec
X € [-1/a,0] et Y > 5¢’ intersecte U en un point W avec Im(W) > Y —4¢’.
Donc, si |z| < p/C < pe 197" Torbite de z intersecte U en un point w
avec |w| < €87 |z| < Clz].
Montrons maintenant le point 2. Considérons la demi-bande

B:={X+iY |0<X<letY >0}
L’application

H: B — U
X +iY — (1-X)iY + XF(Y)

est un homéomorphisme quasiconforme qui vérifie

\H(Z) - 7| < & '8H/8Z

. € —2raY
<
5 /82‘(X+1Y)\ e

1—-¢
et qui induit un homéomorphisme quasiconforme de B/Z dans V. En par-

ticulier, V' est isomorphe a H/Z et il existe une application univalente
L :U — H telle que

L0)=0 et (VY >0) L(F(@EY))=L(EY)+1

L’application L o H induit une application quasiconforme K : H/Z — H/Z

qui fixe 0 et que I'on peut prolonger par K(Z) = K(Z) en un homéomorphisme
quasiconforme de K : C/Z — C/Z. On a

8K/8Z' N e /
sup 2) <2y —= et 0 ja).
rez Im(2)€lk k+1] 0K/0Z (%) kzo 1_¢ (€'/a)
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Par conséquent, d’apres le lemme 3 ci-dessous, on a sup |K — Id| = O(¢'/a)
C/zZ
et
VZel) |L(Z)-Z|<c/a

avec ¢ qui ne dépend ni de € ni de «. Il est alors facile de voir que 1’on peut

2m(5e’' +ce’ /o) 2i7raZ) — Ge2inL(Z)

et comme X(pe , on a alors

|z 1/e C|z| 1/ . ,  logC
(Cp < |x(2)] < ) des que €' < F 1o

choisir S :=¢€

Lemme 3

Soit K : C/Z — C/Z un homéomorphisme quasiconforme qui fixe 0
ainsi que les extrémités de C/Z. Il existe une constante c telle que si

c/z |0K/0Z | =
alors -
0K |07
sup |[K —1Id| < ¢ sup ‘ (2).
c/z ;ZIm(Z)e[k,k-f—l] 0K/0Z

Démonstration. Pour n > 0, posons C,, :={Z € C/Z | Im(Z) € [k,k+1]}
sin=2k, C,:={ZecC/Z|Im(Z) € [-k,— k+ 1]} si n =2k + 1. Soit
p = OK/OK et soit u, la restriction de u & la réunion des cylindres Cj
pour k < n. Soit K,, : C/Z — C/Z I’homéomorphisme quasiconforme qui
fixe 0 et vérifie OK,, = pup - 0K, . Comme pu, — p simplement et comme
ltnlloo < 1/2, on a K,, — K simplement. L’homéomorphisme quasicon-
forme K, 10K, ! est conforme en dehors de K, (C,) qui est contenu dans
un cylindre de hauteur universellement majorée. Cela implique que

[Kny1 — Knlloo < CSélp Nl 14l oo -

2.3.3 La taille des disques de Siegel

Etant donnée une application fo € S,, on peut construire par récurrence
une suite de renormalisées f, € S,,, : une fois que f, est définie, on choisit
C, > 1, g, > 0 donné par le lemme 2 page 35 et p, > 0 de sorte que

(Vze D,,) |fa(z) — e%m”z\ <enanlz| et |f(z) - 62”0‘"] < &p
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puis on définit f,4+1 comme la renormalisée de f,.

Posons
1. Pn
Py = 2
Le point clé, c’est que l'on peut itérer fy une infinité de fois sur le disque

D, avec
aooq

/ / /
oo = pp - (P1)* - (p5)
En effet, si |29| < 09 < po/Co, son orbite sous itération de fy intersecte Uy
en un point z{, avec |z)| < Coplzo] < Cyop. L'image de z, dans Vy est un
point z; avec

W 1/a0 CQO' 1/a0
il (@0) < (G) ot )

Alors, lorbite de z; sous itération de f; intersecte U; en un point 2] avec
|21] < Ci|z1] < Cyo1. L'image de 2] dans V; est un point zy avec

/ 1/oa CQ 1/a1

et ainsi de suite. Puisque f,, est une n "¢ renormalisée de fj, pouvoir itérer
fn en z, signifie que 'on peut itérer fy en zy plusieurs fois, et puisque n
est arbitrairement grand, on peut itérer fy a partir de zp une infinité de

fois.

D’apres le théoreme 6 page 9, D,, est contenu dans le disque de Siegel
de fo. On a donc

log7(fo) = logag = logpy + aglog py + agay log ph + - --
400

= Y Br-1log p}.

k=0

2.3.4 La minoration de Yoccoz

Si f €8,, alors quand z — 0,
F(2) = €52 = 0(2) et |f'(2) - €%7| = O(2).

L’ensemble des fonctions univalentes dans D qui fixent 0 avec une dérivée
de module 1 est compact (pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact de D). Par conséquent, il existe une constante k telle que pour
tout a € R, tout f € S, et tout 2z € Dy 9,

1f(2) — ¥z < k|z)? et |f'(2) — 2™ < K|z|.



2. La fonction de Brjuno-Yoccoz 39

Il est alors facile de voir que pour tout € > 0, il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout o €]0,1] et tout f € Sy,

(V2 € Deo) |f(2) — €22 < ealz| et |f'(z) — ¥ <e.

Construisons les renormalisées f,, en choisissant C, := 2 (n’importe
quelle constante > 1 ferait I’affaire) & toutes les étapes. On a alors &, :==¢ > 0

donné par le lemme 2 page 35. On peut donc choisir p, = ca, avec ¢ > 0
+oo

une constante universelle. On a alors p), = ian et comme Z Or_1<4:
k=0
+00 c
logr(fo) > Y _ Br-1 log v, +4log 7 = —®(a0) — Co
k=0

avec Cp une constante universelle.

2.3.5 La condition de Pérez-Marco

Ricardo Pérez-Marco a montré que sous certaines hypotheses, on peut
améliorer le contrdle de p,, . En particulier, il a démontré le résultat suivant.

Définition 2

Un nombre irrationnel o vérifie la condition de Pérez-Marco si

+o0o

e
V() := Zﬁk,l log log ar < +o0.
k=0

On note PM l’ensemble des irrationnels tels que ¥(a) < +o00.

Théoréme 4

Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout o« € PM, tout
f € 84 qui n’a pas de point périodique dans D\ {0} est linéarisable et

Démonstration. Si f € S, n’a pas de point fixe dans D \ {0}, alors
lapplication z +— f(z)/z prend ses valeurs dans C\ {0,1}. Elle est donc
contractante pour la métrique hyperbolique de D au départ et la métrique
hyperbolique de C\ {0,1} & 'arrivée. Elle prend la valeur €™ en 0. On en
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déduit aisément que pour tout £ > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout « €]0,1[ et tout f € S, qui n’a pas de point fixe dans D\ {0},

2] < ——

= log(e/a) |F(2) — €™ z| < ealz] et |f'(z) — ¥ <.

Si fo: D — C n’a pas de point périodique dans D\ {0}, alors les renorma-
lisées f, : D — C n’ont pas de point fixe autre que 0. On choisit C,, := 2
pour tout n. On a alors ¢, = &€ > 0 donné par le lemme 2 page 35. On
peut alors choisir p, = ¢/log(e/a,) avec ¢ > 0 une constante universelle.
Le résultat en découle. O

Corollaire 5

Siaoe PM etsi feO,, alors soit f est linéarisable, soit f a des
petits cycles.

2.3.6 Polynomes quadratiques et petits cycles

Comme Arnaud Chéritat ’a observé dans sa these [C], en combinant les
résultats de Ricardo Pérez-Marco que nous venons d’exposer et le controle de
I’explosion parabolique, nous retrouvons un résultat du a Jean-Christophe
Yoccoz.

Théoréme 6

Si a € R\ Q, soit le polynome quadratique est linéarisable, soit 0 est
accumulé par des petits cycles.

Démonstration. Soient p, /g, — « lesréduites de «. Sila suite (log ¢n+1)/qn
est bornée, il est facile de voir que

+o0

Z Br_1loglog < < +00.
k=0 Ok

La condition de Pérez-Marco est satisfaite et P, soit est linéarisable, soit a
des petits cycles.

Si la suite (log gn+1)/gn n’est pas bornée, nous allons voir que le polynéme
P, a des petits cycles. On peut extraire une sous-suite n; telle que

lo ,
lim g qn;+1 — 10
J—+oo dn;
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Pour chaque j, on choisit §; tel que Py + 6;1nj = «. Puisque pour n > 0,
e
on a ’
1
ool 1
dn qndn+1

on voit que pour j = 0, on a

1 lo . lo )
log X > S dn; n g Qnj+1 L too
j an (Inj

Donc, quand j — oo, ¢; — 0. Comme les fonctions x,/, sont uniformément
bornées, il suit du lemme de Schwarz que pour tout r > 0 et tout j suffi-
samment grand, le polynome P, a un cycle dans le disque D, :

n; —1 ITPn . [ Qn
<Xj(6j)an(Cj5j)a e an(C;‘J 7 (5])> avec Cj = 62 p ‘7/(1 J.

2.3.7 Minoration de la taille asymptotique

Intéressons-nous maintenant au cas d’une application € S,/,. Nous
P/q

allons minorer la taille asymptotique L,(f°?) en fonction de ®rync(p/q)
dont nous donnons maintenant la définition.

Un nombre rationnel p/q a deux décompositions en fractions continues
(par exemple, 13/32 = [0,2,2,6] = [0,2,2,5,1]).

Définition 3

Soit p/q := [ag,...,ay] un nombre rationnel. Pour k£ < m, on pose
ag = [0,a541, - - - ,am,] et on définit
m—1 1
Dirune(p/q) = Y _ g+ - g log o
k=0
Le somme ne dépend que de p/q, pas du choix de la fraction continue.

Exemple.

32 13 13 13 6 6
Pirunc(13/32) = log 33 log RETIRT log 1

= lo g—f—glo E—FE Elo§ 13 6
T B3T3y % T3y 13 %8
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Proposition 7

Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout nombre rationnel
p/q et toute application f € Sp/q» O a

La(fOQ) 2 Ce_‘btrum(p/Q).

Démonstration. Les techniques de renormalisations de Yoccoz montrent
qu'il existe une constante universelle ¢y > 0 telle que le g ¢™€ itéré de f est
défini sur le disque D, avec r = cge” Lrue(®/9) | Comme f4: D, — C est
univalente, le résultat suit du lemme 21 page 25. O

2.3.8 Perturbation d’une rotation d’angle o € B

Nous allons maintenant exploiter le fait que la constante C' peut étre
choisie arbitrairement proche de 1 (ce qui oblige ¢ a étre proche de 0).

Proposition 8

Sid eB —aeBetsi f eSS,y — R, uniformément sur tout
compact de D, alors

liminf ®(a/) +logr(f) > ®(a).

Démonstration. Etant donné o €]0,1[,si f € So — Rq, uniformément
sur tout compact de D, on peut choisir C' — 1 et pg — 1 pour construire la
renormalisée fi € S, . Celle-la est alors & valeurs dans un disque de rayon

qui tend vers 1. En effet,

()] < (Cz]/po) /e — |2|0 <1

puisque ag # 0. Comme f](0) — €™ qui est de module 1, le lemme
de Schwarz implique que f; — R,, uniformément sur tout compact de D.
Puisque a1 # 0, on peut répéter le procédé.
Par conséquent, étant donnés m > 0, C > 1 et p < 1,81 f € Sy est
suffisamment proche de R,, on peut choisir

Co=-=Cpn1=C et pp=--=pp_1=p.
Ensuite, comme dans la minoration de Yoccoz, on peut choisir

/ /
Crn=Cpy1=--=2 et Pm = Clps P4l = CQlyppq, -
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avec ¢ une constante universelle. On a alors

log r(f Zﬂk 110g Zﬁk llog +Zﬂk 1log—

On a donc

(o) +logr(f) > 4log =5 +Zﬁk 110g +4ﬁm 110g1

En passant & la limite quand f — R, (et donc o — «):

m—1
1
liminf ®(c/) + log r(f) > 4log % + 3" B log o 4B log 2.

En passant a la limite quand p — 1, C — 1 et m — +00:
liminf ®(a/) +logr(f) = ®(a).
O

D’une part, en prenant o/ = «, nous avons immédiatement le corollaire
suivant.

Corollaire 9

SiaeBetsi feS, = R, uniformément sur tout compact de D,
alors
liminfr(f) > 1.

D’autre part, en ce qui concerne la famille des polynomes quadratiques
P, : z — €2™%(1 4 2), nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 10

La fonction YT : B — R définie par Y(a) := ®(«a) + logr(FP,) est
semi-continue inférieurement sur B :

liminf Y(a') > T(a).
weiings 1) 2 T

Démonstration. On se raméne a la proposition 8 page précédente en
travaillant dans la coordonnée linéarisante de P, , c’est-a-dire, en conjugant
par la linéarisante @, : D,(p,) — Aqs. Quand o — «, le polynome P, est
conjugué A une application f, := ¢, !0 Py og, qui converge uniformément
sur tout compact de D, (p,) vers la rotation R,. Pour se ramener a une
application univalente sur D, il suffit de conjuguer f,, par une homothétie
dont le rapport tend vers r(FP,) quand o/ — «. O
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De la proposition 8 page 42, on peut également tirer le résultat suivant
qui raffine la proposition 12 page 15.

Corollaire 11

Supposons que A = e avec o € B, A\, € D — \ non tangentielle-
ment et f, — R, uniformément sur tout compact de D avec f,(0) =0
et f/(0) = \,. Alors,

liminfr(f,) > 1.

n—-+o00

Démonstration. Les applications

A
gn = Ff
n )\n n
fixent l'origine avec dérivée e*™@ et g, — R, uniformément sur tout com-
pact de D. Comme « € B, la proposition 8 page 42 appliqué avec o = «
implique que
liminfr(g,) > 1.

n—-+00
Par conséquent, pour tout p < 1, si n est assez grand, la linéarisante ¢,
qui conjugue la rotation R, & g, est définie au voisinage de D,. De plus,
quand n — +00, @, converge uniformément vers 'identité sur ﬁp et ¢l y
converge uniformément vers 1. Le domaine D,, := ¢,(ID,) est invariant par
gn - Puisque A\, € D — X\ non tangentiellement, si n est assez grand,

An

(on utilise ici que la dérivée de ¢, sur 0D, est proche de 1). On conclut
alors comme dans la proposition 12 page 15. O

On peut utiliser les mémes arguments pour controler la taille asympto-
tique plutot que le rayon conforme des disques de Siegel. En particulier, on
a le résultat suivant (comparer au lemme 24 page 27).

Proposition 12

Sip/q— a€Betsi feS,, — Ry uniformément sur tout compact
de I, alors
lim inf ®unc(p/q) + log La(f°9) = @ ().

Démonstration. En reprenant les mémes arguments que dans la preuve
de la proposition 8 page 42 on peut montrer que I’application f°? est définie
et univalente sur un disque D, /, Avec

liminf @¢runc(p/q) +logr,/q = ().
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Comme g — 400, le lemme 21 page 25 montre que
lim inflog Ly (f°?) — log7,/4 = 0.

Le résultat en découle. O

2.3.9 Perturbation d’une rotation d’angle o € PM

On peut reprendre le méme type d’argument dans le cas ou « est un
nombre de Pérez-Marco. On obtient alors les résultats suivants.

Proposition 13

Siod € PM - «ae€PM,si feS,y — R, uniformément sur tout
compact de D, et si f, n’a pas de points périodiques dans D\ {0}, alors

liminf ¥(a/) + logr(f) = ¥(a).

Démonstration. Comme précédemment, étant donnés m > 0, C > 1 et
p<1,si f eS8y estsufisamment proche de R,, on peut choisir

00:.”: mflzc et PO ="'""= Pm—1 = pP.

Ensuite, puisque fo n’a pas de points périodiques dans D \ {0}, on peut
choisir

Cm =Um+1 == 2 et Pm = c/log(e/a;n), Pm+1 = c/log(e/a;nJrl)a s

avec ¢ une constante universelle. Le résultat suit alors aisément. O

2.3.10 Perturbation d’une rotation d’angle rationnel

Supposons que « € B — p/q et que f € S, — R,/, uniformément sur
tout compact de D. Alors f°? — Id uniformément sur tout compact de D.
L’exemple qui suit montre que sans hypothese supplémentaire, il est difficile
de controler r(f).

Exemple. Le polynome quadratique f : z +— e*™z(1 + ¢z) fixe 0 et

e~ 2ima _ q —2iTo
~ .

g a—0 3

Si & — 0 moins vite que «, de sorte que a = o(e), alors f — Id sur tout
compact de C mais r(f) — 0.
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Si a € B est suffisamment proche de p/q, alors p/q est une réduite
Pm/qm de a. Si a > p/q, m est pair et si a < p/q, m est impair. Dans les
deux cas, on a «,, — 0 et si 'on note

1
Am41 = P
m

le m + 1 ¢™€ coefficient de la fraction continue de «, on a

ams1 —— +00.
a—p/q

Proposition 14

SiaeB—p/qgeQ etsi

foq _ RZ‘]
f S Sa — Rp/q et W —

uniformément sur tout compact de D, alors

liminf 8, ® (1) + logr(f) =0

e

avec m l'entier tel que p/q est la m eme réduite de .

Démonstration. La condition portant sur le ¢ ™€ itéré de f implique

que pour tout p < 1, si « est suffisamment proche de p/q, on peut définir
un secteur U délimité par le segment [0,p], son image par f°? et une courbe
joignant p a f°4(p) (un morceau de spirale logarithmique). Si I'on recolle
[0,p] & son image, on obtient une surface de Riemann V. L’application de
premier retour dans U associée a f (et non a f°?), induit une application
holomorphe g : V' — V avec V' C V. On peut identifier V & Dg de sorte que
D* C V'. Les mémes arguments que ceux exposés dans la preuve du lemme 2
montrent que pour tout C > 1 et tout p < 1, si « est suffisamment proche
de p/q et si |z| < p/C, il existe k > 0 avec f°%(2) € U ; de plus, on a le
controle suivant sur 'application canonique de 4 dans V :

(vZ eU) (p—0>/ < Ix(e)l < <%>/

Le nombre de rotation de g est —ay,4+1. En reprenant les arguments ex-
posés précedemment, on voit que pour tout C' > 1 et tout p < 1, si « est
suffisamment proche de p/q,

log r(f) > log 5 = Bun (®(evms1) = Co)
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avec Cp une constante universelle. En passant a la limite quand a — p/q,
donc B, — 0, on obtient

liminf B, ®(amy1) + logr(f) = log p — 21log C.

Le résultat suit en faisant tendre C' et p vers 1. O

2.3.11 Perturbation d’une application ayant un point para-
bolique

Proposition 15

Considérons une famille d’applications f, dépendant analytiquement
de « dans un voisinage de p/q. Supposons que

f;;]q(z) =24+ A7 £ 02772 avec A #0.

Alors,

o P o log 27
liminf ®(a)+1 > Oyunc | = | +1og La (/] :
it ) 105 > B () s Ll 57) + 2

Démonstration. Posons ¢ = a —p/q. Quand ¢ — 0, on a
f9(2) = 2+ 2imqez + AzTT £ o(27Th) + o(e2).

Si Pon fait le changement de variable z = &/%w, lapplication f, est
conjuguée a une application g, dont le domaine mange tout compact de

C.Ona
T(fa) - ’6‘1/q7“(ga)

et
923 (w) = w + ew(2irg + Aw?) - (14 6(a,w))

avec 0(ca,) — 0 uniformément sur tout compact de C quand o — p/q.
L’application ga! est donc proche (& o(qa — p) pres) du flot au temps € du
champ de vecteur

d
= w(2img + Aw’)—.
£ :=w(2ing + Aw )dw

Ce flot est conjugué a la rotation d’angle ge au voisinage de 0. Soit 2 le
plus grand domaine ot il y a conjugaison. La propsoition 14 page précédente
implique que

lim il;lf B ®(am+1) +logr(ga) = lograd(2)
a—p/q
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¢ réduite de «.

avec m l'entier tel que p/q est la m em
Le domaine ) s’envoie par w — ( := w? sur le plus grand domaine de

linéarisation du champ de vecteur
d
¢’

C’est le demi-plan contenant 0 délimité par la médiatrice du segment [0,—2imq/A].
Le rayon conforme de ce demi-plan est [2mrq/A|. On en déduit que

q¢(2imq + AQ)

27q 1/q

rad(§2) =

En revenant aux coordonnées z de départ, on a donc

1 1 2
liminf B, ®(am+1) + logr(fa) — — log|e| = —log ik
a—p/q q q A
Comme B, = qle| et Bm_1 — 1/q, on a ay, ~ |¢%¢] et
1 1
Brm_1log — — ~log|q*c| — 0.
Om q a—p/q
De plus,
m—1 1
6]?71 log — q)trunc(p/Q)-
o QO a—p/q
Le résultat suit alors aisément. O

Comme un polynome quadratique F,/, n’a qu'un seul cycle de pétale,
on a le corollaire suivant.

Corollaire 16

La fonction T : B — R définie par Y («) := ®(«) + logr(P,) vérifie

log 2w

(Yp/q e Q) liminf Y(a) > Puunc(p/q) +log La(p/q) + :
a€B—p/q q
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2.3.12 Minoration de r(P,) quand o € B—a ¢ B

Proposition 17

Supposons ' € B —a € PM et f € Oy — fo € O, uniformément
au voisinage de 0. Si d,, — 07 est telle que fp n’a pas de point périodique
de période < ¢, dans Dy, \ {0}, alors

liminf ®(a’) + logr(f) > limsup ®,(a) + log d,,.

n—-+o00

Démonstration. On choisit pg = d,,, avec n; grand. Quand n; — 400,
dn, — 0. Donc, étant donné ng, si n; est suffisamment grand et si o/
est suffisamment proche de «, les applications renormalisées fi,fa,...,fn,
seront proches de rotations sur . On peut alors choisir Cy,C,Ch, ... ,Cy,
proches de 1 et pi,p2,...,pn, proches de 1. Puisque l'application f n’a
pas de point périodique de période < g, dans D, \ {0}, les applications
renormalisées fro+1, frng+2s --- fn, n'ont pas de point fixe dans D\ {0}. On
peut donc prendre C,, = 2 et p, = ¢/log(e/ay,) pour ng+1 < n < ny avec
¢ une constante universelle. Ensuite, pour n > nj, on peut prendre C,, = 2
et p, = da, avec ¢ une constante universelle. Alors,

ni
e
logr(f) > logdn, +o(1) = Y [ loglog—
k=ng+1 k

+o0 1
- > Biilog— —8,,Co
Qg
k=n1+1

avec o(1) — 0 quand f — fy et Cp une constante universelle. En ajoutant
®(a’) des deux cotés et en faisant tendre f vers fy, on obtient

ni
liminf ®(a’) +logr(f) = log dy, + ®p, (o) — Z Br—1loglog ai — By Co.-
k

k=ng+1
~+00 e
Puisque la série Z Or_1loglog — est convergente, on obtient le résultat
ag
k=0
en faisant d’abord tendre n; vers +oo puis ng vers +0o. O

Définition 4

Si « € R\ Q, on pose d,(«) la distance de 0 & ’ensemble des points
périodiques non nuls de P, de période < g,.
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Notons que si v € R\Q et si P, n’est pas linéarisable, alors d, () " 0.
n—-+0oo

On a donc le corollaire suivant de la proposition 17 page précédente.

Corollaire 18

Sid'eB—aePM\B, alors

liminf ® (/) + log r(P,) = limsup @, () + log d,,(c).

n—-+o00

Nous allons maintenant montrer un résultat analogue lorsque a ¢ PM .

Proposition 19

Supposons que o € R\ Q est tel que

1
lim sup G,,_1 log — > 0.

n—-+o00 Qo
Alors,

liminf ® () + log r(P,) = liminf ®,,(«) + log d,, ().

n—-4o0o

Démonstration. Soient p, /gy, les réduites de o. On a

Pn
o — —

an

1
lim — log
n—-+00 gy,

= lim f,_1loga,.
n—-+00

Par conséquent, il existe pp < 1 et une infinité de n tels que

R/len] < po avec e :=a— Ly
dn

On dit alors que p,,/q, est une bonne réduite de «.
Notons que « ¢ B et donc, d’apres la proposition 31 page 30, les fonctions
d’explosions Xy, := Xp,, /¢, sont de la forme

Xn(8) = X (0)3 - (1 +71n(9))

avec 7, — 0 uniformément sur tout compact de . Pour tout p < 1, si n
est suffisamment grand et si o/ est suffisamment proche de «, 'application
Xn est univalente au voisinage de D, et 'application

fo/,n = X:Ll o Py oxn
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est univalente au voisinage de D, et prend ses valeurs dans D. De plus, si
Pn/qn est une bonne réduite de «, alors c¢’est une bonne réduite de o’ pour
o/ suffisamment proche de « :

R/l < po avec el i=a— z—n
n

L’application f, , coincide avec la rotation d’angle p;, /g, aux racines g, “™

de &/, . Par conséquent, si p, /gy, est une bonne réduite, si n est suffisamment
grand et si o/ est suffisamment proche de «,

fa’,n(z) = e2i7rpn/qnz(1 + (5;1 - an)go/,n(z)) avec SBP |go/,n| < 1/an.
P

Si p/ < p et si n est suffisamment grand,

sup |(e), = 27)gor n(2)| < (0'/p) " < 1/gn.
ZEDP/

Si pn/gn est une bonne réduite, si o/ est suffisamment proche de « et si n
est suffisamment grand, on peut donc itérer g, fois f,/ , sur un disque de
rayon arbitrairement proche de 1.

oQn SR 2iTqne! : emes /
Comme f o' fixe 0 avec multiplicateur e**"4¢n et les racines g, de g,
avec le méme multiplicateur en chaque racine, on a

o e2imanen — ’ ’ /
fag,r;’b(z) =z+ el Z(En - zqn) ) (1 + (En - zqn)ha/ﬂ(z) B Enho‘,vn(o))'
n
De nouveau, on montre que pour tout p < 1, si p, /g, est une bonne réduite,

si o/ est suffisamment proche de « et si n est suffisamment grand, sur D,,,
(en = 27)har n(2) — epharn(0) < 1.

Le q, eme jtéré de far, est donc bien approché par le flot au temps 1 du
champ de vecteur

Eor m 1= 2imqnz(e), — 27).
Pour tout p < 1, si l'on se restreint maintenant a un disque de rayon
p ®%/lel |, ce flot est approché par la rotation d’angle ¢,e], avec une erreur
o(gqnel,) . On conclut alors comme dans la proposition 14 page 46 que pour

tout n > 0, si p,/q, est une bonne réduite de « et si n est suffisamment
grand,

1
liminflog r(fo) + B, ®(al 1) — o loglel| = —n.

o =«
Notons que
logr(Pa/) = logr(fo/,n) + log‘X;n/qn (0) ‘ :
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De plus, si p, /g, est une bonne réduite de « et si n est suffisamment grand,

Y/ lenl

Par conséquent pour tout 1 > 0, si p,/q, est une bonne réduite de « et si
n est suffisamment grand,

liminflog r(Py) + ®(a/) = ®,(a) + logd,(a) — 7.

o —a

2.4 Majoration de r(P,)

Jean-Christophe Yoccoz [Y] a montré qu’il existe une constante C' telle

que pour tout a € R, il existe une application f € S, avec r(f) < Ce2(),
En combinant ce résultat avec le théoreme 17 page 20 on obtient le théoreme
suivant.

Théoréeme 20

Il existe une constante C telle que pour tout a € R,

r(P,) < Ce ®@)

Dans cette partie, nous exposons une démonstration qui a été obtenue
en collaboration avec Arnaud Chéritat. Nous obtenons un résultat un peu
plus fort.

Définition 5

Pour tout irrationnel a et tout entier n > 0, on pose

Xp(a) ={z € C* | z est un point périodique de P, de période < g¢,}.

Théoréme 21

Il existe une constante C' telle que pour tout aw € R\ Q,

d(0,Xn(a)) < Ce=®n(@),

En particulier, nous retrouvons les résultats suivants:

e lorsque ®(a) = +o0, l'origine est accumulée par des points périodiques
de P, et donc P, n’est pas linéarisable;
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e lorsque ®(a) < +o0, P, ades points périodiques a distance < Ce %@

de Porigine et donc r(P,) < Ce~®(®),

2.4.1 Rayon conforme d’un domaine de C contenant 0

Plut6t que de manipuler directement la distance de 0 a X,,(«), Arnaud
Chéritat a eu l'idée de travailler avec une notion de rayon conforme de
C \ Xn(o) (qui n’est pas simplement connexe). Ici, nous proposons une
variante de la définition utilisée par Arnaud Chéritat.

Définition 6

Si U € C est un domaine contenant 0, on pose rad(U) := sup |7’(0)|
avec 7 : D — U holomorphe, 7(0) =0 et m(z) # 0 pour z # 0.

Il est facile de voir que le supremum est atteint pour les fonctions 7 : D — U
telles que
7:H — U\{0}
7 — W(e2i7rZ)
est un revétement universel (H est le demi-plan supérieur). En particulier,
si U est un ouvert simplement connexe, rad(U) est le rayon conforme usuel,
c’est-a-dire, rad(U) = |7’(0)| avec 7 : D — U un isomorphisme qui fixe 0.

Notons quesi U C V', alors rad(U) < rad(V') avec égalité si, et seulement
si, U = V. En particulier, si U C D, alors rad(U) < r.

Si U :=C\ {1} la fonction modulaire A(7) est un revétement universel
A:H — U, et un lacet autour de 0 se releve en 7 — 7 + 2. D’apres Lars
V. Ahlfors [A],  lim  A(7)e™™7 =16 et donc rad(C\ {1}) = 16. On en

Im(7)—+o0

déduit que si U C C est un domaine contenant 0,
d(0,0U) < rad(U) < 16 - d(0,0U0),

I’égalité de gauche étant obtenue lorsque U est un disque centré en 0, et
celle de droite lorsque U est égal a C moins un point.
En considérant le revétement (non ramifié) C* — C* de degré ¢ donné
par z — 2%, on voit que si U := C\ {z | 27 = wy} alors rad(U) = ¥/16|wy].
Si le supremum est atteint pour une application = : D — U, alors
m: D\ {0} — U\ {0} est une isométrie pour les métriques de Poincaré.

Le coefficient en z € D\ {0} de la densité de Poincaré de D\ {0} est
—1/(|z|log |z|). Le rayon conforme rad(U) et la densité de la métrique de
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Poincaré py(z)dz de U\ {0} sont donc reliés de la maniere suivante : quand

-1 log rad(U) 1
o —— 1 — — .
pu) \zrlog\zr<+ tog 2] +O<log\zr>>

Ce qui va nous intéresser, c’est de combien décroit le rayon conforme
d’un domaine lorsqu’on en retire des points. Pour cela, on dispose du résultat
suivant.

z—0,

Proposition 22

Si U,V C C sont deux domaines contenant 0 et si x : U — V est une
application holomorphe telle que x(0) =0 et x(z) # 0 pour z # 0, alors
pour tout ensemble fini S C U \ {0} :

rad(V'\ x(9)) o rad(U \ 5)
rad(V) = rad(U)

Démonstration. On applique le lemme de Schwarz relatif ci-dessous a
X=U\{0}, Y =V\{0}, f=x,Y' =Y \x(9) et X'=x"1Y').Ona

I py < I py:
PX px’

)

ce qui peut étre écrit sous la forme

*
pxt v ey
px — [*py  py

En considérant le comportement asymptotique en 0, et en utilisant la rela-
tion entre rayon conforme et densité de Poincaré, on obtient :

/ !
) 1 1 rad(X)+O< 1 ><1 1 1 rad(Y)+O< 1 >

+ log |2| ©8 rad(X) log | 2| + log |2| ©8 rad(Y) log | z|
et donc,
rad(Y”) o rad(X")
rad(Y) = rad(X)’
Le résultat suit aisément. O

Il est bien connu qu’une application holomorphe f : X — Y entre
deux surfaces de Riemann hyperboliques est contractante pour les métriques
hyperboliques. Le lemme suivant montre que si ’on retire des points de Y
et la préimage de ces points dans X, 'application est moins contractante.
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Lemme 23 (Lemme de Schwarz relatif)

Soit f : X — Y une application holomorphe entre deux sur-
faces de Riemann hyperboliques. Soit Y’ C Y un ouvert de Y et soit
X' = f~YY"). Alors, sur X',

oy _ oy
px  pxt

<1

Démonstration. La preuve est basée sur 'utilisation de métriques ul-
trahyperboliques (voir [A] section 1.5 pour la définition). Cela nous a été
suggéré par Curtis T. McMullen.

11 suffit de montrer le résultat dans le cas ot Y’/ est obtenu en retirant un
point quelconque de Y . En effet, on obtient alors le résultat par récurrence
lorsque Y’ est obtenu en retirant un nombre fini de points de Y. Puis on
obtient le résultat par passage & la limite si Y’ C Y est un ouvert quelconque.
Considérons donc le cas oll Yy € Y est un point quelconque et Y =Y \{yo}.
On va montrer qu’alors que la métrique o définie sur X’ = X \ f~Hyo} par

_ oy
[*py:

g 15'¢

se prolonge continiment en une métrique ultrahyperbolique sur X . Comme
la métrique de Poincaré est la plus grande des métriques ultrahyperboliques,
on aura

ce qui donne le résultat voulu.
La métrique o n’est a priori définie que sur X'\ Cy, ot Cy est I'ensemble
des points critiques de f. Mais puisque

Y
o= <,o Of> CpXT
Py

on voit que o est strictement positive et de classe C? sur X’. Sur X'\ Cy
on a

Alogo = Alog f*py +Alog pxr — Alog f*pyr = [*py > + [px:)> = [ py]*.

La deuxiéme égalité vient du fait que les trois métriques ont courbure —1.
Puisque Y/ C Y, on a py < pys sur Y/, et donc, f*py < f*pyr sur X'. Et
puisque, f*py est ultrahyperbolique sur X', on a f*pys < pxs sur X’. On
en déduit facilement

* . , 2
Alogo = [f*py )2 + [ox]? — [f*pyr]? = [M] =0’
I*py:
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Puisque Cy est discret dans X', cette inégalité est valide sur X'. Par
conséquent, o est ultrahyperbolique sur X’.

Sur X', on a f*pyr < px/ et donc o > f*py . En travaillant dans des cartes
locales au voisinage des points de X \ X', on montre que o se prolonge
continiment en ces points par ¢ := f*py . La métrique f*py supporte donc
la métrique o aux points de X \ X’ et o est une métrique ultrahyperbolique
sur X. O

2.4.2 Majoration de rad(C\ X,(a))

Définition 7

Pour « € R\ Q et n > 0, posons

Vo(a) :=C\ Xp(a) et rp() :=rad(Vy(a)).

Pour montrer le théoreme 21 page 52 il suffit de montrer qu’il existe une
constante C' telle que pour tout « € R\ Q, r,(a) < Ce ®nle),

Regardons ce qui se passe pour les premieres valeurs de n. Si o9 < 1/2,

g = 1 et ¢1 > 2. Dans ce cas, Xo(a) ne contient qu'un seul point:

e~2™> _ 1. On montre aisément que

ro(a) = 16e %™ — 1] < 32me~*0(®),

Siag>1/2, g =q1 =1 et g2 > 2. Dans ce cas, Xo(a) = X1(a). On
montre aisément que

ro(a) =ri(a) = 16|e—2i7ra -1 < 3976~ 21(a) < 39— ®o(@)

Passons maintenant de ’étape n — 1 a I’étape n. Nous pouvons pour
cela supposer ¢, > 2. Le résultat central est le suivant.

Proposition 24

Il existe une constante C' (qui ne dépend ni de « ni de n) telle que

1 log gy,
log 7 () —log ry—1(a) < =1 log ot o280 (2.2)

dn

Le théoreme suit alors facilement puisque la somme des (loggy,)/qn est
uniformément majorée, indépendemment de «.

Démonstration. Pour passer de V,,_1(a) a V,(«), on retire des points
périodiques de période ¢,. Par conséquent, r,(a) < rnp—1(a).
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Si |a — pn/an| > 1/(242), la théorie des fractions continues donne:

1 I
0< — Bt log — + 5210
(6%

n Qn

et dans ce cas, I'inégalité (2.2) est triviale.

1l suffit donc d’étudier le cas |a — pn/qn] < 1/(2¢}). La majoration de
log () —log r,—1 () s’obtient en contrélant un cycle particulier de période

qn de P, :
Cla) := Xpn/an { /o —pn/qn} .

rad(Vo—1(a) \ C(a))
rad(Vi,—1(a))

Nous allons majorer la perte de rayon conforme

Pour simplifier les notations, posons
Pi=Dny, Gi=Gqn, X = Xpjq €6 Bi= D(a,l/(2q3)).
De plus, pour o € B, posons
X () := {z eC” | z est un point périodique de P, de période < q}

et
V(a):=C\ X(d).

emme 25
L’ensemble X (') bouge holomorphiquement avec o’ € B.

Démonstration. L’ensemble des parametres o/ € C pour lesquels ’en-

semble des points de période < ¢ ne bouge pas holomorphiquement est

contenu dans U P, (voir définition 7 page 27). On controle la distance
7'<q

de a a cet ensemble via l'inégalité de Yoccoz comme pour le lemme 27

page 28. O

Soit 74 : D — V() une application qui ne s’annule qu’en 0 et vérifie
|m2,(0)] = rad(V(a)). Pour @’ € B on peut faire la construction suivante
(qui n’est pas sans rappeler la construction du plongement de Bers des es-
paces de Teichmiiller). Soit

1. ¥ :V(a) — V(a/) un homéomorphisme quasiconforme,

2. g := O/ la forme de Beltrami associée,

3. i la forme de Beltrami qui est égale & 7} sur D et 0 hors de D,

4. 1; : C — C T'homéomorphisme quasiconforme qui integre la forme fi

normalisé par ¥(0) = 0 et 9(z) = z 4+ O(1) quand z — oo,
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5. V(o) = (D) et
6. mor: V(o) — V()
z — Yomyoi(2).

On a donc le diagramme commutatif :

(D,0)

Pour tout o/ € B, lapplication 7o : V(a/) \ {0} — V(<) \ {0} est un
revétement holomorphe qui ne dépend pas du choix de . L’application

U o x (V@) \{0}) — J o x (V(a)\{0})
o’'eEB o'eB
(o/2) — (o/,7ra/ (z))

est un revétement analytique. De plus, comme X (a') bouge holomorphi-

quement, le bord de ‘7(a’ ) bouge holomorphiquement.
Posons

U:: Dl/(2q4)l/q et S:: {5€C|p/q+6q:0é}CU
Notons que x(S5) = C(«a) et

Vo eU) ad):= %’ +6%€ D(ev1/q*) € B € D(p/q.1/¢%).

L’application y : U — C ne s’annule qu’en 0 et pour tout § € U, x(9)
appartient a V(a(é)) . L’application y : U — C se reléve en une application
holomorphe x : U — C telle que x(0) =0, x(§) # 0 pour § # 0 et

(Vo eU) x(8) € V(a(d) et x(8) = ma) (X(9)).

emme 26
Pour tout § € U, on a

log 16

V(a(d)) C D, avec logp:= T+

Démonstration. D’apres le théoréme du 1/4 de Koebe, pour tout o’ € B,

‘7(&’ ) C Dy4. De plus, le bord de V(a’ ) bouge holomorphiquement dans
D4\ {0} quand o' varie dans B. Le résultat suit du lemme de Schwarz. O]
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D’apres la proposition 22 page 54, on a donc

rad(D, \ X(9)) _ rad(U \ S)
rad(D,) = rad(U)

De plus, 7y : V() \ {0} — V(a) \ {0} est un revétement, et donc,

rad (V(e) \ 7,1 (C(e)))  rad(V(a))

rad(V(a) \ C(a)) rad(V(e))

Comme V(a) =D et comme V(a) \ 7, (C(a)) € D, \ X(S), on a

rad(V(a) \ C(a))
rad(V(a))

< rad(D, \ X(9))

rad(U \ 5)
rad(U)

< V16la —p/q|- /2¢* - p.

En termes de logarithmes de rayon conforme, cela implique

rad(D,)

I — log32 41 log 16
log rp(a) — logrp—1(a) < ogla pn/Qn|+ %8 + 08 Gn o8

qn qn dn 1+ Qn/ 2
1 lo
< —fpalog — + 020
an Qn
pour une constante universelle C'. O

2.5 La fonction o — ®(a) + logr(P,)

Les résultats établis dans les deux paragraphes précédents montrent que
la fonction o — ®(a) + logr(P,) est uniformément bornée sur l’ensemble
des nombres de Brjuno:

(3C € R) (Va € B) |®(a) +1logr(P,)| < C. (2.3)

Avec Arnaud Chéritat, nous avons montré le résultat suivant, conjecturé
par Stefano Marmi [Ma].

Théoréme 27

La fonction « — ®(a) + logr(FP,) se prolonge continiment a R.

En fait, Marmi, Moussa et Yoccoz [MMY] ont fait la conjecture plus
forte que la fonction a — ®(a) + log (P, ) est holderienne d’exposant 1/2.

La fonction a+— ®(a) +log r(P,) n’est définie que sur I’ensemble B des
nombres de Brjuno. Commencons par définir un prolongement YT : R — R.
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F1a. 2.2 — Le graphe de la fonction o — ®(«a) + logr(P,) avec a € [0,1].
L’intervalle image est [0,log(2m)].

2.5.1 La valeur de T aux nombres de Brjuno

Définition 8

Pour a € B, on pose

T(a) = ®(a) +logr(P,).

2.5.2 La valeur de T aux nombres rationnels

Définition 9

Pour tout nombre rationnel p/q, on pose

log 2
T <Z_)> = cI)trunc <Z_)> + log La <Z_)> + g Tr-
q q q q

2.5.3 La valeur de T aux nombres de Cremer

Nous dirons que € R\ Q est un nombre de Cremer si ce n’est pas un
nombre de Brjuno.

Définition 10

Pour tout irrationnel « et tout entier n > 0, on pose

n
1
Py (a) = Z Br—1 log o
k=0 k
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On reprend les notations de du paragraphe précédent : pour o € R\ Q,
on pose

X, (a) ={z € C* | z est un point périodique de P, de période < g}

et
rn(@) :=rad(C \ X,()).

La suite (7, ())n>0 est décroissante et converge vers r(P,) quand n — +00.

En effet, si P, n’est pas linéarisable, 0 est accumulé par des points périodiques

de P, . Puisque P, est tangent a la rotation d’angle « € R\ @, on a alors
Tn(Oé) n;\jroo d(onn(a))'

Si P, est linéarisable, le disque de Siegel A, est contenu dans C\ X, («)

pour tout n > 0 et le bord de A, est accumulé par des points périodiques

de P,. On a alors

lim ®,(«a)+ logr,(a) = T(a).

n—-+00

Théoréme 28

Pour tout o € R\ Q, la suite
®,(a) + log ()

est minorée et converge vers son infimum quand n — +oo.

Démonstration. Pour a € R\ Q et n > 0, on pose
n(@) = Ba(a) + log 7 (a).

D’apres la proposition 24 page 56, il existe une constante C telle que pour
tout « € R\ Q et tout n >0,

Up () —up—1(a) < CIOg n.

an

La série de terme général (logq,)/q, est convergente. La suite u,(a) est
donc essentiellement décroissante. Il suit immédiatement que
Va e R\Q) lim wu,(a) = inf uy ().
n—-+00 n=0
Pour voir que cette limite est finie, il suffit d’observer que pour tout n > 0,
a — up(a) est une fonction continue sur R\ Q. Elle est minorée sur B

par a — ®(a) + logr(P,) qui est elleeméme minorée indépendamment de
acB. O



2. La fonction de Brjuno-Yoccoz 62

Définition 11

Pour tout nombre de Cremer «, on pose

T(a) = lim @,(a)+logr,(a).

n—-+o0o

Remarque. Cette définition est équivalente a

T(a) = nEI—ll—loo P, () + log d(0,X,, ().

2.5.4 Continuité de T
Nous allons maintenant montrer que pour tout o € R,

lim Y(d) = T(a).

a’'eEB—a

Cela suffit & montrer la continuité de Y.

Lemme 29
La fonction T est semi-continue supérieurement sur R\ Q :

limsup  Y(d/) < T(a).
o/ ER\Q—a€R\Q

Démonstration. Pour tout o € R\ Q,

T(a) = inf &y () +logra(a)
avec a — P, (a) + logr,(a) continue sur R\ Q. O

D’apres le corollaire 10 page 43, T est semi-continue inférieurement sur
B:

liminf Y(o&' >7T .
JAming T(a) > T(e)

On a donc

li Y )=T7T
weh s T (@) =T(a),

ce qui regle le cas ou a est un nombre de Brjuno.

Le lemme suivant est une conséquence des techniques d’implosion para-
boliques qui permettent de contréler la position d’un cycle de période gn,+1
de P, pour o proche de p/q et m Ventier tel que p/q est la m eme réduite
de o.
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Lemme 30

Quand o/ € R\ Q — p/q, on a

lim sup ®,,,+1(a’) + log rpmy1(a’) < Y(p/q).

(&

avec m Dentier tel que p/q est la m M€ réduite de o .

Comme
T(a) < @y () +log rmyi(a’),

on a donc

limsup Y(a') < T(p/q).
o’'eB—p/q

D’apres le corollaire 16 page 48, on a

liminf Y(a') > Y(p/q).
o'eB—p/q

Cela regle le cas o o = p/q € Q.

Il ne reste plus qu’a étudier le cas ou « est un nombre de Cremer. Ce
qu’il nous faut montrer, c’est que

liminf T(a/) > T ().

a’'eEB—a

Si a € PM, le résultat est donné par le corollaire 18 page 50. Si o ¢ PM ,

1
sup B_1 log — = +o0.
k>0 Qg

Le résultat est donné par la proposition 19 page 50.
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Chapitre 3

Ensembles de Julia d’aire
strictement positive

Le résultat central de ce chapitre est I'existence d’ensemble de Julia de
polynémes quadratiques de mesure de Lebesgue strictement positive. Pour
faire plus court, nous parlerons d’aire. Dans 'un de ses mémoires, Pierre
Fatou avait soulevé le probleme de savoir ce que I'on pourrait dire de ’aire
des ensembles de Julia. Pendant longtemps, la conjecture a été que l'aire de
I’ensemble de Julia d’un polynéme serait toujours nulle. Il y a une vingtaine
d’année, Adrien Douady ainsi que Thomas Nowicki et Sébastien van Strien
ont réalisé qu’il en était autrement. Adrien Douady a alors initié un pro-
gramme qu’Habib Jellouli a commencé a débroussailler. C’est dans ce cadre
qu’il a démontré le lemme 22 page 26 qui est essentiel dans les résultats que
nous utiliserons. C’est Arnaud Chéritat qui a fait la plus grande avancée.
Apres sa thése, il n’y avait plus de doute concernant I’existence de polynémes
quadratiques ayant un ensemble de Julia de mesure positive. Dans ce cha-
pitre, nous présentons une preuve de ce résultat que nous avons obtenue en
collaboration avec Arnaud Chéritat.

3.1 Disques de Siegel introvertis

Nous allons considérer une suite de nombres de Brjuno qui converge vers
«. Nous noterons cette suite «, (& ne pas confondre avec la suite définie
par l'algorithme de Gauss que nous n’utiliserons pas dans ce paragraphe).
Nous noterons pg/qi les réduites de «.

Dans tout ce paragraphe

a:=[ag,al,...] et 6:=[0tq,...]
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sont des nombres de Bruno et (o) est une suite de nombres de Brjuno
convergeant vers « de la forme

Qp 1= [ao,al, ce ,an,An,tl,tg, .. ] (31)

Notons que pour k < n, les réduites py/qr sont les mémes pour a et pour
Q.

F1c. 3.1 — Superposition de deux disques de Siegel: A, (en gris clair) et
A, (en gris foncé).

Théoréme 1

Si
a:=[ag,a1,...] et 6:=[0,ty,...]

sont des nombres de Bruno et si
Qp = [ao,al, e ,an,An,tl,tg, .. ]

alors, pour tout ouvert U C A,

lim inf densy (Aa,, ) =

n—-+00

N —

Démonstration. On vérifie facilement que:

@(an) —ilogAn — O(a).

dn n—-4o0o

En particulier, si %/4, — 1, ®(a,) — ®(a) et 7(Pa,) — r(Pa). Dans ce
cas, pour tout ouvert U C A,

densy(Aq,) N 1.
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Nous pouvons donc a partir de maintenant supposer que

liminf /A, = A > 1.

n—-4o0o

Pour obtenir le résultat, nous allons controler la géométrie du disque de
Siegel A, .
Posons €, := a;, — pn/qn. On montre facilement que

1
A, =|———
Llr%knd

1
limsup ®/|e,| = q1< 1.

n—-+00

et donc

Pour p < 1, définissons

zIn pin

X, = S —

€ Dsn} avec Sy :

zIn — e,

F1G. 3.2 — Le bord d’un ensemble X, (p).

Ce domaine est étoilé par rapport & 0, évite les racine g, ¢™¢ de &,,. Il est
contenu dans le disque D,, mais n’y est pas relativement compact. Pour
tout ouvert U contenu dans D,,

lim inf densy (Xn(p)) =

n—-4o0o

DN =

Puisque les valeurs d’adhérence de la suite x, : D,, — C sont des iso-
morphismes x : D — A,, le théoréme est un corollaire de la proposition 2
ci-dessous. O
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Proposition 2

Supposons «,, définie par I’équation (3.1) avec liminf %/A, > 1.
Pour tout p < 1, si n est assez grand, le disque de Siegel A,, contient

Xn (Xn(p)) .

Démonstration. Pour simplifier, nous supposerons que n est pair. Dans
ce cas, €, >0 et gu—1 - (Pn/qn) = —1/¢, mod(1).

Les valeurs d’adhérence de la suite x, : D,, — C sont des isomorphismes
x : D — A, . Par conséquent, quand n — +0o0, le domaine de ’application

Jn = X;Ll © Loy © Xn
mange tout compact de . Nous allons montrer que pour p < 1 et n suffi-
samment grand, le disque de Siegel de f,, contient X, (p). Cela démontrera
la proposition.
Commencons par donner une interprétation dynamique de X, (p) et pour
cela, considérons le champ de vecteurs

d
n = 2iMqnz(en — 21)—.
13 iTqnz(en — 2 )dz

Ce champ de vecteur est tangent au bord de X,,(p), qui est donc invariant
par la dynamique (réelle) de &, .

Fi1a. 3.3 — Quelques trajectoires réelles du champ de vecteur &, ; les zéros
du champ de vecteur sont indiqués.

Nous souhaitons comparer la dynamique de f, et celle de &, .
Notons que comme p,/q, —a =0(1/q,) et a, —a =0(1/q,), le lemme de
Jellouli implique les domaines de fr™""' et de fn9" mangent tout compact
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de D. Rappelons que nous travaillons sous I’hypothese que n est pair, et
donc que ¢u—1 - (pn/qn) = —1/g, mod(1).

emme 3

On a .
eQZW/C]nfgnfl(z) = Z + fn(z) ° gn(z)
et

(Vp<1) sup|gn(z)| < B, avec “%/B,— 1.
BN

Démonstration. L’application f, coincide avec la rotation d’angle p, /¢,

sur Pensemble des racines g, ©™° de &, et ¢n_1- (Pn/qn) = —1/¢n mod(1).

, y [e] — . >
Par conséquent, €2/ f;" '(2) fixe 0 et les racines g, ¢ de &,. Cela

montre que e27/dn faln=t peut s’écrire sous la forme requise. L’estimée sur
le module de g, suit du fait que (g, —29)g,(z) — 0 uniformément sur tout

y O — N
compact de D, car e2i7/an faln=t est & valeurs dans . O
emme 4
On a

[0(z) = 24+ & (2) - (1 +1n + (en — zq")hn(z))

M| < Bn-len| et (Vp<1) sup|hn(2)| < B, avec %/B,— 1.
|z|<p

Démonstration. L’application f,?" fixe 0 avec multiplicateur e*7nen et

les racines ¢, "¢ de €, avec le méme multiplicateur en chaque racine. Elle
est donc de la forme requise avec

e2TIEn = 1 4 2imgnen (1 + 1+ 5nhn(0)),
(la dérivée de fr aux racines g, "¢ de ¢, étant égale & 1—2imq2e, (14n,)).
Quand n — 400, 2img,e, — 0, et donc

e2i7an€n -1

Mn = —-1- 5nhn(0) =é&n- (_hn(o) + O(Qn))-

2T qneEn

Il nous suffit donc de montrer que

(Vp<1) supl|hn(2)| < B, avec %/B, — 1.
|2|<p

Cela suit du fait que |229"h,,(z)| — 0 uniformément sur tout compact de D,
car fp!" est a valeurs dans ID. O
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orollaire 5

On a
[al(2) = 2+ &u(2) - kn(2)

avec k, — 1 uniformément sur tout compact de D.

OQqn

Il est donc raisonnable de penser a f,*" comme & une perturbation du flot
au temps 1 du champ de vecteur &,. Pour comparer la dynamique de f,
et celle de &,, nous allons estimer le temps complexe pour passer de z a
e2m/an oI =1(2) et & fr?(2) en suivant le champ de vecteur &,. Cest Pobjet
des deux lemmes qui suivent.

Lemme 6
Quand n — +0o0, le domaine de la fonction

1

vn(2) ::/
" [Z762i77/(1nf2q"_1(z):| gn
mange tout compact de D. De plus,

(Vp<1) sup|on(z)| < Bn avec %/B,— 1.
|2|<p

Démonstration. D’apres le lemme 3 page précédente,

€2iﬂ/qnf;;qn—1(z) —2=2£n(2)  gn(2)
et

(Vp<1) sup|gn(z)| < B, avec /B, — 1.
BN

D’apres 'inégalité des accroissements finis, si

"U) - Z’ < ‘fn(z) : gn(z)

)

alors
n (w)
En(2)

Sip<p <1letsizeD,,alorsweée Dy pour n suffisamment grand, car
&n(2) - gn(2) — 0 uniformément sur D,. On a

_ 1‘ < |gn(2)] - Sup }\SZ(C)‘-

sup |gn(2)| - sup [€,(QO)] — 0.
2€D, CED, n—+0o

Le champ de vecteur &, ne s’annule donc pas sur le segment I, reliant z a
eim/an £ 1) et v, (2) est bien défini. De plus,

1
&n(<)

~ |gn(z)‘

n—-+o00

|on(2)|< €0 (2) - gu(2)] - sup
cel

z
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Cela donne la majoration annoncée de v, . O

Lemme 7
Quand n — +o0, le domaine de la fonction

1
un(e) = /[z,f;zq" ()] &n

mange tout compact de ID. De plus, pour tout p <1, on a

(Vz e D) !un(z) - 1! < By (len| + |27) avec  %/B, — 1.

n—=0o0

Démonstration. La méme démonstration que précédemment en rem-
placant la fonction g, par la fonction k, du corollaire 5 page précédente
montre que le domaine de u, mange tout compact de ID. De plus, d’apres
I'inégalité de la moyenne,

1 1

|un(z) - kn(z)| < |§n(z) : kn(z)| . sup 20 L

ce[zf30m ()]

< k) swp o |E(Q)
¢e [z (2)]

La majoration de ‘un(z) - 1! suit en utilisant le lemme 4 page 68 qui permet
de majorer ky(z) — 1. O

Nous devons montrer que pour tout p < 1, si n suffisamment grand, X, (p)
est contenu dans le disque de Siegel A,, . Il suffit pour cela de montrer
que pour toute suite z, € X,(p), si n est suffisamment grand, l'orbite
de z, sous itération de f, est infinie, ou, ce qui revient au méme, qu’il
existe une suite de composées de frp™"! et de fp?" pour laquelle 'orbite
de z, est infinie. Nous allons utiliser les techniques de renormalisation de
Douady-Ghys-Yoccoz. Pour cela, nous allons travailler dans des coordonnées
qui redressent le champ de vecteur &, .

Considérons d’abord I'ouvert

Qn::{ZEC‘LGD}

2 — gy

qui est invariant par le flot réel du champ de vecteur &, .
L’application
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Fia. 3.4 — Un exemple d’ouvert 2y,

est un revétement ramifié de degré ¢, , ramifié en 0. Il y a donc un isomor-
phisme ¥, : Q, — D tel que

an

(n(2))™ =

2 — g,

On note ¢, : D — Q,, son inverse et m, : H — Q, \ {0} (H est le demi-plan
supérieur) le revétement universel défini par

Tn(Z) = ¢p (ezi”q"E”Z) .

On a alors
. d
mén = —.

dz
La préimage de X,,(p) est le demi-plan

1 €n
H,(p) := {Z cC ‘ Im(Z) > Tn(p)} avec Tp(p) = CE— log (1 + E) ]

Définissons maintenant des applications F), et G,, par

1

qAen

Fo(Z) = Z +un(mn(2)) et Gu(Z) =Z+va(mn(2)) —

Etant donné que les domaines de u, et v, mangent tout compact de D),
pour tout p < 1, si n est assez grand, les domaines de F,, et GG,, contiennent
H,(p). De plus, les estimées sur le module de w, et de v, montrent que
pour tout p < p’ < 1, si n est assez grand, les restrictions de F), et G,, a
H,,(p) sont & valeurs dans H,(p’).
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Etant donné que uy, (wn(Z )) est le temps complexe pris pour passer de m,(Z)

A fa"om,(Z) en suivant le champ de vecteurs &, , pour p < p’ < 1 et pour n
suffisamment grand, 'application F), : H,,(p) — H,(p") releve 'applicaition

fa® Xn(p) — Xn(p') :

T 0 Fy = 0 omy,.

Etant donné que la rotation d’angle —1/q,, se reléve en la translation Z — Z—1/(q2e,)
et puisque v, (ﬂn(Z)) est le temps complexe pris pour passer de m,(Z)

a eim/an f29n=1 o 7 (Z) en suivant le champ de vecteurs &,, Papplication

Gy : H,(p) — H,(p') releve application fr" " : X, (p) — Xn(p') :

T 0 Gy, = f =1 o,

Nous souhaitons maintenant controler les itérés de F,, pour un nombre de
coup de 'ordre de A, = [1/(¢2c,)|. Ce nombre est tres grand et le controle
est donc délicat. Pour cela, nous disposons du lemme suivant.

emme 8
Supposons que F' : H — C vérifie

\F(Z) - Z - 1| < k(Re(2))

avec k: R —]0,1/10[ une fonction telle que log k est 1/2-Lipschitzienne.
Soit I" le graphe d’une primitive de —2k. Alors, tout point Z € H qui se
trouve au dessus de I' a une image au dessus de I'.

Démonstration. Soit K la primitive dont I' est le graphe. Supposons par
Pabsurde qu’il existe un point Z = X + Y avec Y > K(X) dont I'image
F(Z)=X'+1iY' vérifie Y/ < K(X'). Alors,

0<KX)-KX')<Y-Y' <k(X) et X’—X>1—k(X)>%.

Par conséquent, il existe X” € [X,X'] C [X,X + 11/10] tel que

K(X) - K(X') 10

" o_ e
2(X") = =L < k().
Or,
KX) 1, 11 9
log -t < (X" = X) < — < log -
% 5xm) < 2 )< g5 <loeg

D’ou une contradiction. O
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D’apres le lemme 7 page 70, pour tout p < 1 et tout Z € H,(p),

|Fo(Z) — Z = 1| < Bp(en + |m(2)|™) avec /B, — 1.

n—+o0o
Posons T}, := 1/(¢2e,). On a

q eQiﬂZ/Tn
(WW(Z)) =¢n 14+ 62@'7rZ/Tn :

Par conséquent, pour tout p < 1 et tout Z € H,(p),
|Fo(Z) — Z — 1] < kn(Re(2))

avec k, la fonction T}, -périodique définie par

1 pin
kn(X) := Bpen (1 + |1 T sneQi”X/Tn|> avec S, = rn e

Pour n suffisamment grand, k, vérifie les hypotheses du lemme 8. Si K,
est une primitive de —2k,,, sur chaque intervalle de longueur T}, , la fonction
K, décroit de

Th
2/ k(1) dt = O(B,).
0
Ces considérations amene le lemme central qui suit.

emme 9

Pour tout p < p’ < 1, si n est suffisamment grand, alors pour tout
Z € H,(p) il existe un entier k tel que W := F% o G,,(Z) € H,(p') et
Re(W) > Re(Z).

Nous pouvons maintenant utiliser les techniques de renormalisation de Douady-
Ghys-Yoccoz. Supposons

0<pi<pa<ps<l et Z,=X,+1iY, € H,(p1).

Si n est suffisamment grand, on peut définir une demi-bande U/, dont le
bord est la réunion de

C:={X, +it | t>7n(ps)}, Fa(l)

et le segment reliant X,,+i7,(p3) a son image par F),. La surface de Riemann
V,, obtenue en recollant Z € ¢ avec F,,(Z) € F,(f) est un cylindre isomorphe
a un disque épointé.
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Si n est suffisamment grand, pour tout Z € U, NH,,(p2), il existe un entier
k tel que W := F°%% 0 G,,(Z) appartient & U,,. L’application Z +— W induit
une application univalente g, : V), — V,, avec V), C V,.

On identifie V,, & Dg, \ {0} de sorte de I'image de Z,, soit 1. L’application
gn se prolonge en 0 qu'elle fixe avec dérivée e~ ot § est le nombre de
Brjuno (indépendant de n) qui a été utilisé dans la définition de la suite
(an). Quand n — 400, R, — +00 et g, converge vers la rotation d’angle
f uniformément sur tout compact de C. Par conséquent, le disque de Siegel
de g, mange tout compact de C et pour n suffisamment grand, l'orbite de
1 sous itération de g, est infinie.

On voit donc que si p < 1, si (z,) est une suite de points de X,,(p) et si
(Zy,) est une suite de points de H,(p) tels que 7,(Z,) = z,, alors il existe
une suite de composées de GG, et F,, pour laquelle 'orbite de Z,, est infinie.

Il existe donc une suite de composées de fr" ' et de fr?" pour laquelle
Porbite de z, est infinie. Cela montre que X,,(p) est contenu dans le disque
de Siegel de f,. O

3.2 Controle d’ensembles postcritiques

Définition 1

Pour N > 1, on appelle Cy l'’ensemble des irrationnels de type
constant pour lesquels tous les coefficients de la fraction continue sont
supérieurs ou égaux a V.

Notons que Cnyy1 C Cy C --- C C1. L’ensemble C; est 'ensemble des
nombres de type constant. Si « € Cq, le polynoéme P, a un disque de Siegel
bordé par un quasicercle passant par le point critique.

Théoréme 10

Il existe N tel que si oy, € Cy — « € Cyy, alors pour tout § > 0, si n
est assez grand, le disque de Siegel de P,, est contenu dans le J-voisinage
du disque de Siegel de P, .

La preuve repose sur des résultats d’Inou et Shishikura [Sh] que nous
commencons par rappeler. On considére le polynéme cubique P(z) = z(142)2.
Ce polynéme a un point fixe multiple en 0, un point critique en —1/3 qui
s’envoie sur —4/27, et un deuxiéme point critique en —1 qui s’envoie sur
0. Dans toute la suite R = €™ et v = —4/27. Soit U l'ouvert défini par
U := P~ Y(D(0,|v|R)) \ (]J—00, — 1] U B), olt B est la composante connexe
de P~1(D(0,|v|/R)) qui contient —1. Etant donné o € R/Z, on considére
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F1a. 3.5 — Superposition de deux disques de Siegel: A, (en gris clair) et
Ay, (en gris foncé).

F1G. 3.6 — Une représentation schématique de ’ensemble U. On a colorié en
gris les points dont l'image par P est contenue dans le demi-plan inférieur.
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la classe

Fo = {f — Poyp ' :U; — Cavec ¢ : U — Uy isomorphisme tel que } '

2(0) = 0 et '(0) = 20

Remarque. L’ensemble F, s’identifie a l'espace S, des applications

—2iT

univalentes dans le disque unité fixant 0 avec dérivée e , qui est com-

pact.
Une application f € F, fixe 0 avec multiplicateur e*7*. L’application

f:U — D(O,|’U|R) est surjective. Ce n’est pas un revétement ramifié.
L’application f a une valeur critique en v = —4/27.

Théoréme 11 (Inou—Shishikura [Sh])

Tout f € Fy a un point fixe en 0 de multiplicité 2. Il existe un pétale
attractif Py et une coordonnée de Fatou @ity 1 Pattr,f — C tels que:

1. ve Pattr,fa q)attr,f(v) =1et q)attr,f(Pattr,f) = {Z ; RQ(Z) > 0} ;
2. si on pose

Vi = {2z € Partrs | Im(Pater,s(2)) > 0 et 0 < Re(®Parer,s(2)) < 2}
et
Wy = {2 € Pastrs | [Im(Pasir,r(2))] < 2 et 0 < Re(Papur,(2)) < 2,

alors, pour tout f € Fy et pour tout k£ > 0,
e 'unique composante connexe Vf_k de f*k‘(Vf) qui contient
0 dans son adhérence est relativement compacte dans Uy et

VL fok — V est un isomorphisme et
e l'unique composante connexe W F de f‘k(Wf) qui intersecte

Vf_k est relativement compacte dans Uy et fk : Wf_k — Wy
est un revéetement de degré 2 ramifié au dessus de v.

Il suit alors facilement de la compacité de Fy qu’il existe des entiers kg,
ki < ko—2 et N tel que si 0 < a < 1/N, alors pour tout f € F,, on
peut definir un pétale perturbé Py (pertubation de la réunion des pétales
attractifs et répulsifs) et une coordonnée de Fatou perturbée & : Py — C
avec

1. vePy, @pv) =1, ®¢(Py) ={Z€C; 0<Re(Z) < [1l/a) —ki} et
Im(®f(z)) — +oo quand z € Py — 0;
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Fiac. 3.7 — L’ouvert Wp et la réunion des lek. On a marqué le bord des

pieces Wp, WIS?’ et W137. Pour une application f € Fo, la réunion de Wy
et de ses préimages par f aura une structure similaire.

2. si Vy et W; sont définis comme dans le théoreme 11 page précédente,
alors pour 0 < k < ko

e |'unique composante connexe Vf_k de f*k(Vf) qui contient 0
dans son adhérence est relativement compacte dans Uy et

fFvit - vy

est un isomorphisme,
e l'unique composante connexe W, K de f _k(Wf) qui intersecte

Vf_k est relativement compacte dans Uy et e Wf_k — Wy est
un revétement de degré 2 ramifié au dessus de v et

3. foko U W];ko C{z€Ps; 2<Re(®s(2)) < [1/a — k1 — 2}.

Inou et Shishikura obtiennent alors aisément le

Théoréme 12 (Inou-Shishikura [Sh])

SifeF,avec 0 <a< %, I’application

Oroffoodt (VoUW ) — @p(VyUuWy)

se projette via Z +— z = —23762”2

en une application R(f) € F_j/q-
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La construction que nous venons de décrire fonctionne également pour les
polynomes quadratiques P, avec « > 0 suffisamment proche de 0 (la seule
différence étant que la valeur critique du polynéme P, n’est pas normalisée
en —4/27). Dans toute la suite, N est choisi suffisamment grand pour qu’une
application f qui est soit un polynéme P,, soit un élément de F,, admette
une renormalisée R(f) € F_y/q-

Etant donné o € Cy, on peut définir une suite infinie de renormalisées
par

fo=Ps et fji1:=50R(fj)os ",

la conjugaison par s : z — Zz étant introduite pour que le nombre de rotation
en 0 soit > 0. Nous allons d’abord définir une suite d’ouverts U; contenant
I’ensemble post-critique de P, .

(P]. SO pO 1 e

Si N est suffisamment grand, on peut définir une branche inverse v; de
¢j—1 sur le pétale perturbé Py, a valeurs dans Py, , (il y a plusieurs choix
possibles). L’application

\I/j ¢=¢10¢20---0¢j
est alors univalente sur Py, a valeurs dans le plan dynamique du polynome
P
On définit P; (respectivement P;) par Re(®;(z)) € 10,aj41 — k1 — 1]

(respectivement ]1,a;41 — k1[), ot a; est le j “™¢ coefficient de la fraction
continue de «. alors, f; : P; — 73]’- est un isomorphisme. Posons

Q; = U, (P;)), Q;. = \Ilj(PJ’.), D; = Vf;ko U Wffko

J

D= f7"N(D;), Cj:=V;(D;) et Cf:=V;(Dj).

Lemme 13
L’application ¥; conjugue f; : P; — Pj’» a Pl . Q; — Q; et elle

: a1, 1y 1oy pditl L v /
conjugue fj :Dj— D;a Py C; — C’j.

Démonstration. Cette propriété est vraie pres de 0 ou les applications
sont proches de rotations. Elle est donc vraie partout par prolongement
analytique. O
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Fi1a. 3.8 — L'ouvert Uy contient l’ensemble post-critique de Py. Si 0 est de
type constant, cet ensemble post-critique est le bord du disque de Siegel Ag.

Lemme 14

L’ensemble post-critique de P, est contenu dans

qj+1+4q;

U= |J Qb
k=0

Ol\lfizk‘o—k‘l—?).

Démonstration. Pour n > j, on peut itérer f,, au moins deux fois au
point critique. Puisque f,, est une renormalisée de f;11, cela signifie que 'on
peut itérer f; 1 plusieurs fois au point critique. Puisque n est arbitrairement
grand, 'ensemble post-critique de fj41 est infini.

Maintenant, si z € D;, si 2’ = ¢;(2) et si fj11(2") appartient au domaine

de fjy1, alors il existe b € Z, b < ¢ tel que (fj{Pv)bo (f;HI{D.)(z) € D;.
J J

Par conséquent, si Porbite de 2’ sous itération de fj1 est infinie, 'orbite
de z sous itération de f; est infinie, revient dans D; une infinité de fois,
deux passages consécutifs différent d’au plus a; 1 + ¢ coups. En particulier,
c’est le cas si z est une préimage du point critique de f; telle que 2’ est le
point critique de fj41.

En utilisant le lemme 13 page précédente, on peut transférer ce résultat au
plan dynamique de P, . Il y a une préimage du point critique de p, dont
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l'orbite visite C; une infinité de fois, deux passages consécutifs différent d’au
plus g;y1 + £g; coups. O

Pour chaque j, I'ensemble U; dépend continument de o tant que les j
premieres réduites ne changent pas. Donc, étant donné o € Cn et § > 0,
si n est suffisamment grand et si o/ € Cy est suffisamment proche de «,

'ensemble U;(a’) est contenu dans le §-voisinage de Uj(a).

Pour compléter la preuve du théoreme 10 page 74, il suffit donc de mon-
trer que pour tout « € [y, quand j — 400, ﬁj — A avec A le disque de
Siegel de P,.

Posons
DY = [ UD) C PP C Py et CF = Wy(Dy).

D’aprés le lemme 13 page 78, C7 = plitta (Dj). Montrons d’abord que
C7 est contenue dans un petit voisinage de A pour j grand. Les points de
D}’ qui sont image par ¥; de points dans le disque de Siegel Ay, de f; sont
contenus dans le disque de Siegel A of P, . Ils ne posent pas de probleme. Les
disques Ay, contiennent tous un disque D, dont le rayon ne dépend pas de j

(c’est ici que nous utilisons 'hypotheése que « est de type constant). Donc, il
existe un anneau contenu dans Pfj dont le module est borné inférieurement

indépendamment de j et qui isole D7\ Ay, . L’application ¥; est univalente
sur Py;. On peut donc appliquer le lemme de distortion de Koebe pour
montrer que C}'\ A a un diametre comparable a deux points du bord de A

contenus dans Cj’»’ , qui sont envoyé le premier sur le second par P .

Les points de U; \ A sont des préimages de points de C]’-’ \ A par des
branches inverses de P2¥, k < gj+1 + £gj. le nombre de valeurs crtiques de

PSHIMC“ dans wj(Pfj) est égal au nombre de valeurs critiques de fja AR

dans Py;. Ce nombre est borné supérieurement par a;ji1 et puisque a est
de type constant, la borne ne dépend pas de j. Une variante du lemme de
distortion de Koebe pour les revétement ramifiés permet de conclure que les
points de U; \ A sont & une distance de A majorée par

M - sup d(2,P" (z))
z€0A

ou M est une constante qui ne dépend pas de j. Ce supremum tend vers 0
quand j tend vers +oo.
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3.3 Ensembles de Julia d’aire strictement positive

Définition 2

L’ensemble de Julia rempli K, du polynome P, est I’ensemble des
points dont 'orbite est bornée. L’ensemble de Julia J, est le bord de K.

Pour tout o € C, l'ensemble de Julia J, est un compact d’intérieur
vide. Dans de nombreux cas, on sait conclure que 'aire de J, (c’est-a-dire
sa mesure de Lebesgue) est nulle. Notamment,

e si P, aun cycle périodique attractif, ce qui couvre le cas ot Im(at) > 0 ;

e si P, aun cycle parabolique (d’aprés Adrien Douady et John H. Hub-
bard), ce qui couvre le cas on a € Q ;
e si P, n’est pas infiniment renormalisable (d’apreés Misha Lyubich et
Mitsuhiro Shishikura) ;
: 1 .
o si @ =ag+ | avec loga, = O(y/n) (d’apres Carsten L.
ap+ —
ag + -
Petersen et Saeed Zakeri), ce qui est vrai pour presque tout o € R.

Récemment, avec Arnaud Chéritat, nous avons complété un programme
initié par Adrien Douady. Nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 15

Il existe & € R\ Q tel que P, est non linéarisable et aire(J,) > 0.

La preuve est basée sur

e des résultats de Curtis T. McMullen [McM] qui montre que lorsque «
est de type constant, les points du bord du disque de Siegel A, sont
des points de densité pour la mesure de Lebesgue de Ky ;

e les résultats obtenus dans les deux parties précédentes.

3.3.1 Principe de la démonstration

Donnons-nous une suite (g,) de réels € ]0,1] tels que [[(1 —¢&,) > 0.
Nous allons alors trouver une suite de («,) telle que

® 41 est arbitrairement proche de a,,,

e «, est un nombre de type constant (et donc P, a un disque de
Siegel),

e P, aun cycle contenu dans D(0,1/n)\ {0} et



3. Ensembles de Julia d’aire strictement positive 82

e aire(K,

ang1) = (1 —eyp)aire(Ky, ).
En choisissant «,,y; suffisamment proche de «, & chaque étape, on

garantit que

e la suite (ay,) est une suite de Cauchy qui converge vers une limite «
et
e pour tout n > 1, P, a un cycle dans D(0,1/n) \ {0}.
Par conséquent, le polynome P, a des petits cycles, et donc n’est pas
linéarisable. On a alors J, = Ka = lim K, et donc

aire(Jo) = aire(Ky) > aire(Kq,) - [[(1 —&n) > 0.

Fic. 3.9 — Deux ensembles de Julia remplis Ko, et K,, . L’aire de K,, est
proche de l'aire de K, .

Pour construire une telle suite, il nous suffit de montrer la proposition
suivante.

Proposition 16

Si N est suffisamment grand, pour tout a € Sy, et pour tout € > 0,
on peut trouver a; € Sy tel que

o |y —al<e,
e P, auncycle dans D, \ {0} et
o aire(K,,) = (1 —e)aire(K,).

Etant donné « := [ag,a1,...] € Sy, sil’on considére une suite 0,, € Sy — «
définie par
0, = [ag,a1, ... an,An,N,N,N,...] (3.2)

avec /A, — 400, alors pour tout € > 0, si n est suffisamment grand, P,

a un cycle dans D, \ {0}. De plus, le théoreme 1 page 65 implique que

1
lim inf aire( Ky, ) > §aire(Ka).
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Par conséquent, pour tout € > 0, on peut trouver a; € Sy tel que |a;—a| < €,
P,, aun cycle dans D, \ {0} et de sorte que

aire(Ko,) > (% _ g> aire(K.,).

Tout le probleme réside dans notre capacité a promouvoir le coeflicient
1/2 — € en coefficient 1 —«.

3.3.2 Promotion

On note K (resp. K, ) l'’ensemble de Julia rempli de P, (resp. Py, et
A (resp. A,) son disque de Siegel. Pour § > 0, on pose

V(§) = {z€C|d(z,0A) <},
K@) = {2€eV(d)|(Vk=0) P () e V(6)} et
Ko(6) = {2€V(5)|(Vk >=0) P¥(z) e V(6)}.

Ces ensembles sont des compacts de C.

Proposition 17

Pour tout ouvert U C A et tout 4 > 0,

lim inf densy (K, (6)) >

n—-+o00

N |

C’est une conséquence immédiate du théoreme 1 page 65.

Proposition 18

Pour tout § > 0, si n est suffisamment grand, ’ensemble post-critique
de Py, est contenu dans V(9).

C’est une conséquence immédiate du théoreme 10 page 74 puisque 6, est
un nombre de type constant et que dans ce cas, I’adhérence de ’ensemble
post-critique est égale au bord du disque de Siegel.

Proposition 19

Pour tout 7 > 0 et tout § > 0, il existe ), > 0 tel que si &' < J;, et
si z € V(8Y)\V(2), alors

densD(Zﬁ/)(K((S)) >1-—n.
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C’est un corollaire du théoréme suivant de Curtis T. McMullen.

Théoréme 20 (McMullen)

Si a est un nombre de type constant et si § > 0, alors, tout point
z € OA est un point de densité de Lebesgue de 'ensemble des points dont
lorbite par P, reste a distance inférieure a § de A.

FiG. 3.10 — Si 0 := (/5 —1)/2, tout point du bord du disque de Siegel de
Py est un point de densité de Lebesque de K.

Venons-en enfin a la proposition clé.

Proposition 21

Pour tout § > 0, densa (K,(8)) — 1.

n—-+00

Démonstration. Définissons p,, : |0, + oo[ — [0,1] par:

pn(0) := densa (C\ K, (9)).
Nous souhaitons montrer que

(V6 >0) pa(d) —> O.

n—-4o0o
Nous allons pour cela montrer que:
(Fx<1) (Ve>0) (V6> 0) 30 >0) (Tng) (Vn =ng)  pu(d) < Apn(d') +c.
On en déduit que

c
1-X

(3X < 1) (Ve >0) (V6 >0) (Vk=>1) (3ng) (Vn=n0) pn(8) < A+

Le résultat en découle aisément.

Etape 1. D’apres le théoreme de distortion de Koebe, il existe une constante
k telle que pour toute application ¢ : D := D(a,r) — C qui se prolonge de
maniére univalente a D(a,3r/2), on a

sup |¢'| < kinf|¢/|.
D D
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On choisit 1 > 0 tel que

2 1
A= 3+ §8m4n <1

Etant donné ¢ > 0, on choisit v > 0 de sorte que

aire(V(7) \ A)< c- aire(A).

Etape 2. Fixons § > 0. D’aprés la proposition 19 page 83, il existe &' > 0,
tel que 20" < § et

zeV(85)\V(20') = densp( s (C\K(9)) <n.

Posons
W .= V(8(5') \ V(25').

Quitte & diminuer la valeur de ¢’, pour n suffisamment grand, I'orbite d’un
point z € A sous itération de Py, ne peut pas sortir de V(24') sans passer

dans W. En effet, si & est suffisamment petit, |P.| < 4 sur V(20') et
comme P,(A)=A, on a
P,(V(20")) € V(8d).
Cette inclusion reste vraie pour 6,, suffisamment proche de «. On pose
X, = {z€A|(3k) P¥(z) e W}.
Pour n suffisamment grand, on a donc

C\ Kn(8) C X, © C\ Kp(0').

Etape 3. D’apres la proposition 18 page 83, pour n suffisamment grand,
I’ensemble post-critique de Py, est contenu dans V(¢'/2). Dans ce cas,

si z € X, et si z := Pg’f(z) € W, il existe une application univalente
¢ : D= D(z,0") — C telle que

e ¢ est la branche inverse de Pg’f qui envoie z; sur z et

e ¢ se prolonge & D(z,30'/2) de maniére univalente.
Notons que ¢(D) C C\ K, (¢'). Comme

sup d(z,Kn((S’)) — 0,

ZEA n—+oo

si n est suffisamment grand,

p(D) C V() \ Kn(d).
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Enfin,
sup || < kinf|¢'|.
D D

Etape 4. Posons

Vi={ze K(6) | Bk < ¢) P¥(z) € A}
et

Vii={z€ K,(0) | 3k <t) P*(z) € A}.

On choisit ¢ suffisamment grand pour que

(Vze W) densp(,,s)(C\ v <.
Si n est suffisamment grand, on a alors

(V2 € W) densp(,s)(C\ v <.

Alors, pour tout z € X, tel que z, := Pé’f(z) € W, il existe un disque
D, :=D(z,r) CV(y)\ Kp(d) et

densp, (C\ P(;k(YnE)) < K.

Etape 5. Nous allons utiliser la notation m|, pour la mesure de Lebesgue
sur X, prolongée par 0 en dehors de X . D’apres la proposition 17 page 83,

on a
1

lim inf M 5 > §m|A

n—-+o00

pour la convergence faible sur les mesures. On en déduit que pour tout £,

1

lim mfm‘Kn(é) > §m‘y7€.

n—-+o0o

Par conséquent, pour tout z € W(d'), si n est suffisamment grand, on a

1
densD(Zﬁ/)(Kn(é)) > gdenSD(z,é’)(er)’

e pour toute application univalente ¢ : D(z,0") — C d’image U := ¢(D(z,0))
qui se prolonge de maniére univalente & D(z,38'/2),

densy (p(Kn(9))) > édensv(so(Yb),
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e pour le plus grand disque D := D(p(z),r) C U,
1
densp (¢(Kn(6))) > gdensD (@(er)) et
e pour tout carré Q C D de c6té supérieur a r/2v/2,

densq (p(Kn(8))) > sdensq (p(V).

Etape 6. On appelle carré douadique un carré de la forme

s

2r7 or PRET
avec p,q,r € Z. Pour tout r > 0, le plus grand carré douadique contenant z
et contenu dans le disque D(z,r) a un coté de longueur supérieure a r/2v/2.
On voit donc que pour tout z € X,, tel que z, := Pg’f(z) € W, il existe un
carré douadique @, qui contient z, qui est contenu dans V() \ K, (d), tel
que
densg_ (C\ Pe_nk(Y,f)) < 8mrn

et

n

1 1
densq, (Kn(9)) > gdenst (nglk(Yg)) > g(l — 8mr'n).
Cela implique que

2 1
densq. (C\ K,(0)) < 3 + 587m477 =<1
Alors,
aire(A\ K,(0)) < - aire U Q.
zEXn
< A-aire(V(y) \ Kn(8"))
< A-aire(A\ K, () + aire(V(y) \ A)
< A-aire(A\ K, (d8)) + c- aire(A).
On vient de montrer que pour n suffisamment grand,

densa (C\ K, (0)) < A-densa (C\ K,(0")) +c.

On a donc

aire(Ay N Ky,) — aire(A,) et aire(Kp,) — aire(K,).

n—-4o0o n—-+o00

Cela acheve la démonstration de l'existence de polyndémes quadratiques
ayant un point de Cremer et un ensemble de Julia d’aire strictement po-
sitive.
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Chapitre 4

Perspectives

4.1 Conjugaisons C*™

Avec Artur Avila, nous étudions & quel point il est possible de généraliser
le résultat concernant les disques de Siegel a bord C*°. Nous pensons pouvoir
montrer le résultat suivant.

Conjecture 1

Soit I C R un intervalle non réduit a un point. Soit

{foc :D— C}Oééfv

une famille analytique d’applications holomorphes telles que f,(0) = 0
et f!(0) = e*™ . Supposons que l’ensemble des parameétres o € I pour
lesquels f, n’est pas linéarisable est dense. Alors, il existe un ensemble non
dénombrable S C I tel que pour tout o € S, f, a un disque de Siegel
relativement compact dans D dont le bord est une courbe de Jordan C*.

Avec Arnaud Chéritat [BC4], nous avons montré que ’on peut controler
la régularité du bord des disques de Siegel de maniére tres fine. En particu-
lier, nous avons montré le théoreme suivant.

Théoréme 1

Pour tout £ > 0, il existe des polynomes quadratiques ayant un disque
de Siegel dont le bord est une courbe de Jordan de classe C* mais pas de
classe CFT1.

Il existe une analogie tres forte entre les difféomorphismes analytiques du
cercle et les germes de fonctions holomorphes qui fixent un point avec dérivée
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de module 1. Avec Artur Avila, nous avons observé qu’une démonstration si-
milaire a celle exposée dans le premier chapitre permet de montrer le résultat
suivant.

Théoréme 2

Il existe des fractions rationnelles de degré 3 dont la restriction au
cercle unité est conjuguée a une rotation irrationnelle, la conjugaison étant
de classe C*° mais pas R-analytique.

Avec Nuria Fagella, Lukas Geyer et Christian Henriksen [BFGH], nous
avons montré que dans la famille des fractions rationnelles

az+1
zZ+a

Fra 2 A2 (Ma) eCxC

I'ensemble des parametres (A,a) pour lesquels fy, a un anneau de Herman
fixe de nombre de rotation o € B est I'image de D par une application
injective qui envoie 0 sur (e2™*,0). Nous appelons cet ensemble le disque
d’Arnold D, . Nous étudions actuellement le résultat suivant.

Conjecture 2

Il existe un ensemble non dénombrable & C B tel que pour tout
o € B,

e le bord du disque d’Arnold D, est une courbe de Jordan de classe
Cc>=,

e pour tout (Aa) € D, \ {(e*™,0)}, 'application fy, a un anneau
de Herman dont le bord est la réunion de deux courbes de Jordan
de classe C*°,

e pour tout (A\,a) € 0Dy, fi, fixe une courbe de Jordan v, , de classe
C* et y est conjuguée a la rotation d’angle a par une application
de classe C* et

e l'ensemble des parameétres (\a,z) € C? tels que (\a) € 9D, et
Z € Y5 est un tore C*.

4.2 Rayon conforme des disques de Siegel

Dans le premier chapitre, nous avons montré que pour toute application
f €Sy, ona



4. Perspectives 90

ot P, est le polynome quadratique z — e?7@z(1+2). Avec Arnaud Chéritat,
nous étudions des généralisations possibles de ce résultat (en suivant des
idées de Lukas Geyer et de Ricardo Pérez-Marco).

Par exemple, considérons le polynéme cubique

Qo 12— 2™ 2(1 — 24 22/3)

qui fixe 0 avec dérivée e?™ et qui a un point critique double en z = 1.
Lukas Geyer a montré que @, est linéarisable si, et seulement si, P, est
linéarisable, donc si, et seulement si, a € B est un nombre de Brjuno. Nous

pensons savoir montrer que la fonction
a € B logr(Q.) —logr(Py)

est bornée. La démonstration ne repose pas sur l'utilisation des propriétés
arithmétiques fines de «.

Conjecture 3

La fonction o € B — log r(Qqa)—log (P, ) est uniformément continue.

Conjecture 4

La fonction « € B +— logr(Q4)—logr(P,) est Holderienne d’exposant
1/2.

Considérons le polynome cubique impair

So 2z 2T (1 4 2%).

11 est facile de voir que ce polynome est semi-conjugué via z — 22 &

To i 20 220 5(1 + 2)%

Le polynoéme T, n’a qu’un seul point critique “libre”, 'image de l'autre
étant fixe en 0. Avec Arnaud Chéritat, nous pensons savoir démontrer que
la fonction

a € B logr(Ty) —logr(Py)

est bornée et nous pensons que les techniques du deuxiéme chapitre s’ap-
pliquent pour montrer que cette fonction est uniformément continue. On en
déduirait que les fonctions

a € B logr(S,) — %log r(Pa) et a€B—logr(Sy) — %@(2@)
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sont bornées et uniformément continues. En particulier, la fonction
a— logr(Sy) + @(a)

ne serait bornée sur aucun intervalle de R. Cependant, il existerait une
constante C telle que

VaeB) —®(a)—C <logr(Sy) < —%@(a) + C.

Conjecture 5

Pour tout d > 2 il existe une constante C telle que si P est un

2ire o € R, on a

polynéme de degré d qui fixe 0 avec dérivée e

1
—®(a) — C < logr(P) — log P/r(nwi)n:0 lw| < —ﬁfﬁ(a) +C.

Enfin, Arnaud Chéritat et moi pensons savoir démontrer le résultat sui-
vant. La démonstration est en cours de rédaction.

Théoréme 3

Pour tout réel 6 > 1/2 et tout intervalle I C R d’intérieur non vide,
la fonction a — ®(a) + logr(P,) n’est pas Holderienne d’exposant et
n’est pas a variation bornée sur I.

4.3 Ensembles de Julia d’aire strictement positive

Avec Arnaud Chéritat, nous pensons que les techniques présentées dans
le troisiéme chapitre permmettent de montrer les résultats suivants. Les
démonstrations sont en cours de rédaction.

Théoréme 4

Il existe & € R\ Q tel que P, est linéarisable et aire(J,) > 0.

Théoréme 5

Il existe « € C tel que P, est infiniment renormalisable et
aire(Jy) > 0.

John H. Hubbard a posé les deux questions suivantes.



4. Perspectives 92

Question 1

Existe-t-il a € R pour lequel 'aire de I’ensemble de Julia rempli K,
est nulle?

Question 2

‘ Existe-t-il ¢ > 0 tel que pour tout o € R, aire(K,) > c¢?
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