TRANSFORMATION DE FOURIER

1 Transformée de Fourier sur L!

Définition 1.1. La transformée de Fourier de u € L'(R?) est
€)= [ e Suta)da,

ot x - & = x1& + -+ xq&q pour x,.& € RE. Lapplication u — @ s’appelle la transformation de
Fourier.

Remarque. Il est trivial mais utile de noter que

(0) = / u da.

Théoréme 1.2. La transformation de Fourier est linéaire de L'(R?) vers L>(R?) et

@] oo ey < [|ul| L1 (ray.- (1.1)
De plus, pour toute u € Ll(Rd), @ est continue sur RY.
Démonstration. La linéarité est claire et (1.1) suit directement de linégalité triangulaire. La
continuité de 7 est conséquence du théoreme de convergence dominée puisque, si u € L'(R?),

€ — e ™Sy (x) est continue pour presque chaque x et est bornée en module indépendamment de
¢ par |u(x)| qui est intégrable. O

Notations. Pour zg € R, on définit 'opérateur de translation 7, par
T () = u(x — x0),

ainsi que l'opérateur ~ par

pour u € LL (R%). Pour & € R%, on pose

loc
e, (x) = e~ g0,
Enfin, pour A > 0, on note D) l'opérateur de dilatation
Dyu(x) =u (i),

encore pour u € Ll _(R?).

Ces notations permettent d’exprimer quelques propriétés de la transformation de Fourier.



Proposition 1.3. Pour toutes u,v € Ll(Rd) et tous o, & € R, on a les relations

uxv = 4uv, (1.2)
/fw dx = /uﬁ dz, (1.3)
Togll = €gyl, (1.4)
G = T, (15)
W o= (1.6)
Dwu = A Dy-.i. (1.7)
Plus explicitement, dans (1.4) (e,,@) (&) = e~ 8q(€) et dans (1.5) (1T—¢, @) (&) = @(€ + &).

Démonstration. Pour (1.2), il suffit d’écrire
wole) = [ ([utet - niy) o
= / / e~ W Eu(y)e @Sy (2 — y)dydx
= [ [ e rute = oty = (e

ou la deuxieme ligne est obtenue par théoreme de Fubini et x = y + x — y, puis la troisieme par
le changement de variable x = z 4+ y et a nouveau le théoreme de Fubini pour la derniere égalité.

Lidentité (1.3) s'obtient similairement
Jatones = [ ([ tutma) o
/ / e 8y (z)v(€)dade
/ u(z) ( / e—”fv(g)dg> do
_ / ()i (@)dz,
par théoreme de Fubini puisque (z,¢) +— u(z)v(€) est dans L' (R? x RY). Pour (1.4), on écrit

Toou(§) = /e_m'gu(x —zo)dx = /e—i(y+wo)-€u(y)dy _ e—izo-gﬂ(f)

par le changement de variable © = y + x¢. La preuve de (1.5) est analogue. On obtient (1.6) en
écrivant

o

aE) = a(—€) = / ¢ () d = / e Eu(—y)dy = G(€)

par le changement de variable z = —y. Enfin, (1.7) suit du changement de variable z = y /), ie

Dyu(¢) = /e—ixfu(m)dm = )\_d/e_iy'é/’\u(y)dy = 2Dy, O

La Proposition 1.3 est valable pour des fonctions quelconques de L'(R9). Si on considere
des fonctions ayant plus de propriétés de décroissance ou de régularité, on obtient les formules
supplémentaires suivantes.



Proposition 1.4. i) Siu € L*(R?) et |x|u € L (RY) alors 4 € C*(RY) et
e, 0t = T, 1<j<d (1.8)
i) Siu € L'(RY) N CY(RY) et Vu € L'(RY) (ie O,,u € L' pour tout j), on a
il = Og;u, 1<j<d. (1.9)
En particulier, |£|i € L*°(R?).
Rappelons que la notation |z| correspond & la norme euclidienne usuelle, ie
o) = (a2 4 +22)". (1.10)

La preuve de la Proposition 1.4 utilise notamment des intégrations par parties, dont la version
multi-dimensionnelle est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 1.5. Soient f et g deux fonctions C* sur R?, l'une étant o support compact. Pour tout

1<j<d, ona

[@n10 2=~ [ 160.,0)

Démonstration. Pour fixer les idées on suppose j = 1. Comme on integre une fonction continue a
support compact donc intégrable, on peut utiliser le théoreme de Fubini et on a

—/ f(@xlg)dscz—/ </ f(xl,arg,...,xd)éxlg(xl,xg,...,md)dxl) dxg - -dxg.  (1.11)

Par intégration par partie usuelle (sur un intervalle compact), la parenthése (ie I'intégrale en 1)
vaut, a s, ..., T fixés,

—[f(.,l'g,...,xd)g(.,l'z,...,xd)}iooo+/(3mlf)(x1,x2,...71'(1)9(%1,.’[2,...71'd)d1'1,
R

ou le crochet est nul car fg est a support compact. Il ne nous reste donc que

/ O, f(z1,22, ..., 24)g(x1, 22, ... ,2q)dT1.
R

En substituant cette derniére intégrale & la parenthese de (1.11) et en utilisant & nouveau le
théoreme de Fubini, on obtient le résultat annoncé. O

Démonstration de la Proposition 1.4. i) C’est une conséquence directe du théoréme de dérivation
sous le signe f puisque pour presque tout x

3§j67"x'5u(:c) = —izje " Cu(z),

et
|lzju(@)| < [lofu(z)]

qui est intégrable et indépendant de £. Ainsi @ a des dérivées partielles d’ordre 1, qui vérifient (1.8)
et celles-ci sont continues sur R? puisque transformées de Fourier de fonctions L.



ii) Soit x € C§°(R?) telle que y = 1 sur un voisinage de 0 et posons x,(z) := x(z/n). Par
intégration par partie (ie le Lemme 1.5), on a

e = / (D, =) xn () d

—1 / e_iw.fazj (xn(z)u(x)) = _anaxju(g) - iuazjxn(g)' (1.12)
Comme y,(xz) — 1 lorsque n — o0 et |xn(x)| < ||x||L>, le théoréeme de convergence dominée
montre que

[IXnu —ul||gr — 0 et [[Xn 0w, u — Oz ul[11 — 0, n — 0o.

Encore plus simplement, comme ||8;, Xn||zo < ||z, X||Lo /n, o0 & ud,, X5 — 0 dans L'. On peut
donc passer a la limite dans les termes extrémes de (1.12) et on obtient

§u(€) = —i0z,u(§)
qui est exactement (1.9). O
Citons enfin le résultat suivant, usuellement appelé Lemme de Riemann-Lebesgue.
Proposition 1.6 (Riemann-Lebesgue). Pour toute u € L*(R?), on a
(&) — 0 lorsque £ — oo.

Démonstration. Si u € C§°(R?) on peut utiliser la Proposition 1.4 (point 4i)) : elle montre que
la(&)] < C/|€] — 0 lorsque & — oo. Pour u quelconque dans L!(R?), on utilise un argument de
densité : & € > 0 fixé, il existe u. € C5°(RY) telle que

[lu — uel|pr < €/2.
Puis, comme . (§) — 0 lorsque £ — oo, il existe R > 0 tel que
[ae()| <€/2,  |¢]> Re.

Mais alors, utilisant (1.1), nous avons pour tout |£] > R,

Al < |a(§) — ae(§)] + lac(E)]
< ||a_ae||L°°+|ae(£)|
< Ju—uellpr + lae(6))]
< €
ce qui est exactement le résultat. O

2 La formule d’inversion de Fourier
Théoréme 2.1. Supposons que u € L*(R?) et 4 € L*(R?). Alors,
/e”fa(g)df = (2m)%u(x), pour presque tout x € R%.

Autrement dit,

u = (2m)%u p.

En particulier, la transformation de Fourier est injective sur L'(R?).



Commentaire. Si & € L*(R?), sa transformée de Fourier @ est continue. Donc  est continue et
le Théoréme 2.1 implique en particulier que w a un représentant ! continu. Mais si on suppose des

le début que u est continue, il y a égalité partout (au lieu de presque partout) entre et (27)%u
puisque deux fonctions continues qui coincident presque partout sont égales.

Pour démontrer le Théoreme 2.1, on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.2. Posons

G(x) =ex <_|952> d
= exp 5 ) x € R%

Alors R
G(¢) = 2m?¥?G(g),  ¢eR™

Autrement dit, et de fagon formelle, la fonction G est un ”vecteur propre” pour la transforma-
tion de Fourier (qui, attention, n’est toutefois pas un endomorphsime de L'(R%)).

Démonstration. Par le théoréeme de Fubini, on a

/e—”'ﬁe—lwlz/?dx _ /e—mfde—wm...e—msde—&imd%...dgd
R4

= (/ eiﬂflilezf/de1> ce (/ eizdgdemg/ded> (21)
R R

ce qui nous ramene au cas ou d = 1. Posons

(&) = [ e,

Dans ce cas, un calcul immédiat donne

d ' |
TGQ(Sj) = —i/xje_mji_ie_x?ﬂd-rj - i/e_mjgjawje_m?/zdxj
J
— —i/(axje_ixjgj)e_w?/dej = —fjg(fj)

en intégrant par partie pour passer a la seconde ligne. En intégrant 1’équation différentielle ainsi
obtenue, on trouve

2
(&) = 9(0)exp (—Z) .

On vérifie aisément que g(0) = (27)'/2, & partir du changement de variable t = x;/v/2 dans
Iintégrale classique

/Re_tht = /7. (2.2)

On obtient ainsi le résultat pour d = 1. Pour d quelconque, on conclut en utilisant (2.1). O

1. ne pas perdre de vue que les éléments de L'(R?) sont des classes d’équivalence ni 1’abus de langage usuel
consistant a confondre u et un de ses représentants



Démonstration du Théoréme 2.1. Par théoreme de convergence dominée, on vérifie aisément que,
pour tout = € R%,

a(z) = lim [ e"€a(E)G(E/n)de. (2.3)

n—-+o0o

Par ailleurs, l'intégrale & droite de (2.3) se réécrit

[eciaaemie = [ e ( / e—iy'fu<y)dy) G(¢/m)dg

/ ( / e’“—y)'EG(&/n)df) u(y)dy

— (2m)? / niG (n(x — y)) u(y)dy,

en utilisant le théoréme de Fubini pour la deuxieéme ligne, puis (1.7) appliquée & G avec A = n et
le Lemme 2.2 pour la troisiéme (ainsi que la parité de G). Autrement dit, en posant

Gn(z) = 2m)"Y?*nG(nz),

[ i) mde = @n) (G ) (o) (24)

Comme G est intégrable, positive et d’intégrale 1, (Gy,)nen est une approximation de l'identité
donc

[|Gp % u— ul|gr — 0, n — oo, (2.5)
ce qui implique 'existence d’une sous-suite ny telle que
Gny*u—u DD,

lorsque k — co. En passant a la sous-suite ny dans (2.3) et (2.4), on obtient le résultat. O

Remarque. C’est un bon exercice de refaire cette preuve en supposant en plus u continue (c¢’est
alors plus simple car on n’a pas besoin d’utiliser (2.5)).

3 Transformée de Fourier sur ’espace de Schwartz

L’espace de Schwartz S(R?) (dont on rappelle la définition ci-dessous) est un espace trés com-
mode : toutes les propriétés données dans la section précédente sont vérifiées et, surtout, la trans-
formation de Fourier agit bijectivement de S(R?) dans lui méme. Cette section est essentiellement
motivée par la vérification de ce point.

Notations. Si a = (ay,...,aq) € N? (on dit que c’est un mutli-indice) et si z = (z1,...,24) € R%,
on pose
z®i=aft -2t €R,

avec la convention que 0° = 1. On vérifie que

2P = g th,



La longueur de o est I'entier
la] == a1 4+ - + aq.

(Attention cette notation, usuelle, n’est pas compatible avec (1.10)). On note également
al =aq! -yl

Pour f € C°°(R%), on note

or a a3} 8 Qq B aa1+...adf
O R O R e

Cette notation est 1égitime d’apres le lemme de Schwarz. La aussi,
0 f =9t f,
(ie 0 (0P f) = 0°FB f).
Définition 3.1. On dit que ¢ € S(R?) si ¢ est C® sur RY et si, pour tous a, 3 € N¢, 2998 est

bornée sur R?, je
|28 || Lo < 400.

L’espace vectoriel S(R?) s’appelle lespace de Schwartz.

Proposition 3.2. Pour tout g € [1,00], S(RY) C L4(R?). Plus précisément, il existe C; > 0 telle
que, pour toute p € S(RY),

<C o . 3.1
Ipller < Gy max [lo"l]2 (3.1)

De plus S(R?) est dense dans LI(R?) pour tout q € [1,00].

Démonstration. Pour (3.1), tout provient du fait que

(L4 |zt e LIRY), (1 +]a))p(@)] < € max [la%¢||r~.

la]<d+1
Pour prouver la seconde inégalité, on utilise que
lz] < xi]+ -+ |zdl, (3.2)
qui, par une récurrence élémentaire sur k, donne
2 < Y ezl =S a2 (3.3)
nitetng=k la|=k, aeNd

ny,...,ng €N

avec des coeflicients cpa,...a;, > 0. La densité est une conséquence immédiate de la densité de
C§°(RY) dans LI(R?) pour ¢ € [1,00]. O

Proposition 3.3. Si ¢ € S(RY) et a, 3 € N?, alors x*0%p € S(R?).



Démonstration. Par formule de Leibniz, on a

|
a7 (5130‘6’650) = Z 7—'5"‘x0‘5‘ﬁ+ycp,
!
ptv=y
(se ramener au cas 1D en écrivant »_ . _ = ZHH_%,:% ~~Zud+7&,=,m). Si pour un j on a

pj > ay, alors Otz = 0 (car af,fjx;lj = 0). Sinon

YN e} _ 14 oy 14 ad
oMz = Oplxyt - 0day
— 041! Q1 —H1 ad! Qd—Ha | _ ol a—p
= Ea) e 1L = R
(o1 —pu)! (g — pa)! (o = p)!
La conclusion (facile) est laissée a titre d’exercice. 0

Théoréme 3.4. La transformation de Fourier est une bijection de S(R?) sur lui-méme (la réciproque
est donnée par la formule d’inversion de Fourier).

Démonstration. Comme x;¢ € S(R9) d’apres la Proposition 3.3, Tip € L'(RY) d’apres la Proposi-
tion 3.2. Comme ceci est vrai pour tout j, (3.2) montre que |z|p € L. Bien siir on a aussi ¢ € L*
d’aprés la Proposition 3.2, donc la Proposition 1.4 (point i)) montre que ¢ est C! et que (1.8) a
lieu. De méme, & j fixé, on peut appliquer le méme raisonnement a x;¢ qui est de Schwartz et
dont la transformée de Fourier est & son tour C' et vérifie

06, 0¢, ¢ = Tpzjp, 1<k <d
Par itération, on obtient ainsi que ¢ € C* et que, pour tout 5 € N¢,
0o =i 1Plzby,
Utilisant & présent que 2%¢ € S(RY) C L'(RY)NCY(R?) et que 9, (zP¢p) € S(RY) N L' (R?) d’apres

les Proposition 3.3 et 3.2, on peut utiliser la Proposition 1.4 (point ii)) qui montre que

i&;07 ¢ =i 71910, (xP).

J
Plus généralement, une itération de cet argument montre que pour tout o € N%,
£20f¢ =i 1*M092(a%p).

Comme 92 (xPp) est de Schwartz (Proposition 3.3) donc intégrable (Proposition 3.2 avec q =
1), f“ﬁg@ est bornée (d’apres 1.1). Ainsi ¢ € S(R?). En particulier, on peut utiliser la formule
d’inversion (qui est valable partout car ¢ est continue). Cela prouve la surjectivité de la transformée
de Fourier puisque toute ¢ € S(R?) s’écrit ¢(z) = 9(z) avec

P(&) = (2m)74B(€)

qui est clairement une fonction de Schwartz. g

Complément. Dans cette courte section, nous avons vu des propriétés algébriques de I’espace de
Schwartz et de la transformée de Fourier. On peut mettre une topologie "naturelle” sur S(R<)
pour laquelle les opérations considérées ici (injection dans les espaces de Lebesgue, dérivations,
multiplication par des polynomes et, surtout, transformation de Fourier) deviennent continues.
Cette topologie n’est pas donnée par une norme mais par une distance (S(R?) n’est alors pas un
evn mais un evt) pour laquelle S(R?) est complet (on dit que c’est un espace de Fréchet).



4 Transformée de Fourier sur L2

Théoréme 4.1. L’application
SR 3o

se prolonge (de maniére unique) en une application linéaire continue F sur L*(RY). De plus
(27)~Y2F est unitaire.

Démonstration. Pour ¢, € S(R?), on a

/ D))z = / S(—2)p(e)de = / BE)H(~)de, (4.1)
et

0l = [F@8(6de = [ s(-e)6(6de = (m)? [ @)ooz = )l

>

en utilisant (1.3), la commutativité de ~ et de ~ et le fait que ¢ = (2m)%@. La deuxiéme chaine
d’égalités montre que o +— ¢ se prolonge en une application linéaire continue F sur L?(R?) telle
que

|| Ful|L2 = (21)Y?||ul| Lz, u e L*(RY). (4.2)

Comme la transformée de Fourier est une bijection sur I'espace de Schwartz, FS(R?) contient
S(RY) qui est dense. Par ailleurs (4.2) implique que I'image de F est fermée, donc F est surjective
(et clairement injective par (4.2)). F est ainsi bijective. De (4.1), on déduit que

Fro =9,
ce qui implique que FF* = (27)?I sur I'espace de Schwartz puis sur L? par densité. Cela implique

que F~' = (21)~9F* et montre l'unitarité de (27)~4/2F. O

Définition 4.2. L’application F est la transformation de Fourier sur L*(R).

Notons que la définition de F, obtenue par densité, est abstraite. De plus, pour une fonction
quelconque u € L?(R?), I'expression
/e*”'gu(x)dx

n’a pas de sens. Elle a seulement un sens si © € L? N L. Cela dit, méme si v € L' N L2, il n’est
pas clair a priori que la fonction ainsi obtenue soit Fu. La proposition suivante dit que c’est bien
le cas, ie que les Définitions 1.1 et 4.2 coincident sur L' N L2.

Proposition 4.3. Pour toute u € L*(R?) N L?(R?), on a
a(z) = Fu(x), pour presque tout T.
Démonstration. Si u € L' N L2, on peut trouver une suite ¢,, € C§° (RY) telle que

llon —uller =0 et flon —ullL2 =0, (4.3)



lorsque n — —+o0o (voir les Notes sur la Convolution). La deuxiéme convergence implique que
[[Feon — Fullrz — 0,
ce qui implique Vexistence d’une sous suite (¢n, )ren telle que
Fon, () = Fu(x), pour presque tout z.
D’un autre c6té la premiere convergence de (4.3) montre que
Fon(z) = ¢n(z) — a(z), pour tout z,
ce qui reste bien sir vrai par passage a la sous suite. On en déduit donc que Fu et 4 coincident

presque partout. O

Proposition 4.4. Pour toutes u,v € L?>(R%), on a

/(]—'u)v = /u(}'v). (4.4)

Démonstration. On sait que Iidentité (4.4) est vraie si u,v € S(R?) d’apres (1.3). Le résultat
s’obtient donc par densité puisque les deux membres de (4.4) dépendent contintiment de u et v
dans L%(R%).

A Exercices

Exercice 1. Calculer les transformées de Fourier (sur R) de

e~lel] Xr+(®)e™ ", X[-1,1]-

Exercice 2. On dit qu’une fonction f : R — C est a-Héldérienne, avec a €]0,1], si il existe Cy
telle que, pour tous x,y € R,

If(z) = f(y)] < Crlz —y|*.

On note C§(R) espace vectoriel des fonctions a-Héldériennes o support compact et on note
[ flla = sup|f(z)] 4 sup
z€R zF#Y,

1) Soit p € C§°(R) telle que [ p = 1. On pose p.(z) = € *p(x/€). Montrer qu’il existe une constante
C > 0 telle que,

d o
| F s pe@)] < Clfllae

pour tous © € R, € > 0 et toute f € C§(R).
2) Montrer que si f € C§(R), il existe C > 0 telle que

1) <c@+ e,

pour tout £ € R.
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Cet exercice donne un taux de décroissance explicite vers 0 pour f (&) lorsque & — oo, pour des
fonctions holdériennes. Si f est juste continue & support compact, on sait seulement que f(£) — 0.

En revanche, si f est Ct, on a f(£) = O(]¢|~!) par intégrations par parties. Cet exercice montre
que pour une régularité intermédiaire, entre C° et C!, on a une décroissance intermédiaire.

Exercice 3. Montrer que pour toute f € S(R) et tout A >0, on a

X2

[ pwie = 5 [ e

En déduire I'existence d’un développement asymptotique, lorsque A — 400, de la forme

[ pwyn ~ 3 alpact,

k>0

avec des coefficients ci(f) qu’on déterminera.
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