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Chapitre 1

Introduction

Le corpus des méthodes, développées dans cette partie et la suivante, apparaissent dans diffé-
rents environnements ou problématiques et souvent donc sous des appellations différentes. 1l est
instructif de resituer ces méthodes et leurs appellations dans un cadre chronologique afin de les
rapprocher des taches exploratoires habituelles d’un statisticien dans une entreprise.

1 Chronologie

Les bases théoriques de ces méthodes sont anciennes et sont principalement issues de psycho-
métres américains : Spearman (1904) et Thurstone (1931, 1947) pour I’Analyse en Facteurs, Hotte-
ling (1935) pour I’Analyse en Composantes Principales et I’Analyse Canonique, Hirschfeld (1935)
et Guttman (1941, 1959) pour I’Analyse des Correspondances. Pratiquement, leur emploi ne s’est
généralisé qu’avec la diffusion des moyens de calcul dans le courant des années 60. Sous 'appel-
lation “Multivariate Analysis” elles poursuivent des objectifs sensiblement différents a ceux qui
apparaitront en France. Un individu ou unité statistique n’y est souvent considéré que pour I'in-
formation qu’il apporte sur la connaissance des liaisons entre variables au sein d’un échantillon
statistique dont la distribution est le plus souvent soumise a des hypothéses de normalité.

En France, I’expression “Analyse des Données” recouvre les techniques ayant pour objectif la
description statistique des grands tableaur (n lignes, oul n varie de quelques dizaines & quelques
milliers, p colonnes, ol p varie de quelques unités & quelques dizaines). Ces méthodes se caracté-
risent par une utilisation intensive de 'ordinateur, leur objectif ezploratoire et une absence quasi
systématique d’hypothéses de nature probabiliste au profit de la géométrie euclidienne. Elles in-
sistent sur les représentations graphiques en particulier de celles des individus qui sont considérés
au méme titre que les variables.

Depuis la fin des années 1970, de nombreux travaux ont permis de rapprocher ou concilier
les deux points de vue en introduisant, dans des espaces multidimensionnels appropriés, les outils
probabilistes et la notion de modéle, usuelle en statistique inférentielle. Les techniques se sont ainsi
enrichies de notions telles que I’estimation, la convergence, la stabilité des résultats, le choix de
critéres ...

Ut



6 Chapitre 1. Introduction

2 Méthodes

Les méthodes de Statistique Multidimensionnelle concernées sont généralement les suivantes :

e Description et réduction de dimension (méthodes factorielles) :

1.
ii.

1il.

1v.

V1.

Analyse en Composantes Principales (p variables quantitatives),
Analyse Factorielle Discriminante (p variables quantitatives, 1 variable qualitative),

Analyse Factorielle des Correspondances Binaire (2 variables qualitatives) et Multiple
(p variables qualitatives),

Analyse Canonique (p et ¢ variables quantitatives),

“Multidimensional Scaling” (M.D.S.) ou positionnement multidimensionnel ou analyse
factorielle d’un tableau de distances.

Analyse en Facteurs (“Factor Analysis”), ou analyse en facteurs communs et spécifiques.

o Méthodes de classification :

1.
ii.

iil.

Classifications Hiérarchiques,
Classifications non Hiérarchiques,

Segmentation.

Les références les plus utiles pour ce cours sont: Bouroche & Saporta (1980), Jobson (1991),
Droesbeke, Fichet & Tassi (1992), Everitt & Dunn (1991), Mardia, Kent & Bibby (1979), Saporta
(1990), Lebart, Morineau & Piron (1995).

Le développement des moyens informatiques de stockage (bases de données) et de calcul permet
maintenant le traitement et ’analyse d’ensembles de données trés volumineux. Plus récemment, le
perfectionnement des interfaces offrent aux utilisateurs, statisticiens ou non, des possibilités de mise
en ceuvre trés simples des outils logiciels. Cette évolution, ainsi que la popularisation de nouvelles
méthodes algorithmiques (réseaux de neurones) et outils graphiques, conduit au développement et &
la commercialisation de logiciels intégrant un sous-ensemble des méthodes cités sous la terminologie
de Data mining.



Chapitre 2

Analyse en Composantes
Principales

I’analyse en Composantes Principales (A.C.P.) est introduite ici comme 'estimation au sein
d’un modéle, afin de préciser la signification statistique des résultats obtenus.
Cette technique est illustrée dans ce chapitre a travers I’étude de deux jeux de données:

températures Les données sont constituées des moyennes sur dix ans des températures moyennes
mensuelles de 32 villes frangaises. La matrice initiale Y est donc (32 x 12). Les colonnes sont
I’observation a différents instants d’'une méme variable ; elles sont homogénes et il est inutile
de les réduire.

criminalité Le jeu de données suivant est extrait de la documentation de SAS (1989) ot il illustre
’utilisation de la procédure princomp. Les p = 7 variables sont des taux de criminalité, selon
différents types de délits, observés dans les n = 50 états des USA.

Ce chapitre ne contient que les résultats graphiques nécessaires a 'interprétation ; les tableaux
numériques sont reportés en annexe B.

1 Introduction

Soit p variables statistiques réelles Y7 (j = 1,...,p) observées sur n individusi (i = 1,...,n)
affectés des poids wj :

n
Vi=1,...,n :w; > O0et Zwi:l;
i=1

Vi=1,...,n 1yl = Y7(i), mesure de Y7 sur le ™ individu.
Ces mesures sont regroupées dans une matrice Y d’ordre (n x p):

Ao
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1.1 Représentation vectorielle de données quantitatives

o A chaque individu i est associé le vecteur y; contenant la i ligne de Y mise en colonne.
C’est un élément d’un espace vectoriel noté E de dimension p; nous choisissons IR? muni de
la base canonique £ et d’une métrique de matrice M lui conférant une structure d’espace
euclidien :

E est isomorphe & (IR?, &, M).

FE est alors appelé espace des indiwvidus.

¢ colonne de Y. C’est un

élément d’un espace vectoriel noté F' de dimension n ; nous choisissons IR™ muni de la base

o A chaque variable Y7 est associé le vecteur 3 contenant la 7™

canonique F et d’une métrique de matrice D diagonale des poids lui conférant une structure
d’espace euclidien :

F' est isomorphe a (IR", F, D) avec D = diag(wy, ..., wy).

F est alors appelé espace des variables.

1.2 Interprétation statistique de la métrique des poids

L’utilisation de la métrique des poids dans I’espace des variables F' donne un sens trés particulier
aux notions usuelles définies sur les espaces euclidiens. Ce paragraphe est la clé permettant de
fournir les interprétations en termes statistiques des propriétés et résultats mathématiques.

Moyenne empirique de Y7 : i = <yj, 1”>D = yleln.
Barycentre des individus: y = Y'D1,.

Centrage de Y7 : z = oy —yil,.

Matrice des données centrées: X = Y-1,7%.

Ecart-type de Y7 : o = (a:lerj)l/g = Ha:jHD .
Covariance de Y7 et Y*: 2 Da* = <mj, mk>

Matrice des covariances : S = >0, wizizh = X'DX.
Corrélation de Y7 et Y*: Lenat), = cosfp(z,z").

[EXPY S
Ainsi, lorsque les variables sont centrées et représentées par des vecteurs de F':
e la longueur d’un vecteur représente un écart-type,

e le cosinus d’un angle entre deux vecteurs représente une corrélation.

1.3 La méthode

Les objectifs poursuivis par une A.C.P. sont:

e la représentation graphique “optimale” des individus (lignes), minimisant les déformations
du nuage des points, dans un sous-espace F, de dimension ¢ (¢ < p),

o la représentation graphique des variables dans un sous-espace Fj en explicitant au “mieux”
les liaisons initiales entre ces variables,

e la réduction de la dimension (compression), ou approximation de Y par un tableau de rang
q (¢ <p).
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DEFINITION 2.1. — Soit Y1,... YP, p variables quantitatives observées sur n individus de poids
w;. On appelle Analyse en Composantes Principales (A.C.P.) du triplet (Y,M, D) les tableaur et
graphiques obtenus d partir de la décomposition en valeurs singuliéres de (X, M, D).

Des arguments de type géométrique dans la littérature francophone, ou bien de type statistique
avec hypothéses de normalité dans la littérature anglo-saxonne, justifient le plus souvent cette
technique. Nous adoptons ici une optique intermédiaire en se référant & un modele “allégé” car ne
nécessitant pas d’hypothése “forte” sur la distribution des observations (normalité).

Plus précisément, ’A.C.P. admet des définitions équivalentes selon que ’on s’attache a la re-
présentation des individus, a celle des variables ou encore a leur représentation simultanée.

2 Modele

Les notations sont celles du paragraphe précédent :

¢ Y désigne le tableau des données issues de ’observation de p variables quantitatives Y7 sur
n individus ¢ de poids w;,

e [ est I’espace des individus muni de la base canonique et de la métrique de matrice M,

e F est I'espace des variables muni de la base canonique et de la métrique des poids D =
diag(wn, ..., wy).

De facon générale, un modéle s’écrit :
Observation = Modéle + Bruit

assorti de différents types d’hypotheses et de contraintes sur le modéle et sur le bruit.

En A.C.P., la matrice des données est supposée étre issue de 1’observation de n vecteurs aléa-
toires indépendants {y1, ... ,yn}, de méme matrice de covariance o?T', mais d’espérances différentes
z;, toutes contenues dans un sous-espace affine de dimension ¢ (¢ < p) de E. Dans ce modéle,
E(y;) = # est un paramétre spécifique attaché a chaque individu i et appelé effet fize, le modéle
étant dit fonctionnel. Ceci s’écrit en résumé :

{yi ;i=1,...,n}, n vecteurs aléatoires indépendants de FE,
E(g;) =0, var(g;) = 0T,
o > 0 inconnu, I' réguliére et connue,

(2.1)

Yi=2z+¢ ,1=1,... n avec

JA,, sous-espace affine de dimension ¢ de E tel que Vi, z; € Ay (¢ < p).

Soit z = Y7, w;z;. Les hypothéses du modele entrainent que z appartient & A,. Soit donc FE, le
sous-espace vectoriel de £ de dimension q tel que:

AqZZ—}-Eq.

Les paramétres a estimer sont alors Fy et z;,4 = 1,...,n, éventuellement o ; z; est la part systé-
matique, ou effet, supposée de rang ¢ ; éliminer le bruit revient donc a réduire la dimension.

Si les z; sont considérés comme aléatoires, le modeéle est alors dit structurel ; on suppose que
{y1,...,Yn} est un échantillon statistique i.i.d. Les unités statistiques jouent des roles symétriques,
elles ne nous intéressent que pour I’étude des relations entre les variables. On retrouve alors le
principe de ’analyse en facteurs (ou en facteurs communs et spécifiques, ou factor analysis).
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2.1 Estimation
PROPOSITION 2.2. — L’estimation des paramétres de (2.1) est fournie par I’A.C.P. de (Y,M, D)
¢’est-a-dire par la décomposition en valeurs singuliéres de (X, M, D) :

q
Zy = N uFoH = U ARV
k=1

Preuve
Sans hypothese sur la distribution de I’erreur, une estimation par les moindres carrés conduit a résoudre

le probléme :

Ecpzz

min {Z w; ||yi — zi||§/[ i dim(Eg) =¢q,2zi — 2 € Eq} . (2.2)
=1

On note X =Y — 1,4 la matrice centrée ot § = > ., wiy:; et Z la matrice (n x p) dont les lignes
sont les vecteurs (z; — z)’.

n n
Dowillyi =zl =D willyi =T+ 2=zl + 17— 2l 5
i=1 i=1

le probleme (2.2) conduit alors & prendre z= y et devient équivalent & résoudre :

mzin {||X — Z||M7D i Z € My, p, rang(Z) = q} . (2.3)

La fin de la preuve est une conséquence immédiate du théoréme (A.5).

0

, . 7 .,
o Les u* sont les vecteurs propres D-orthonormés de la matrice XMX'D associés aux valeurs
propres Ag rangées par ordre décroissant.

o Les vy, appelés vecteurs principauz, sont les vecteurs propres M-orthonormés de la matrice
X'DXM = SM associés aux mémes valeurs propres ; ils engendrent des s.e.v. de dimension 1
appelés axes principaux.

Les estimations sont donc données par :

T = 7
o~ K 7 1
Z, = Y NP =UNV] =XP,,
k=1
ol I/’; = VqV(']M est la matrice de projection

M-orthogonale sur l/?;,

E, = span{v',... v},
E\z est  appelé plan principal,
z = 1:/);552' +79.
Remarque. —:
1. Les solutions sont emboitées pour ¢ =1,... ,p:

Ey = vect{v'} C By = vect{v',v?} C E3 = vect{v',v? v*} C ...
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ii. Les espaces principaux sont uniques sauf, éventuellement, dans le cas de valeurs propres
multiples.

iii. Si les variables ne sont pas homogénes (unités de mesure différentes, variances disparates),
elles sont préalablement réduites :

X =XY %00 ¥ = diag (oF,... ,0'5_), avec 0'J2~ = Var (Y7) = Var (X7) ;

S est alors la matrice R = ©-1/28%-1/2 des corrélations.

Remarque. — Sous ’hypothése que la distribution de ’erreur est gaussienne, une estimation par
maximum de vraisemblance conduit a la méme solution.

2.2 Définition équivalente

On considére p variable statistiques centrées X' ..., XP. Une combinaison linéaire de coeffi-
cients f; de ces variables,

P
c= E fie? =X,
j=1
définit une nouvelle variable centrée C' qui, & tout individu 7, associe la “mesure”

C(i) = z.f.

PROPOSITION 2.3. — Soient p variables quantitatives centrées X', ..., XP observées sur n indivi-
dus de poids w; ; ’A.C.P. de (X, M, D) est aussi la recherche des q combinaisons linéaires normées
des X7, non corrélées et dont la somme des variances soit marimale.

o Les vecteurs f* = Muv* sont les facteurs principauz. Ils permettent de définir les combinaisons
linéaires des X7 optimales au sens ci-dessus.

o Les vecteurs ¢® = X f* sont les composantes principales.

o Les variables C* associées sont centrées, non corrélées et de variance Ay ; ce sont les variables
principales ;

cov(C*,CY) = (XfF)DXf = fF's !
= *'MSMy! = )\lvklel = )\1(5,2.
o Les f* sont les vecteurs propres M~ '-orthonormés de la matrice MS.

e La matrice

C = XF = XMV = UA'/?
est la matrice des composantes principales.

k

e Les axes définis par les vecteurs D-orthonormés u” sont appelés azes factoriels.

3 Représentations graphiques

3.1 Les individus

Les graphiques obtenus permettent de représenter “au mieux” les distances euclidiennes inter-
individus mesurées par la métrique M.
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Projection

Chaque individu i représenté par z; est approché par sa projection M-orthogonale z;? sur le
sous-espace F, engendré par les q premiers vecteurs principaux {v',...,v?}. En notant e; un
vecteur de la base canonique de E, la coordonnée de I'individu i sur v* est donnée par :

<xi,vk>M = m;-ka = e;-Xka = cf.

ProOPOSITION 2.4, — Les coordonnées de la projection M-orthogonale de x; sur E; sont les q
premiers élément de la 1*™° ligne de la matrice C des composantes principales.
Mesures de “qualité”

La “qualité globale” des représentations est mesurée par la part de dispersion expliquée :

_uSMP,  YI_ M\
T TRSM T ST A

Remarque. — La dispersion d’un nuage de points unidimensionnel par rapport & sa moyenne se
mesure par la variance. Dans le cas multidimensionnel, la dispersion du nuage N par rapport a
son barycentre g se mesure par 1’inertie, généralisation de la variance:

n n
2 2 2
L) =Y willyi = gl = Y willzillag = [Xlgp = tr (X'DXM) = tr (SM).
i=1 i=1

La qualité de la représentation de chaque z; est donnée par le cosinus carré de ’angle qu’il
forme avec sa projection :
2
M _ ZZ:I(C§)2

= VR

(3

s HPqI‘Z
[EA[F f=1(cf)

[cos O(z;, 2;7)]

Pour éviter de consulter un tableau qui risque d’étre volumineux (n lignes), les étiquettes de
chaque individu sont affichées sur les graphiques avec des caractéres dont la taille est fonction de
la qualité. Un individu trés mal représenté est a la limite de la lisibilité.

Contributions
Les contributions de chaque individu a I'inertie de leur nuage

2
_wil|millag _ wi Yooy (F)?

)

TETRSM T ST A

ainsi qu’a la variance d’une variable principale

- wi(cf)?
2 )\k )

permettent de déceler les observations les plus influentes et, éventuellement, aberrantes. Ces points
apparaissent visiblement lors du tracé des boites-a-moustaches paralléles des composantes princi-
pales qui évitent ainsi une lecture fastidieuse de ce tableau des contributions. En effet, ils se sin-
gularisent aussi comme “outliers” hors de la boite (au dela des moustaches) correspondant & une
direction principale. Les individus correspondants, considérés comme individus supplémentaires,
peuvent étre éliminés lors d’une nouvelle analyse.
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Fic. 2.2: Criminalité: premier plan des individus.
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Individus supplémentaires

Il s’agit de représenter, par rapport aux axes principaux d’une analyse, des individus qui n’ont
pas participé aux calculs de ces axes. Soit s un tel vecteur, il doit étre centré, éventuellement réduit,
puis projeté sur le sous-espace de représentation. Les coordonnées sont fournies par :

(v, VaVIM(s — )y, = v MV, ViM(s — ) = ¢ Vi M(s — 7).
Les coordonnées d’un individu supplémentaire dans la base des vecteurs principaux sont donc :

V;M(s - 7).

3.2 Les variables

Les graphiques obtenus permettent de représenter “au mieux” les corrélations entre les variables
(cosinus des angles) et, si celles-ci ne sont pas réduites, leurs variances (longueurs).
Projection

Une variable X7 (ou Y7) est représentée par la projection D-orthogonale é\(]a:j sur le sous-espace
F, engendré par les ¢ premiers axes factoriels. La coordonnée de x7 sur u® est:

. ] 1 Y] 1 -1
<;L‘J,uk>D = /' Du* = maz] DXMv* = \/—)\_kej X'DXMv* = \/)\kvf.

PROPOSITION 2.5. — Les coordonnées de la projection D-orthogonale de x7 sur le sous-espace Fy
sont les q premiers éléments de la 7™ ligne de la matrice VAYZ,

Mesure de “qualité”

La qualité de la représentation de chaque z7 est donnée par le cosinus carré de 1’angle qu’il
forme avec sa projection :

2: Hquj D _ Dokt M(v
l2illy,  hey Me(v

) .
y

J
L~ !
cos 0(z? zJ }
(27, Qq27) ;
3
Corrélations variablesxfacteurs

Ces indicateurs aident a l'interprétation des axes factoriels en exprimant les corrélations entre
variables principales et initiales.

<xj1“k>D V%

70

cor(Xj,Ck) = COSQ(:Ej,Ck) = cosﬁ(mj,uk) =

7]l 7j
ce sont les éléments de la matrice =1/2VAL/2,
Cercle des corrélations
Dans le cas de variables réduites #/ = oy Yed, Hx] H =1, les #/ sont sur la sphére unité S, de F.

L’intersection S, N F5 est un cercle centré sur ’origine et de rayon 1 appelé cercle des corrélations.
Les projections de #7 et 27 sont colinéaires, celle de #/ étant & I'intérieur du cercle :

H@inD = cos (7 Q\Qﬂfj) <1
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-1.0-0.5 0.0 0.5 1.0
Axe 1

F1a. 2.3: Températures: premier plan des variables.

Ainsi, plus (/Q\Q:Ej est proche de ce cercle, meilleure est la qualité de sa représentation. Ce graphique
est commode & interpréter & condition de se méfier des échelles, le cercle devenant une ellipse si
elles ne sont pas égales. Comme pour les individus, la taille des caracteres est aussi fonction de la
qualité des représentations.

3.3 Représentation simultanée ou “biplot”

A partir de la décomposition en valeurs singuliéres de (X, M, D), on remarque que chaque
valeur

:L‘f = Z \/Eufv‘; = [UA1/2V'}]:

i
k=1

s’exprime comme produit scalaire usuel des vecteurs

c; = [UAl/z} et v/ ou encore u; et {VA1/2}

i J
Pour ¢ = 2, la quantité %7 en est une approximation limitée aux deux premiers termes.

Cette remarque permet d’interpréter deux autres représentations graphiques en A.C.P. proje-
tant simultanément individus et variables.

1. la représentation isométrique ligne utilise les matrices C et V ; elle permet d’interpréter les
distances entre individus ainsi que les produits scalaires entre un individu et une variable qui
sont, dans le premier plan principal, des approximations des valeurs observées z] = X7 (i);

.. , . . . - . 2 .

1. la représentation isométrique colonne utilise les matrices U et VALY ; elle permet d’in-
terpréter les angles entre vecteurs variables (corrélations) et les produits scalaires comme
précédemment.
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Remarque. — .

i. Dans le cas fréquent ot M = I, et oul les variables sont réduites, le point représentant X7, en
superposition dans I’espace des individus se confond avec un pseudo individu supplémentaire
qui prendrait la valeur 1 (écart-type) pour la variable j et 0 pour les autres.

ii. En pratique, ces différents types de représentations (simultanées ou non) ne different que par
un changement d’échelle sur les axes ; elles sont trés voisines et suscitent souvent les mémes
interprétations.

4 Choix de dimension

La qualité des estimations auxquelles conduit I’A.C.P. dépend, de fagon évidente, du choix de
q, c’est-a-dire du nombre de composantes retenues pour reconstituer les données, ou encore de la
dimension du sous-espace de représentation.

De nombreux critéres de choix pour ¢ ont été proposés dans la littérature. Nous présentons ici
les plus courants.

4.1 Part d’inertie
La “qualité globale” des représentations est mesurée par la part d’inertie expliquée :

q
_ 2= M
qa P '
k:l)\k

La valeur de ¢ est choisie de sorte que cette part d’inertie expliquée r, soit supérieure & une valeur
seuil fixée a priori par I'utilisateur. C’est souvent le seul critéere employé.

4.2 Regle de Kaiser

On considere que, si tous les éléments de Y sont indépendants, les composantes principales sont
toutes de variances égales (égales & 1 dans le cas de I’A.C.P. réduite). On ne conserve alors que les
valeurs propres supérieures & leur moyenne car seules jugées plus “informatives” que les variables
initiales; dans le cas d’une A.C.P. réduite, ne sont donc retenues que celles plus grandes que 1. Ce
critere, utilisé implicitement par SAS/ASSIST, a tendance & surestimer le nombre de composantes
pertinentes.

4.3 Eboulis des valeurs propres

C’est le graphique (figures 4.3 et 4.3) présentant la décroissance des valeurs propres. Le principe
consiste & rechercher, §'il existe, un “coude” (changement de signe dans la suite des différences
d’ordre 2) dans le graphe et de ne conserver que les valeurs propres jusqu’a ce coude. Intuitivement,
plus Iécart (Ay — Ag41) est significativement grand, par exemple supérieur & (A;—1 — Aq), et plus

on peut étre assuré de la stabilité de l/?;.

4.4 Boites-a-moustaches des variables principales

Un graphique (figure 4.4 et 4.4) présentant, en paralléle, les boites-a-moustaches des variables
principales illustre bien leurs qualités: stabilité lorsqu’une grande boite est associée a de petites
moustaches, instabilité en présence d’une petite boite, de grandes moustaches et de points isolés.
Intuitivement, on conserve les premiéres “grandes boites”. Les points 1solés ou “outliers” désignent
les points a forte contribution, ou influents, dans une direction principale.
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5 Pratique de I’A.C.P.

5.1 Préliminaires

Les données se présentent sous la forme d’un fichier dont chaque ligne ou article est découpée
en rubriques :

identificateur — varl — ... — varp

et nécessite un traitement préalable a 1’exécution d’un programme d’A.C.P. afin de:
e vérifier la cohérence et ’exactitude des données,
e éliminer certaines variables,
o procéder a d’éventuelles transformations de variables (racine, log ... ).
Il faut donc considérer successivement et répétitivement les opérations suivantes :
1. formattage, nettoyage du fichier, traitement des données manquantes,
ii. choix des variables (se méfier de I’effet taille),

iii. étude univariée (moyennes, médianes, indices de dispersion, histogrammes, boites-a-moustaches
)

iv. étude bivariée (matrice des corrélations, des nuages de points ... ),

v. itérer ...

On obtient alors la matrice Y, xp) qui sera centrée par le programme.

5.2 Options

Différents choix sont offerts a ’utilisateur:

e réduction des variables (par défaut) lorsqu’elles ne sont pas homogénes (unités de mesure
différentes ou variances disparates),

e pondération des individus (par défaut %) pour regrouper des données identiques, redresser
un échantillon . ..

o métrique de ’espace des individus: par défaut M = I, ; pour pondérer les variables: M =
diag(as, ..., a2).

5.3 Simplification de métrique

Une métrique étant donnée dans ’espace E des individus, la matrice M associée est symétrique,
définie-positive ; elle se fractionne en M = FF’ ot F (p x p) est de rang p. Soit Y un tableau de
données et f un vecteur de IRP alors la combinaison linéaire Y f des colonnes y/ définit une nouvelle
variable. Globalement, le produit YF construit un nouveau tableau obtenu par transformations

linéaires des variables initiales. Les variables transformées ont pour moyenne Fy et pour covariance
F'SF.

ProprosITION 2.6. — Les A.C.P. de (YF,I, D) et (Y,M, D) sont équivalentes au sens ou elles
conduisent aux mémes matrices des composantes principales.

Ce résultat élémentaire permet de calculer avec un logiciel usuel une A.C.P. pour une métrique
quelconque. Il suffit de pré-traiter les données avant de calculer I’A.C.P. de (YMUQ7 I,,D)
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5.4

Interprétation

Les macros SAS décrites en annexe, de méme que la plupart des logiciels, proposent, ou auto-
risent, I’édition des différents indicateurs (contributions, qualités, corrélations) et graphiques définis
dans les paragraphes précédents.

Les contributions permettent d’identifier les individus trés influents pouvant déterminer a eux
seuls I'orientation de certains axes; ces points sont vérifiés, caractérisés, puis éventuellement
considérés comme supplémentaires dans une autre analyse.

Il faut choisir le nombre de composantes a retenir, c’est-a-dire la dimension des espaces de
représentation.

Les axes factoriels sont interprétés par rapport aux variables initiales bien représentées.

Les graphiques des individus sont interprétés, en tenant compte des qualités de représentation,
en termes de regroupement ou dispersions par rapport aux axes factoriels et projections des
variables initiales.

Les quelques graphiques présentés suffisent, dans la plupart des cas, a 'interprétation d’une
A.C.P. classique et évitent la sortie volumineuse, lorsque n est grand, des tableaux usuels d’aide
a I'interprétation. Ceux-ci sont reportés en annexe. On échappe ainsi a une critique fréquente, et
souvent justifiée, des anglo-saxons vis-a-vis de la pratique francaise de “I’analyse des données” qui,
paradoxalement, cherche & “résumer au mieux I'information” mais produit plus de chiffres en sortie
qu’il n’y en a en entrée! Remarque. — T’A.C.P. est une technique linéaire optimisant un critére
quadratique ; elle ne tient donc pas compte d’éventuelles liaisons non linéaires et présente une forte
sensibilité aux valeurs extrémes.
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Chapitre 3

Analyse Factorielle des
Correspondances

1 Introduction

1.1 Données

On considére dans ce chapitre deux variables qualitatives observées simultanément sur n in-
dividus affectés de poids identiques 1/n. On suppose que la premiére variable, notée X, posséde
r modalités notées z1,...,x,...,2,, et que la seconde, notée Y, possede ¢ modalités notées
Yy o s Yy ey Yoo

La table de contingence associée a ces observations, de dimension r X ¢, est notée T ; son élément
générique est nyy, effectif conjoint. Elle se présente sous la forme suivante :

| [ on |- [ wn |- [ v [[sommes |
T Ny | <+ | M1p | cc | Nie ni4
xy nn Nin Nic ni4
Ty Nr1 e Nrh e Nre Nr4
somimes || 41 | | Nyhn | | Nyc || n

1.2 Notations

Les quantités {niy = Y 5_jmn;l = 1,...,r} et {ngp = > _ mn;h = 1,... ¢} sont les
effectifs marginaur vérifiant Z;Il Ny = 22:1 nyn = n. De fagon analogue, on définit les notions
de fréquences conjointes (fin = mp/n) et de fréquences marginales. Ces derniéres sont rangées dans
les vecteurs :

gr = [f1+a~"’f7“+]/:

et ge = [f+17"'7f+c]/~
Elles permettent de définir les matrices:
D, = diag(fl-}-v"' 7f7‘+)’

et DC diag(f+1, . 7f-|—c)~

23
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On sera également amené a considérer les profils—lignes et les profils—colonnes déduits de T. Le
['¥me profil-ligne est
Ny nyp Nic

) bl PR |
niy ni4 ni4

1.

Tl est considéré comme un vecteur de IR® et les r vecteurs ainsi définis sont disposés en colonnes
dans la matrice ¢ x r

1
A=-T'D '
n
De méme, le h*®™€ profil-colonne est
) p
Nip Nip Trh
b) ) R
nyp Nyp Nyp

vecteur de IR”, et la matrice r x ¢ des profils—colonnes est

1
B=-TD. '
n

1.3 Liaison entre deux variables qualitatives

DEFINITION 3.1. — On dit que deur variables X et Y sont non lides relativement a T si et
seulement si:

V(I h) € {1,y x {1,... e}y = SETER

Il est équivalent de dire que tous les profils-lignes sont égaux, ou encore que tous les profils—
colonnes sont égaux (voir volume 1, chapitre 3, paragraphe 3).

Cette notion est cohérente avec celle d’indépendance en probabilités. En effet, soit Q@ = {1,...  n}
I’ensemble des individus observés et (2, P(£2), P) 'espace probabilisé associé ot P est I’équiproba-
bilité; Mx = {z1,...,z,} et My ={y1,...,y.} désignent les ensembles de modalités, ou valeurs

prises par les variables X et Y. On note X et Y les variables aléatoires associées aux 2 variables
statistiques X et Y :

X :(Q,P(Q),P) = (Mx,P(Mx)),
— (My,P(My)) ;

Px, Py et Pxy désignent respectivement les probabilités images définies par )?,17 et le couple
(X,Y) sur (Mx,P(Mx)), ( My, P(My)) et (Mx x My, P(Mx) x P(My)); ce sont les proba-
bilités empiriques. Alors, X et Y sont non lides si et seulement si X et Y sont indépendantes en
probabilité (la vérification est immédiate).

On suppose maintenant qu’il existe une liaison entre X et Y que l'on souhaite étudier. La
représentation graphique des profils-lignes ou des profils—colonnes, au moyen de diagrammes en
barres paralléles, ainsi que le calcul de coefficients de liaison (Cramer ou Tschuprow) donnent une
premiére idée de la variation conjointe des deux variables (voir volume 1, chapitre 3, paragraphe 3).
Le test du x? permet de plus de s’assurer du caracteére significatif de cette liaison. Il est construit
de la maniére suivante :

I’hypothése nulle est HO: X et Y sont indépendantes en probabilités;

I’hypothese alternative est H1: les variables X et Y ne sont pas indépendantes.



2. Double A.C.P. 25

La statistique de test est alors

r c nz+n+h)2
n

2 (nlh - .
X = 2 : T ugngn
=1 h=1 n

elle suit asymptotiquement (pour les grandes valeurs de n), et si ’hypothése HO est vraie, une loi
de x? & (r—1)(c— 1) degrés de liberté. On rejette donc HO (et 'on conclut au caractére significatif
de la liaison) si x? dépasse une valeur particulidre (valeur ayant une probabilité faible et fixée a
priori — en général 0,05 — d’ étre dépassée par une loi de x? a (r — 1)(c — 1) degrés de liberté).

1.4 Objectifs

Pour préciser la liaison existant entre les variables X et Y, on souhaite définir un modéle
statistique susceptible de fournir des paramétres dont la représentation graphique (de type bi-
plot) illustrera les “correspondances” entre les modalités de ces 2 variables. Cette approche sera
développée au paragraphe 3.

Une autre approche, trés courante dans la littérature francophone, consiste a définir 1’Ana-
lyse Factorielle des Correspondances (A.F.C.) comme étant le résultat d’une double Analyse en
Composantes Principales

e I’A.C.P. des profils-lignes,
e I’A.C.P. des profils—colonnes,

relativement & la métrique dite du x?. Cette approche est présentée au paragraphe 2.
Remarque. — :

1. Toute structure d’ordre existant éventuellement sur les modalités de X ou de Y est ignorée

par ’A.F.C.
1. Tout individu présente une modalité et une seule de chaque variable.

ii1. Chaque modalité doit avoir été observée au moins une fois; sinon, elle est supprimée.

2 Double A.C.P.

2.1 Métriques du x?

Les correspondances entre modalités évoquées au paragraphe précédant se trouvent exprimées
en termes de distances au sens d’une certaine métrique. Ainsi, chaque modalité z; de X est carac-
térisée par son profil-ligne représenté par le vecteur a’ de 1’espace IR® muni de la base canonique
(les coordonnées de a' sont les éléments de la [-idme colonne de A). De méme, chaque modalité
yn de Y est caractérisée par son profil-colonne représenté par le vecteur b de I’espace IR” muni
de la base canonique.

Ces espaces sont respectivement munis des métriques, dites du x?, de matrices D
Ainsi, la distance entre deux modalités z; et x; de X s’écrit

I i)2 _ - 1 I iy2
||a a ||Dc_1 - E f+h (ah ah) )
h=1

et de méme pour les modalités de Y. La métrique du x? introduit les inverses des fréquences
marginales des modalités de Y comme pondérations des écarts entre éléments de deux profils
relatifs & X (et réciproquement) ; elle attribue donc plus de poids aux écarts correspondants & des
modalités de faible effectif (rares) pour Y.

1 et D;l.

c



26 Chapitre 3. Analyse Factorielle des Correspondances

2.2 A.C.P. des profils—colonnes

On s’intéresse ici 4 I’A.C.P. du triplet (B/, D!, D,). Dans cette A.C.P., les “individus” sont les
modalités de Y, caractérisées par les profils—colonnes de T, pondérées par les fréquences marginales
correspondantes et rangées en lignes dans la matrice B’.

PROPOSITION 3.2. — Les éléments de I’A.C.P. de (B’,D,; ', D.) sont fournis par l’analyse spec-
trale de la matrice carrée, D! -symétrique et semi—définie positive BA.

Preuve Elle se construit en remarquant successivement que :

i. le barycentre du nuage des profils—colonnes est le vecteur g, des fréquence marginales de X,
ii. la matrice BD.B’' — g, D.g. joue le réle de la matrice des variances—covariances,
iii. la solution de ’A.C.P. est fournie par la D.V.S. de (B’ — 1g;, D!, D.), qui conduit & rechercher les
valeurs et vecteurs propres de la matrice (SM)

BD.B'D;' — 3, D.g. = BA —g,¢.D;' (car BD;' =D.'A)

iv. les matrices BA — g,g.D;! et BA ont les mémes vecteurs propres associées aux mémes valeurs
propres, & l’exception du vecteur g, associé & la valeur propre Ao = 0 de BA — g,g.D;! et & la
valeur propre Ao = 1 de BA.

0

On note U la matrice contenant les vecteurs propres D !-orthonormés de BA. La représen-
tation des “individus” de I’A.C.P. réalisée fournit une représentation des modalités de la variable
Y. Elle se fait au moyen des lignes de la matrice des “composantes principales” (XMV):

C.=B'D;'U.

2.3 A.C.P. des profils—lignes

De facon symétrique (ou duale), on s’intéresse & ’A.C.P. des “individus” modalités de X ou
profils-lignes (la matrice des données est A’), pondérés par les fréquences marginales des lignes de
T (la matrice diagonale des poids est D) et utilisant la métrique du x?2. 11 s’agit donc de ’A.C.P.
de (A, D1, D,).

PROPOSITION 3.3. — Les éléments de I’A.C.P. de (A’, D', D,) sont fournis par ’analyse spec-
trale de la matrice carrée, D! -symétrique et semi—définie positive AB.

On obtient directement les résultats en permutant les matrices A et B, ainsi que les indices ¢
et r. Notons V la matrice des vecteurs propres de la matrice AB ; les coordonnées permettant la
représentation les modalités de la variable X sont fournies par la matrice:

C,=A'D]'V.

Sachant que V contient les vecteurs propres de AB et U ceux de BA, le théoréme (A.1) montre
qu’il suffit de réaliser une seule analyse, car les résultats de I'autre s’en déduisent simplement :

Il

\Ys AUA™'/2,
U = BVAY/?%

A est la matrice diagonale des valeurs propres (exceptée Ag = 0) communes aux deux A.C.P.
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C. = B'D;'U=BD;'BVA /2 =D;'ABVA~Y2 = D;'VA!/?
C, = A'D;'V=D;'UAYZ

On en déduit les formules dites de transition:

C. = B/C,ATV2
C, = A/C.A™'2

La représentation simultanée habituellement construite & partir de ces matrices (option par
défaut de SAS) n’est pas a priori justifiée. On lui donnera un sens dans les paragraphes suivants.

3 Modeles pour une table de contingence

On écrit d’abord que chaque fréquence fi, de T correspond & l'observation d’une probabilité
théorique pip ; on modélise donc la table de contingence par cette distribution de probabilités. On
précise ensuite le modéle en explicitant 1’écriture de p;p, . Différents modéles classiques peuvent étre
considérés.

3.1 Le modele log-linéaire

Il consiste a écrire :
In(pin) = g+ o+ Bn + nin

avec des contraintes le rendant identifiable. Ce modéle, tres classique, ne sera pas développé ici.
On pourra se reporter, par exemple, a Bishop et al. (1975).

3.2 Le modele d’association

Il est encore appelé RC-modéle, ou modéle de Goodman (1991) :

q
Pin = Yo Brexp (E ¢k/llk1/hk) .

k=1

Ce modeéle, muni des contraintes nécessaires, permet de structurer les interactions et de faire des
représentations graphiques des lignes et des colonnes de T au moyen des paramétres pyr et vpg.
Ces parameétres peuvent étre estimés par maximum de vraisemblance ou par moindres carrés.

3.3 Le modele de corrélation

On écrit 1c1:

q
Pin = Piapen + YV Aeuf v, (3.1)
k=1

avec ¢ <inf(r—1,e—1), Ay > --- > Ay > 0 et sous les contraintes d’identifiabilité suivantes:
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r c
k _ ko
Uy = E v, = 0,
=1 h=1
E'—=1 Jj k=1 7 _
W Dow! =" D = G

Remarque. — :

i. Le modele (3.1) ci-dessus est équivalent au modeéle considéré par Goodman (1991):

q
Plh = Pi4+P+h (1 +Y v )\k&kﬁﬁ) ; (3.2)
k=1

moyennant une homothétie sur les parameétres.
ii. La quantité Y ¢_, v/ Agufvf exprime I’écart & I’indépendance pour la cellule considérée.

iii. Le modéle suppose que cet écart se décompose dans un sous—espace de dimension ¢ < min(c—
1,r=1).

iv. Les estimations des parametres piy, pyn, Ak, u*, v* peuvent étre réalisées par maximum de

vraisemblance ' ou par moindres carrés. Dans le contexte de la statistique descriptive, qui est

celui de ce cours, 1l est naturel de retenir cette derniére solution.

3.4 Estimation Moindres Carrés dans le modele de corrélation
Critére

Considérons les espaces IR et TR” munis de leur base canonique et de leur métrique du x?
respectives et notons P le tableau des probabilités théoriques définies selon le modeéle (3.1). Le
critéere des moindres carrés s’écrit alors :

2

Rt
min||[-T - P (3.3)
P n D-IDI?
Estimation
ProOPOSITION 3.4. — L’estimation des paramétres de (3.1} en résolvant (3.3) est fournie par la

D.V.S. de (%T,Dc_l,Dfl) a lordre q. Les probabilités marginales piy et pyp sonl estimées par
fix et frn tandis que les vecteurs u® (resp. v* ) sont vecteurs propres de la matrice BA (resp. AB)
associés aur valeurs propres Ag.

On obtient ainsi, d’une autre facon, I’A.F.C. de la table de contingence T.
Preuve Elle se construit a partir de la D.V.S. de (%T7 D, D Y):

min(r—1,c—1)

1.5 k k
Etl = Z Akup vy,

k=0

1. On suppose alors que les n p;;, sont les paramétres de lois de Poisson indépendantes conditionnellement a leur
somme qui est fixée et égale a n.
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ot les vecteurs u* (resp. Uk) sont vecteurs propres D !'—orthonormés (resp. Dc_lforthonormés:) de la
matrice

1 1 1 1
—TD;'-T'D;' =BA (resp. —T'D;'—TD_' = AB),
n n n n

associés aux valeurs propres Ag.

De plus, le vecteur g» = u® (resp. g = v°) est vecteur propre Dy '-normé (resp. D;'-normé) de la
matrice BA (resp. AB) associé ala valeur propre Ao = 1. Enfin, les matrices AB et BA sont stochastiques ?
et donc les valeurs propres vérifient :

1=X2>2X2---22X>0.

En identifiant les termes, 'approximation de rang (q + 1) de la matrice P s’écrit donc:
o~ ki k k’
P, :grgé —1—2 Aru v
k=1
et les propriétés d’orthonormalité des vecteurs propres assurent que les contraintes du modele sont vérifiées.

[}

4 Représentations graphiques

4.1 Biplot

La décomposition de la matrice %T se transforme encore en :

min(r—1,c—1)

fin — fit f4n _ Z \/—

Jis fen fir f+h

En se limitant au rang ¢, on obtient donc, pour chaque cellule (I, k) de la table T, une approximation
de son écart relatif 4 I'indépendance comme produit scalaire des deux vecteurs

ME 14 VR i/

fiy F J4n

termes génériques respectifs des matrices
D 'UAY* et DITVAY4,

qui sont encore les estimations des vecteurs & et 1, du modéle 3.2. Leur représentation (par
exemple avec ¢ = 2) illustre alors la correspondance entre les deux modalités z; et yp : lorsque
deux modalités, éloignées de 'origine, sont voisines (resp. opposées), leur produit scalaire est de
valeur absolue importante; leur cellule conjointe contribue alors fortement et de maniére positive
(resp. négative) a la dépendance entre les deux variables.

I’A.F.C. apparait ainsi comme la meilleure reconstitution des fréquences fi,, ou encore la
meilleure représentation des écarts relatifs a 1'indépendance. La représentation simultanée des
modalités de X et de Y se trouve ainsi pleinement justifiée.

2. Matrice réelle, carrée, 4 termes positifs, dont la somme des termes de chaque ligne (ou chaque colonne) vaut 1.
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4.2 Double A.C.P.

Chacune des deux A.C.P. réalisée permet une représentation des “individus” (modalités) appro-
chant, au mieux, les distances du x? entre les profils-lignes d’une part, les profils—colonnes d’autre
part. Les coordonnées sont fournies cette fois par les matrices (de composantes principales)

C, =D 'UAY? et C, = D;'VAY2,

Meéme si la représentation simultanée n’a plus alors de justification, elle reste couramment
employée. En fait, les graphiques obtenus different trés peu de ceux du biplot; ce dernier sert
donc de “caution” puisque les interprétations des graphiques sont identiques. On notera que cette
représentation issue de la double A.C.P. est celle réalisée par la plupart des logiciels statistiques
(c’est en particulier le cas de SAS).

4.3 Représentations barycentriques

D’autres représentations simultanées, appelées barycentriques, sont proposées en utilisant les
matrices

D 'UAY? et D;'VA,

ou encore les matrices

D 'UA et D;'VAY2,

Si 'on considére alors, par exemple, la formule de transition
C, = A/CAY?— C,A/? = A'C, < D;'UA = A'D;'VA!/?,

on voit que dans la seconde des représentations ci—dessus, chaque modalité z; de X est repré-
sentée par un vecteur qui est barycentre de ’ensemble des vecteurs associés aux modalités de Y,
chacun d’eux ayant pour poids 1’élément correspondant du [-1éme profil-ligne. La encore, la re-
présentation simultanée s’en trouve parfaitement justifiée. Malheureusement, dans la pratique, les
représentations barycentriques sont souvent illisibles; elles sont, de ce fait, trés peu utilisées.

4.4 Autre représentation

La pratique de I’A.F.C. montre que I'interprétation des graphiques est toujours la méme, quelle
que soit la représentation simultanée choisie parmi les 3 ci-dessus.

On peut ainsi envisager d’utiliser, pour une représentation simultanée des modalités de X et
de Y, les coordonnées fournies respectivement par les lignes des matrices

D;'U et D;'V.

L’interprétation du graphique sera toujours la méme et les matrices ci—dessus, outre leur simpli-
cité, présentent ’avantage de conduire a une représentation graphique qui reste invariante lorsque
I’on utilise la technique d’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (voir chapitre suivant)
sur les données considérées ici.

4.5 Aides a l’interprétation

Les qualités de représentation dans la dimension choisie et les contributions des modalités de
X ou de Y se déduisent aisément de celles de I’A.C.P. Ces quantités sont utilisées a la fois pour
choisir la dimension de I’A.F.C. et pour interpréter ses résultats dans la dimension choisie.
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Mesure de la qualité globale

Pour une dimension donnée ¢ (1 < q < d = inf(r—1,c—1)), laqualité globale des représentations
graphiques en dimension ¢ se mesure par le rapport entre la somme des ¢ premiéres valeurs propres
de 'A.F.C. et leur somme compleéte de 1 a d.

Compte-tenue de la propriété ZZ:1 A = ®2 (voir en 6.1), la qualité de la représentation dans
la k—iéme dimension s’écrit

'n)\k

X
On parle encore de part du khi-deux expliquée par la k-iéme dimension (voir les sorties du logiciel

SAS).

Mesure de la qualité de chaque modalité

Pour chaque modalité de X (resp. de Y), la qualité de sa représentation en dimension ¢ se
mesure par le cosinus carré de I’angle entre le vecteur représentant cette modalité dans IR (resp.
dans TR") et sa projection D '-orthogonale (resp. D, -orthogonale) dans le sous—espace principal
de dimension q.

Ces cosinus carrés s’obtiennent en faisant le rapport des sommes appropriées des carrés des
coordonnées extraites des lignes de C, (resp. de C,).

Contributions a ’inertie totale

L’inertie totale (en dimension d) du nuage des profils-lignes (resp. des profils—colonnes) est
égale a la somme des d valeurs propres. La part due au i-iéme profil-ligne (resp. au j—ieme profil-
colonne) valant fi4 Zzzl(cljl)z (resp. fin 2221(65/5)2)’ les contributions & l’inertie totale s’en
déduisent immédiatement.

Contributions a I’inertie selon chaque axe

Il s’agit de quantités analogues a celles ci-dessus, dans lesquelles il n’y a pas de sommation
sur l'indice k. Ces quantités sont utilisées dans la pratique pour sélectionner les modalités les
plus importantes, c¢’est—a—dire celles qui contribuent le plus a la définition de la liaison entre les 2
variables X et Y.

Remarque

En général, on n’interpréte pas les axes d'une A.F.C. (en particulier parce qu’il n’y a pas de
variable quantitative intervenant dans ’analyse). L’interprétation s’appuie surtout sur la position
relative des différentes modalités repérées comme les plus importantes.

5 Exemple

La table de contingence étudiée s’intéresse a la répartition des exploitations agricoles de la
région Midi-Pyrénées dans les différents départements en fonction de leur taille. Elle croise la
variable qualitative département, a 8 modalités, avec la variable taille de l’exploitation, quantitative
découpée en 6 classes. Les données, ainsi que les résultats numériques obtenus avec la procédure
corresp de SAS/STAT, sont fournis en annexe.

La figure 5 présente le premier plan factoriel utilisant les coordonnées obtenues par défaut,

c’est—a—dire celles de la double ACP.
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6 Compléments

6.1 Propriétés

e Formule de reconstitution des données. On appelle ainsi I’approximation d’ordre ¢ (c’est—a—
dire fournie par I’A.F.C. en dimension ¢) de la table des fréquences initiales (%T) :

q
fin = frs Fan YV eui v
k=1

e Les valeurs propres vérifient :
d
Z A = @2,
k=1

En effet, on vérifie facilement :

2

d
X~ 2
trAB = = o = “
r EAk I+ =14 0%
k=0
d’ou le résultat.

6.2 Invariance
e Les tables de contingence T et aT, a € IR}, admettent la méme A.F.C. (évident).

e Propriété d’équivalence distributionnelle : si deux lignes de T, [ et i, ont des effectifs propor-
tionnels, alors les représentations de z; et #; sont confondues (leurs profils sont identiques) et
le regroupement de z; et x; en une seule modalité (en additionnant les effectifs) laisse inchan-
gées les représentations graphiques (méme chose pour les colonnes de T). Cette propriété est
une conséquence de la métrique du 2.

6.3 Choix de la dimension ¢

Le choix de la dimension pose les mémes problémes qu’en A.C.P. De nombreuses techniques
empiriques ont été proposées (essentiellement : part d’inertie expliquée, éboulis des valeurs propres).
Il existe également une approche probabiliste qui peut donner des indications intéressantes. Nous
la détaillons ci—dessous.

Posons

q
n, = nfiy fon + nz VAkuf vy,
k=1

estimation d’ordre q de ’effectif conjoint de la cellule (I, h). Alors, sous certaines conditions (échan-

tillonnage, n grand, modéle multinomial ... ), on peut montrer que
r c ('nlh _ 7;(1\)2 d
K, = =~ A
=)= ny N
I=1 h=1 iy k=q+1

suit approximativement une loi de x? & (r—q—1)(c—q—1) degrés de liberté. On peut donc retenir
pour valeur de ¢ la plus petite dimension pour laquelle K, est inférieure & la valeur limite de cette
loi. Le choix ¢ = 0 correspond & la situation ou les variables sont proche de I'indépendance en
probabilités ; les fréquences conjointes sont alors bien approchées par les produits des fréquences
marginales.
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Chapitre 4

Analyse Factorielle des
Correspondances Multiples

Cette méthode est une généralisation de 1’Analyse Factorielle des Correspondances, permet-
tant de décrire les relations entre p (p > 2) variables qualitatives simultanément observées sur n
individus.

1 Codages de variables qualitatives

1.1 Tableau disjonctif complet

Soit X une variable qualitative & ¢ modalités. On appelle variable indicatrice de la k—iéme
modalité de = (k =1,... ,¢), la variable X () définie par

N1 s X (1) = Ay,
X (i) = { 0 sinon,
ol 7 est un individu quelconque et Xy est la k—iéme modalité de X. On notera ng effectif de Xj.
On appelle matrice des indicatrices des modalités de X, et 'on notera X, la matrice n x ¢ de
terme général :
k .
ri = X (7).

On vérifie :
c n
k _ . k _
E z; =1,Vi et E x; = ng.
k=1 i=1

Considérons maintenant p variables qualitatives X', ..., X?. On note ¢; le nombre de modalités
de X9 ¢ = 23:1 ¢; et X; la matrice des indicatrices de X7,

On appelle alors tableau disjonctif complet 1la matrice X, n x ¢, obtenue par concaténation des
matrices X :

X = [X] - %,
X vérifie :
c n c
fo =p, Vi et Zfo = np.
k=1 i=1 k=1
D’autre part, la somme des éléments d’une colonne de X est égale a I’effectif marginal de la modalité
de la variable X7 correspondant & cette colonne.

35
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1.2 Tableau de Burt

On observe toujours p variables qualitatives sur un ensemble de n individus. On appelle tableau
de Burt la matrice B, ¢ x ¢, définie par:

B=X'X.

On peut écrire B = [By] (j =1,...,p; 1 =1,...,p); chaque bloc Bj;, de dimension ¢; x ¢, est
défini par:
Bji = X, X,

Si j #1, Bj est la table de contingence obtenue par croisement des variables X7 en lignes et X!
en colonnes. Si j =1, le bloc diagonal B;; est lui-méme une matrice diagonale vérifiant :

B;; = diag (ni,... ;nl).
La matrice B est symétrique, d’effectifs marginaux n{p et d’effectif total np?.

1.3 La démarche suivie dans ce chapitre

La généralisation de I’A.F.C. a plusieurs variables qualitatives repose sur certaines propriétés
observées dans le cas élémentaire oli p = 2. On s’intéresse tout d’abord aux résultats fournis
par I’A.F.C. usuelle réalisée sur le tableau disjonctif complet X = [X;|X3] relatif a4 2 variables
qualitatives X1 et X2; X est alors considéré comme une table de contingence (paragraphe 2).
Ensuite, on suit la méme démarche avec I’A.F.C. réalisée sur le tableau de Burt B relatif a X!
et X? (paragraphe 3). Enfin, en utilisant les propriétés obtenues dans les deux premiers cas, on
généralise cette double approche & un nombre quelconque p de variables qualitatives; on définit
ainsi I’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (paragraphe 4).

2 A.F.C. du tableau disjonctif complet relatif a 2 variables

2.1 Données

On note toujours X' et X2 les 2 variables qualitatives considérées et r et ¢ leurs nombres
respectifs de modalités.

Les matrices intervenant dans I’A.F.C. usuelle sont reprises ici avec les mémes notations, mais
surlignées. On obtient ainsi:

T = X=[X{|X];

S 1

D, = -I,;
n

— 1{D, 0

D, = 5[ ) DC]_—A,

— 1 ———1 1

A = —TD, ==X
2n r 27

— 1 —— 1

B = —TD, =-XA"'
2n n

On considere ici ’A.F.C. comme une double A.C.P.: celle des profils-lignes A, puis celle des

profils—colonnes B.
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2.2 A.C.P. des profils—lignes

Les profils-lignes, provenant de T, sont associés aux n individus observés. Leur A.C.P. conduit
ainsi a une représentation graphique des individus, inconnue en A.F.C. classique.

ProrosiTION 4.1. —
L’A.C.P. des profils—lignes issue de I’A.F.C. réalisée sur le tableau disjonctif complet associé a

, y s . =1 L »
2 variables qualitatives conduit a ’analyse spectrale de la matrice D, ~ —symétrique et positive :

— 1| I, B
B=3|X 1
Les r + ¢ valeurs propres de AB s’écrivent
1+
HE = T’

ou les A sont les valeurs propres de la matrice AB (donc celles de I’A.F.C. classique de X' et
X?).
Les vecteurs propres D_c_lforthonormés associés se mettent sous la forme

— 1|1 U
V—ﬁ[v]’

la matrice U (resp. V) contient les vecteurs propres D ~orthonormés (resp. D7 '-orthonormés)
de la matrice BA (resp. AB); autrement dit, les matrices U et V sont les matrices de vecteurs
propres obtenues en faisant UA.F.C. classique de la table de contingence croisant X' et X2.

La matrice des composantes principales s’écrit

— 1
Cr =3 [X,C, +X,C A2

ot C, et C. sont encore les matrices de composantes principales de I’A.F.C. classique.

Dans la pratique, on ne considére que les d = inf(r — 1,¢ — 1) plus grandes valeurs propres
différentes de 1, ainsi que les vecteurs propres associés. Les valeurs propres sont rangées dans la
matrice

. 1
M = diag (,ul,...,,ud):i{ld—}—Al/z}.

Les autres valeurs propres non nulles sont dues a 1’artifice de construction de la matrice a diago-
naliser ; elles n’ont donc pas de signification statistique.

On notera que la matrice C,, n x d, fournit les coordonnées permettant la représentation
graphique des individus sur les axes factoriels.

2.3 A.C.P. des profils—colonnes

Les profils—colonnes sont associés aux r+ ¢ modalités des variables. Leur A.C.P. conduit donc a
une représentation graphique de ces modalités dont on verra qu’elle est trés voisine de celle fournie
par une A.F.C. classique.

ProrosiTiON 4.2. — L’A.C.P. des profils—colonnes issue de I’A.F.C. réalisée sur le tableau dis-

. . L . - L o= .
jonctif complet associé a 2 variables conduit a l'analyse spectrale de la matrice D, —-symétrique
et positive :

- 1

BA = - [X:D;'X] +X,D;'X}].
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Les r + ¢ valeurs propres non nulles de BA sont les uy.

! c Iy
Les vecteurs propres D, — —orthonormés associés se mettent sous la forme:
= =12
U=-CM .
n

La matrice des composantes principales s’écrit :

= _ | Cr | x=1/2pq1/2
o 3 T

Ainsi, ’A.F.C. du tableau disjonctif complet permet, grace aux coordonnées contenues dans
les lignes de la matrice C., une représentation simultanée des modalités des 2 variables. Cette
représentation est trés voisine de celle obtenue par I’A.F.C. classique, définie au chapitre précédent.

Une simple homothétie sur chaque axe factoriel, de rapport %\@, permet de passer de I'une a
I’autre.

De plus, cette approche permet aussi de réaliser une représentation graphique des individus
avec les coordonnées contenues dans les lignes de la matrice C, . A un facteur pres, chaque individu
apparait comme le barycentre des 2 modalités qu’il a présentées. Dans le cas ou n est grand, le
graphique des individus a néanmoins peu d’intérét ; seule sa forme générale peut en avoir un.
Remarque. — Si, dans I’A.F.C. classique, on choisit d’utiliser, pour la représentation simultanée
des modalités de X' et de X?, les lignes des matrices
C:=D;'U=C, A" Y2t C: =D;'V =C.A"Y/2

r

(voir chapitre précédent, sous-section 4.4), alors on obtient par A.F.C. du tableau disjonctif complet
la matrice

- C*
* — C M—1/2 — [ r :| :
c c Cz
il y a invariance de la représentation des modalités lorsqu’on passe d’une méthode a ’autre. Pour
les individus, on obtient

1
Ci =5 [XiC; + X,CHIM™1/2

(le commentaire est alors le méme qu’avec C,.).

3 A.F.C. du tableau de Burt relatif a 2 variables

Dans cette section, on s’intéresse aux résultats fournis par ’A.F.C. réalisée sur le tableau de
Burt B = X'X, (r+ ¢) x (r + ¢), relatif aux 2 variables X! et X?; B est encore considéré comme
une table de contingence. La matrice B étant symétrique, les profils—lignes et les profils—colonnes
sont identiques; il suffit donc de considérer une seule A.C.P.

Les notations des matrices usuelles de I’A.F.C. sont maintenant réutilisées surmontées d’un
tilde. On obtient ainsi:

T nD,
—_ ~ 1[D, 0] 1, =—
D, = Dc_g[ . DC]_EA_DC,
A - ﬁ:l[lr B]:—B.
2 I
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On consideére encore ’A.F.C. comme I’A.C.P. des profils—lignes A (ou des profils—colonnes ]§)

ProPosITION 4.3. — L’A.C.P. des profils-lignes (ou des profils—colonnes) issue de I’A.F.C. réa-
lisée sur le tableau de Burt associé a 2 variables qualitatives conduit a U'analyse spectrale de la

—~ 1

matrice D, —symétrique et positive :
AB=[AB]".
— -1
FElle admet pour matrice de vecteurs propres D, —orthonormés

-~ — 1]uU
U_V_V_i[v].

e s, - . _ 2

Les valeurs propres associées vérifient : vy = pj,.
La matrice des composantes principales s’écrit :
— — [ C,

_ _ —1/2
C,=C. = C. ] A M.

La matrice 6; fournit les coordonnées permettant une représentation simultanée des modalités
des deux variables. A une homothétie pres, cette représentation est identique a celle de ’'A.F.C.
classique, réalisée sur la table de contingence T (mais le rapport d’homothétie, sur chaque axe,
n’est plus le méme qu’avec C_c)

Remarque. —

e En reprenant les notations de la remarque 2.3, on obtient ici:

— — — _ C*
G (=Gy=Cm=Ti=| ¢ |.
c
Ainsi, si ’on utilise ce mode de représentation graphique, les trois approches de ’A.F.C. que
nous avons présentées conduisent a la méme représentation simultanée des modalités des 2
variables: il y a donc invariance de cette représentation.

e Dans les deux cas d’A.F.C. considérés dans ce chapitre (sur tableau disjonctif complet et sur
tableau de Burt) on trouve, par construction, des valeurs propres non nulles sans signification
statistique. En conséquence, les critéres de qualité s’exprimant comme une “part d’inertie
expliquée” n’ont plus de signification.

e A F.C. sur tableau de Burt ne prend en compte que I'information contenue dans B qui ne
considére que les croisements de variables prises deux a deux. En conséquence, les interactions
de niveau plus élevé sont ignorées par cette approche, & moins de procéder a des recodages
de variables comme ’explique ’exemple présenté dans la section 5.

4 Analyse Factorielle des Correspondances Multiples

4.1 Définition

On considére maintenant p variables qualitatives (p > 3) notées {X7 ;j = 1,... p}, possédant
respectivement ¢; modalités, avec ¢ = Z?Il ¢;. On suppose que ces variables sont observées sur

les mémes n individus, chacun affecté du poids 1/n.
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Soit X = [X;|:--|X,] le tableau disjonctif complet des observations (X est n x ¢) et B =X'X
le tableau de Burt correspondant (B est carré d’ordre ¢, symétrique).

DEFINITION 4.4. — On appelle Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (A.F.C.M.) des
variables (X', ..., XP) relativement d I’échantillon considéré, I’A.F.C. réalisée soit sur la matrice
X soit sur la matrice B.

. , 1 . .
Onnoteny (1 <j<p,1<k< ;) leffectif de la k-iéme modalité de X7, D; = - diag (n?,... 7'nﬁj)
et A = diag (Dq...D,) (A est carrée d’ordre c et diagonale).

4.2 A.F.C. du tableau disjonctif complet X

Comme dans le cas p = 2, on reprend les notations de I’A.F.C. classique en les surlignant. On
obtient ainsi:

T = X;

S 1

Df‘ = _ITL 3
n

— 1

D, = - ;
p

— 1

A = X'
p

_ lo 4

B = —-XA
n

A.C.P. des profils—lignes

ProrosiTiON 4.5. — L’A.C.P. des profils—lignes issue de ’A.F.C. réalisée sur le tableau disjonctif
complet de p variables qualitatives conduit a 'analyse spectrale de la matrice D_C_lfsymétrique et
positive :
— 1
AB = —BA™!
np
Iy am (m < e—p) valeurs propres notées pg, (0 < pg < 1) rangées dans la matrice diagonale
M. .
La matrice des vecteurs propres D, —orthonormés associés se décompose en blocs de la fagon
sutvante :
A\l
v
Vi
chaque bloc V; est de dimension c; x m.
La matrice des composantes principales s’écrit :

P
C, =) _X,D;'V;.
j=1

Comme dans le cas p = 2, la matrice des composantes principales permet de réaliser une
représentation graphique des individus dans laquelle chacun apparait, a un facteur pres, comme le
barycentre des p modalités qu’il a présentées.

Remarque. — La généralisation au cas p > 2 restreint les propriétés. Ainsi, les vecteurs des blocs
V; ne sont pas les vecteurs propres Dj_lforthonormés d’une matrice connue.



4. Analyse Factorielle des Correspondances Multiples 41

A.C.P. des profils—colonnes

ProrosiTiON 4.6. — L’A.C.P. des profils—colonnes issue de I’A.F.C. réalisée sur le tableau dis-

jonctif complet de p variables conduit a l’analyse spectrale de la matrice D_,«_lfsymétm‘que et posi-
tive :

1 1 <&
BA - —XA'X'= —) X.:D7'X.
np np; 73 J

La matrice des vecteurs propres D_r_lforthonormés vérifie :
U=BVM /2
La matrice des composantes principales s’écrit :
C, = ]DA_IVMI/2 ;

elle se décompose en blocs sous la forme:
Cy
Cp

Chaque'bloc C;, de dimension ¢; x m, fournit en lignes les coordonnées des modalités de la
variable X7 permettant la représentation graphique simultanée.

4.3 A.F.C. du tableau de Burt B

Le tableau de Burt B = X'X, carré d’ordre ¢, étant symétrique, les profils—lignes et les profils—
colonnes sont identiques; on ne considére donc ici qu’une seule A.C.P.
En utilisant encore le tilde dans ce cas, les matrices usuelles de I’A.F.C. deviennent :

T = B;
_ — 1 _
D, = Dc:_A:Dc;
p
- ~ 1 _
A = B=—BA"!=AB.
np

ProPoOsITION 4.7. — L’A.C.P. des profils-lignes (ou des profils—colonnes) issue de I’A.F.C. réa-
lisée sur le tableau de Burt associé a p variables qualitatives conduit a l’analyse spectrale de la

— -1
matrice D, —symétrique et positive :
~~ 2
AB = [AB] .
1

FElle admet pour matrice de vecteurs propres ﬁ;_ —orthonormés U = V = V.

e s, _ 2
Les valeurs propres associées vérifient vy = pj.
La matrice des composantes principales s’écrit :

C
C,=C.=CM'/?=| : | M2
CP

La matrice C, fournit les coordonnées permettant la représentation simultanée des modalités

de toutes les variables (on ne peut pas faire de représentation des individus si I’on fait I’'A.F.C. du
tableau de Burt).
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4.4 Variables illustratives

Soit X une variable qualitative, & ¢ modalités, observée sur les mémes n individus que les
X7 et n’étant pas intervenue dans I’A.F.C.M. Soit Tg; la table de contingence ¢g X ¢; croisant les
variables X en lignes et X7 en colonnes. L’objectif est maintenant de représenter les modalités de
cette variable supplémentaire X° dans le graphique de ’A.F.C.M. réalisée sur X',..., X?. Pour
cela, on considére les matrices:

BO = [T01|...|T0p] N
1
D, = - diag(n{,... ,ngo) :
n
|
Ay = —D;'B,.
np

Les coordonnées des modalités de la variable supplémentaires X© sur les axes factoriels sont
alors fournies dans les lignes de la matrice

—_——1 ~ __
Co=AD., V =pAA™'V.

4.5 Interprétation

Les représentations graphiques sont interprétées de maniére analogue a ce qui est fait dans
I’A.F.C. de deux variables, bien que la représentation simultanée des modalités de toutes les va-
riables ne soit pas, en toute rigueur, réellement justifiée.

Les “principes” suivants sont donc appliqués:

e on interpréte globalement les proximités et les oppositions entre les modalités des différentes
variables, comme en A.F.C., en privilégiant les modalités suffisamment éloignées du centre
du graphique (attention aux modalités a faible effectif!) ;

e les rapports de valeurs propres ne sont pas interprétables comme indicateurs de qualité glo-
bale; on peut néanmoins regarder la décroissance des premiéres valeurs propres pour choisir
la dimension;;

e les coefficients de qualité de chaque modalité ne peuvent pas étre interprétés; seules les
contributions des modalités a 'inertie selon les axes sont interprétées, selon le méme principe
qu’en A.F.C.

5 Exemple

5.1 Les données

La littérature anglo—américaine présente souvent des données relatives a plusieurs variables
qualitatives sous la forme d’une table de contingence compléte (5.1). C’est le cas de ’exemple ci-
dessous qui décrit les résultats partiels d’une enquéte réalisée dans trois centres hospitaliers (Boston,
Glamorgan, Tokyo) sur des patientes atteintes d’un cancer du sein. On se propose d’étudier la survie
de ces patientes, trois ans apres le diagnostic. En plus de cette information, quatre autres variables
sont connues pour chacune des patientes:

e le centre de diagnostic,
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Histologie
Inflammation minime | Grande inflammation

Centre Age Survie | Maligne Bénigne Maligne | Bénigne
Tokyo < 50 non 9 7 4 3
oui 26 68 25 9
50 — 69 non 9 9 11 2
oul 20 46 18 5
> 70 non 2 3 1 0
oul 1 6 5 1
Boston < 50 non 6 7 6 0
oul 11 24 4 0
50 — 69 non 8 20 3 2
oui 18 58 10 3
> 70 non 9 18 3 0
oui 15 26 1 1
Glamorgan < 50 non 16 7 3 0
oul 16 20 8 1
50 — 69 non 14 12 3 0
oul 27 39 10 4
> 70 non 3 7 3 0
oul 12 11 4 1

TaB. 4.1: Données sous la forme d’une table de contingence compleéte

e la tranche d’age,
e le degré d’inflammation chronique,

e ’apparence relative (bénigne ou maligne).

L’objectif de cette étude est une analyse descriptive de cette table en recherchant & mettre en
évidence les facteurs de déces.

5.2 Analyse brute

On se reportera a la figure 5.1. La variable survie, qui joue en quelques sortes le role de variable
a expliquer, est trés proche de I’axe 2 et semble liée & chacune des autres variables.

5.3 Analyse des interactions

Pour essayer de mettre en évidence d’éventuelles interactions entre variables, les données sont
reconsidérées de la facon suivante :

e les variables centre et 4ge sont croisées, pour construire une variable c_x_&ge, 3 9 modalités;

e les variables inflam et appar sont également croisées pour définir la variable histol, a 4
modalités.

Une nouvelle analyse est alors réalisée en considérant comme actives les deux variables nouvel-
lement créées, ainsi que la variable survie, et comme illustratives les variables initiales: centre,
age, inflam, appar. Les résultats sont donnés dans la figure 5.3.
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FiG. 4.1: Cancer du sein : analyse des données brutes.
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6 Pratique de ’A.F.C.M.

Il n’y a pas de support théorique & une “bonne” utilisation de I’A.F.C.M., dont la mise en ceuvre
pratique reste trés délicate et requiert beaucoup d’expérience pour espérer tirer des interprétations
fiables et pertinentes des graphiques obtenus.

C’est pour I’analyse de questionnaires (sondages) que son utilisation est la plus répandue. La
question qui se pose alors est la recherche d’une stratégie efficace face a un fichier de données
volumineux et comportant beaucoup de variables.

Il est important que le statisticien soit impliqué le plus en amont possible dans ce type d’étude,
afin qu’il puisse s’assurer que les objectifs poursuivis et les données recueillies sont compatibles
avec les potentialités des outils statistiques utilisables.

Exemple de chronologie, certains points pouvant étre itérés :

1.

ii.

1il.

1v.

V1.

vil.

Viii.

1X.

Tester la pertinence du questionnaire sur un échantillon réduit.

Tirer un “bon” échantillon (c’est—a—dire représentatif) de la population visée, pour les infor-
mations recherchées.

Saisir les questionnaires en vérifiant la cohérence des réponses.

Faire I’étude univariée (tris & plat), des graphiques élémentaires, les vérifications nécessaires.

. Regrouper ou éliminer les modalités trop rares, éliminer les variables non discriminantes ou

redondantes, recoder en classes (de préférence d’effectifs voisins) les variables quantitatives.

Dans le cas fréquent de variables trop nombreuses, regrouper celles—ci par thémes, en répétant
a chaque fois I’éventuelle variable “cible” (& expliquer).

Faire I’A.F.C.M. de chaque groupe, permettant la sélection des variables les plus pertinentes
pour 'objectif de 1’étude.

Faire I’A.F.C.M. de ces quelques variables importantes.

Réaliser une modélisation des données (logit, log-linéaire ... ), dans le cas ol une variable
doit étre expliquée.



Chapitre 5

Analyse Factorielle Discriminante

1 Introduction a A.F.D.

1.1 Données

Les données sont constituées de

e p variables quantitatives Y',... YP? jouant le réle de variables explicatives comme dans le
modele linéaire,

e une variable qualitative T', & m modalités {77, ..., T}, jouant le role de variable & expliquer.

La situation est analogue a celle de la régression linéaire multiple mais, comme la variable a
expliquer est qualitative, on aboutit & une méthode tres différente. Les variables sont observées sur
’ensemble Q des n individus affectés des poids w; > 0, (3.;_, w; = 1), et Pon pose

D = diag(w; ;i=1,...,n).

La variable T engendre une partition {Qg ;k=1,...,m} de I’ensemble Q des individus dont
chaque élément est d’effectif ng.

On note T (n x m) la matrice des indicatrices des modalités de la variable T'; son terme général
est

=ty ={ p ST =T
v 71 0 sinon

En posant

1l vient
D =T'DT = diag(wy,...,Wn).

1.2 Objectifs

Deux techniques cohabitent sous la méme appellation d’analyse discriminante :

descriptive: cette méthode recherche, parmi toutes les A.C.P. possibles sur les variables Y7,
celle dont les représentations graphiques des individus discriminent “au mieux” les m classes
engendrées par la variable T' (e.g. recherche de facteurs de risque en statistique médicale);
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décisionnelle: connaissant, pour un individu donné, les valeurs des Y7 mais pas la modalité de T,
cette méthode consiste & affecter cet individu & une modalité (e.g. reconnaissance de formes).
C’est 'objet du chapitre suivant.

Remarque. — Lorsque le nombre et les caractéristiques des classes sont connues, il s’agit d’une
discrimination ; sinon, on parle de classification ou encore, avec des hypotheéses sur les distributions,
de reconnaissance de mélanges.

1.3 Notations

On note Y la matrice (n x p) des données quantitatives, Y la matrice (m x p) des barycentres
des classes :
v )
= =1
Y=-D T'DY-= : ofly_k::Zwiyi,
Ym 1ehe
et Y. la matrice (n x p) dont la ligne i est le barycentre g de la classe Q & laquelle appartient
I'individu z:
Y. =TY =PY ;
—1 . — ,
P = TD T'D est la matrice de projection D-orthogonale sur le sous-espace engendré par les
indicatrices de T'; c’est ’espérance conditionnelle sachant 7.
Deux matrices “centrées” sont définies de sorte que X se décompose en

X=X, +X,

avec
X, =Y—-Y.et X, =Y, —1,7".

On note également X la matrice centrée des barycentres :
X=Y- 1,5 .
On appelle alors variance intraclasse (within) ou résiduelle :
m
S, =X/DX, = > > wilyi — T) (v — T,
E=1i€Qk

et variance interclasse (between) ou expliquée :

R o
S.=XDX =XDX. =Y (U~ 9 — V)"

k=1
ProPOSITION 5.1. — La matrice des covariances se décompose en
S=S.+5S,.

2 Définition

2.1 Modele

Dans ’espace des individus, le principe consiste a projeter les individus dans une direction
permettant de mettre en évidence les groupes. A cette fin, Il faut privilégier la variance interclasse
au détriment de la variance intraclasse considérée comme due au bruit.



3. Réalisation de I’A.F.D. 49

En A.C.P., pour chaque effet z; & estimer, on ne dispose que d’une observation y; ; dans le cas
de ’A.F.D. on considére que les éléments d’une méme classe 0 sont les observations répétées ny
fois du meéme effet 2z, pondéré par wg = Zz’eﬂk w;. Le modele devient donc :

{yi ;i=1,...,n}, n vecteurs indépendants de F,

E(g;) =0, var(e;) =T,

I réguliere et inconnue, (5.1)
JA,, sous-espace affine de de dimension ¢ de F tel que

Vk,zx € Ay, (¢ < min(p, m — 1)).

Vk,Vi€ Qr,y; = 21 + €; avec {

Remarque. — Soit z = kazl Wy z;. Le modeéle entraine que z € A,. Soit Fj le sous-espace de
dimension ¢ de E tel que A; = Z + E,. Les paramétres a estimer sont Ey et {2z ;k =1,... ,m};
wy, est un parameétre de nuisance qui ne sera pas considéré.

2.2 Estimation
[’estimation par les moindres carrés s’écrit ainsi:

. 2 . _
m{Z S willys — 2elly : dim(Ey) = g2 — 2 eEq}.

@ k=1i€Q
Comme on a
m m m
2 2 i 2
Do willyi =zl =Y Y willyi — el + D e 9% — 2l s
k=11€8 k=11€ k=1

on est conduit a résoudre :

m
. — 2 . —

min { E Wk ||Uk — 2|y 5 dim(Ey) =q, 2 — Z € Eq} .
quzk

k=1

La covariance ¢I' du modele (5.1) étant inconnue, il faut I’estimée. Ce modele stipule que

I’ensemble des observations d’une méme classe €; suit une loi (inconnue) de moyenne z et de
variance I'. Dans ce cas particulier, la matrice de covariances intraclasse ou matrice des covariances
résiduelles empiriques S, fournit donc une estimation “optimale” de la métrique de référence :

M=T"1=8!

r

PrOPOSITION 5.2. — L’estimation des paramétres Eq et zx du modéle 5.1 est obtenue par ’A.C.P.
de (Y,S;1,D). Cest I’Analyse Factorielle Discriminante (A.F.D.) de (Y|T, D) .

3 Réalisation de I’A.F.D.

Les expressions matricielles définissant les représentations graphiques et les aides a I'interpré-
tation découlent de celles de ’A.C.P..
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3.1 Matrice a diagonaliser

L’A.C.P. de (?, St ﬁ) conduit a I’analyse spectrale de la matrice positive S 1-symétrique :
XDXS; ! =8.S; .

Comme S ! est réguliére, cette matrice est de méme rang que S. et donc de méme rang que Y
qui est de dimension (m x p). Les données étant centrées lors de I’analyse, le rang de la matrice &
diagonaliser est

h = rang(S.S; ') < inf(m — 1,p),

qui vaut en général m — 1 c’est-a-dire le nombre de classes moins un.
On note Ay > --- > A > 0 les valeurs propres de S.S7" et v', ... v les vecteurs propresS; -
orthonormés associés. On pose

A =diag(M, ..., dp) et V=[v' ... L uh].

k

Les vecteurs v® sont appelés vecteurs discriminants et les sous-espaces vectoriels de dimension 1

qu’ils engendrent dans IRP les azes discriminants.

3.2 Représentation des individus

L’espace des individus est (IR”, b. c., §; ). Une représentation simultanée des individus y; et
des barycentres ¥, des classes par rapport aux mémes axes discriminants est obtenue dans cet

espace au moyen des coordonnées :

C = XSV pour les individus et
C = XS 'v= D 'T'DC pour les barycentres.

Les individus initiaux sont projetés comme des individus supplémentaires dans le systeme des axes
discriminants. Comme en A.C.P.; on peut calculer des cosinus carrés pour préciser la qualité de
représentation de chaque individu.

Il est utile de différencier graphiquement la classe de chaque individu afin de pouvoir apprécier
visuellement la qualité de la discrimination.

3.3 Représentation des variables

L’espace des variables est (IR™, b. c., ﬁ) Chaque variable Y7 est représenté par un vecteur
dont les coordonnées dans le systéme des axes factoriels est une ligne de la matrice VA2,

3.4 Interprétations

Les interprétations usuelles: la norme est un écart-type, un cosinus d’angle est un coefficient
de corrélation, doivent étre faites en termes d’écarts-types et de corrélations ezpliquées par la
partition.

La représentation des variables est utilisée pour interprétée les axes en fonction des variables
initiales conjointement avec la matrice des corrélations expliquées variablesxfacteurs : Ee_lVAl/2.
La matrice ¥ étant la matrice diagonale des écarts-types expliqués o c’est-a-dire des racines
carrées des éléments diagonaux de la matrice S..

Le point essentiel est de savoir si la représentation des individus-barycentres et des individus
initiaux permet de faire une bonne discrimination entre les classes définies par la variable 7T'. Si
ce n’est pas le cas, 'A.F.D. ne sert & rien, les Y7 n’expliquent pas 7. Dans le cas favorable, le
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graphique des individus permet d’interpréter la discrimination en fonction des axes et, celui des
variables, les axes en fonction des variables initiales. La synthese des deux permet 'interprétation

de T selon les Y.

4 Variantes de I’A.F.D.

4.1

I’A.F.D. peut étre définie de différentes facon, lans la littérature anglo-saxonne, et donc dans
la version standard d’A.F.D. du logiciel SAS (procédure candisc), ce sont les estimations sans
biais des matrices de variances “intra” (within) et “inter” (between) qui sont considérées dans le

cas d’individus de mémes poids 1/n.
Dans ce cas particulier,

Individus de mémes poids

1 — 1
D = —I, et D = —diag(n1, ..., nm) ol nx = card ()
n n

et les matrices de covariances empiriques ont alors pour termes généraux :
n
1 :
. E :xiva
n <
i=1

Il ——
—anyjlykla
n

=1

Du point de vue de le Statistique inférentielle, on sait que les quantités calculées ci-dessus ont
respectivement (n — 1), (m — 1) et (n — m) degrés de liberté. En conséquence, ce point de vue est

obtenu en remplagant dans les calculs

n
S par S*= .
n—1
S par S!= :LSe,
m—1
n
S, par S;I=W=— S,.
n—m

IS Sl - vk - ).

I=1iey

Les résultats numériques de ’A.F.D. se trouvent alors modifiés de la facon suivante:

— matrice a diagonaliser :
— valeurs propres :

— vecteurs propres :

— représentation des barycentres :

— représentation des variables:

— corrélations variables-facteurs :

Ainsi, les représentations graphiques sont identiques & un facteur d’échelle prés tandis que les parts

S:sx-t
A*
v*
ol
V*A*L/2
E;_lV*A*1/2

n 1VA1/2;
LIIVALZ

de variance expliquée et les corrélations variables-facteurs sont inchangées.
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4.2 Meétrique de Mahalanobis

L’A.F.D. est souvent introduite dans la littérature francophone comme un cas particulier d’Ana-
lyse Canonique entre un ensemble de p variables quantitatives et un ensemble de m variables indi-
catrices des modalités de T'. La proposition suivante établit les relations entre les deux approches :

ProPoSITION 5.3. — 'A.C.P. de (?, S, D) conduit aur mémes vecteurs principaur que I’A.C.P.
de (Y,871, D). Cette dernicre est I’A.C.P. des barycentres des classes lorsque l’espace des indivi-
dus est muni de la métrique dite de Mahalanobis M = S™1 et l’espace des variables de la métrique
des poids des classes D.

Les résultats numériques de I’A.F.D. se trouvent alors modifiés de la facon suivante :

— matrice a diagonaliser : S.S7',

— valeurs propres : AT+ A"

— vecteurs propres : V(I+ A2
~ représentation des barycentres: C(I+ A)~1/2,
— représentation des variables: VA1/27

— corrélations variables-facteurs : Ee_lVAl/z.

Les représentations graphiques des individus (voir ci-dessus) ne différent alors que d’une homo-
thétie et conduisent a des interprétations identiques, les corrélations variables-facteurs ainsi que
les représentations des variables sont inchangées.

5 Exemple

Ce chapitre est illustrée par une comparaison des sorties graphiques issues d’une A.C.P. et
d’une A.F.D.. Les données décrivent trois classes d’insectes sur lesquels ont été réalisées 6 mesures
anatomiques. On cherche a savoir si ces mesures permettent de retrouver la typologie de ces insectes.
Ce jeu de données “scolaire” conduit & une bien meilleure discrimination que ce que l'on peut
obtenir dans une situation concréte.
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Chapitre 6

Analyse Discriminante
Décisionnelle

1 Introduction

Dans le chapitre précédent on disposait d’un échantillon 2 de taille n sur lequel étaient observées
4 la fois les variables explicatives Y7, j = 1,... p et la variable 7. En général, cet échantillon est
appelé échantillon d’apprentissage.

On suppose maintenant que ’on dispose d’un nouvel individu (ou de plusieurs, c’est la méme
chose) sur lequel on a observé les Y7 mais pas 7. On doit alors décider de la modalité de T} (ou
de la classe correspondante) de ce nouvel individu. On parle aussi de probleme d’affectation.

Pour cela, on va définir et étudier dans ce chapitre des régles de décision (ou d’affectation) et
donner ensuite les moyens de les évaluer.

On ne s’intéressera qu’a un seul individu pour décrire ces régles ; on notera y = (y', ..., y7) les

observations des variables explicatives sur cet individu et z = (2!,..., zP) les valeurs centrées :

n
2l = y] —yj, avec yj = Zwlyf
i=1
On note que l’observation de Y7 sur le nouvel individu n’intervient pas dans le calcul de 7.

2 Regle de décision issue de ’AFD

2.1 Cas général: m quelconque

DEFINITION 6.1. — On affectera Uindividu x a la modalité de T minimisant :
dé:l(a:,gl),l =1,...,m.

Cette distance se décompose en
2 2 _
dg—(z,01) = llz = gillsz = (z — 1)/ ST (2 — g1)
et le probléme revient donc & maximiser

_ 1 ac
gllsr 'z — Egllsr 1gl'

Il s’agit bien d’une régle linéaire en x car elle peut sécrire: A;z + b;.
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2.2 Cas particulier: m = 2

Dans ce cas, la dimension r de I’AFD vaut 1. Il n’y a qu’une seule valeur propre non nulle Ay,
un seul vecteur discriminant v' et un seul axe discriminant A;. Les 2 barycentres g1 et g sont sur
A+, de sorte que v! est colinéaire & g1 — gs.

L’application de la régle de décision permet d’affecter z a 77 si:

IR I
918w — 54187 g1 > 008 e — 5058 g

c’est-a-dire encore si n
- 1911 92
(91— 92)'S; 'z > (91 — 92)'S; 17.
On retrouve ainsi la formulation due & Fisher (1936) dans les premiers travaux sur ’analyse discri-
minante. Si la norme de la projection de x sur A est plus grande que % (mid-point) on choisit

T, sinon on choisit 75.

2.3 Remarque

La régle de décision liée a I’AFD est simple mais elle est limitée et insuffisante notamment si les
variances des classes ne sont pas identiques. De plus, elle ne tient pas compte de 1’échantillonnage
pour z : tous les groupes n’ont pas nécessairement la méme probabilité d’occurence.

3 Regle de décision bayésienne

Dans la suite de ce chapitre, on travaille sur les données brutes et 1’observation a affecter sera
y et non plus z.

3.1 Introduction

Dans cette optique, on considére que I’échantillon d’apprentissage €2 est issue d’une population
plus vaste 7 sur laquelle est définie une partition {73,...,T;,...,Tn}. Les probabilités ou pro-
portions théoriques de ces classes sont notées w1, ..., Ty ; dans cette optique bayésienne, il s’agit
de probabilités a prior.

Ayant observé y, il faut ’affecter a la classe la plus probable, c’est-a-dire celle qui maximise la
probabilité P[T; | y] : probabilité conditionnelle a posteriori.

3.2 Explicitation de la regle

Par le théoreme de Bayes, on a:

P[Tiet P[T}].Ply | T
P[Ely]: [ 1€ y]: [ l] [y| l]
Ply] Ply]
avec le principe des probabilités totales: Ply] = > /-, P[Ti].P[y | T3].
Comme P[y] ne dépend pas de [, la régle consistera a choisir 7; maximisant

P[0].Ply| )] = m .Ply | Ti];

Ply | T;] est la probabilité d’observer y au sein de la classe Tj. Pour une loi discréte, il s’agit d’une
probabilité du type Ply = u. | Ti] et d’une densité f(y | T;) pour une loi continue. Dans tous les
cas nous utiliserons la notation fi(y).
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La régle de décision s’écrit finalement sous la forme:

“max i fi(y).

=1,...,

3.3 Détermination des probabilités

Les probabilités a prior: m; peuvent effectivement étre connues a priori: proportions de divers
groupes dans une population, de diverses maladies ... ; sinon elles sont estimées sur ’échantillon
d’apprentissage :

~ nj . Cqe - N .
M =w; = — (si tous les individus ont le méme poids).
n

Les différentes méthodes d’estimation des densités conditionnelles f;(y) conduisent aux mé-
thodes classiques de discrimination bayésienne objets de la section suivante.

3.4 Cas particuliers

e Dans le cas ou les probabilités a prior: sont égales, c’est par exemple le cas du choix de
probabilités non informatives, la réegle de décision bayésienne revient alors & maximiser f;(y)
qui est la vraisemblance, au sein de 7, de ’'observation y. La régle consiste alors a choisir la
classe pour laquelle cette vraisemblance est maximum.

e Dans le cas ot m = 2, on affecte y a 77 si:

fily) _m
faly)

faisant ainsi apparaitre un rapport de vraisemblance. D’autre part, I'introduction de cotuts

de mauvais classement différents selon les classes améne a modifier la valeur limite 7o/ .

4 Regle bayésienne avec modele normal

On suppose dans cette section que, conditionnellement & 7j, y = (1, ... ,Yp) est Pobservation
d’un vecteur aléatoire gaussien N (y;,X;); p est un vecteur de IRP et X; une matrice (p X p)
symétrique et définie-positive. La densité de la loi, au sein de la classe I, s’écrit donc:

1 1 Iv—1
fl(y)zmexp —5(3/—#”)21 (y—m)

L’affectation de y & une classe se fait en maximisant 7. f;(y) par rapport a [ soit encore la quantité:
1 1 Iv—1
In(m) — 5 In(det(%1)) — 5y — )57 (v — ).

4.1 Hétéroscédasticité

Dans le cas général, il n’y a pas d’hypothése supplémentaire sur la loi de y et donc les matrices
¥; sont fonction de [. Le critéere d’affectation est alors quadratique en y. Les probabilités m; sont
supposées connues mais il est nécessaire d’estimer les moyennes y; ainsi que les covariances ¥; en
maximisant, compte tenu de ’hypothése de normalité, la vraisemblance. Ceci conduit a estimer la
moyenne

fu=1
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par la moyenne empirique de y dans la classe [ pour 1’échantillon d’apprentissage et ¥; par la
matrice de covariance empirique S%; :

pour ce méme échantillon.

4.2 Homoscédasticité

On suppose dans ce cas que les lois de chaque classe partagent la méme structure de covariance
3; = X. Supprimant les termes indépendants de [, le critére 2 maximiser devient

1,z -
In(m) — 5,“;21 fu + T 'y

qui est cette fois linéaire en y. Les moyennes y; sont estimées comme précédemment tandis que ¥
est estimée par la matrice de covariance intra empirique :

Sio= > 3w — W~ )

=1 1€y

Si, de plus, les probabilités m; sont égales; apres estimation le critére s’écrit :

_ 1, 1
WSy 'y — §yl’S}, 7.

On retrouve alors le critere de la section 2 issu de I’AFD.

4.3 Commentaire

Les hypothéses : normalité, éventuellement 1’homoscédasticité, doivent étre vérifiées par la
connaissance a priort du phénomeéne ou par une étude préalable de 1’échantillon d’apprentis-
sage. L’hypothése d’homoscédasticité, lorqu’elle est vérifiée, permet de réduire trés sensiblement le
nombre de paramétres a estimer et d’aboutir & des estimateurs plus fiables car de variance moins
élevée. Dans le cas contraire, I’échantillon d’apprentissage doit étre de taille importante.

5 Regle bayésienne avec estimation non paramétrique

5.1 Introduction

En Statistique, on parle d’estimation non paramétrique ou fonctionnelle lorsque le nombre de
parametres a estimer est infini. L’objet statistique a estimer est alors une fonction par exemple de
régression y = f(z) ou encore une densité de probabilité. Dans ce cas, au lieu de supposer qu’on
a affaire & une densité de type connu (normale) dont on estime les paramétres, on cherche une
estimation fde la fonction de densité f. Pour tout z de IR, f(z) est donc estimée par f(ﬂ?)

Cette approche trés souple a I’avantage de ne pas nécessiter d’hypotheése particuliére sur la loi
(seulement la régularité de f pour de bonnes propriétés de convergence), en revanche elle n’est
applicable qu’avec des échantillons de grande taille d’autant plus que le nombre de dimensions p
est grand (curse of dimensionality).

Dans le cadre de I'analyse discriminante, ces méthodes permettent d’estimer directement les
densités fi(y). On considére ici deux approches: la méthode du noyau et celle des k plus proches
voisins.
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5.2 Méthode du noyau

Estimation de densité

Soit y1,...,yn n observations équipondérées d’une v.a.r. continue Y de densité f inconnue.
Soit K (y) (le noyau) une densité de probabilité unidimensionnelle (sans rapport avec f) et h un
réel strictement positif. On appelle estimation de f par la méthode du noyau la fonction

~ 1 & —
i=1

Il est immédiat de vérifier que

+oo
weRFw20 o [ Fudy=1

— 00
h est appelé largeur de fenétre ou parametre de lissage; plus h est grand, plus 'estimation ]?de f
est réguliere. Le noyau K est choisi centré en 0, unimodal et symétrique. Les cas les plus usuels
sont la densité gaussienne, celle uniforme sur [—1, 1] ou triangulaire: K(z) = [1 — |z|]1j= 1j(x).
La forme du noyau n’est pas trés déterminante sur la qualité de 1”estimation contrairement a la
valeur de h.

Application 4 I’analyse discriminante

La méthode du noyau est utilisée pour calculer une estimation non paramétrique de chaque
densité fi(y) qui sont alors des fonctions & valeurs dans IR?. Le noyau K* dont donc étre choisi

multidimensionnel et .
7 - (Y — Y
= — K .
iy mm§x<h )
iEQ

Un noyau multidimensionnel peut étre défini & partir de la densité usuelle de lois: multinormale
N;(0,%,) ou uniforme sur la sphére unité ou encore par produit de noyaux unidimensionnels:

K () = [T K(w).

5.3 k plus proches voisins
Cette méthode d’affectation d’un vecteur y consiste a enchainer les étapes suivantes:
1. choix d’un entier k: 1 >k > n;

ii. calculer les distances dm(y, i), ¢=1,...,n ot M est la métrique de Mahalanobis c’est-
a~dire la matrice inverse de la matrice de variance (ou de variance intra);

iii. retenir les k observations y(1), ... ,y(&) pour lesquelles ces distances sont les plus petites
1v. compter les nombres de fois k1, ..., ky que ces k observations apparaissent dans chacune des
classes,

v. estimer les densités par
ky

ﬁ(y):m;

ot Vi(y) est le volume de Dellipsoiide {z|(z — y)'M(z —y) = dm (¥, yx))}-

Pour k£ = 1, y est affecté & la classe du plus proche élément.
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6 Evaluation des régles de décision

On décrit les trois méthodes d’évaluation les plus courantes d’une régle de décision en analyse
discriminante. Cette étape est indispensable afin de s’assurer de la fiabilité des résultats.

6.1 Resubstitution

Cette méthode consiste a appliquer la régle de décision choisie sur 1’échantillon d’apprentissage
on calcule ensuite le taux de mal classées. 1l s’appelle le tauxr apparent d’erreur et est fourni en
standard par les logiciels. Il n’est pas cotteux en temps de calcul mais sous-estime souvent le
taux d’erreur. 11 est en effet biaisé car est estimé sur les données qui ont servi a définir la regle
de décision. Tl est d’autant plus faible que le modéle est complexe (sur-paramétrisation) et que la
taille de 1’échantillon est faible. Il est peu recommandé.

6.2 Echantillon test

Elle consiste a partager I’échantillon en deux parties : une partie de I’ordre de 80% sert d’échan-
tillon d’apprentissage de la régle de décision, ’autre partie sert a la tester. Cette estimation est
plus fiable (non biaisée) mais nécessite un échantillon plus important.

En effectuant plusieurs tirages aléatoires d’échantillons d’apprentissage, on améliore encore
I’estimation du taux d’erreur en calculant la moyenne des valeurs obtenues a chaque tirage.

6.3 Validation croisée

Pour tout ¢ = 1,...,n on considére les n échantillons d’apprentissage constitués en élimi-
nant la z¢éme observation. La régle de décision qui en découle est utilisée pour affecter cette ieéme
observation. Le taux d’erreur est estimé en divisant le nombre de mal classés par n.

Les moyens de calcul actuels permettent d’estimer les taux d’erreur en des temps raisonnables,
ces techniques itératives doivent étre systématiquement mises en ceuvre en pratique.



Chapitre 7

Positionnement multidimensionnel

1 Introduction

Considérons n individus. Contrairement aux chapitres précédents, on ne connait pas les obser-
vations de p variables sur ces n individus mais les 1/2n(n — 1) valeurs d’un indice (de distance,
similarité ou dissimilarité) observées ou construites pour chacun des couples d’individus. Ces infor-
mations sont contenues dans une matrice (nxn) D. L objectif du positionnement multidimensionnel
(multidimensional scaling ou MDS ou ACP d’un tableau de distances) est de construire, & partir
de cette matrice, une représentation euclidienne des individus dans un espace de dimension réduite
g qui approche au “mieux” les indices observés.

Ezemple : Considérons un tableau avec, en ligne, les individus d’un groupe et en colonne les pays
de la C.E. La valeur 1 est mise dans une case lorsque l'individu de la ligne a passé au moins une
nuit dans le pays concerné. 1l est alors facile de construire une matrice de similarité avec un indice
qui compte le nombre de 1 apparaissant dans les mémes colonnes de tous les couples d’individus.
L’objectif est ensuite d’obtenir une représentation graphique rapprochant les individus ayant visité
les mémes pays.

Les preuves des propositions sont omises dans cet exposé succinct, elles sont a chercher dans la
bibliographie. Voir par exemple Mardia et col. (1979).

2 Distance, similarités

2.1 Définitions

DEFINITION 7.1. —

e Une matrice (n x n) D est appelée matrice de distance si elle est symétrique et si:

P B . k
&% =0 etV(j k), j#kdf >0

e Une matrice (n x n) C est appelée matrice de similarité si elle est symétrique et si
V(i k), ch < el
Une matrice de similarité se transforme en matrice de distance par:
d? = (037 +cf — 26?)_1/2.
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DEFINITION 7.2. — Une matrice de distance est dite euclidienne s’il existe une configuration de
vecteurs {X1,...,Xn} dans un espace euclidien FE de sorte que

2
d? = (Xj — Xk, Xj — Xk) .

On note A la matrice issue de D de terme général d? = —1/2(1?2 et H la matrice de centrage :
H=1-11'D,

qui est la matrice de projection sur le sous-espace D-orthogonal au vecteur 1 dans ’espace euclidien
F' des variables muni de la métrique des poids.

ProrPosSITION 7.3. —

e Soit D une matrice de distance et B la matrice obtenue par double centrage de la matrice A
1ssue de D :
B = HAH,

alors D est une matrice euclidienne si et seulement si B est positive (toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulles).

e Sila matrice de similarité C est positive alors la matrice de distance D déduite est euclidienne.

3 Distances entre variables

L’un des intéréts pratique du positionnement multidimensionnel est d’aider a comprendre, vi-
sualiser, les structures de liaison dans un grand ensemble de variables. On obtient ainsi des indica-
tions pour guider le choix d’un sous-ensemble de variables, par exemple les plus liées & une variable
a expliquer. Cette approche nécessite la définition d’indices de similarité entre variables. Beaucoup
sont proposés dans la littérature. Nous en retenons trois pour différents types de variables.

3.1 Variables quantitatives

On note X et Y deux variables statistiques dont les observations sur les mémes n individus
sont rangées dans les vecteurs x et y de I’espace euclidien 7 muni de la métrique des poids D. On
vérifie facilement :

cov(X,Y) = (x-%)D(y~-y)=x'Dy-Xy
ox = |x—Xlp
ID -
cor(X,Y) = Xy Xy

% =Xlplly - ¥lp

La valeur absolue ou le carré du coefficient de corrélation définissent des indices de similarité
entre deux variables quantitatives. Il est facile d’en déduire des distances. On préfere par la suite
utiliser le carré du coefficient de corrélation qui induit une distance euclidienne :

d?(X,Y) = 2(1 — cor?(X,Y)).

PROPOSITION 7.4. — La distance entre variables quantitatives d*(X,Y) est encore le carré de
la distance ||Px — Py||y entre les projecteurs D-orthogonaux sur les directions engendrées par les
vecteurs (x —X) et (y —5).
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Démonstration. — Un projecteur de rang 1 s’écrit :
_ (x=x)(x—-x)
|Ix — XI/p
2
[Px—Pyllp = tr(Px—Py)D(Px—Py)

IPxllp + [Pyl — 26rP<'DPy,.

Comme un projecteur est de norme son rang c’est-a-dire ici 1 et que:
(xR)x %) (v =5y =)
== Iy =5llp
(x—X)'D(y—-y) (x-%)Dy—-y)
lIx =Xllp Iy = ¥llp [x = Xllp [ly = ¥llp
cor?(X,Y)

trPx'DPy = ftr

I

alors,
[Px — Pyl = 2(1 — cor’(X,Y)).

3.2 Variables qualitatives

Considérons maintenant deux variables qualitatives, X a r modalités et Y & ¢ modalités. De
nombreux indices de similarité ont été proposés: la “prob value” du test du x? d’indépendance,
le V de Cramer, le ®2 de Pearson, le T' de Tschuprow (cf. T1) ... Ce dernier a une signification
particuliére. Soit X et Y les matrices contenant les variables indicatrices des modalités des variables
et Px, Py les projecteurs D-orthogonaux sur les sous-espaces engendrés par ces indicatrices. On
montre (cf. Saporta 1976) alors la

ProrosiTION 7.5. — Dans le cas de 2 variables qualitatives,
IPx - Py|lp = 2(1 - T*(X,Y)).

Ainsi, en utilisant comme indice de similarité le carré du 7' de Tschuprow entre deux variables
qualitatives, on définit une distance euclidienne entre ces variables.

3.3 Variables quantitative et qualitative

La méme démarche s’adapte a 1’étude d’une liaison entre une variable quantitative X, son
projecteur associé Py et une variable qualitative Y représentée par le projecteur Py. On montre
alors (cf. Saporta 1976)

PrOPOSITION 7.6. — Dans le cas d’une variable quantitative X et d’une variable qualitative Y,
IPx — Py|lp = 2(1 - RY(X,Y))
ot R, désigne le rapport de corrélation.

Le rapport de corrélation (Cf. T1) est, dans ce cas, I'indice de similarité qui conduit & la construction
d’une distance euclidienne entre variables de types différents.

On aboutit ainsi & une certaine généralisation de la notion de similarité entre variables condui-
sant, quelque soit le type des variables, & des distances euclidiennes. Néanmoins, en pratique, il
n’apparait pas simple de comparer, sur la méme échelle entre 0 et 1, des liaisons entre variables
de types différents. Les coefficients de corrélations se répartissent plus communément sur toute
I’échelle alors que les indices de Tschuprow sont souvent confinés sur des petites valeurs.
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4 Recherche d’une configuration de points

Le positionnement multidimensionnel est la recherche d’une configuration de points dans un
espace euclidien qui admette D comme matrice de distances si celle-ci est euclidienne ou, dans le
cas contraire, qui en soit la meilleure approximation & un rang ¢ fixé (en général 2) au sens d’une
norme sur les matrices. Nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’a la version “métrique” du
MDS, une autre approche construite sur les rangs est développée dans la bibliographie.

Ainsi posé, le probléeme admet une infinité de solutions. En effet, la distance entre deux vecteurs
x; et xg d’une configuration est invariante par toute transformation affine z; = Fx;+b dans laquelle
F est une matrice orthogonale quelconque et b un vecteur de IR”. Une solution n’est donc connue
qu’a une rotation et une translation pres.

4.1 Propriétés
La solution est décrite dans les théoréemes (Mardia 1979) ci-dessous:

THEOREME 7.7. — Soit D une matrice de distance et B = HAH la matrice centrée en lignes et
colonnes associée.

e 51D est la matrice de distance euclidienne d’une configuration {x1,... ,%,} alors B est la
matrice de terme général

qut se met sous la forme

B = (HX)(HX)".
FElle est donc positive et appelée matrice des produits scalaires de la configuration centrée.

e Réciproquement, st B est positive de rang p, une configuration de vecteurs admettant B
pour matrice des produits scalaires est obtenue en considérant sa décomposition spectrale
B = UAU'. Ce sont les lignes de la matrice centrée X = UA'/2,

Ainsi, dans le cas d’une matrice D euclidienne supposée de rang ¢, la solution est obtenue en
exécutant les étapes suivantes :

1. construction de la matrice A de terme général —1/2d§2,
ii. calcul de la matrice des produits scalaires par double centrage B = HAH,
iii. diagonalisation de B = UAU’;

iv. les coordonnées d’une configuration, appelées coordonnées principales, sont les lignes de la
. _ 1/2
matrice X = UA/~.

Dans le cas euclidien, ACP et MDS sont directement connectés.

PROPOSITION 7.8. — Soit'Y la matrice des données habituelles en ACP. L’ACP de (Y, M, 1/nl)
fournit les mémes représentations graphiques que le positionnement calculé a partir de la matrice
de distances de terme général ||y; —y;||y;- St C désigne la matrice des composantes principales,
alors les coordonnées principales sont \/nC.

Démonstration. — Posons X = HY. Les composantes principales de I’ACP sont données par

C=XMV = UAY/?
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ot V est la matrice des vecteurs propres de la matrice 1/nX’XM et U ceux des vecteurs propres
de la matrice 1/nXMX’ associés aux mémes valeurs propres A. De son coté, le MDS conduit a
considérer la matrice des produits scalaires HYM(HY ) = XMX' qui améne aux mémes vecteurs
propres et aux valeurs propres A = \/nA. |
L’intérét du MDS apparait évidemment lorsque les observations Y sont inconnues ou encore
si ’on cherche la meilleure représentation euclidienne de distances non-euclidiennes entre les indi-
vidus ; c’est 'objet du théoréme suivant. En ce sens, le MDS “généralise” ’ACP et permet, par
exemple, de considérer une distance de type robuste & base de valeurs absolues mais la représen-
tation des variables pose alors quelques soucis car le “biplot” n’est plus linéaire (Gower 19xx).

THEOREME 7.9. — Si D est une matrice de distance, pas nécessairement euclidienne, B la matrice
de produit scalaire associée, alors, pour une dimension q fizée, la configuration issue du MDS a une

~ —~2
matrice de distance D qui rend Z?kzl({dﬁp - d? ) minimum et, ¢’est équivalent, une matrice de

2
B-B

produit scalaire B qui minimise

5 Exemple

Cet exemple s’intéresse aux distances kilométriques par route (Source : IGN) entre 47 grandes
villes en France et dans les pays limitrophes. Toutes ces valeurs sont rangées dans le triangle
inférieur d’une matrice carrée avec des 0 sur la diagonale. La structure du réseau routier fait que
cette matrice de distance n’est pas euclidienne, mais, comme le montre le graphique issu d’un
positionnement multidimensionnel, "approximation euclidienne en est trés proche.

6 Application au choix de variables

La sélection d’un sous-ensemble de variables pour la mise en ceuvre de techniques factorielles
(Jolliffe 19xx) n’est pas aussi claire que dans le cadre de la recherche d’un modéle linéaire parci-
monieux. Le probleme vient souvent de la confusion de deux objectifs:

e supprimer des variables tres liées, donc redondantes, et dont la multiplicité vient renforcer
artificiellement I'influence de certains phénomenes,

e supprimer des variables afin de simplifier I'interprétation des axes tout en conservant au
mieux les représentations graphiques.

Le premier objectif modifie donc les représentations en visant a étre plus proche de la “réalité” ou
au moins d’une réalité moins triviale tandis que, par principe, le deuxieme objectif recherche le sous-
ensemble restreint de variables susceptibles d’engendrer le méme sous-espace de représentation.

Il n’existe pas de solution miracle néanmoins, les outils présentés dans ce chapitre : indices de
similarité entre variable et positionnement multidimensionnel, peuvent aider a ces choix surtout
lorsque ’analyse d’un grand nombre de variables nécessite de segmenter I’analyse en sous-groupes.
Les algorithmes de classification (hiérarchique ou centres mobiles) appliqués sur les mémes tableaux
de distance apportent un éclairage complémentaire.

D’autres techniques sont également disponibles pour aider a I'interprétation des axes. Elles ont
été développées dans le cadre de I’analyse en facteurs communs et spécifiques (factor analysis)
mais sont transposables en ACP. L objectif est la recherche de rotations orthogonales (varimax)
ou obliques des axes dans le sous-espace retenu pour la représentation de sorte que ceux-ci soient
le plus corrélés avec les variables initiales. Ils n’ont plus les mémes propriétés optimales d’axes de
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FiG. 7.1: Positionnement de 47 villes 4 partir de la matrice de leurs distances kilométriques.




6. Application au choix de variables 67

plus grande dispersion mais, dans le sous-espace qui globalement est de plus grande dispersion, ils
peuvent étre plus simples & interpréter a partir des variables initiales.

Un algorithme (varclus dans SAS) de classification des variables dans le cas quantitatif suit
ce méme type d’objectifs et fournit des résultats sous une forme identique & la recherche d’une
rotation oblique. Il procéde par classification hiérarchique descendante de I’ensemble des variables
et réalise a chaque étape les traitements suivants :

e sélection du sous-groupe de variable dont I’ACP conduit a la plus faible part de variance
expliquée par le premier axe ou (en option) la plus forte du 2éme axe,

e rotation des deux premiers axes de ’ACP pour les rapprocher des variables et segmentation
des variables en deux groupes par affectation a ’axe avec lequel elles sont le plus corrélées.

L’algorithme s’arréte lorsque la dimension dans chaque groupe est jugée étre égale a 1. Par défaut,
lorsque dans chaque groupe, une seule valeur propre est plus grande que 1.
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Annexe A

Outils algébriques

Ce chapitre se propose de rassembler des notations et rappels d’algebre linéaire ainsi que
quelques compléments mathématiques du niveau du premier cycle des Universités.

Dans tout ce qui suit, £ et F' sont deux espaces vectoriels réels munis respectivement des bases
canoniques £ = {¢; ; j=1,...,p} et F ={fi ; i =1,...,n}. On note indifféremment soit un
vecteur de E ou de F', un endomorphisme de E, ou une application linéaire de F dans F', soit leurs
représentations matricielles dans les bases définies ci-dessus.

1 Matrices

1.1 Notations

La matrice d’ordre (n x p) associée & une application linéaire de E dans F' est décrite par un
tableau :

1 J 4

aj ... af ... af

_ 1 P
A=| a .. al al
1 J 4

On note par la suite:

al = [A]] le terme général de la matrice,

a; = [aj,...,a?]’ un vecteur-ligne mis en colonne,
: . L

a’ = Ja},...,al]’ un vecteur-colonne.

Types de matrices

Une matrice est dite:
o vecteur-ligne (colonne) sin =1 (p=1),
o vecteur-unité d’ordre p si elle vaut 1, =[1,... 1],
o scalmresin=1et p=1,

e carrée si n = p.

71
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Une matrice carrée est dite:

o o 0 siij
i s _
o udentité (I,) 51ai_5i_{1 Gizj

e diagonale si ag = 0 lorsque ¢ # j,
o syméltrique si ag = aé,V(i,j),
o triangulaire supérieure (inférieure) si
ag =0 lorsque i > j (i < j).
Matrice partitionnée en blocs
Matrices dont les éléments sont eux-mémes des matrices.

Aj(r x s) Al(rx (p—>s))

Exemple: A(n x p) = Al((n—1) xs) AZ((n—r)x (p—>s))

1.2 Opérations sur les matrices

Somme

[A+ B} = a + b/ pour A et B de méme ordre (n x p).

Multiplication par un scalaire

[ozA]g = aa? pour a € R.

Transposition

[A’]{f = a;, A’ est d’ordre (p x n).
(A'Y =A;(A+B) =A’+B';(AB) = B'A’;
FRIREE
A; A A7 A2

Produit scalaire élémentaire

n
a'b= E a;b; ou a et b sont des vecteurs-colonnes.
i=1

Produit

[AB]{ = a;-bj avec A(nxp)7 B(pxq) et AB(an)7
et pour des matrices par blocs:

Al Al ]|[Bf Bf]|_[AB]+AIB} A{B}+AIB}
A} A} || B B} | | AlBl+AjB] AiB}+ A3B3

sous réserve de compatibilité des dimensions.
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1.3 Propriétés des matrices carrées

La trace et le déterminant sont des notions intrinséques, qui ne dépendent pas des bases de
représentation choisies, mais uniquement de ’application linéaire sous-jacente.

Trace

Par définition, si A est une matrice (p x p),

P
trA = Z a’,
7j=1

et 1l est facile de montrer:

tra = a,
traA = atrA,
tr(A+B) = trA +trB,
trAB = trBA,

reste vrai si A est (n x p) et si B est (p x n)

np
trCC’ = trC’'C =) (c)?
i=1j=1
dans ce cas, C est (n x p).

Déterminant

On note |A| le déterminant de la matrice carrée A (p x p). Tl vérifie :

P
|A| = H a}, si A est triangulaire ou diagonale,
7j=1
Al = a?|Al.
|AB| = [A[[B],
A B
o | - el
Al A? -
AL A| = ialiaz- avab Ay (A1)
= |AJllA] - AT(A7)TTA,), (A.2)

sous réserve de la régularité de Al et AZ.

Cette derniére propriété se montre en considérant les matrices:

CAZ(A2V-1
B= [ (I) Al(i%) et BAB/,

puis en comparant les déterminants |[BAB'| et |A|.
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Inverse

L’inverse de A, lorsqu’elle existe, est la matrice unique notée A~ telle que:
AATT=ATTA=T;

elle existe si et seulement si |A| # 0.
Quelques propriétés :

(A—l)/ — (1‘&/)—17

(AB)™' = B'AY
1

AT =
|A|

Définitions
Une matrice carrée A est dite:
symétrique si A’ = A,
singuliére si |A| = 0,
réguliére si |[A| # 0,
tdempotente st AA = A
définie-positive si, Ve € IRP ,2’Az > 0, et siz’ Az =0=>2 =0,
positive, ou semi-définie-positive, si, Vo € IR, z’Az > 0,

orthogonale si AA' = A’/A =1 (A’ = A~1).

2 Espaces euclidiens

E est un espace vectoriel réel de dimension p isomorphe & IRF.

2.1 Sous-espaces

e Un sous-ensemble E, de E est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E s'il est non vide et stable :

V(z,y) € E2 Va € R,a(z+y) € E,.

o Le g-uple {z1,...,2,} de E constitue un systéme linéairement indépendant si et seulement
Si:
q
Zaixi:0:>a1:~~:aq:0.
i=1
e Un systeme linéairement indépendant £ = {eq,..., e,} qui engendre dans £ un s.e.v. Fy =

vec{er, ..., eq} en constitue une base et dim(E,) = card(&,) = q.
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2.2 Rang d’une matrice A,
Image et noyau

Dans ce sous-paragraphe, A est la matrice d’une application linéaire de £ = IR? dans F' = IR".

Im(A) = vect{a',... a’} est le s.e.v. de F image de A ;
Ker(A) = {z€ E; Az =0} est le s.e.v. de E noyau de A ;
E = Im(A)®Ker(A) si A est carrée associée & un endomorphisme de F
et p = dim(Im(A)) + dim(Ker(A)).

Rang

rang(A) = dim(Im(A)),
0 < rang(A) < min(n,p),
rang(A) = rang(A))
rang(A + B) < rang(A) + rang(B),
rang(AB) < min(rang(A), rang(B)),
rang(BAC) = rang(A), si B et C sont réguliéres,
rang(A) = rang(AA’) = rang(A’A).

Enfin, si B (p x q) est de rang ¢(¢ < p) et A est carrée (p x p) de rang p, alors la matrice B'AB
est de rang q.

2.3 Meétrique euclidienne
Soit M une matrice carrée (p x p), symétrique, définie-positive ; M définit sur Iespace FE :

e un produit scalaire: (x,y); = z' My,

e une norme : ||zl = <;L"m>11v/12’
e une distance : dm(z,y) = ||z — y||M7
o des angles: costm(z,y) = %

La matrice M étant donnée, on dit que:
e une matrice A est M-symétrique si (MA) = MA,
o deux vecteurs z et y sont M-orthogonauz si (z,y)p; = 0,
e un vecteur z est M-normé si [|z[|y; = 1,

e une base & = {e1,...,eq} est M-orthonormée si

V(i 5), (ei, €5y = 07
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2.4 Projection

Soit W un sous-espace de E et B = {b!,... b?} une base de W ; P(p x p) est une matrice de
projection M-orthogonale sur W si et seulement si:

Vye E,Pye W et (Py,y—Py)y =0.

Toute matrice idempotente (P? = P) et M-symétrique (P’M = MP) est une matrice de projection
M-orthogonale et réciproquement.

Propriétés
e Les valeurs propres de P sont 0 ou 1 (voir § 3):

ue W, Pu=u, A=1, de multiplicité dim (W),
vl W, (onnote ve Wt) Pv=0, =0, de multiplicité dim(W*).

o trP = dim(W).
o P=B(B'MB)'B'M, ou B =[b',... b1)].

e Dans le cas particulier ou les 7 sont M-orthonormés:

q
P =BB'M = ijbj’M.

i=1
e Dans le cas particulier ot ¢ = 1 alors:
b’ 1
P= M = bb' M.
b'Mb 11611n
e 5iP;,...,P, sont des matrices de projection M-orthogonales alors la somme Py +--- 4+ P,

est une matrice de projection M-orthogonale si et seulement si: PP; = (5ZP]'.

e La matrice I — P est la matrice de projection M-orthogonale sur W+.

3 Eléments propres

Soit A une matrice carrée (p X p).

3.1 Définitions

e Par définition, un vecteur v définit une direction propre associée a une wvaleur propre A si ’on
a:
Av = dw.

e Si A est une valeur propre de A, le noyau Ker(A — AI) est un s.e.v. de E, appelé sous-espace
propre, dont la dimension est majoré par ’ordre de multiplicité de A. Comme cas particulier,
Ker(A) est le sous-espace propre associé, si elle existe, & la valeur propre nulle.

e Les valeurs propres d’une matrice A sont les racines, avec leur multiplicité, du polynéome
caractéristique

|A — AI| = 0.
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THEOREME A.l. —  Soit deur matrices A(n x p) et B(p x n); les valeurs propres non nulles
de AB et BA sont identiques avec le méme degré de multiplicité. Si u est vecteur propre de BA
associé a la valeur propre A différente de zéro, alors v = Au est vecteur propre de la matrice AB
associé a la méme valeur propre.

Les applications statistiques envisagées dans ce cours ne s’intéressent qu’a des types particuliers
de matrices.

THEOREME A.2. — Une matrice A réelle symétrique admet p valeurs propres réelles. Ses vecteurs
propres peuvent étre choisis pour constituer une base orthonormée de F ; A se décompose en:

P
A =VAV' = Z ApvF ok
k=1

ou 'V est une matrice orthogonale [vl, ...  vP] des vecteurs propres orthonormés associés aur valeurs
propres A, rangées par ordre décroissant dans la matrice diagonale A.

THEOREME A.3. — Une matrice A réelle M-symétrique admet p valeurs propres réelles. Ses vec-
teurs propres peuvent étre choisis pour constituer une base M-orthonormée de E ; A se décompose
en:

p
A=VAV'M = ZAM%’“’M
k=1

ot V. = [v',... vP] est une matrice M-orthogonale (V'MV = I, et VV' = M~} des vecteurs
propres associés aur valeurs propres A, rangées par ordre décroissant dans la matrice diagonale

A.

Les décompositions ne sont pas uniques: pour une valeur propre simple (de multiplicité 1) le
vecteur propre normé est défini a un signe pres, tandis que pour une valeur propre multiple, une
infinité de bases M-orthonormées peuvent étre extraites du sous-espace propre unique associé.

Le rang de A est aussi le rang de la matrice A associée et donc le nombre (répétées avec leurs
multiplicités) de valeurs propres non nulles.
Par définition, si A est positive, on note la racine carrée de A :

P
AVE=3N VArrF R M = VAY2V/M.
k=1

3.2 Propriétés

Si Ak # A, oF Lyod

trA =370 Ak [A]=TTe=1 A 5
si A est réguliére, Yk, A 0 ;

si A est positive, Ap >0

si A est définie-positive, A, >0 ;
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X/ f/

IR? IR™ E F*
M D M D
IRP* R" E* F
X f

Frc. A.1: Schéma de dualité

3.3 Décomposition en Valeurs Singuliéres (DVS)

Tl s’agit, cette fois, de construire la décomposition d’une matrice X(n x p) rectangulaire relati-
vement & deux matrices symétriques et positives D(n x n) et M(p x p).

THEOREME A.4. — Une matrice X (n x p) de rang r peut s’écrire :
X = UAY2V = Z \//\kukvkl; (A.3)
k=1

U (n x ) contient les vecteurs propres D-orthonormés (U'DU = 1,.) de la matrice D-syméirique
positive XMX'D associés auz v valeurs propres non nulles A\, rangées par ordre décroissant dans la
matrice diagonale A(r x 7); V (p x r) contient les vecteurs propres M-orthonormés (V'MV = 1,)
de la matrice M-symétrique positive X'DXM associés aur mémes valeurs propres. De plus,

U=XMVA~ Y2 ¢t V=XDUA /2

4 Dualité

Les éléments précédents se résument dans le diagramme commutatif de la figure (A.1).

5 Optimisation

5.1 Norme d’une matrice

L’espace vectoriel £ de dimension p (resp. F de dimension n) est muni de sa base canonique et
d’une métrique de matrice M (resp. D). Soit X une matrice (n x p). L’ensemble M,, ,, des matrices
(n x p) est un espace vectoriel de dimension np; on le munit du produit scalaire :

(X,Y)y p = trXMY'D. (A.4)

1 1! .
Dans le cas particulier ot M = I, et D = I,,, et en notant vec(X) = [;L’l oo, xP } la matrice

“vectorisée”, ce produit scalaire devient :

n p
(X, Y)Ip L = trXY' = Z Z zly! = vec(X)'vec(Y).

i=1j=1
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La norme associée & ce produit scalaire (A.4) est appelée norme trace :

IXlap = trXMX'D,
n P

X, ., = XX =8SQX)=)_ > (2f)°

i=1j=1
(SSQ signifie “sum of squares”).

La distance associée & cette norme devient, dans le cas ol D est une matrice diagonale (D =
diag(wn, ..., wy)), le critére usuel des moindres carrés:

2 2 2
d*(X,Y) =X = Yllyp = D willzi — wills -

i=1
5.2 Approximation d’une matrice

Les matrices X, M et D sont définies comme ci-dessus ; X est supposée de rang r. On cherche
la matrice Z,, de rang ¢ inférieur a r, qui soit la plus proche possible de X.

THEOREME A.5. — La solution du probléme :
mzm{nx — Zl3ap;Z € May, rang(Z) =g < r} (A.5)

est donnée par la somme des q premiers termes de la décomposition en valeurs singuliéres (A.3)

de X : .
Zy =Y VAuFot = UANAVE
k=1
Le mintmum atteint est: .
2
IX = Zgllp = D M

k=qg+1

Les matrices Ugy, Ay et 'V, contiennent les ¢ premiers vecteurs et valeurs propres donnés par la
DVS de X ; Z, est appelée approximation de rang ¢ de X.

Ce théoréme peut se reformuler d’une maniére équivalente. On note I/D\q (resp. (/Q;) la projection
M-orthogonale sur E, = Im(V,) (resp. D-orthogonale sur F, = Im(U,)):

q
P, = Y JSFM=V,VM
k=1
—— q 1
Q, = Y v'D=U,U,D,
k=1
7z, = Q,X=XP,.
ProPOSITION A.6. — Avec les notations précédentes :
L~ _ ’ 2 .
P, = g max{|XP[

P, projection M-orthogonale de rang ¢ < r},

o~

2
Q =y max{QuX I p

Q, projection D-orthogonale de rang ¢ < r}.
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Annexe B

1€S numérlques

Sort

A.c.p. des donnees de temp

Statistiques elementaires

1 A.C.P. des températures

3.93 4.79 8.13 10.88 14.35 17.73 19.75 19.45 16.9 12.27 7.87 4.78
32.00 32.00 32.00 32.00 32.00 32.00 32.00 32.00 32.0 32.00 32.00 32.00

MEAN
N

Matrice des covariances ou des correlations

Nov DEC

0CT

MAI JUIN JUIL AOUT SEPT

JANV FEVR MARS AVRI

NAME_

5.29 4.98 3.73 2.72 2.04 2.33 2.59 2.93 3.59 4.46 4.83 5.33

4.98 4.78 3.70 2.81

JANV
FEVR
MARS
AVRI
MAI

3.19 3.73 4.42 4.66 5.02

2.23 2.59 2.91

3.76

3.20 3.55 3.61

3.73 3.70 3.06 2.45 2.07 2.43 2.76 2.91

2.72 2.81

2.39 2.74 2.77 2.82 2.89 2.79 2.77
2.40 2.80 2.74 2.63 2.49 2.28 2.10

2.45 2.18 2.01

2.01

2.04 2.23 2.07 2.01

3.32 3.14 2.93 2.65 2.41

2.33 2.59 2.43 2.39 2.40 2.93 3.41

JUIN

4.04 3.91 3.66 3.37 3.00 2.67
3.86 3.73 3.566 3.26 3.01

2.76 2.74 2.80 3.41

2.59 2.91

JUIL

2.77 2.74 3.32 3.91
3.59 3.73 3.20 2.82 2.63 3.14 3.66 3.73 3.81
4.46 4.42 3.55 2.89 2.49 2.93 3.37 3.56 3.91

2.93 3.19 2.91

AOUT
SEPT
0CT
NOoVv
DEC

3.75 3.67

4.35 4.39 4.53

3.91

2.79 2.28 2.65 3.00 3.26 3.75 4.39 4.62 4.92

5.33 5.02 3.76 2.77 2.10 2.41

4.83 4.66 3.61

3.67 4.53 4.92 5.43

2.67 3.01

Valeurs propres, variances expliquees

CUMPCT

PCTVAR

LAMBDA

K

0.87 0.87

40.37

.99
.99
.00
.00
.00

.12
.00
.00
.00
.00

.60
.18
.12
.04
.02

81
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7 0.02 0.00 1.00
8 0.02 0.00 1.00
9 0.01 0.00 1.00
10 0.01 0.00 1.00
11 0.00 0.00 1.00
12 0.00 0.00 1.00

Vecteurs propres = coordonnees des variables du biplot

_NAME_ Vi1 V2 V3 V4 V5 vé V7 V8 Vo V10 Vi1 Vi2

JANV 0.33 -0.39 0.10 0.12 -0.37 0.40 0.03 0.01 0.57 0.28 0.05 0.10
FEVR 0.33 -0.26 0.11 -0.14 -0.26 0.36 -0.12 -0.03 -0.75 -0.03 -0.13 0.02
MARS 0.27 -0.05 0.59 -0.46 -0.06 -0.50 -0.12 0.11 0.07 -0.01 0.19 0.18
AVRI 0.22 0.13 0.47 0.07 0.26 0.17 0.25 0.03 0.13 -0.23 -0.47 -0.51
MAI 0.20 0.27 0.22 0.24 0.50 0.33 0.14 0.25 -0.13 0.21 0.35 0.40
JUIN 0.23 0.36 0.13 0.34 -0.06 0.00 -0.56 -0.57 0.08 -0.15 0.01 0.10
JUIL 0.27 0.45 -0.16 0.17 -0.46 -0.08 -0.06 0.56 -0.02 -0.13 0.20 -0.27
AOUT 0.28 0.36 -0.19 -0.09 -0.20 -0.17 0.46 -0.17 -0.01 0.16 -0.47 0.43
SEPT 0.30 0.18 -0.24 -0.36 0.16 0.03 0.08 -0.34 -0.02 0.46 0.32 -0.48
0CT 0.33 -0.05 -0.37 -0.37 0.23 0.20 -0.01 0.01 0.21 -0.66 0.11 0.16
Nov 0.33 -0.21 -0.29 0.09 0.36 -0.25 -0.46 0.33 0.03 0.28 -0.41 -0.01
DEC 0.34 -0.38 -0.08 0.50 0.06 -0.42 0.37 -0.18 -0.14 -0.18 0.26 -0.09

Coordonnees des variables

_HAME_ V1 V2 V3 V4 V5 vé v7 V8 Vo V10 Vi1 Vi2

JANV 2.10 -0.92 0.04 0.04 -0.08 0.06 0.00 0.00 0.05 0.02 0.00 0.00
FEVR 2.10 -0.60 0.04 -0.05 -0.06 0.06 -0.02 0.00 -0.07 0.00 -0.01 0.00
MARS 1.72 -0.12 0.25 -0.16 -0.01 -0.08 -0.02 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01
AVRI 1.43 0.32 0.20 0.02 0.06 0.03 0.03 0.00 0.01 -0.02 -0.03 -0.02
MAI 1.26 0.64 0.09 0.08 0.11 0.05 0.02 0.03 -0.01 0.02 0.02 0.01
JUIN 1.48 0.85 0.06 0.12 -0.01 0.00 -0.08 -0.07 0.01 -0.01 0.00 0.00
JUIL 1.69 1.07 -0.07 0.06 -0.10 -0.01 -0.01 0.07 0.00 -0.01 0.01 -0.01
AOUT 1.77 0.85 -0.08 -0.03 -0.04 -0.03 0.06 -0.02 0.00 0.01 -0.03 0.01
SEPT 1.90 0.42 -0.10 -0.12 0.03 0.00 0.01 -0.04 0.00 0.03 0.02 -0.02
0CT 2.07 -0.13 -0.16 -0.13 0.05 0.03 0.00 0.00 0.02 -0.05 0.01 0.01
Nov 2.08 -0.50 -0.12 0.03 0.08 -0.04 -0.06 0.04 0.00 0.02 -0.02 0.00
DEC 2.14 -0.90 -0.03 0.17 0.01 -0.07 0.05 -0.02 -0.01 -0.01 0.02 0.00

Correlations variables x facteurs

_HAME_ V1 V2 V3 V4 V5 vé v7 V8 Vo V10 Vi1 Vi2

JANV 0.91 -0.40 0.02 0.02 -0.03 0.03 0.00 0.00 0.02 0.01 0.00 0.00
FEVR 0.96 -0.28 0.02 -0.02 -0.03 0.03 -0.01 0.00 -0.03 0.00 0.00 0.00
MARS 0.98 -0.07 0.14 -0.09 -0.01 -0.05 -0.01 0.01 0.00 0.00 0.01 0.00
AVRI 0.97 0.22 0.13 0.02 0.04 0.02 0.02 0.00 0.01 -0.01 -0.02 -0.01
MAI 0.88 0.45 0.07 0.06 0.08 0.04 0.01 0.02 -0.01 0.01 0.01 0.01
JUIN 0.86 0.50 0.03 0.07 -0.01 0.00 -0.04 -0.04 0.00 -0.01 0.00 0.00
JUIL 0.84 0.53 -0.03 0.03 -0.05 -0.01 0.00 0.03 0.00 0.00 0.01 0.00
AOUT 0.90 0.43 -0.04 -0.02 -0.02 -0.01 0.03 -0.01 0.00 0.01 -0.01 0.01
SEPT 0.97 0.22 -0.05 -0.06 0.02 0.00 0.01 -0.02 0.00 0.02 0.01 -0.01
0CT 0.99 -0.06 -0.07 -0.06 0.02 0.02 0.00 0.00 0.01 -0.02 0.00 0.00
Nov 0.97 -0.23 -0.06 0.01 0.04 -0.02 -0.03 0.02 0.00 0.01 -0.01 0.00
DEC 0.92 -0.39 -0.01 0.07 0.01 -0.03 0.02 -0.01 -0.01 -0.01 0.01 0.00

Coordonnees des individus contributions et cosinus carres

VILLE PRIN1 PRIN2 PRIN3 CONTG CONT1I CONT2 CONT3 COSCA1 COSCA2 COSCA3
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ajac 10.65 -1.11 -0.99 0.08 8.79 0.68 17.60 0.98 0.01 0.01
ange -1.41 -1.61 0.26 0.00 0.15 1.45 1.21 0.42 0.55 0.01
ango 0.87 -0.94 0.61 0.00 0.06 0.49 6.66 0.33 0.38 0.16
besa -6.14 1.66 -0.15 0.03 2.92 1.55 0.41 0.93 0.07 0.00
biar 6.89 -3.76 0.37 0.04 3.68 7.91 2.50 0.76 0.23 0.00
bord 5.44 0.50 1.16 0.02 2.29 0.14 24.07 0.94 0.01 0.04
bres -2.42 -7.84 -0.26 0.05 0.45 34.36 1.16 0.09 0.91 0.00
cler -2.87 0.81 0.08 0.01 0.64 0.37 0.11 0.91 0.07 0.00
dijo -4.71 2.72 0.38 0.02 1.72 4.13 2.55 0.75 0.25 0.00
embr -8.09 2.52 -0.65 0.05 5.07 3.55 7.56 0.89 0.09 0.01
gren -2.99 2.82 0.14 0.01 0.69 4.44 0.37 0.50 0.45 0.00
1ill -6.74 -1.97 -0.59 0.03 3.52 2.16 6.28 0.91 0.08 0.01
limo -3.93 -0.95 0.49 0.01 1.20 0.51 4.25 0.92 0.05 0.01
lyon -1.72 3.14 0.16 0.01 0.23 5.51 0.44 0.23 0.76 0.00
mars 8.43 2.80 -0.36 0.05 5.51 4.37 2.33 0.90 0.10 0.00
mont 7.34 1.95 -0.15 0.04 4.17 2.13 0.38 0.93 0.07 0.00
nanc -8.02 1.38 -0.23 0.04 4.98 1.07 0.96 0.97 0.03 0.00
nant 0.05 -2.05 0.43 0.00 0.00 2.35 3.28 0.00 0.94 0.04
nice 10.89 0.12 -0.25 0.08 9.18 0.01 1.07 1.00 0.00 0.00
nime 8.21 3.00 -0.03 0.05 5.21 5.03 0.01 0.88 0.12 0.00
orle -4.18 -0.47 -0.11 0.01 1.36 0.12 0.21 0.99 0.01 0.00
pari -2.00 -0.05 0.48 0.00 0.31 0.00 4.13 0.89 0.00 0.05
perp 12.12 1.35 0.17 0.10 11.37 1.01 0.52 0.99 0.01 0.00
reim -5.88 0.05 -0.32 0.02 2.68 0.00 1.82 0.99 0.00 0.00
renn -1.73 -3.29 0.28 0.01 0.23 6.03 1.44 0.21 0.77 0.01
roue -4.59 -2.46 -0.12 0.02 1.63 3.37 0.28 0.77 0.22 0.00
stqu -6.45 -1.15 -0.39 0.03 3.22 0.74 2.74 0.96 0.03 0.00
stra -7.48 2.93 0.07 0.04 4.34 4.81 0.09 0.86 0.13 0.00
toul 12.62 -1.33 -0.43 0.11 12.33 0.99 3.26 0.99 0.01 0.00
tlse 3.25 0.84 -0.05 0.01 0.82 0.40 0.04 0.91 0.06 0.00
tour -1.78 -0.33 0.25 0.00 0.24 0.06 1.09 0.93 0.03 0.02
vich -3.63 0.70 -0.26 0.01 1.02 0.27 1.19 0.95 0.04 0.00
2 A.C.P. des données de criminalité
A.c.p. des donnees de crime
Statistiques elementaires

_TYPE_ _NAME_ MURDER RAPE ROBBERY ASSAULT BURGLARY LARCENY AUTO

MEAN 7.44 25.73 124.09 211.30 1291.9 2671.29 377.53

STD 3.83 10.65 87.46 99.25 428.1 718.61 191.45

N 50.00 50.00 50.00 50.00 50.0 50.00 50.00

Matrice des covariances ou des correlations

_NAME_ MURDER RAPE ROBBERY ASSAULT BURGLARY LARCENY AUTO
MURDER 1.00 0.60 0.48 0.65 0.39 0.10 0.07
RAPE 0.60 1.00 0.59 0.74 0.71 0.61 0.35
ROBBERY 0.48 0.59 1.00 0.56 0.64 0.45 0.59
ASSAULT 0.65 0.74 0.56 1.00 0.62 0.40 0.28
BURGLARY 0.39 0.71 0.64 0.62 1.00 0.79 0.56
LARCENY 0.10 0.61 0.45 0.40 0.79 1.00 0.44
AUTO 0.07 0.35 0.59 0.28 0.56 0.44 1.00

Valeurs propres, variances expliquees
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K LAMBDA PCTVAR CUMPCT
1 4.11 0.59 0.59
2 1.24 0.18 0.76
3 0.73 0.10 0.87
4 0.32 0.05 0.91
5 0.26 0.04 0.95
6 0.22 0.03 0.98
7 0.12 0.02 1.00

Vecteurs propres = coordonnees des variables du biplot

_NAME_ Vi V2 V3 V4 V5 Vé v7

MURDER 0.30 -0.63 0.18 -0.23 0.54 0.26 0.27
RAPE 0.43 -0.17 -0.24 0.06 0.19 -0.77 -0.30
ROBBERY 0.40 0.04 0.50 -0.56 -0.52 -0.11 0.00
ASSAULT 0.40 -0.34 -0.07 0.63 -0.51 0.17 0.19
BURGLARY 0.44 0.20 =-0.21 =-0.06 0.10 0.54 -0.65
LARCENY 0.36 0.40 -0.54 -0.23 0.03 0.04 0.60
AUTO 0.30 0.50 0.57 0.42 0.37 -0.06 0.15

Coordonnees des variables

_HAME_ Vi V2 V3 V4 V5 Vé V7

MURDER 0.61 -0.70 0.15 -0.13 0.27 0.12 0.09
RAPE 0.88 -0.19 -0.21 0.03 0.10 -0.36 -0.10
ROBBERY 0.81 0.05 0.42 -0.31 -0.26 -0.05 0.00
ASSAULT 0.80 -0.38 -0.06 0.35 -0.26 0.08 0.07
BURGLARY 0.89 0.23 -0.18 -0.03 0.05 0.25 -0.23
LARCENY 0.72 0.45 -0.46 -0.13 0.02 0.02 0.21
AUTO 0.60 0.56 0.48 0.24 0.19 -0.03 0.05

Correlations variables x facteurs

_NAME_ Vi V2 V3 V4 V5 Vé V7

MURDER 0.61 -0.70 0.15 -0.13 0.27 0.12 0.09
RAPE 0.88 -0.19 -0.21 0.03 0.10 -0.36 -0.10
ROBBERY 0.81 0.05 0.42 -0.31 -0.26 -0.05 0.00
ASSAULT 0.80 -0.38 -0.06 0.35 -0.26 0.08 0.07
BURGLARY 0.89 0.23 -0.18 -0.03 0.05 0.25 -0.23
LARCENY 0.72 0.45 -0.46 -0.13 0.02 0.02 0.21
AUTO 0.60 0.56 0.48 0.24 0.19 -0.03 0.05

Coordonnees des individus contributions et cosinus carres

STATEN PRIN1 PRIN2 PRIN3 CONTG CONT1 CONT2 CONT3 COSCA1 COSCA2 COSCA3
Alabama -0.05 -2.12 0.51 0.02 0.00 7.24 0.71 0.00 0.85 0.05
Alaska 2.45 0.17 -0.07 0.03 2.91 0.05 0.01 0.49 0.00 0.00
Arizona 3.04 0.85 -1.77 0.04 4.51 1.18 8.63 0.64 0.05 0.22
Arkansas -1.07 -1.36 -0.02 0.01 0.55 2.98 0.00 0.35 0.57 0.00
California 4.33 0.14 0.28 0.05 9.10 0.03 0.21 0.98 0.00 0.00
Colorado 2.63 0.93 -1.16 0.03 3.12 1.38 3.73 0.73 0.10 0.15
Connecticut -0.56 1.52 0.79 0.01 0.15 3.71 1.73 0.09 0.69 0.19
Delaware 0.97 1.31 -0.53 0.01 0.46 2.77 0.78 0.28 0.51 0.08
Florida 3.14 -0.61 -1.23 0.04 4.80 0.60 4.15 0.77 0.03 0.12
Georgia 0.50 -1.39 0.25 0.01 0.12 3.14 0.17 0.10 0.81 0.03
Hawaii 0.83 1.84 -0.79 0.02 0.34 5.48 1.72 0.09 0.44 0.08
Idaho -1.45 -0.01 -0.64 0.01 1.02 0.00 1.13 0.82 0.00 0.16
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Illinois
Indiana

Iowa

Kansas
Kentucky
Louisiana
Maine
Maryland
Massachusetts
Michigan
Minnesota
Mississippi
Missouri
Montana
Nebraska
Nevada

New Hampshire
New Jersey
New Mexico
New York
North Carolina
North Dakota
Ohio

Oklahoma
Oregon
Pennsylvania
Rhode Island
South Carolina
South Dakota
Tennessee
Texas

Utah

Vermont
Virginia
Washington
West Virginia
Wisconsin
Wyoming

.52
.50
.61
.64
.74
.13
.84
.20
.99
.30
.57
.52
.56
.68
.17
.32
.49

0.22

.23

3.49

.71
.00
.24
.32
.46
.74
.20
.62
.20
.14
.41
.06
.09
.93
.94
.18
.53
-1.

44

.10
.00
.83
.03
.16
.10
.58
.20
.66

0.16

.07
.57
.56
.27
.23
.26
.83
.97
.96
.44
.69
.39
.09
.63
.59
.20
.17
.18
.26
.15
.69
.95
.95
.70
.75
.82
.79
.06

[y

.13
0.25
-0.52
-0.50
0.66
0.37
-0.54
0.39
2.57
0.54
-0.15
0.71
0.57
-0.37
-0.11
-0.31
-0.21
0.61
-1.08
2.76
-0.09
-0.09
0.46
-0.12
-1.26
1.02
0.97
-0.56
-0.14
0.66
-0.08
-0.65
-0.52
-0.21
-1.32
0.54
-0.43
-0.58

.01
.00
.02
.00
.02
.02
.01
.02
.05
.02
.01
.03
.00
.01
.01
.08
.02
.00
.01
.06
.01
.05
.00
.00
.01
.01
.02
.03
.03
.01
.01
.01
.02
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.01
.03
.02
.01
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.20
.48
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.65
.36
.47
.56
.20
.13
.15
.38
.29
.76
.02
.02
.73
.91
.24
.79
.03
.05
.04
.47
.02
.27
.99
.01
.97
.55
.11
.42
.43
.91
.11
.01
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P ORr OONNMOROO

-
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.01
.00
.12
.00
.17
.15
.55
.06
.40
.04
.84
.69
.51
12
.08
.11
.12
.53
.49
.31 2
.60
.25
.01
.64
.57
.06
.59
.70
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.12
.76
.45
.47
.79
.90
.09
.00
.01

-
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QO OrOOOW
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.53
.17
.75
.69
.22
.38
.80
.41
.17
.81
.06
.39
.89
.38
.03
.26
.12
.03
.24
.06
.02
.02
.59
.04
.36
.86
.57
.86
.05
.20
.02
.15
.73
.12
.78
.81
.51
.94
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.40
.83
.49
.57
.20
.70
.67
.05
.85
.64
.23
.29
77
.93
.95
.87
.03
.36
.54
.10
.97
.08
.11
.45
.68
.01
.24
.91
.01
.53
.45
.67
.49
.22
.90
.84
.69
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aver
h.g.
gers
lot

h.p.
tarn
t.g.
Sum

The Correspondence Analysis Procedure

S

INF1

620
420
830
540
460
590
650
500
4610

Contingency Table

Contingency Table

S1__5
830
1210
2400
1530
1190
1880
1230
1410
11680

S5_10

760
2130
980
680
1630
2190
1740
1600
11710

S1

2

COC OO0 OCOO0OO0CO0OO0CO0CO0OO0OO0CO0OO0OO0COO0OO0CO0CO0OO0OOOOCOOOOCOOOCOOOCOCOCO

0_20

1270
4610
2900
3090
2510
2570
2920
2980
2850

.00
.00
.09
.00
.25
.68
.07
.01
.39
.00
.30
.65
.29
.02
.01
.00
.10
.62
.22
.01
.59
.01
.01
.40
.07
.01
.57
.44
.01
.56
.13
.36
.14
.28
.14
.06
.08
.00

C O OO OC OO O0CO0OOCOCO0COOCO0OOOCOOOCOCOO0OOOOCOOOOCOOOOOOCOCO

.52
.10
.03
.30
.08
.02
.06
.02
.36
.05
.01
.05
.29
.04
.00
.00
.01
.24
.28
.34
.00
.00
.29
.02
.33
.23

11

.03
.00
.18
.00
.17
.04
.02
.44
.03
.02
.11
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520_50

1530
6370
4120
6650
3340
2200
5250
3880
33340

$50_99

600
2030
1680
2170

870

180
1250

810
9590

S_100

120
550
450
390
190
10
230
170
2110

Inertia and Chi-Square Decomposition

Singular Principal
Values

0
0
0.
0
0
0

.22033
.13224

06056

.05875
.01870
.00977

Inertias

.04855
.01749
.00367
.00345
.00035
.00010

arie
aver
h.g.
gers
lot

h.p.
tarn
t.g.

Chi-

Squares Percents 13
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39 52

7057.3 (Degrees of Freedom = 42)

Diml

.144675
.120423
.047974
.312741
.101230
.515438
.035629
.095787

Row Coordinates

1o O 1

Dim2

.203728
.149990
.250562
.042192
.070955
.004171
.081818
.061953

Summary Statistics for the Row Points

arie
aver
h.g.
gers
lot

h.p.
tarn
t.g.

[elelelNelNe e Ne el

Quality

.620524
.810221
.927156
.946888
.944660
.985382
.469056
.797840

0
0
0
0.
0
0
0
0

Mass

.059756
.180624
.139326

156951

.106268
.100323
.138388
.118365

C OO OO OO0

Inertia

.081695
.112071
.132887
.224286
023358
.367547
.031924
.026232

Sum

5730
17320
13360
15050
10190

9620
13270
11350
95890

65

Partial Contributions to Inertia for the Row Points

arie
aver
h.g.
gers
lot

Diml

.025764
.053957
.006605
.316214
.022432

©C OO o O

Dim2

.141825
.232364
.500187
.015977
.030594
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h.p.
tarn
t.g.

0.
0.
0.

549038
003619
022371

0.
0.
0.

000100
052974
025978

Indices of the Coordinates that Contribute

arie
aver
h.g.
gers
lot

h.p.
tarn

t.g.

Most to Inertia for the Row Points

Dim1

OO, ORr OOCCO

Dim2

OO OO o NN

Squared Cosines for the Row Points

arie
aver
h.g.
gers
lot

h.p.
tarn

t.g.

SINF1
S1__5
S5_10
$10_20
$20_50
S50_99
S_100

C O OO OO CoCC

Diml

.208022
.317568
.032787
.929962
.633447
.985318
.074770
.562528

0
0
0
0
0
0
0
0

Column Coordinates

c OO C

Diml

.202644
.218172
.379388
.056263
.158791
.332706
.344058

Dim2

.412502
.492653
.894369
.016926
.311213
.000065
.394286
.235313

Dim2

.286745
.241648
.165757
.062236
.056005
.090935
.101379

=}
o
wn
[l

NN FHF N KR DNNDDN

Summary Statistics for the Column Points

SINF1
S1__5
S5_10
$10_20
$20_50
$50_99
S_100

Partial Contributions to Inertia for the Column Points

C O OO OC OO

SINF1
S1__5
S5_10

Quality

.730675
.917894
.987035
.670044
.889324
.958834
.671270

0
0
0

C OO OO OO

Diml

.040667
.119431
.362076

Mass

.048076
.121806
.122119
.238294
.347690
.100010
.022004

0
0
0

Dim2

.226041
.406729
.191866

0
0
0
0.
0
0
0

Inertia

.110219
.191112
.288154
034013
.150604
.168596
.057302
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$10_20 0.015539 0.052779
520_50 0.180589 0.062362
S50_99 0.228042 0.047291
S_100 0.053656 0.012932

Indices of the Coordinates that Contribute
Most to Inertia for the Column Points

Diml Dim2 Best
SINF1 0 2 2
S1__5 2 2 2
S5_10 1 1 1
S10_20 0 0 2
$20_50 1 0 1
S50_99 1 0 1
S_100 0 0 1

Squared Cosines for the Column Points

Dim1 Dim2
SINF1 0.243374 0.487301
S1__5 0.412206 0.505688
S5_10 0.828823 0.158212
510_20 0.301338 0.368707
520_50 0.790935 0.098389
S50_99 0.892184 0.066650
S_100 0.617644 0.053626

4 A.F.D. des insectes

Canonical Discriminant Analysis

74 Observations 73 DF Total
6 Variables 71 DF Within Classes
3 Classes 2 DF Between Classes

Class Level Information

Y Frequency Weight Proportion
a 21 21.0000 0.283784
b 22 22.0000 0.297297

31 31.0000 0.418919

Canonical Discriminant Analysis

Between-Class Correlation Coefficients / Prob > |R]|

Variable X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 1.00000 -0.43892 -0.82713 -0.50655 0.97139 -0.79651
0.0 0.7107 0.3799 0.6618 0.1526 0.4134
X2 -0.43892 1.00000 0.86803 0.99705 -0.21299 0.89288
0.7107 0.0 0.3308 0.0489 0.8634 0.2974
X3 -0.82713 0.86803 1.00000 0.90355 -0.67001 0.99862

0.3799 0.3308 0.0 0.2819 0.5326 0.0334
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X4 -0.50655 0.99705 0.90355 1.00000 -0.28730 0.92479
0.6618 0.0489 0.2819 0.0 0.8145 0.2485
X5 0.97139 -0.21299 -0.67001 -0.28730 1.00000 -0.63014
0.1526 0.8634 0.5326 0.8145 0.0 0.5660
X6 -0.79651 0.89288 0.99862 0.92479 -0.63014 1.00000
0.4134 0.2974 0.0334 0.2485 0.5660 0.0
Total-Sample Correlation Coefficients / Prob > |R|
Variable X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 1.00000 0.02635 -0.09573 -0.33496 0.78123 -0.57171
0.0 0.8237 0.4171 0.0035 0.0001 0.0001
X2 0.02635 1.00000 0.67322 0.56151 -0.12218 0.48825
0.8237 0.0 0.0001 0.0001 0.2997 0.0001
X3 -0.09573 0.67322 1.00000 0.59290 -0.31288 0.51611
0.4171 0.0001 0.0 0.0001 0.0066 0.0001
X4 -0.33496 0.56151 0.59290 1.00000 -0.25094 0.78457
0.0035 0.0001 0.0001 0.0 0.0310 0.0001
X5 0.78123 -0.12218 -0.31288 -0.25094 1.00000 -0.47861
0.0001 0.2997 0.0066 0.0310 0.0 0.0001
X6 -0.57171 0.48825 0.51611 0.78457 -0.47861 1.00000
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0
Total-Sample
Variable ] Sum Mean Variance Std Dev
X1 74 13117 177 .25676 865.09756 29.41254
X2 74 9173 123.95946 71.92984 8.48115
X3 74 3726 50.35135 7.57349 2.75200
X4 74 9976 134.81081 107.14180 10.35093
X5 74 961 .00000 12.98649 4.58886 2.14216
X6 74 7058 95.37838 204.62199 14.30461
Y=a
Variable ] Sum Mean Variance Std Dev
X1 21 3845 183.09524 147 .49048 12.14457
X2 21 2722 129.61905 51.24762 7.15874
X3 21 1076 51.23810 4.99048 2.23394
X4 21 3070 146.19048 31.66190 5.62689
X5 21 296 .00000 14.09524 0.79048 0.88909
X6 21 2202 104.85714 38.22857 6.18293
Y=0
Variable ] Sum Mean Variance Std Dev
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X1 22 3041 138.22727 87.32684 9.34488
X2 22 2752 125.09091 73.03896 8.54628
X3 22 1135 51.59091 8.06277 2.83950
X4 22 3042 138.27273 17.16017 4.14248
X5 22 222.00000 10.09091 0.94372 0.97145
X6 22 2345 106.59091 34.25325 5.85263
Y=c¢
Variable ] Sum Mean Variance Std Dev
X1 31 6231 201.00000 222.13333 14.90414
X2 31 3699 119.32258 44 .15914 6.64523
X3 31 1515 48.87097 5.51613 2.34864
X4 31 3864 124.64516 21.36989 4.62276
X5 31 443 .00000 14.29032 1.21290 1.10132
X6 31 2511 81.00000 79.73333 8.92935
Multivariate Statistics and F Approximations
$=2 M=1.5 N=32
Statistic Value F Num DF Den DF Pr > F
Wilks’ Lambda 0.01090038 94 .3591 12 132 0.0001
Pillai’s Trace 1.74204806 75.4128 12 134 0.0001
Hotelling-Lawley Trace 21.66449535 117.3493 12 130 0.0001
Roy’s Greatest Root 17.77934399  198.5360 6 67 0.0001
NOTE: F Statistic for Roy’s Greatest Root is an upper bound.
NOTE: F Statistic for Wilks’ Lambda is exact.
Canonical Discriminant Analysis
Adjusted Approx Squared
Canonical Canonical Standard Canonical
Correlation Correlation Error Correlation
1 0.973011 0.970907 0.006232 0.946750
2 0.891795 0.887636 0.023959 0.795298
Eigenvalues of INV(E)*H
= CanRsq/(1-CanRsq)
Eigenvalue Difference Proportion Cumulative
1 17.7793 13.8942 0.8207 0.8207
2 3.8852 . 0.1793 1.0000
Test of HO: The canonical correlations in the
current row and all that follow are zero
Likelihood
Ratio Approx F Num DF Den DF Pr > F
1 0.01090038 94 .3591 12 132 0.0001

2 0.20470195 52.0610 5 67 0.0001
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Total Canonical Structure

CAN1 CAN2
X1 0.898868 0.260064
X2 -0.343287 0.432595
X3 -0.448482 0.171774
X4 -0.649544 0.701667
X5 0.799566 0.475423
X6 -0.817965 0.366944

Between Canonical Structure

CAN1 CAN2
X1 0.966593 0.256315
X2 -0.654566 0.756005
X3 -0.943551 0.331226
X4 -0.710623 0.703573
X5 0.878074 0.478525
X6 -0.924874 0.380273

Pooled Within Canonical Structure

CAN1 CAN2
X1 0.487182 0.276360
X2 -0.092112 0.227585
X3 -0.116725 0.087655
X4 -0.327862 0.694407
X5 0.397939 0.463921
X6 -0.370550 0.325921

Canonical Discriminant Analysis

Total-Sample Standardized Canonical Coefficients

CAN1 CAN2
X1 2.726839899 0.400878440
X2 -0.502351246 0.352478483
X3 -0.377793991 -0.799140019
X4 -0.673969346 2.091980100
X5 0.616056010 1.119569529
X6 -0.672930736 0.163908193

Pooled Within-Class Standardized Canonical Coefficients

CAN1 CAN2
X1 1.177217024 0.173065138
X2 -0.438064356 0.307371109
X3 -0.339647523 -0.718449563
X4 -0.312428278 0.969767755
X5 0.289634104 0.526357200
X6 -0.347576765 0.084660540

Raw Canonical Coefficients
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X1
X2
X3
X4
X5
X6

o

Class

CAN1

0.0927101102
-.0592315278
-.1372799083
-.0651119461
0.2875861621
-.0470429135

CAN1

-0.783671161

-5.441221850
4.392386293

CAN2

0.0136295073

(=]

.0415602413

-.2903854248

c © O

.2021054762
.5226354401
.0114584139

Means on Canonical Variables

CAN2

3.045269156
-1.530060092
-0.977075169

5 A.F.C.M. de ’enquéte sur les cancers du sein

The Correspondence Analysis Procedure

Inertia and Chi-Square Decomposition

Inertias Squares Percents

95
87
56
66
26
00
06

Singular Principal Chi-
Values
it e e e it

0.54763 0.29990 1245.
0.50983 0.25992 1079.
0.45565  0.20762 862.
0.44391 0.19705 818.
0.42211 0.17818 740.
0.37332 0.13936 579.
0.34345 0.11796 490.
1.40000

21

18.

14

14.
12.
9.

8

.42,
57%
.83Y
08Y%
73%
95Y
.43Y,

4 8 12 16 20

3k 3k 3k 3k ok 3k 3k ok ok 3k ok 3k ok 3 3 ok k %k ok %k ok %k K kK Kk
3k 3k 3k 3k ok 3k 3k ok ok 3 ok 3 ok 3 ok dk ok kK kK

2k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok kk

3k 3k 3k 3k ok 3k 3k ok ok 3 %k o ok ok %k k k

3k 3k 3k 3k ok 3 3 ok ok 3k ok %k %k kk

2k 3k 3k 3k ok 3 ok ok %k ok k

2k 3k 3k ok ok 3 %k ok %k kK

5816.36 (Degrees of Freedom = 121)

Column Coordinates

Boston
Glamorgan
Tokio
50-70
<50

>70

non

oui
grande
petite
benigne
maligne

Partial Contributions to

Boston
Glamorgan

Diml
-0.82461 0.
-0.01366 0.
0.72981 -0.
-0.12131 0.
0.59686 -0.
-0.93641 0.
-0.16813 0.
0.06373 -0.
1.34057 0.
-0.33844 -0.
-0.51012 -0.
0.62282 0.

Dim2

27372
50788
62584
00814
46534
95818
94042
35648
68005
17169
54324
66326

Diml Dim2
0.150168 0.019091
0.000036 0.057412

Inertia for the Column Points
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oui
grande
petite
benigne
maligne

.134827
.004508
.087069
.101799
.005182
.001964
.241577
.060988
.095402
.116479

C O OO OO OOCOOo

C O OO OOO OO

.114397
.000023
.061065
.122981
.187047
.070902
.071729
.018109
.124832
.152411

The Correspondence Analysis Procedure
Inertia and Chi-Square Decomposition

Singular Principal Chi-

91
50
44
56
49
49

-
(=]

49
49
84
63
49
53

D O N~ CCo OO

Values Inertias
B T e
0.65465 0.42857 1000.
0.62473 0.39028 911.
0.60451 0.36543 853.
0.58621 0.34364 802.
0.57735 0.33333 778.
0.57735 0.33333 778.
0.57735 0.33333 778.
0.57735 0.33333 778.
0.56360 0.31764 741 .
0.54340 0.29529 689.
0.52287 0.27339 638.
0.50242 0.25243 589.

4.00000

9341.84 (Degrees of

Column Coordinates

Dim1

.97484
.36953
.32167
.45642
.95688
.34401
.22129
.58883
.37662
.00580
.44001
.64346
.33947
.27254
.89979

D

im2

.19771
.07494
.06740
.07923
.14027
.14015
.65705
.43943
.89522
.22199
.45888
.72400
.50399
.64722
.20030

Supplementary Column Coordinates

Boston
Glamorgan
Tokio
50-70

<50

>70

Dim1

0.22562
0.67127
-0.70838
-0.13374
-0.13819
0.64387

Dim2

0.86189
0.22349
0.58161
0.10847
0.26992
0.28199

Squares Percents

719
.76Y%
.14Y,
.59Y
.33%
.33%
.33%
.33%
.94Y,
.38Y
.83Y
.31Y%

2 4 6 8 10

3k 3k 3k 3k 3k ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok 3k sk k ok ok ok ok ok ok ok k k
3k 2k 3k 3k 3k ok ok ok 3k ok 3k ok 3k ok 3k sk ok ok ok ok ok ok k
3k 2k 3k 3k 3k ok 3k ok 3k ok 3k ok 3k ok 3k sk ok ok ok ok k ok
3% 2k 3k 3 3k ok ok 3k dk ok ok ok 3k %k 3 kK %k ok k

3k ok 3k 3 3k ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok 3k sk ok ok k

3k ok 3k 3 3k ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok 3k sk ok ok k

3% ok 3k 3k 3k ok ok 3k 3k ok ok ok 3k %k 3k ok %k kk k

3% ok 3k 3k 3k ok ok 3k 3k ok ok ok 3k %k 3k ok %k kk k

3% 3k 3k 3 3k ok ok ok 3k ok ok ok ok %k 3 Kk %k ok

3k 3k 3k 3k 3k ok ok ok ok ok ok 3k %k 3k kK k

3k 2k ok 3k 3k ok ok ok 3k ok ok %k 3k %k 3k kK

3% % 3k 3 3k ok ok ok %k ok %k ok kK k

Freedom = 196)
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petite
benigne
maligne
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-0.61043
0.15411
-0.37699
0.46028

1.34192
-0.33878
-0.54275

0.66265



