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Analyse Factorielle des
Correspondances (AFC)

Résumé

Meéthode factorielle de réduction de dimension pour I’exploration
statistique d’une table de contingence définie par deux variables
qualitatives. Définition a partir de ’analyse en composantes prin-
cipales des profils. Définition du modéle statistique associé, esti-
mation. Représentation graphique simultanée des modalités des va-
riables.

Travaux pratiques de complexité croissante par I’études de données
élémentaires.

Retour au plan du cours.

1 Introduction

1.1 Données

On considere dans cette vignette deux variables qualitatives observées si-
multanément sur n individus affectés de poids identiques 1/n. On suppose que
la premigre variable, notée X, possede r modalités notées x1, ..., Ty, ..., Ty,
et que la seconde, notée Y, possede ¢ modalités notées y1,...,Yn,-- -, Ye-

La table de contingence associée & ces observations, de dimension 7 X ¢, est
notée T ; son élément générique est ngp,, effectif conjoint. Elle se présente sous
la forme suivante d’une table de contingence présentée dans le Tableau 1).

1.2 Notations
Les quantités {ney = > 7m0 =1,...,r}et{nyp =Y,y nun;h =

1,...,c} sont les effectifs marginaux vérifiant Y, ney = >y _ nyp = n.
De fagon analogue, on définit les notions de fréquences conjointes (fo, =

TABLE 1 — Table de contingence

[y [ [ on [ [ e [ sommes

1 nii Nin Nic 14
Ty ne1 Neh Tec e+
Ty N1 Nrh Nre Tor 4
[sommes [ nis | -~ |nen | |nec ]| n

ngp /m) et de fréquences marginales rangées dans les vecteurs :

g = [f1+7"'7f7‘+}/a
etg. = [f+17"'»f+6],'
Elles permettent de définir les matrices :
D’r diag(f1+7"')fT+)?
etD, = diag(fi1,.--, f+e)-

On sera également amené a considérer les profils-lignes et les profils—
colonnes déduits de T'. Le ¢-ieme profil-ligne est
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11 est considéré comme un vecteur de R€ et les r vecteurs ainsi définis sont
disposés en colonnes dans la matrice ¢ X r
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De méme, le h-ieme profil-colonne est
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vecteur de R", et la matrice r X c¢ des profils-colonnes est

1
B=_-TD,"
n

1.3 Liaison entre deux variables qualitatives

DEFINITION 1. — On dit que deux variables X et Y sont non liées relative-
ment a T’ si et seulement si :

V(M)6{1,...,r}x{1,...,c}:mh:%.

11 est équivalent de dire que tous les profils-lignes sont égaux, ou encore que
tous les profils-colonnes sont égaux.

Cette notion est cohérente avec celle d’indépendance en probabilités. En
effet, soit @ = {1,...,n} I’ensemble des individus observés et (£, P(12), P)
I’espace probabilisé associé ou P est I’équiprobabilité ; Mx = {z1,...,z.}
et My = {y1, ...,y désignent les ensembles de modalités, ou valeurs prises
par les variables X et Y. On note X et Y les variables aléatoires associées aux
2 variables statistiques X et Y :

X 1 (Q,P(Q),P) — (Mx,P(Mx)),
YV (QPQ),P) = (My,P(My));

Px, Py et Pxy désignent respectivement les probabilités images définies par
X,Y etle couple (X,Y) sur (Mx,P(Mx)), My, P(My)) et (Mx x
My, P(Mx)x P(My)); ce sont les probabilités empiriques. Alors, X et Y’
sont non liées si et seulement si X et Y sont indépendantes en probabilité (la
vérification est immédiate).

On suppose maintenant qu’il existe une liaison entre X et Y que 1’on sou-
haite étudier. La représentation graphique des profils-lignes ou des profils-
colonnes, au moyen de diagrammes en barres paralleles, ainsi que le calcul
de coefficients de liaison (Cramer ou Tschuprow) donnent une premiere idée
de 1a variation conjointe des deux variables. Le test du x? permet de plus de
s’assurer du caractere significatif de cette liaison. Il est construit de la maniére
suivante :

I’hypothese nulle est 0 : X et sont indépendantes en probabilités ;

I’hypothese alternative est H1 : les variables X et Y ne sont pas indépen-
dantes.

La statistique de test est alors

T Ne4 Nt h ) 2

C
3 (ren — ==572)"
Ne4LN4h )
1 h=1 n

elle suit asymptotiquement (pour les grandes valeurs de n), et si I’hypothese
HO est vraie, une loi de x? & (r—1)(c—1) degrés de liberté. On rejette donc H0
(et ’on conclut au caractére significatif de la liaison) si x? dépasse une valeur
particuliere (valeur ayant une probabilité faible et fixée a priori — en général
0,05 —&tre dépassée par une loi de x? a (r — 1)(c — 1) degrés de liberté).

1.4 Obijectifs

Pour préciser la liaison existant entre les variables X et Y, on souhaite dé-
finir un modele statistique susceptible de fournir des parametres dont la repré-
sentation graphique (de type biplot) illustrera les “correspondances” entre les
modalités de ces 2 variables. Cette approche sera développée au paragraphe 3.

X° =
4

Une autre approche, trés courante dans la littérature francophone, consiste
a définir I’ Analyse Factorielle des Correspondances (AFC) comme étant le
résultat d’une double Analyse en Composantes Principales

e I’ACP des profils—lignes,

e I’ ACP des profils—colonnes,
relativement 2 la métrique dite du x2. Cette approche est présentée au para-
graphe 2.

Remarque. — :

1. Toute structure d’ordre existant éventuellement sur les modalités de X ou
de Y estignorée par I’AFC

2. Tout individu présente une modalité et une seule de chaque variable.

3. Chaque modalité doit avoir été observée au moins une fois ; sinon, elle est
supprimée.

2 Double ACP
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2.1

Les correspondances entre modalités évoquées au paragraphe précédant se
trouvent exprimées en termes de distances au sens d’une certaine métrique.
Ainsi, chaque modalité x, de X est caractérisée par son profil-ligne représenté
par le vecteur a‘ de 1’espace R® muni de la base canonique (les coordonnées de
a’ sont les éléments de la ¢-idme colonne de A). De méme, chaque modalité
yn de Y est caractérisée par son profil-colonne représenté par le vecteur b’ de
I’espace R” muni de la base canonique.

Métriques du Chi2

Ces espaces sont respectivement munis des métriques, dites du y?, de ma-
trices D! et D!, Ainsi, la distance entre deux modalités x, et x; de X
s’écrit

c
) 1 .
Ja — a0 = D0 (af, — ),
h=1

et de méme pour les modalités de Y. La métrique du 2 introduit les inverses
des fréquences marginales des modalités de Y comme pondérations des écarts
entre éléments de deux profils relatifs a X (et réciproquement) ; elle attribue
donc plus de poids aux écarts correspondants a des modalités de faible effectif
(rares) pour Y.

2.2 ACP des profils—colonnes

On s’intéresse ici 2 I’ ACP du triplet (B’,D;-1, D..). Dans cette ACP, les “in-
dividus” sont les modalités de Y, caractérisées par les profils—colonnes de T,
pondérées par les fréquences marginales correspondantes et rangées en lignes
dans la matrice B'.

PROPOSITION 2. — Les éléments de I'’ACP de (B', D!, D.) sont fournis
par Uanalyse spectrale de la matrice carrée, D" '—symétrique et semi—définie
positive BA.

Preuve Elle se construit en remarquant successivement que :

1. le barycentre du nuage des profils—colonnes est le vecteur g, des fréquence mar-
ginales de X,

2. lamatrice BD.B’ —g-D. gﬁ. joue le role de la matrice des variances—covariances,

3. lasolution de 1’ ACP est fournie par laD.V.S. de (B’ —1g/., D, !, D,), qui conduit
a rechercher les valeurs et vecteurs propres de la matrice (SIM)

BD.B'D;' —g,D.g. =BA —g,g.D;' (carBD;' =D.'A)

4. les matrices BA — g,g.D, ! et BA ont les mémes vecteurs propres associées
aux mémes valeurs propres, a I’exception du vecteur g, associé a la valeur propre
Xo = 0de BA — g,g.D; " et ala valeur propre Ao = 1 de BA.

O

On note U la matrice contenant les vecteurs propres D~ '—orthonormés de
BA. Lareprésentation des “individus” de 1’ ACP réalisée fournit une représen-
tation des modalités de la variable Y. Elle se fait au moyen des lignes de la
matrice des “composantes principales” (XMYV) :

C.=B'D 'U.

2.3 ACP des profils-lignes

De fagon symétrique (ou duale), on s’intéresse a I’ ACP des “individus” mo-
dalités de X ou profils-lignes (la matrice des données est A’), pondérés par
les fréquences marginales des lignes de T (la matrice diagonale des poids est
D,) et utilisant la métrique du x?2. Il s’agit donc de ’ACP de (A’, D!, D,.).

PROPOSITION 3. — Les éléments de ’ACP de (A’,D_;',D,.) sont fournis
par lanalyse spectrale de la matrice carrée, D —symétrique et semi-définie
positive AB.

On obtient directement les résultats en permutant les matrices A et B, ainsi
que les indices c et r. Notons V la matrice des vecteurs propres de la matrice
AB; les coordonnées permettant la représentation les modalités de la variable
X sont fournies par la matrice :

C,=A'D]'V.

Sachant que V contient les vecteurs propres de AB et U ceux de BA,
un théoreme de 1’annexe (st-m-explo-alglin Compléments d’algebre linéaire)
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montre qu’il suffit de réaliser une seule analyse, car les résultats de 1’autre s’en
déduisent simplement :

AUAY2,
BVA~'/2

Vv
U

A est la matrice diagonale des valeurs propres (exceptée A\ = 0) communes
aux deux ACP

B'D;'U=B'D,;'BVA/?>=D_'ABVA~'/? =D 'VA'/?
A'D;'V =D 'UAY2,

C.
G,

On en déduit les formules dites de transition :

B/CTA_1/2,
A'C A2

C.
C,

La représentation simultanée habituellement construite a partir de ces ma-
trices (option par défaut de SAS) n’est pas a priori justifiée. On lui donnera un
sens dans les paragraphes suivants.

3 Modéles pour une table de contingence

On écrit d’abord que chaque fréquence f,;, de T correspond a I’observation
d’une probabilité théorique psy, ; on modélise donc la table de contingence par
cette distribution de probabilités. On précise ensuite le modele en explicitant
I’écriture de pyy,. Différents modeles classiques peuvent étre considérés.

3.1

11 consiste a écrire :

Le modéle log—linéaire

In(pen) = p + o + B + ven

avec des contraintes le rendant identifiable. Ce modele, tres classique, est dé-
veloppé par ailleurs.

3.2 Le modele d’association

Il est encore appelé RC-modele, ou modele de Goodman :

) |

Ce modele, muni des contraintes nécessaires, permet de structurer les interac-
tions et de faire des représentations graphiques des lignes et des colonnes de
T au moyen des parametres L« et vpk. Ces parametres peuvent étre estimés
par maximum de vraisemblance ou par moindres carrés.

q
Pen = Y-0g-Bp.exp (Z Pr-1hek -Vhk

k=1

’3.3 Le modeéle de corrélation
On écrit ici :
q
Deh = DerPyh + Z VAwubvl, (1)
k=1

avec ¢ < inf(r — lL,c— 1), Ay > ---
d’identifiabilité suivantes :

> Aq > 0 et sous les contraintes

ulgzg vy = 0,
=1 h=1
Epry—1..7 _ kK1—17 _
u’ D, u viD v = G

Remarque. — :

1. Le modele (1) ci-dessus est équivalent au modele considéré par Good-
man :

q
Peh = Pe4D+h (1 +) v Akf?ﬁf) ; 2
k=1

moyennant une homothétie sur les parametres.
2. Laquantité 22:1 vV /\kuf v’,ﬁ exprime I’écart a I’indépendance pour la cel-
lule considérée.
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Le modele suppose que cet écart se décompose dans un sous—espace de
dimension ¢ < min(c — 1,7 — 1).

4. Les estimations des parametres py,p4n, \x, u*, vF peuvent étre réali-
sées par maximum de vraisemblance ' ou par moindres carrés. Dans le
contexte de la statistique descriptive, qui est celui de ce cours, il est natu-
rel de retenir cette derniére solution.

3.4 Estimation Moindres Carrés dans le modeéle de
corrélation

3.4.1 Critere

Considérons les espaces R¢ et R™ munis de leur base canonique et de leur
métrique du x? respectives et notons P le tableau des probabilités théoriques
définies selon le modele (1). Le critére des moindres carrés s’écrit alors :

2
1
-T-P

n

3)

min
P

D;'D;?
3.4.2 Estimation

PROPOSITION 4. — L’estimation des parameétres de (1) en résolvant (3) est
fournie par la D.V.S. de (%T, D_ !, DY) a lordre q. Les probabilités margi-
nales pg et pyp, sont estimées par foy et [y tandis que les vecteurs u* (resp.
v¥) sont vecteurs propres de la matrice BA (resp. AB) associés aux valeurs
propres Ap.

On obtient ainsi, d’une autre facon, I’AFC de la table de contingence T
Preuve Elle se construit a partir de la D.V.S. de (%T, D.;',D;Y):

min(r—1,c—1)

k&
E V Akug vy,
k=0

ot les vecteurs u® (resp. v¥) sont vecteurs propres D; '—orthonormés (resp. D -

orthonormés) de la matrice

lTDgllT’D;1 = BA (resp. lT’D;llTD;1 = AB),
n n n n

1. On suppose alors que les n pgp sont les parametres de lois de Poisson indépendantes
conditionnellement a leur somme qui est fixée et égale a n.

associés aux valeurs propres Ak.

De plus, le vecteur g, = u® (resp. g = v°) est vecteur propre D, *—normé (resp.
D '-normé) de la matrice BA (resp. AB) associé a la valeur propre Ao = 1. Enfin,
les matrices AB et BA sont stochastiques > et donc les valeurs propres vérifient :

1=X> A1 > -Z)\q>0.

En identifiant les termes, I’approximation de rang (¢ + 1) de la matrice P s’écrit
donc :

a
P,=g-g. + Z VAruFvF
k=1

et les propriétés d’orthonormalité des vecteurs propres assurent que les contraintes du
modele sont vérifiées.

4 Représentations graphiques

4.1 Biplot

La décomposition de la matrice %T se transforme encore en :

min(r—1,c—1)

fon = fer fon _ Z \/7

Jew J+n fey f+h

En se limitant au rang ¢, on obtient donc, pour chaque cellule (¢, 1) de la table
T, une approximation de son écart relatif a I’indépendance comme produit
scalaire des deux vecteurs

k k
My \1/4 o ”7h)\]1€/4
9

fZJr f+h

termes génériques respectifs des matrices

D 'UAY* et D' VAYA,

2. Matrice réelle, carrée, a termes positifs, dont la somme des termes de chaque ligne (ou
chaque colonne) vaut 1.
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qui sont encore les estimations des vecteurs &, et 15, du modele 2. Leur repré-
sentation (par exemple avec ¢ = 2) illustre alors la correspondance entre les
deux modalités x, et yj, : lorsque deux modalités, éloignées de I’origine, sont
voisines (resp. opposées), leur produit scalaire est de valeur absolue impor-
tante ; leur cellule conjointe contribue alors fortement et de maniere positive
(resp. négative) a la dépendance entre les deux variables.

L’ AFC apparait ainsi comme la meilleure reconstitution des fréquences [y,
ou encore la meilleure représentation des écarts relatifs a I’'indépendance. La
représentation simultanée des modalités de X et de Y se trouve ainsi pleine-
ment justifiée.

4.2 Double ACP

Chacune des deux ACP réalisée permet une représentation des “individus”
(modalités) approchant, au mieux, les distances du x? entre les profils—lignes
d’une part, les profils—colonnes d’autre part. Les coordonnées sont fournies
cette fois par les matrices (de composantes principales)

C,=D;'UAY?etC. = D;'VAY2,

Méme si la représentation simultanée n’a plus alors de justification, elle reste
couramment employée. En fait, les graphiques obtenus différent trés peu de
ceux du biplot; ce dernier sert donc de “caution” puisque les interprétations
des graphiques sont identiques. On notera que cette représentation issue de la

double ACP est celle réalisée par la plupart des logiciels statistiques (c’est en
particulier le cas de SAS).

4.3 Représentations barycentriques

D’autres représentations simultanées, appelées barycentriques, sont propo-
sées en utilisant les matrices

D;'UAY2 et D71VA,
ou encore les matrices

D 'UAetD;'VAY2

Si I’on considere alors, par exemple, la formule de transition

C,=A'C A Y?—= C,AY?=A'C. < D;'UA = A'D VA2,

on voit que dans la seconde des représentations ci—dessus, chaque modalité x,
de X est représentée par un vecteur qui est barycentre de I’ensemble des vec-
teurs associés aux modalités de Y, chacun d’eux ayant pour poids 1’élément
correspondant du [-ieme profil-ligne. La encore, la représentation simultanée
s’en trouve parfaitement justifiée. Malheureusement, dans la pratique, les re-
présentations barycentriques sont souvent illisibles ; elles sont, de ce fait, tres
peu utilisées.

4.4 Autre représentation

La pratique de I’ AFC montre que I’interprétation des graphiques est toujours
la mé&me, quelle que soit la représentation simultanée choisie parmi les 3 ci—
dessus.

On peut ainsi envisager d’utiliser, pour une représentation simultanée des
modalités de X etde Y, les coordonnées fournies respectivement par les lignes
des matrices

D 'U et D'V.

L’interprétation du graphique sera toujours la méme et les matrices ci—
dessus, outre leur simplicité, présentent I’avantage de conduire a une représen-
tation graphique qui reste invariante lorsque 1’on utilise la technique d’ Analyse
Factorielle des Correspondances Multiples sur les données considérées ici.

4.5 Aides a l'interprétation

Les qualités de représentation dans la dimension choisie et les contributions
des modalités de X ou de Y se déduisent aisément de celles de I’ACP Ces
quantités sont utilisées a la fois pour choisir la dimension de I’AFC et pour
interpréter ses résultats dans la dimension choisie.

4.5.1 Mesure de la qualité globale

Pour une dimension donnée ¢ (1 < ¢ < d = inf(r — 1,¢ — 1)), la qualité
globale des représentations graphiques en dimension g se mesure par le rap-
port entre la somme des ¢ premieres valeurs propres de I’AFC et leur somme
complete de 1 a d.

Compte—tenue de la propriété Zizl A = ®? (voir en 6.1), la qualité de la


http://wikistat.fr

W ikiStat

Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

représentation dans la k—iéme dimension s’écrit

n)\k
X2

On parle encore de part du khi—deux expliquée par la k—iéme dimension (voir
les sorties du logiciel SAS).

4.5.2 Mesure de la qualité de chaque modalité

Pour chaque modalité de X (resp. de Y)), la qualité de sa représentation en
dimension ¢ se mesure par le cosinus carré de 1’angle entre le vecteur représen-
tant cette modalité dans R (resp. dans R") et sa projection D !~orthogonale
(resp. D~ —orthogonale) dans le sous—espace principal de dimension q.

Ces cosinus carrés s’obtiennent en faisant le rapport des sommes appro-
priées des carrés des coordonnées extraites des lignes de C,. (resp. de C.).

4.5.3 Contributions a l'inertie totale

L’inertie totale (en dimension d) du nuage des profils—lignes (resp. des
profils—colonnes) est égale a la somme des d valeurs propres. La part due au
i—iéme profil-ligne (resp. au j—ieéme profil-colonne) valant f, 22:1(01&)2
(resp. fin ZZ:1 (ck,)?), les contributions a I'inertie totale s’en déduisent im-
médiatement.

4.5.4 Contributions a l'inertie selon chaque axe

Il s’agit de quantités analogues a celles ci—dessus, dans lesquelles il n’y a
pas de sommation sur I’indice k. Ces quantités sont utilisées dans la pratique
pour sélectionner les modalités les plus importantes, c’est—a—dire celles qui
contribuent le plus a la définition de la liaison entre les 2 variables X et Y.

4.5.5 Remarque

En général, on n’interpréte pas les axes d’une AFC (en particulier parce
qu’il n’y a pas de variable quantitative intervenant dans I’analyse). L’interpré-
tation s’appuie surtout sur la position relative des différentes modalités repé-
rées comme les plus importantes.

5 Exemple

L’exemple des données bancaires ainsi que les données d’expression géno-
mique se préte mal a I’illustration d’une analyse des correspondances, aucun
couple de variable qualitative ne conduit a des représentations intéressantes.

La table de contingence étudiée a titre d’exemple décrit la répartition des
exploitations agricoles de la région Midi—Pyrénées dans les différents départe-
ments en fonction de leur taille. Elle croise la variable qualitative département,
a 8 modalités, avec la variable faille de I’exploitation, quantitative découpée en
6 classes. Les données, ainsi que les résultats numériques obtenus avec la pro-
cédure corresp de SAS/STAT, sont fournis en annexe.

La figure 5 présente le premier plan factoriel utilisant les coordonnées obte-
nues par défaut, ¢’est—a—dire celles de la double ACP.

6 Compléments

6.1 Propriétés

o Formule de reconstitution des données. On appelle ainsi I’approximation
d’ordre g (c’est—a—dire fournie par I’AFC en dimension q) de la table des
fréquences initiales (%T) :

q
fen = fos Fen > NV Arugvr.
k=1

e Les valeurs propres vérifient :

d
> =02
k=1

En effet, on vérifie facilement :
d X2
tAB:EjA =1+ =142
T k + n + )

k=0

d’ou le résultat.
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FIGURE 1 — Répartition des exploitations agricoles par taille et par départe-
ment. Premier plan de ’AFC.

6.2 Invariance

e Les tables de contingence T et aT,a € R, admettent la méme AFC
(évident).

e Propriété d’équivalence distributionnelle : si deux lignes de T, / et 1,
ont des effectifs proportionnels, alors les représentations de x, et x; sont
confondues (leurs profils sont identiques) et le regroupement de x, et x;
en une seule modalité (en additionnant les effectifs) laisse inchangées les
représentations graphiques (méme chose pour les colonnes de T). Cette
propriété est une conséquence de la métrique du x2.

6.3 Choix de la dimension

Le choix de la dimension pose les mémes problemes qu’en ACP De nom-
breuses techniques empiriques ont été€ proposées (essentiellement : part d’iner-
tie expliquée, éboulis des valeurs propres). Il existe également une approche
probabiliste qui peut donner des indications intéressantes. Nous la détaillons
ci—dessous.

Posons

q
ng, = nfor fon + ”Z VAU vr,
k=1

estimation d’ordre ¢ de I’effectif conjoint de la cellule (¢, i). Alors, sous cer-
taines conditions (échantillonnage, n grand, modele multinomial .. .), on peut

montrer que
r c RY d
Ngp, — N
q
(=1 h=1 Ny, k=q+1

suit approximativement une loi de x2 a (r —q—1)(c—q— 1) degrés de liberté.
On peut donc retenir pour valeur de ¢ la plus petite dimension pour laquelle
K, est inférieure a la valeur limite de cette loi. Le choix ¢ = 0 correspond
a la situation ou les variables sont proche de I’'indépendance en probabilités ;
les fréquences conjointes sont alors bien approchées par les produits des fré-
quences marginales.
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