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Résumé

Dans cet article, nous démontrons que sur les variétés rieman-
niennes de dimension n vérifiant Ric > (n — 1)g et pour k dans
{1,...,n+ 1}, la k®valeur propre du laplacien est proche de n si
et seulement si la variété contient une partie Gromov-Hausdorff
proche de la sphere S¥=1. Pour k = n+1, nous obtenons une nou-
velle preuve des résultats de Petersen et Colding qui montrent
que pour de telles variétés, la (n + 1)°valeur propre est proche
de n si et seulement si la variété est Gromov-Hausdorff proche
de la sphere de dimension n.

Abstract

We show that for n-dimensional manifolds with Ric > (n —
1)g and for k in {1,...,n + 1}, the k-th eigenvalue for the La-
placian is close to n if and only if the manifold contains a sub-
set which is Gromov-Hausdorff close to the sphere S¥~1. For
k = n+1, this gives a new proof of results of Colding and Peter-
sen which show that the (n+ 1)-th eigenvalue is close to n if and
only if the manifold is Gromov-Hausdorff close to the n-sphere.

Introduction

Dans cet article, nous considérons les variétés riemanniennnes connexes,
compactes (M, g) de dimension n dont la courbure de Ricci vérifie I'inégalité
Ric > (n — 1)g. On note M, l’ensemble (des classes d’isométrie) de ces
variétés. Sur M, , la sphere canonique (S", geqn) réalise 'extrémum de plu-
sieurs invariants riemanniens.
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Théoréme 0.1 ([15, 3, 14, 5, 16]) Tout élément (M, g) de M, vérifie

diam (M) <,
vol (M) < vol (S™),
)\1 (M) Z n,

ot A\ (M) désigne la premiére valeur propre (non nulle) du laplacien de
(M, g) agissant sur les fonctions. De plus, dans chaque inégalité, 1’égalité
n'a liew que si la variété (M, g) est isométrique a la sphére canonique.

L’objet de cet article est de caractériser les variétés appartenant a My,
dont le début du spectre est presque minimal (c’est & dire proche de n). De
nombreux auteurs se sont intéressés a cette question de la presque égalité
(aussi appelée pincement) pour des invariants riemanniens comme le volume
ou le diametre. Nous rappelons ci-dessous quelques-uns de ces résultats, qui
ont plus particulierement motivé ce travail. Le premier d’entre eux est que
la premieére valeur propre (non nulle) du laplacien d’un élément de M, est
proche de n si et seulement si le diametre de cette variété est proche de w
(la condition nécessaire est due a S.Y. Cheng [5], la condition suffisante &
C. Croke [8]). Plus précisément, I’équivalence est la suivante :

Théoréme 0.2 ([5, 8]) Pour tout réel positif €, il existe un réel positif n
tel que tout élément (M, g) de M, pour lequel diam (M) > 7w —n (respecti-
vement A\ (M) < n+mn), vérifie A (M) < n+ e (respectivement diam (M) >
T—€).

Dans la suite, nous écrirons simplement « est proche de » pour ce type
d’équivalence.

En 1996, T. Colding a démontré des résultats de pincement faisant in-
tervenir la distance de Gromov-Hausdorff (nous renvoyons a [11] pour la
définition de cette distance) :

Théoréme 0.3 ([7, 6]) Pour tout élément (M,qg) de My, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1) vol(M) est proche de vol (S™),

2) rad (M) est proche de m,

3) dgu(M,S™) est proche de 0,

ot rad (M) est le plus petit rayon d’une boule recouvrant M et dgp
désigne la distance de Gromov-Hausdorff.

Par la suite, P. Petersen a obtenu une nouvelle condition équivalente
faisant intervenir le spectre du laplacien. Rappelons que sur la sphere cano-
nique S”, la premiere valeur propre non nulle n est de multiplicité n + 1.

Théoréme 0.4 ([17]) Pour tout élément (M,g) de My, les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) rad(M) est proche de m,

2) At1(M) est proche de n.



Pour énoncer le résultat principal de cet article, nous avons besoin de la
définition suivante.

Définition 0.5 Soit (M, g) un élément de My, , k un entier positif et n un
nombre réel positif ou nul. La variété (M,g) vérifie la propriété Py(n) s’il
existe k couples de points (x1,y1), ..., (2, yr) dans M? vérifiant pour tout
i dans {1,...,k},

d(@i, yi) > 7™ =,

et pour tout i,j distincts dans {1,... k},

d(.%'i, l’j) — E

<.
5 n

Dans cet article, nous démontrons le

Théoréme 0.6 Soit k dans {1,...,n + 1}. Pour tout élément (M,g) de
My, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) M\ (M) est proche de n,

2) (M, g) vérifie la propriété Py(n) pour n proche de 0,

8) (M,g) contient une partie Ay telle que dgp(Ag, SF~1) est proche de

De plus, si la troisiéme propriété est satisfaite, alors la partie Ay, vérifie
également une propriété de « presque convexité ». Nous renvoyons a la pro-
position 4.5 pour plus de détails.

Lorsque k£ = 1, I’énoncé du théoreme 0.6 se rameéne a celui du théoreme
0.2. Lorsque k = n + 1, notre démonstration fournit en particulier une nou-
velle preuve de la propriété

An+1(M) proche de n, implique dgg(M,S™) proche de 0, (1)

autrement dit, on peut prendre A, 1 = M dans ’énoncé ci-dessus.
Sous les hypotheses du théoreme 0.4, P. Petersen montre également que

I’application & = %7&*;) est une approximation de Gromov-Hausdorff
17T a4

de M sur la sphere canonique, ot les (f;)1<i<n+1 sont les fonctions propres
associées & (Ai(M))i<i<nt+1 et normalisées par analogie avec le cas de la
sphere. Une étape importante de la démonstration de P. Petersen de I'im-
plication (1) est de prouver que l'application ® est surjective. Pour cela P.
Petersen montre que le degré de ® est non nul'. Dans notre cas, il n’y a pas
de raison pour que la partie Ay soit une variété de dimension k — 1 et donc
on ne peut pas appliquer un argument de degré. Nous utilisons a la place un
lemme de Toponogov L? initialement introduit par T. Colding dans [7] mais

IP. Petersen a reconnu avoir commis une erreur dans sa démonstration de la surjectivité
[18], la preuve du théoréme 0.6 donne en particulier une preuve complete de la propriété

(1)



contrairement a T. Colding nous ne fixons pas des conditions au bord pour
I’équation différentielle sous-jacente mais des conditions initiales de Cauchy.
Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle preuve du résultat de C. Croke et
méme d’obtenir un lien précis entre la fonction propre et les points a distance
presque 7 (voir la proposition 3.2). Le contrdle de la condition initiale sur
la dérivée est une conséquence d’une estimation du gradient d’une fonction
propre due a P. Li et S.T. Yau.

Cet article est organisé de la maniere suivante. Dans la deuxiéme sec-
tion, nous donnons les estimations sur les fonctions propres qui nous seront
nécessaires pour démontrer le théoreme 0.6, nous présentons également le
lemme de Toponogov L? (lemme 1.6) et 1'utilisation que nous allons en faire.
Dans la troisieme section, nous démontrons qu’un élément de M, vérifiant
la propriété Py(n) pour 7 petit a nécessairement k valeurs propres proches de
n. La quatrieme section est consacrée a la réciproque. Dans la derniere par-
tie nous montrons que la condition 1) implique la condition 3), la réciproque
étant immédiate cela termine la preuve du théoreme 0.6.

1 Résultats préliminaires

Soit p > 1 un nombre réel et h appartenant a LP(M). On note

1

X L

[|h||» = ( / hpdx>”.
VOIM M

On utilisera la définition usuelle pour la norme L*°.

On notera 7(¢),r(e),n(e), etc ... de maniére générique, toute
quantité positive ne dépendant que de ¢ et de la dimension n de
la variété, dont la limite quand ¢ tend vers 0 est 0.

Enfin, toute fonction propre f de valeur propre proche de n sera norma-
lisée par analogie avec le cas de la sphere, par

1 9 1
= . 2
VO]M/Mf n+1 2)

Les fonctions propres de (S™, gean) associées a la valeur propre n sont les
fonctions cos d,,, avec = appartenant a S™ et d,, la fonction distance au point
x. En particulier, elles vérifient

cos®d, + |V cosd,|? =1, (3)

1 ) 1
_ cos” d, = .
vol (S7) /Sn Ton+1
Sur une variété de M, admettant des valeurs propres proches de n, on a
I’estimation suivante due a P. Li :



Proposition 1.1 ([13]) Soit (M",g) une variété riemannienne compacte
de dimension n dont la courbure de Ricci vérifie Ric > (n—1)g. Soit f une
combinaison linéaire de fonctions propres du laplacien sur (M, g)

k
F=> aifi,
i=1
avec k un entier non nul et Af; = X\ fi pour tout i dans {1,...,k}.
Supposons que pour tout i dans {1,...,k},
Ai<n+e
avec € > 0, alors
_2 — J—
17"+ 1df Pl < (14 7(€) (0 + e +1)][F][72,

ot 7(€) est une fonction croissante ne dépendant que de n et telle que
lim¢_,o7(e) = 0.

Remarque 1.2 En particulier si f est une fonction propre de valeur propre
non nulle A < n + € et si ﬁ fM = on obtient pour tout x dans
M,

1
n+1’

F2 (@) + ldf[*(z) < 1+ 7(e),
+1

donc comme —v1 Jy f2+ |df|? = 2—4_1, on en déduit que (3) est « stable »

pour la norme L' :

1
i L - < e,

VO

D’autre part, si l’on suppose € < 1 alors il existe une constante C(n) ne
dépendant que de la dimension n de M, telle que

12+ V[Pl < C(n), (4)
nous utiliserons implicitement cette propriété par la suite.

La preuve de ce type d’inégalité est essentiellement classique, elle re-
pose sur une inégalité de Sobolev et le procédé d’itération de Moser. Nous
renvoyons a [10] et & [2], lemme 1.4 pour une démonstration dans ce cas
particulier. Une conséquence de cette proposition est qu'un élément de M,
admet au plus n 4+ 1 valeurs propres proches de n.

Corollaire 1.3 ([10]) Il existe une constante C(n) > 0 telle que pour tout
élément (M, g) de M,

Ant2(M) > n+ C(n).



Une autre propriété caractéristique des fonctions cosd, sur la sphere
(S™, gean) est qu’elles sont solutions de 1’équation

Hess f + fgcan = 0.

Un résultat de M. Obata [16] montre que ce sont les seules solutions parmi
les fonctions régulieres définies sur un élément (M, g) de M, . Cependant, a
laide de la formule de Bochner, on montre (voir par exemple [7], page 178)
la

Proposition 1.4 Il existe une constante C(n) telle que tout élément (M, g)
de My, pour lequel n < A\ (M) < n + €, vérifie l'inégalité

1
|| Hess f + fgllr2 < C(n) ez [[f]|L2,

ot f est une fonction propre associée a A\ (M).

Remarque 1.5 [l existe des éléments de My, mnon homéomorphes a la
spheére dont la premiére valeur propre est arbitrairement proche de n (voir
par exemple [1]). Un résultat de S. Gallot ([9], lemme 3.1) implique alors
qu’on ne peut espérer obtenir une estimation similaire de Hess f + fg en
norme L.

Le lemme suivant permet de déduire des informations géométriques de cette
inégalité sur le hessien.

Lemme 1.6 ([4]) Soit (M,g) un élément de My, . 1l existe des constantes
ne dépendant que de n notées C(n) et C(n) telles que, pour x1 et xo appar-
tenant a M, ri,re des réels positifs (on note B; = B(z;,1;)) et pour toute
fonction continue h sur M, on a

1 / % 2
- h* | dedy <
vol (Bl X BQ) B1x B> ( Yzy >

Cn) <V011 =+ Voll BQ> /M 2(2)dz. (5)

On obtient en particulier pour ry =19 =7

R N gy < G 1
BT o, <7{ " ) oty < 65 o Jy, M

Remarque 1.7 La notation V (r) désigne le volume d’une boule géodésique
de (S™, gean) de rayon r. La notation By x Bg désigne en réalité le sous-
ensemble de mesure pleine de ce produit, constitué par les couples admet-
tant une unique géodésique minimisante les reliant (notée vy ). La seconde
inégalité se déduit de la premiére en utilisant le théoréme de Bishop-Gromov
(nous renvoyons a [11] pour un énoncé).




En appliquant ce lemme & la fonction |Hess f + fg| ou f est la fonction
propre associée a A1 (M) normalisée par (2), dans le cas on 7y =19 =7 et
en remarquant que pour une géodésique paramétrée par longueur d’arc

|(f 0 7ay)" () + (f ©72y) (8)|* < | Hess f + fgl?,

on déduit de la proposition 1.4

d(z,y)
1 " 2 €
Vol (B1xB2) /leBQ/O |(f 0 Yay)" (t) + (f 0 Yay) (t)|*dtdxdy < C(n) Vi)
(6)
Par conséquent, pour des rayons 7(€) convenables (i.e tels que - soit

V(r(e))
petit), 'inégalité de Byenaimé-Tchebitchev implique l'existence de points

x,y pour lesquels f o vy, vérifie presque la méme équation différentielle
que dans le cas de la spheére canonique. On peut ensuite par des méthodes
classiques comparer f o ,, a une solution correspondante sur la sphere en
fixant des conditions au bord (comme ’a fait T. Colding dans [7]) & 'aide
du lemme suivant.

Lemme 1.8 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0,1] avec | < .
On suppose que fé Z2(t)dt < € et que v est solution de v +v = Z avec
[v(0) —a| < n et |v(l) —b] <n. Il existe une constante positive C' telle que
pour tout t dans [0,1],

(e+n)

v(t) = ey (t)] <

C
sin(l)

et

96) = ()] < oo e+

ol Ugy est la solution de u” +u = 0 sur [0,1] vérifiant les conditions initiales
u(0) =a et u(l) =b.

On peut également fixer des conditions de Cauchy.

Lemme 1.9 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0,1] avec | < .

On suppose que fol Z2(t)dt < € et que v est solution de v +v = Z avec
[v(0) —al <n et v (0)—bl <n. Il existe une constante positive C' telle que
pour tout t dans [0,1],

[0(t) = uap(t)] < Cle+n)

et
[0'(t) = ugp(t)] < Cle+n),

oU ugy est la solution de u” +u = 0 sur [0,1] vérifiant les conditions initiales
u(0) = a et u/(0) =b.



Pour controler les conditions initiales de I’équation différentielle dans le
lemme 1.9, nous aurons besoin d’une estimation due a P. Li et S.T. Yau ([13],
voir également [19], page 108) qui prouve que la norme du gradient d’une
fonction propre sur un élément de M, , reste petit au voisinage des points
réalisant les extréma de la fonction propre. Ce résultat ne peut découler
directement d’une estimation sur le hessien de la fonction propre car on
constate, en considérant des spheres rondes de rayon arbitrairement petit,
que la norme L*° du hessien d’une fonction propre de norme 1, tend vers
I'infini.

Proposition 1.10 ([13]) Soit (M, g) un élément de My, et f une fonction
propre de valeur propre non nulle A. Sous ces hypothéses, on a pour tout x
dans M, l’estimation

V@) € 2T £ f(@)(f(a) it ).

supys f —infar f s

2 Variétés vérifiant la propriété Py (n)
L’objet de cette partie est de démontrer le

Théoréme 2.1 Soit k dans {2,...,n+1}. Il existe une fonction 7(n) telle
que, pour tout élément (M,g) de My vérifiant la propriété Py(n), on a
Uestimation

Ae(M) < n+7(n).

La démonstration du théoreme 2.1 repose en partie sur l'utilisation de
fonctions cosd, pour p appartenant a M et admettant un « presque an-
tipode » (c’est a dire p est tel que sup,c,s d(p,z) est proche de 7). Nous
étudions de telles fonctions dans le prochain paragraphe.

2.1 Propriétés des fonctions cosd,

Sur la sphere canonique, toute fonction (propre) cos d,, est une combinai-
son linéaire d’une base de fonctions propres associées a la valeur propre n.
Précisément, si (2;)1<i<n+t1 est une base orthonormée de 'espace euclidien
Rt alors pour tout élément p de S”

n+1
cosd, = Z cosd(p, x;) cos dg, . (7)

i=1
En particulier si p appartient & S¥~1 (en identifiant S*~! & la partie de S
dont les n — k + 1 derniéres coordonnées sont nulles), seuls les p premiers
termes de la somme ci-dessus sont non tous nuls. Nous allons montrer que



la propriété (7) sur les fonctions cosd, est « stable » pour les points p ad-
mettant un presque antipode. Ce résultat améliore un lemme démontré par
P. Petersen ([17], lemme 4.3).

Lemme 2.2 Il existe une fonction 7(t) tendant vers 0 avec t, telle que pour
tout nombres réels positifs e,n vérifiant n < € et pour tout élément (M, g)
de My, contenant deux points p,q vérifiant d(p,q) > m —n, alors on a

k

n
|| cos P ;:1 ai(p) fillL _7_(6)7 (8)
ot k = max{i; \i(M) < n + €} est un entier non nul et ou les a;(p)

sont les coefficients de Fourier de la fonction cosd, par rapport a une base
orthogonale (f;)i>o de fonctions propres normalisées par (2), c’est a dire
a;(p) = V’éfr}v[ 1 cosdy fi. De plus, les coefficients a;(p) vérifient pour € as-

sez petit

a3

k
1> ai’(p) =1 < C(n)
i=1

Preuve : Soit p comme dans I’énoncé. Dans la suite, on note (a;);en les
coefficients de Fourier de cos dp,. Une conséquence de la formule de la coaire
et du théoreme de Bishop-Gromov est le

Lemme 2.3 Il existe une constante C(n) telle que pour tout élément (M, g)
de M, , admettant deuzx points p et q vérifiant d(p,q) > m —n et pour toute
fonction u : [0,7] — R de classe C*, on a

1 1 _
vol M /Muodpdv_ vol S1 /nuods"(p")d$

Remarque 2.4 On obtient en particulier que W / M cos? d, est proche

< C(n)n /07r |u/(r)|dr.

de n%rl st p admet un presque antipode.

Nous renvoyons a [2] pour une démonstration. En appliquant le lemme 2.3

A u = cos?, u = sin® et u = cos, on obtient

1V cos dyl 22 — nll cos dy| 3] < Cn)n,

vol (M) b

Par conséquent, les coefficients de Fourier de la fonction cosd, vérifient

|aol = < C(n)n.

+o0 +o0o
D xialllfilli: <n ) al||fill7z + C'(n)n.

i=1 =1



C’est a dire, d’apres la normalisation (2) des fonctions propres

Z)\ a; <nZa, +C"(n

Comme A1(M) > n, on peut négliger les k premiers termes, on obtient

+oo

> (\i—n)a® < C"(n)n.

1=k+1

On en déduit par définition de k,

k
leosdy = > aifillys < C"(n) 7 ©)
=1
et comme 1 M fM cos d est proche de +1, la formule de Parseval donne

k
2_11<om.
> =0

L’inégalité précédente montre en particulier que les coefficients (a;)1<i<k
sont bornés, on déduit alors de ’hypothese sur A\g(M) et de la proposition
1.1, Texistence d’une constante D(n) telle que la fonction h = cosd, —

Zle a; fZ vérifie
[h]| 1 < D(n)

et
||dh]|ze < D(n).

Or par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit de (9)

il < (c"m™)?

Soit zq tel que |h(xg)| = ||h||z~ et r un réel positif, le théoreme des accrois-
sements finis donne

<C’”(n)z>§ vol (M) > /B( )]h(m)]da: > (||h]| g — D(n)r) vol (B(zo,1)).

En appliquant le théoréeme de Bishop-Gromov, on en déduit

(") = T e - Do),

D’ott le résultat en choisissant 7 = (%) convenable. Ce qui acheve la preuve
du lemme 2.2. [ |
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2.2 Démonstration du théoreme 2.1

Soit (M, g) un élément de M,, vérifiant la propriété Pg(n), en particulier
(M, g) vérifie
diam(M) > 7 —n.

Sous ces hypotheses, le résultat de S.Y. Cheng cité dans l'introduction
montre que A1(M) est proche de n. On déduit du lemme 2.3 une estimation
explicite.

Lemme 2.5 Il existe une constante C(n) telle que tout élément (M, g) de
M, pour lequel diam(M) > m — n, vérifie l'inégalité

M(M) <n+C(n)n.

Notons
€=+

et
ke = max {k € N; \p(M) < n+€}.

Par le lemme 2.5, pour 7 assez petit, k. est supérieure ou égale a 1. Notons
(fi)1<i<k. une famille orthogonale de fonctions propres asociées a \;(M) et
normalisées par ﬁ fM ff = n%rl D’autre part, notons

F = VectL2(M){f17 oo i)

et Pr la projection orthogonale de L2(M) sur F. Par hypothese sur (M, g), il
existe (21,91),-- -, (Tk, yr) appartenant & M? tels que pour tout i, j distincts
dans {1,...,k},

T
(s, 75) ~ 5] < (10)
et pour tout i dans {1,...,k},
d(xhyz) >m— R

Par conséquent, d’apres le lemme 2.2 appliqué avec € = /1 et 7, il existe
une fonction 7(n) telle que, pour tout i dans {1,...,k},

|| cosdy;, — Pr(cosdy,)||ne < 7(n) (11)
ou Pp(cosdy,) = Z?;l a;(z;) f; vérifie pour tout ¢
ke

1Y af(a) — 1 < 7(n). (12)

j=1

11



En particulier, pour n assez petit et pour tout 7, Pr(cosdy,) n’est pas iden-
tiquement nulle. Par conséquent si k. < k: alors la famille (Pg(cos(dy;))r_,
est liée. Notons (b;)ieq1,.. k) avec Zz L b2 =1, des coefficients tels que

k
Z b; Pp(cosdy,) = 0.
i=1

Alors (11) implique

HZb cos d, Zb Pr(cosdy,)||ne < k%T(U)-

=1
C’est a dire,
k
1

1> b cosdy,[|pee < k27(n). (13)

i=1
Comme Y°F
tion (13) appliquée au point =z = w;, et lhypothese (10) implique

+_1b? =1, 'un des coefficients b;, vérifie |b;,| > f Or lestima-

|bi0‘ <7(n)

ce qui est absurde pour 7 assez petit et donc k. > k, ce qui termine la preuve
du théoreme 2.1.

3 Valeurs propres proches de n

L’objet de cette partie est de démontrer la réciproque du théoreme 2.1.

Théoréme 3.1 I existe une fonction 7(€) telle que tout élément (M, g) de
M, pour lequel A\, (M) < n + €, vérifie la propriété Py(T(€)).

Ce résultat découle d’une « réciproque » du lemme 2.2.

Proposition 3.2 [l existe des fonctions 7(€) et 1(e) telles que, pour tout
élément (M, g) de M, et toute fonction propre f sur M de valeur propre
non nulle A < n + €, normalisée par ﬁ fM f? = n+r1; on a l’estimation
|lcosdy — fl|L < 7(e),

avec x dans M tel que f(x) =supy, f. De plus, siy dans M vérifie f(y) =
infy f alors

d(z,y) > m = (e).

Nous démontrons cette proposition dans le prochain paragraphe.
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3.1 Fonctions propres associées a une « petite » valeur propre

La preuve de la proposition 3.2 est une conséquence du lemme 1.6. La
premiere étape consiste a estimer la borne supérieure d’une telle fonction
propre.

Lemme 3.3 Il existe une fonction 7(€) ne dépendant que de n, telle que

pour tout élément (M,qg) de M,y et toute fonction propre f sur M de va-
- 1 2 _

leur propre non nulle A\ < n + €, normalisée par — v fM = on a

l’estimation

1
n+1’
[sup f — 1] < ().
M
Preuve : Par la minoration de Lichnérowicz de la premiere valeur propre

non nulle, \ vérifie
n<A<n+e.

Par choix de la normalisation de f, on a

1 €
1< 2 24 —— 14
< i Ll < (14

Vo n+1

Donc d’apres la proposition 1.1, il existe une fonction 7(¢) telle que f vérifie
pour tout x dans M

F2(2) + [df1P(z) < 1+ 7(e).

Ainsi f2 4 |df|? est majorée par une quantité environ égale a sa moyenne,
par conséquent f2 + |df|? est L! proche de sa moyenne :

el /M 1= f2(2) = |df 2(@)] < 7 ().

Soit x vérifiant f(x) = sup,, f. Un corollaire du théoreme de Bishop-
Gromov ([11], remarque 2.8) implique 'existence de R(e), 7/(¢) ne dépendant
que de n et de & vérifiant d(x,Z) < R(e), tels que

(@) + |df*(z) = 1] < 7'(e).

D’apres la proposition 1.10,

|df[*(z) < 7(e)

d’ott
[f(&) = 1] < 7(e),

ce qui permet de conclure pour f(x) puisque le gradient de f est borné.
|
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Preuve de la proposition 3.2 De ’hypothese sur la valeur propre, on

déduit (proposition 1.4)
|| Hess f + fgllr2 < 7(e).

Fixons x comme dans I’énoncé et soit u dans M quelconque. En appliquant
le lemme 1.6 aux boules B(z,7(€)) et B(u,r(€)) avec r(e) convenable, on
obtient l’existence d’une fonction 7(¢€) telle que pour tout w dans M, il
existe u,Z dans M tels que :

- il existe une unique géodésique minimisante ~y reliant  a u,

- d(u,u) <r(e), dz,z) < r(e) et

d(7,7)
A (F 07)"(0) + (F 0 )(®)Pdt < 7(6). (15)

Nous allons maintenant estimer les conditions initiales f o v(0) et (f o
v)'(0) afin d’appliquer le lemme 1.9. Par le lemme 3.3, on a

|sup f — 1] < 7a(e).
M

Par conséquent comme T est proche de x et que le gradient de f est borné,
on en déduit 'existence d’une fonction 73(€) telle que

|(f o7)(0) = 1] < 73(e). (16)
D’autre part, par la proposition 1.10, il existe une fonction 74(¢) telle que
IVfI(Z) < 74(e) dou
|(f 29)'(0)] < 7). (17)
Grace a (15), (16) et (17), le lemme 1.9 appliqué a f o~y et cos, implique
lexistence d’une fonction 75(€) telle que pour tout ¢ dans [0, d(Z, )],

[(f o) (t) — cos(t)| < 7s(e). (18)

|(f 07)'(t) +sin(t)] < 75(e). (19)
En particulier,

|f (@) — cos(d(z, a))| < 75(e)-

Donc par construction de Z et 4 et comme le gradient de f est borné, on en
déduit 'existence d’une fonction 7¢4(€) telle que

||f — cosd(z,.)||r~ < T6(€).

Montrons maintenant la deuxieme partie de 1’énoncé. Soit y vérifiant
fly) =infys f et soit T et g comme ci-dessus.
D’apres (19)
(f 07 (d(E,§)) +sin(d(#, )] < 7s(c). (20)

14



Comme ¢ est proche de y qui est un point réalisant le minimum de f, on
déduit de la proposition 1.10 apliquée a g et de (20)

|sin(d(z,9))| < 77(e).

La borne sur le gradient de f et le lemme 3.3 excluent ’hypothese que d(z, 7)
soit proche de 0 donc les points « et y sont nécessairement a distance presque
.

3.2 Démonstration du théoréme 3.1

Pour cela, on prouve un résultat un peu plus précis :

Proposition 3.4 Soit k dans {2,...,n + 1}. Il existe une fonction 7(e)
telle que pour tout élément (M, g) de M,y vérifiant \p(M) < n+e, il existe
(x1,%1), ..., (Tr, yx) dans M? tels que, pour tout i dans {1,..., k},

ld(zi,yi) — m| < 7(e),

pour tout i,j distincts dans {1,...,k}

A, zj) = 5] < 7(e),
dei,y) - 51 < 7(6),
[dyi.97) = 51 < (0

De plus, ces points vérifient fi(z;) = supy fi et fi(yi) = infas fi avec
(fi)1<i<k une famille orthogonale de fonctions propres associées d
(Ni(M))1<i<k et normalisées par (2).

Ces couples de points correspondent dans le cas modele, aux couples
formés de k vecteurs (e;)1<;<k de la base canonique de R"*! et des k vecteurs

opposés (—e;)1<i<k-

Preuve : Soit ($i)1§i§k et (yi)lgigk définis par
fi(zi) = sup fi et fi(yi) = inf f;,
M M

avec les fonctions (f;)1<i<x définies comme ci-dessus. D’apres la proposition
3.2, pour tout i dans {1,...,k}, on a

d(wi, yi) > 7 —9P(e). (21)
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Nous allons montrer I'existence d’une fonction 7(e€), telle que pour tout i, j
comme dans 1’énoncé,

dwi, ) = 5 < 7(e). (22)

Admettons provisoirement ce résultat, on en déduit les autres estimations a
l'aide d’un lemme sur la fonction « excess », dit a K. Grove et P. Petersen.

Lemme 3.5 ([12]) Il existe une fonction 7(€) telle que pour tout élément
(M, g) de M,, et pour tout p,q dans M vérifiant

d(paQ) 2 ™ — €,

on a

ep,g(M) = sup (d(p,x) +d(g, ) — d(p,q)) < 7(e).

D’apres ce lemme et (21), il existe une fonction 73 (€), telle que pour tout 4, j
distincts dans {1,...,k},

|d(xj, yj) = d(wi, x) = d(zi, y5)] < 7a(e),

donc par (21) et (22), il existe une fonction 73(¢) telle que
T
|d(zs,y;) — 5] < 13(€).

On déduit de maniere similaire I'estimation sur d(y;, y;).
Démontrons maintenant Iestimation (22). Fixons i, j distincts dans
{1,...,k}. Notons

h = fifj+ <dfi,dfj > .

Par hypothese sur les fonctions (f;)1<i<k

1
h =0.
VOIM/M 0

Calculons la différentielle de h

dh = fidfi + fidfj + Hess fi(V f;,.) + Hess f;(V fi, ),

dh = (Hess f; + fig)(V fj,.) + (Hess f; + fi9)(V fi, .).
Donc
|dh|> <2 (|[Hess fi + figll> x ||V f;]1* + || Hess f; + figl1* x ||V fil?) -

Or par la proposition 1.4, il existe une fonction 74(¢€) telle que pour tout s
dans {1,...,k},
|| Hess fs + fsgllr2 < 7a(e).
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Par (4), on en déduit 'existence d’une fonction 75(¢) telle que

1
dh|? < )
vol M /M |dh|” < 75(€)

En appliquant I'inégalité de Poincaré a la fonction h de moyenne nulle, on
obtient, puisque A(M) > n, 'existence d’une fonction 74(¢) telle que

1 2
< .
vol M /M h" < 7ole)

On en déduit alors par un corollaire du théoréme de Bishop-Gromov ([11],
remarque 2.8) lexistence de fonctions 77(€) et R(e) telles que pour tout z
dans M, il existe Z tel que d(z, %) < R(e) et

h(2)] < 72(e).

Pour = = z;, la proposition 1.10 implique l'existence d’une constante C’(n)
telle que
IVfil(@;) < C'(n)R(e)

puisque fj(x;) = sup,, fj. On en déduit qu’il existe une fonction 75(€) telle
que

h(25) = fi(Z) f;(Z5)] < 7s(e).
Mais, par la proposition 3.2

leos day — fllze < o(e),
d’on

f5(Z5) = 1] < C(n)R(e) + mo(e).
Par conséquent, il existe une fonction 719(€) telle que

|£i(25)] < T10(€).

On termine la preuve en appliquant de nouveau la proposition 3.2.

4  Proximité de Gromov-Hausdorff

Dans cette partie, nous montrons le

Théoréeme 4.1 Soit k dans {2,...,n+ 1}. Il existe une fonction 7(€) telle
que tout élément (M, g) de My vérifiant \p(M) < n + €, posséde un sous-
ensemble A C M presque convere tel que dgr (A, S¥~1) < 7(e).

17



Nous renvoyons a la proposition 4.5 pour la définition de la presque
convexité. Fixons k dans {2,...,n + 1}. Notons F = (f1,...,fr) et & =

ﬁ ou les fonctions (f;)1<;<k sont les fonctions propres associées aux
17 k -

valeurs propres (A;j(M))i<i<k et normalisées par (2). Sur la spheére cano-
nique, les fonctions coordonnées (qui forment une base de fonctions propres

de valeur propre n) fournissent un plongement isométrique d’une partie de
(S™, gean) sur SF~1 C RF .

{reSuXi+--+XE=1} — Sk—1
x — (X1, , Xg)(x)

Nous allons montrer que ’application ® restreinte & une partie A conve-
nable est une 7(¢) approximation de Gromov-Hausdorff, c’est a dire que pour
tout X dans S¥71, il existe y dans Ay tel que dgi—1(X, ®(y)) < 7(€) et pour
tout z,y dans Ay, |d(z,y) — dgr—1(P(x), ®(y))| < 7(€) (dsk—1 désigne la dis-
tance induite par la métrique canonique). Nous montrerons que pour une
fonction 7(e) bien choisie, Ay, = {x € M;|(ff + -+ fH)(z) — 1] < n(e)}
convient.

Par choix de la partie Ay et par uniforme continuité de la fonction arccos,
il suffit pour démontrer le théoreme 4.1 de prouver I’existence d’une fonction
7(€) pour laquelle la fonction F' vérifie les propriétés suivantes :

- une propriété de « 7(€)-presque surjectivité » :
pour tout X dans S¥~1, il existe  dans Ay, tel que

|F () = Xl[ge < 7(e), (23)

- une propriété de « 7(€)-proximité métrique » :
pour tout z,y dans Ay

[cosd(z,y)— < F(x), F(y) >rs | < 7(e), (24)

ol < .,. >k désigne le produit scalaire euclidien dans R” et ||.||gx la norme
associée.

La démonstration de (23) fait ’'objet du prochain paragraphe, nous en
déduirons (24) dans le paragraphe suivant.

4.1 Démonstration de la « presque surjectivité »

Soit (M, g) un élément de M, , s un entier non nul et 1 un nombre réel
positif. Soit f1,..., fs une famille orthogonale de fonctions propres sur M
associées & (A\;(M))1<i<s et normalisées par (2). On note

Al ={z € M; |ff(z) + -+ fi(x) = 1| <n}.

Proposition 4.2 Soit k dans {1,...,n+ 1}. Il existe des fonctions n(e€) et
7(€) telles que pour tout élément (M, g) de M, pour lequel \py(M) < n+e,

(€)

l’ensemble AZ vérifie une propriété de T(€)-presque surjectivité.
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Preuve : La preuve repose sur une récurrence finie. Lorsque k£ =
1, la proposition 4.2 est une conséquence directe de la proposition 3.2.
Fixons k dans {1,...,n + 1} et m dans {1,...,k — 1}. Dans la suite de
la démonstration, on identifie {x € S* 1,2 = (a1,...,am,0,...,0)} avec
S™—1. La preuve de la proposition est une conséquence du lemme suivant

Lemme 4.3 Supposons qu’il existe des fonctions nm(€) et 1 (€) telles que
pour tout X dans S™1, il existe x dans AQnm(g) tel que

(1o ) (@) = X][rm < ()

alors il existe des fonctions nyy1(€) et Pyy1(€) telles que pour tout X dans

S™ il existe x dans Azlm:f(e) tel que

H(fh s 7fm+1)($) - X‘|Rm+1 < T/Jm+1(6)-

Démontrons le lemme 4.3. Commencgons par remarquer que pour toute
fonction n(e), il existe une fonction (¢) telle que pour tout s dans {1,..., k—

1},

€ O(e
AT ¢ A%, (25)

c’est a dire que f5+1(AZ(€)) est presque réduit a {0}. Ce résultat est une
conséquence directe d’un lemme démontré par P. Petersen ([17], lemme 3.3).

Lemme 4.4 ([17]) Il existe une fonction 7(e€) telle que pour tout élément
(M, g) dans My vérifiant \,(M) < n+e€, on a pour tout x dans M

fi(@)+ -+ fR(2) <1+ 7(e),

ot (fi)i1<i<k est une famille orthogonale de fonctions propres de M, de va-
leurs propres (A\;(M))1<i<k et normalisées par —t+r [y f2 = n+r1

Soit Y = (cos s1, ..., €08 S;m+1) dans S™. 11 faut distinguer les cas
|sin sp1]| < w(e) et |sinspy1| > w(e), ou p(e) vérifie lime o pu(e) = 0 et
sera défini plus loin.

Supposons | sin $y,+1| < p(e). Dans ce cas, comme d(x;, Tm+1) est proche
™

de 5 et d(xi, Ymy1) est proche de 5 pour tout ¢ dans {1,...,m}, la propo-
sition 3.2 implique 'existence d’une fonction 72 (€) telle que

(Frs s fm) (@) = Y|gmer < 72(e),

avec & = Tm+1 S Sm1 est proche de 0 et o = Y41 sinon.

On suppose maintenant que |sin sy, 1| > p(e) et que s, 41 < 5. Le cas
Sm+1 > 5 sera traité plus loin. On définit

COS S COS S
X:( oo m)esml.

SIN Syp1’ SN Syt
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(€)

Par hypothese de récurrence, il existe zg € A" telle que

1(f1s s ) (@0) = X|rm < thm(e).- (26)

D’apres (25), il existe une fonction 6(e) telle que Al Ae(il. D’apres

m
la proposition 3.2, f,41 est proche en norme L de cosd,,,, donc comme
(e)

xo appartient & A", I'équation (25) implique l'existence d’une fonction
T3(€) telle que

|COS dmm+l($0)‘ < 7_3(5)'

Par conséquent, par I'inégalité des accroissements finis, on a
T
|5 = Qo (20)] < T3(e). (27)

En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions f; (pour ¢ dans {1,...,m +
1}) au voisinage des points g et 41, on en déduit qu’il existe Zo avec
d(Zo,x0) < r(€) et Tpm+1 avec d(Tmi1, Tms1) < 7r(€), tels que si on note
~ Punique géodésique minimisante reliant Z,,4+1 & To et u; = f; oy (pour
ie{l,...,m+1}) alors

d(Z0,Zm+1)
/ lu) (t) + ui(t)|2dt < 14(e).
0

Pour i dans {1,...,m}, les conditions aux bords sont
ui(0) = fi(Zm+1) (28)
et
ui(d(Zm+1,20)) = fi(Zo). (29)

Or, d’une part

|fi(@my)| < |fi(@ma1) = fi(@mer)| + || fi — cosdy, ||z + | cos dy, (Tm1)],

donc
|fi@mr1)| < C(n)r(e) + 75(€) + 76(€)

et d’autre part

- COS S; . COS S;
) _ P < | f _f . _ o
fi(Zo) — |fi(Zo) — fi(wo)| + | fi(wo) R
donc o8 5
| fi(Zo) — m’ < C(n)r(e) + Ymle).
Pour i dans {1,...,m}, notons u;(t) = ﬁsin(t). En utilisant (27), on
en déduit
T T3(€) + 2r(e)

[@i(5) = T(d(Fm1, 70))| < 1(0)
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On fixe p(e) = /713(€) + 2r(e). D’apres (28) et (29), il existe une fonction
77(€) telle que

|ui(0) =i (0)] < 77(e)
et
|ui(d(Zmt1, T0)) = Ui(d(EFm1, To))| < T7(€).
D’apres (27), on peut supposer € assez petit pour que | = d(Zy,+1,Zo) vérifie
I’hypothese du lemme 1.8, par conséquent en appliquant ce lemme aux fonc-

tions u; et u;, on obtient I'existence d’une fonction 7g(€) telle que pour tout
i dans {1,...,m} et pour tout t dans [0, d(Zy,+1,T0)]

COS S;

[(fioy)(t) —

—sin(t)| < .
E— sin(t)] < 15(e)

La proposition 3.2 permet d’estimer f,,11, on obtient

| fnt1(7(8)) = cost] < 75(€) +7(e).

En combinant ces résultats, on en déduit I'existence d’'une fonction 7g(€)
telle que pour tout ¢ dans [0, d(Zp,+1, Zo)],

(s ) (V(1))

sint
— | (cos sy, ...,c088p,0)

+ (0, ... ,O,Cost)> [|gm+1 < 719(€). (30)

Sin Syn+1

D’oli, comme on suppose s;,+1 < 5, on obtient pour

T = min{d(a?m+1, 530), 8m+1}

(f1y--oy fm+1)(V(T)) — (cos sy, ..., COS Sy, COS Spyt1) | [Rm+1
inT
< 19(€) + H <(cossl, ..., C08 8y, 0) <s1n - 1> +
SIN Sy 41
(0,...,0,1)(cosT — o8 Sm+1))||gm+1 -

Or comme par (27)

— m3(€) — 2r(e),

ol 3

d(Tmi1,T0) >
la proposition est démontrée dans ce cas. Si s, 11 > 5, il suffit de remplacer

Tm+1 PAr Ym+1 dans tout ce qui précede.
|
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4.2 Propriété de « proximité métrique »

Soit k dans {2,...,n 4+ 1}. On conserve la notation Az(e) pour la partie
introduite dans la proposition 4.2. Dans cette partie, nous montrons que
F = (f1,..., fx) vérifie la propriété de 7(e)-proximité métrique, dont nous
rappelons la définition :

Il existe une fonction 7(¢€) telle que tout élément (M, g) de M, tel que

A (M) < n + ¢, vérifie pour tout x,y dans AZ(G)
|cosd(z,y)— < F(z), F(y) >ge | < 7(e), (31)
ce qui termine la preuve du théoreme 4.1. Nous démontrons également que
tout élément (M, g) de My tel que A\y1(M) < n + ¢, vérifie
da(M,S"™) < 7(e). (32)
Enfin nous démontrons que la partie AZ(E)
de la proposition ci-dessous.

est « presque convexe » au sens

Proposition 4.5 Il existe des fonctions n'(€) et 7(e€), telles que pour tout
élément (M, g) dans My vérifiant \,(M) < n+e€, alors pour tout x,y dans
n(e)
A,
dAZ'(G) (l’, y) < d(l‘, y) + T(E)

)

ou dAZ/(e) désigne la distance intrinseque de [’ouvert AZ, © ot 7' (€) vérifie

1'(e) = n(e).

Commengons par montrer comment la démonstration de la propriété (32)
se ramene a la démonstration que nous allons donner de la propriété (31).
Sous 'hypothese A\, +1(M) < n + ¢, la proposition 4.2 montre que la variété
M contient une partie qui est 7(e)-presque surjective sur S™. Il suffit donc de
prouver que cette application vérifie la propriété de 7(€)-proximité métrique
pour une fonction 7(e) convenable. Or d’aprés un résultat de P. Petersen
([17], lemme 5.2), il existe une fonction R(e) telle que

R(e
M= A%,

avec R(e) > n(e) (ou n(e) a été introduit dans la proposition 4.2). Pour
démontrer la propriété (32), il suffit donc de démontrer la propriété de proxi-
mité métrique (31) pour toute partie Ag(e) avec R(e) > n(e).

Plan de la preuve de I’estimation (31)

Dans une premieére partie, nous démontrons que tout point de AkR(e) (avec
R(e) > n(e)) admet un presque antipode dans AkR(g). Nous démontrons
également la proposition 4.5. Ensuite grace au lemme 2.2, nous montrons
que pour tout z,y dans AkR(e), cos d(z,y) est proche de Zle ai(z) fi(y), avec
(ai(x))i>0, les coefficients de Fourier de cosd,. Nous montrons ensuite que
a;(x) est proche de f;j(z) (il y a égalité dans le cas de la sphere), ce qui
permet de conclure.
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4.2.1 Propriétés des ensembles AkR(e)

Soit k dans {2,...,n+ 1} et Ag(ﬁ) avec
R(€) = n(e), (33)

fixé.

Sur la sphére canonique, Uensemble {z € S" ; X7 (z) 4+ --- + X?(z) = 1}
ot les fonctions (X;)1<i<k sont les k premieres fonctions coordonnées, est un
équateur de dimension k-1. La fonction X3 + -+ + X? définie sur S™ atteint
son maximum sur cet équateur, son gradient est donc nul sur cet ensemble.
Le lemme suivant est une généralisation de ce fait au « presque équateur »
AkR(E), dans le cas ou la variété (M, g) admet k valeurs propres de n.

Lemme 4.6 I existe une fonction 7(€), telle que pour toute fonction 6(e)

et pour tout élément (M, g) dans M, vérifiant A\y(M) < n+e€, on a pour

(e)

tout x dans AZ l’estimation

k

IV (@) < 41+ 6(e)(r(e) +6(e)),

=1

avec (fi)i1<i<k une famille orthogonale de fonctions propres associées
(Ai(M))1<i<k et normalisées par (2).

. . 0 as .
Preuve : Fixons un point xgp de Ak(e) et considérons les coefficients a; =

__filw) pour i dans {1,...,k}. On note f = Zle a; f;. En développant
VL £ (o)
le terme |V f|2, on obtient

V() = Z aa; <V fi(z), Vfi(z) > .
1<i,j<k
D’ou, en xg

k

2(g :—1 2 (z0) 2.
IV f1? (o) S f3<x0>'v(;f’)( o)l

Par conséquent en appliquant la proposition 1.1 & f au point xg, on obtient

k
L 9 @) < 1+7(e).

k
2
Peo) +
iz; f (1:0) 4 Zf:l fz2 (:UO) i=1

Or x( appartient & AZ(€) entraine 1+ 60(e) > Zle f2(mg) > 1—0(e), dott le
résultat. |
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(€)

Ce lemme permet de démontrer que tout point de AE admet un presque

antipode.

Lemme 4.7 I eziste une fonction §(€) (vérifiant lime_ @ = +o0) telle

que pour tout élément (M,g) de My vérifiant A\p(M) < n + € et pour tout

x dans AkR(e), il existe y dans Alf(e) avec

d(z,y) > m —d(e).

Preuve : Dans le cas de la sphere, le point antipodal d’un point X
de S™ est — X, ce qui suggere le « candidat » a étre un presque antipode de

x appartenant a Af(e). Soit x dans AkR(e), notons & = ||(f1,..., fx)(@)||gk,

(¢)

I’hypothese x appartient a Ak,R implique

D=

(1-R(e)2 < a < (1+ R(e))z.

. C el . < an(e)
Par la proposition 4.2 de presque surjectivité, il existe y appartenant a Ay

tel que .
1Cf1s- s () + = (s f) @) < 7(e).

En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions (f;)1<i<k, on en déduit I'existence
de T et y vérifiant
d(z,z) <r(e),d(y,y) < r(e) (34)

et en notant vz l'unique géodésique minimisante reliant Z a ¢, on a pour
tout i dans {1,...,k},

()
| e @+ (fomoPa < 7. (3)
D’autre part, par le lemme 4.6
IV(fE+ -+ FDIE) < 7"(e). (36)
Notons a; = fi(Z), b; = (fi ©vz5)'(0) et I = d(Z, 7). On déduit de I'équation
(35) et du lemme 1.9, I'existence d’une fonction m(e) telle que pour tout 4
dans {1,...,k} et pour tout ¢ dans [0,1],

|(fi ©vz5)(t) — (a; cost + b;sint)| < 1o(e), (37)

|(fi 0 vag) (t) — (—a;sint + b; cost)| < T2(€).

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient a ’aide de (36)

b 1, & 7" (€)
D aibil = 1530 £) 02a) (0)] < 5. (38)
i=1 =1
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Estimons maintenant f;(§) pour ¢ dans {1,...,k}.

Fi@)+ai = (@) — L)+ (Fi)+ L)+ (- 224 (@) + (— fi(2) + £(@)).
D’ou, par définition de y et par (34)

|£i(9) + ail <2C(n)r(e) +7(e)
+ C(n) max{—(1+ R(e)) 2 + 1;—1+ (1 — R(e)) "2 }.
Donc, il existe une fonction 73(¢) telle que pour tout ¢ dans {1,...,k},
|£i(9) + ail < 73(€). (39)
En appliquant (37) avec ¢ = [, on obtient

a;cosl +b;sinl = —a; + 6, (40)

avec |0;] < 13(€).
En multipliant (40) par b; et en sommant par rapport a i, on obtient

Zal i) cosl + ( ZbQ s1nl+Zalb <( ZbQ

avec 0 = \/ZZ 102, Or |b;] < |V fi], donc la proposition 1.1 implique que
Zle b? est bornée par une constante C(n). D’autre part |§'| < (n+ 1)%7'3(6),
donc on déduit de (38) I'existence d’une fonction 74(e) telle que

2)sinl| < 1y(e),

par conséquent, soit |sinl| < (’7’4(6))% soit ZZ B2 < ( (e))%

-Premier cas : |sinl| < (7’4(6))%.

Comme ||(f1,..., fx)(x)||gr est proche de 1, on en déduit que (f1,..., fr)(x)
est presque égal & —(f1,..., fr)(y). Le gradient des fonctions propres étant
borné (4), cela implique 'existence d’une constante C’(n) > 0 telle que

d(z,y) > C'(n)

et donc |sinl| < (7’4( ))% implique que [ est presque égal & 7.

-Deuxieme cas : ZZ L2 < (T (6))%

Dans ce cas par (37), il existe une fonction 75(€) telle que pour tout i dans
{1,...,k} et pour tout ¢ dans [0,]],

|(fi ©vz5)(t)) — a; cost| < 75(e),

en appliquant cette formule avec ¢ = [, on obtient par (39) que cosl est
presque égal a —1, d’ou le résultat.
|

25



A laide d’une légere modification de la preuve ci-dessus, nous sommes
en mesure de démontrer la propriété de « presque convexité » de I’ensemble
AZ(G) (proposition 4.5).

Preuve : Le début de la preuve est identique & celle du lemme 4.7. Soit
x,y dans Az(ﬁ). En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions (f;)1<i<k, on en
déduit V'existence de Z et g vérifiant d(x,z) < r(e), d(y,g) < r(e) tels que,
si on note z3, 'unique géodésique minimisante reliant  a g, on a pour tout

i dans {1,...,k},

d(z,7)
/0 (fi o) (8) + (fs o) (1) 2t < 7'(e). (41)

Notons a; = fi(Z), bi = (fi ©7z3)'(0) et | = d(&,7). On en déduit comme
précedemment (38) que pour tout ¢ dans [0, ],

|(fi ©v&5)(t)) — (a;cost + b;sint)| < mo(e) (42)

: 7(e)
=1

Par (4), il existe une constante C'(n) telle que

k

VO )= < C(n).

i=1

Par conséquent, les hypotheses sur x et £ impliquent
d(z,2) = d ner+cmreo (2, T),
k

de méme pour y et §. Notons n2(e) = n(e) + C(n)r(e). Pour démontrer la
proposition, il suffit donc de prouver qu’il existe des fonctions 7/(e) et 1(e)
telles que

dAZ’(é) (i’g) < d(*%v Q) + ¢(6)

Par construction § appartient a AZQ(g), c’est a dire

k

> (fF o)) — 1

i=1

< n2(e). (44)

Par ailleurs, grace a (42) et (43), il existe une fonction 7(¢) telle que

k

k k
Z(f? °Yay)(l) — (Z a?) cos? | + (Z bf) sin? l)

=1 =1 =1

< 7(e). (45)

26



Or, comme a; = f;(Z) et T appartient a AZQ(G), (44) et (45) impliquent
Pexistence d’une fonction 72 (€) telle que

k
‘ (1 - be) sin’ [
=1

Par conséquent, soit | S-F_, 52— 1| < 1/72(e), soit sin? | < \/72(€). Supposons
tout d’abord que ‘Z b — 1) < /72(€). Dans ce cas, on obtient en utilisant

1=1 "1
(42) et (43), Vexistence d’une fonction 73(¢) telle que pour tout ¢ dans [0, ],

< 79(e€).

k

D (o)) —1

i=1

< 13(e).

La proposition est démontrée dans ce premier cas. Supposons maintenant
que sin?l < /7m3(e). Ce qui signifie que d(,7) est proche de 0 ou de 7. Si
d(Z,y) est proche de 0, c’est immédiat. Si d(Z,7) est presque égal a 7 alors
nécessairement, avec les notations de la proposition 3.4, il existe io dans
{1,...,k} tel que sin®d(w,,%) > /7a(e) et sin®d(x,, ¥ /12(€). Par
conséquent, d’apres le premier cas, la courbe ¢ formée de l’unlon des deuX
géodésiques minimisantes reliant Z a un point voisin de x;, et ce dernier
point & ¢ est contenue dans A;S(C). Le lemme 3.5 sur la fonction « excess »
permet alors de conclure. |

4.2.2 Démonstration de la propriété de « proximité métrique »

R(e)

Nous venons de montrer que tout point de A, admet un presque anti-
pode. L’idée de la preuve consiste a utiliser la propriété des fonctions cosd,
pour p admettant un presque antipode, établie dans le lemme 2.2. Cepen-
dant, on ne peut pas appliquer directement le lemme 2.2 avec la fonction
d(e) introduite dans le lemme 4.7, puisqu’on voit facilement (par exemple
dans la proposition 1.4) que les fonctions 7(¢) utilisées dans la preuve du
lemme 4.7 sont supérieures a € et donc

lim 3e) = 400 (46)

e—0 €

Pour contourner ce probleme, on pose

k=max{i;\; <n++/0(e)}.

Par (46) et pour € assez petit, on a k > k. D’apres le lemme 2.2 appliqué
avec 11 = 0(€) et 1/d(€) et le lemme 4.7, il existe une fonction 7(e) telle que
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R(e)

pour tout = dans A
pour tout z dans M,

, il existe des coefficients (ai(a:))iE:l pour lesquels

k
|cosdy(2) = ) ail@) fi(2)] < 7(e), (47)
i=1
avec | T a?(z) — 1 < (e).
Montrons que Zle |fi(z) — ay()|? est petit.

k k E
Z @) — @) =3 @)+ 3 a2@) — 23 aul@) filx)
i=1 i=1 i=1
Or le lemme 4.4 implique
k
Z ) <14 7(1/0(¢)) (48)

D’autre part, I'inégalité (47) appliquée pour z = x donne

‘Zaz fi(z) = 1] < 7(e).

On obtient finalement

Z |fi(z) — au(x ‘2 < 37(e) + 7(\/d(e)). (49)

R(e)

En appliquant I'inégalité (47) a y dans A", il vient

|< F(x), F(y) >ge —cosd(z,y)| <

k k
S @) fily) =) (@) fily)| + 7
i=1

=1

7(€).

_az

k
. L@ fiy)| +

i=k+1

I Mm

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz puis (49) et (48), on obtient

) — (@) f:(y) §<(3T(e)+7'( 5(6))) (1+T( 5(@)))5

I Mm
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Il ne reste plus qu’a estimer le terme |Z§:k+1 fi(z) fi(y)|. Or pour tout

élément z de AS(E), on a

k
S F2(z) > 1- R(e),
=1

donc en utilisant de nouveau 'inégalité de Cauchy-Schwartz et (48), on ob-
tient

k
| Y fi@) fi(y)] < R(e) +7(1/5(e)),

i=k+1

ce qui termine la démonstration.
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