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Exercice 1. L’espace R? est muni de sa topologie usuelle. Soient A1 = {(x,y) € R? |y = 22},
Ay = {(z,y) € R*|ay = 1}, A3 = {(z,y) € R?*[2® +¢* = 1}, A = {(z,y) € R*|y = 0},
As = {(z,y) e R*|2? +y* < 1}.

a) En justifiant vos réponses, dire pour chacune des parties Ap,..., A5 de R? si elle est ou non
compacte, connexe.

b) Pour chaque couple (A4;, A;), 1 <i < j <5 dire ¢'il existe ou non un homéomorphisme de
A; sur Aj, et si oui, exhiber un tel homéomorphisme.

Exercice 2. Soit E l’espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme |||/~ de la
convergence uniforme. On pose pour f € E et x € [0,1] :

df(x) = /Ox(/ot u? f(u)du)dt.

Montrer que :
1. ® est une application linéaire continue de norme 1/12.

2. il existe une unique fonction f € E telle que l'on ait pour tout = € [0,1] :

fz) =23+ /09«“(/015 u? f (u)du)dt.

Exercice 3.
1. Soit f : R — R. On suppose f non continue en a € R. Prouver 'existence d’un réel € > 0 et
d’une suite (z,), de réels convergeant vers a tels que Uon ait : Vn € N, |f(z,,) — f(a)] > €.

2. Montrer qu’une fonction f : R — R bornée et de graphe I' := {(x,y) € R? |y = f(z)} fermé
dans R? est continue.

Probléme.
1. Soient F, F' deux espaces de Banach et T" une application linéaire continue de F dans F. On
suppose 'existence de deux réels M > 0 et a €]0,1] tels que pour tout y € F avec ||y|| < 1, il
existe x € E tel que

ly = Tal| < a et fla]] < M.

a) Montrer que 'on peut construire pour tout y € F' de norme ||y|| < 1 une suite (x,)nen de
E telle que 'on ait pour tout n de N : ||z,|| < M et ||y — Tag — aTxy — ... — a"Tx,|| < a™tL.

b) Montrer que la série o~ a"x, converge dans E et que sa somme z vérifie |[z|| < M/(1—a).

¢) Déduire des questions précédentes que T' est surjective et telle que pour tout y € F de
norme ||y|| <1, il existe x € E tel que : Tx =y et ||z|| < M/(1 — a).

2. Soit (X,d) un espace métrique et A un fermé non vide de X. On note E (resp. F') 'espace
des fonctions continues bornées de X dans R (resp. continues bornées de A dans R) muni de la
norme de la convergence uniforme f € E — ||f||x = sup,ex |f(z)| (resp. f € F — |[|f|la =
S 4 |£(2)]):

Le but de la question est de prouver que toute fonction réelle continue sur A se prolonge conti-
nuement & X.

Soit f une fonction & valeurs réelles continue sur A.

a) On suppose ||f]|la < 1.

On note G4 = {z € A|1/3 < f(z) <1}, G- ={z € A] —1 < f(x) <
g(z) = %%. Montrer que g € E, ||g||x < 1/3 et sup,eq |g(z) — f(x)] <2/3.

(on distinguera trois cas).
En déduire, en appliquant la question 1 a une application T' que 'on précisera, 'existence d’une
fonction continue f: X — R qui prolonge f et telle que || f]|x <1

—1/3} et on pose

s



b) On suppose |f(x)| < 1 pour tout x de A. )
Soit g un prolongement continu de f a X avec ||g]|x < 1. Montrer que la fonction f = g, o

o(z) = m, est un prolongement continu de f & X et vérifie | f(x)| < 1 pour tout = de X.

c) On ne suppose plus f bornée.
Donner un exemple d’homéomorphisme ¢ de R sur | — 1, +1[. Montrer que f admet un prolonge-
ment continu sur X (on pourra considérer ¢ o f).

3. (BONUS) Soit (X,d) un espace métrique.
a) On suppose X non compact. Soit (wy), une suite de points deux a deux distincts de X

sans valeur d’adhérence. Montrer que l'ensemble A = {wy,,n € N} est discret et que 'application
frw, € A n est continue et se prolonge en une application continue et non bornée sur X.

b) En déduire que si toute application continue sur X est bornée alors X est compact.

BAREME INDICATIF : Exercice 1 : 5 points - Exercice 2 : 3 points - Exercice 3 : 4 points -
Probléme : 8 points.



