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Question de cours Soient X compact, Y séparé et f: X — Y continue. D’abord f(X)

est séparé, comme sous-espace d'un séparé. Soit (U;);c; une famille d’ouverts recouvrant
f(X),ie U= f(X)NV; avec V; ouverts de Y et f(X) C U;eU;. Posons W; = f~1(V;).
Alors les W; recouvrent X et (par continuité de f) sont des ouverts de X, donc (par
compacité de X) il existe J fini C I tel que X = U;e sW;, dou f(X) = Ujes f(W;) =
UiesVi. Donc f(X) est compact.

Exercice 1.

1)

2.a)

2.b)

Soit X non connexe, il existe dans X deux ouverts non vides complémentaires U, V.
Soient u € U,v € V, et f: X — X définie par f(U) = {v} et f(V) = {u}. Alors f

est continue sans point fixe.

Soit f : [a,b] — [a,b] continue, posons g(z) = f(z) —x. Alors g : [a,b] — R est
continue, g(a) > 0 et g(b) < 0, donc il existe ¢ € [a, ] tel que g(c) =0, i.e. f(c) =c.
Les applications [0, +oo[— [0, +oco[,z — = + 1 et S — S' 2z — —2z sont continues

sans point fixe.

D’apres a), [a,b] et S! ne sont pas homéomorphes. Autre preuve : S privé de
n’importe lequel de ses points est homéomorphe & |0, 27| donc connexe, tandis que
[a, b] privé d’un point différent de a, b est non connexe.

Exercice II.

1)

L’application K2 — R, (z,y) + d(z,y) est continue sur le compact K2, donc atteint
son sup D (qui est > 0 puisque K a au moins deux éléments). Il existe donc a,b € K
tels que d(a,b) = D (ce qui implique a # b). Soit P = {a,b}, alors P € P.

K est précompact donc il existe x1,...,zx tel que les boules ouvertes B; de centres
x; et de rayon D/2 recouvrent K. Soit P € P. Chaque B; contient au plus un point
de P, et tout point de P est dans au moins un B;, donc card(P) < N.

La partie de N {cardP | P € P} est non vide (d’apres 1) ) et majorée (d’apres 2) )
donc admet un plus grand élément, noté N. Soit P un élément de P de cardinal N,

alors P est un élément de P maximal pour I'inclusion.

P C K et K est convexe, donc h € K. Pour tout y € K,d(y,h) < % Y wepd(x,h).
Chacun de ces d(z,h) est < D, et 'un au moins est < D, sinon on aurait y ¢ P et
P U{y} € P donc P ne serait pas maximal. On a donc d(y,h) < D.

Exercice III.

l.a)

co est complet car fermé dans le complet £, car si z(F) € ¢ et [|2F) — 2][oc — 0
alors = € ¢y, puisque pour tout £ > 0, soient k tel que [|z(¥) — z||o < /2 et pour ce
k, soit N tel que Vn > N, |a77(1k)| < /2, on a alors ¥n > N, |z, | <e.

Dans £°°, puisque c¢g est fermé et contient F, il contient son adhérence. Réciproque-
ment tout = € ¢y est limite pour || || d’une suite d’éléments z*) de E, puisqu’en

posant e =2, sin <ket0sin>konabienz® € E et |2) — 2] =

1



1.b)

3.b)

Sup,,s |Tn| — 0.

Si x appartient non seulement & ¢o mais & £, on a méme [|Jz*) —z||; =3 _ |z, — 0.

n>k
Notons Ef le s.e.v. de E engendré par les e* pour k < K. Alors dans Ex (qui muni
de || oo ou || |1 est homéomorphe & R2E muni de sa topologie usuelle), D N E est
dense, puisque dans R?%X, Q2% est dense. Donc dans £ comme dans ¢!, ’adhérence
de D contient UxenFr = E.

D est dénombrable (comme union dénombrable des dénombrables D N Ex ~ Q2X),
et (d’apreés a) et b) ) est dense dans cq et £*.

Soit z* = ZZ:O e", alors ||z¥]|oo = 1 et f(a*) =k +1 — .

G est symétrique, et pour tout x € E on a ax € E C ¢! donc I'application linéaire
G, :y+— G(z,y) est continue de norme < |laz||;.

Si a € ', G est continue de norme < |al|;.

Réciproquement si G est continue de norme < C, soit NV € N, définissons x,y € F
en posant x,, =y, = 0 pour n > N et en choisissant, pour n < N, z,,y, de module
1 tels que anxnyn = |an| : Zg:o lan| = G(z,y) < C||z]|oo]|y]loc = C. On en déduit
Yoo lan] < C.

(T, est évidemment linéaire). Pour tout z € £, || T4 (2)|lco < [|@|loo||®]|co donc Ty
est continue de ¢*° dans lui-méme, de norme < ||a||~, donc idem pour sa restriction
de ¢p dans cg.

Pour tout z € 01, || To(z)||1 < |la|lso]lz|l1 donc T, est continue de ¢! dans lui-méme,
de norme < |||oo-

Pour X = co, |[|Ta]||z(x) est en fait exactement égale & [|a|o (donc pour X = £
aussi) car les e définis en 1.b appartiennent a cg, ||€*[l = 1 et supjen || Ta(€¥)]loo =
oo

Pour X = {', |||Tal||(x) est en fait exactement égale & ||a||oo car [|e¥||; =1 et
supen [|17a ()l = [looo-

Pour chacun de ces trois e.v.n. X, {T, | a € £>°} est donc un sous-espace de L£(X)
isométrique a ¢>° (via l'application a +— Tp,).

Si Y posseéde une base dénombrable d’ouverts (wy,)nenN, soit A une partie de Y con-
tenant un élément de chaque w, non vide. Alors A est dénombrable et dense dans
Y (cf annales, exercice 41). Réciproquement (cf annales, exercice 65) si Y contient
une partie A dénombrable et dense, Soit B I'ensemble des boules B(a, =) avec a € A
et n € N*. Alors B est dénombrable et c’est une base d’ouverts de Y car toute
boule B(z,e) contient un tel B(a, L) contenant z, i.e. il existe a € A et n € N*
tels que d(z,a) < 1/n et B(a,1/n) C B(z,¢), car il existe a € A et n € N* tels que
d(z,a) <1/n et d(z,a)+1/n < e (par exemple n > 2/e puis a € A t.q. d(z,a) < 1).
Soit Y = L(X) avec X = (>, ¢y ou . Alors d’apres b), Y contient un sous-espace
Z non séparable, donc sans base dénombrable d’ouverts, donc Y est lui-méme sans
base dénombrable d’ouverts (car pour toute base d’ouverts Bde Y, {wNZ | w € B}
est une base d’ouverts de Z, et est (au plus) dénombrable des que B l'est), donc Y

n’est pas séparable.



