
Corretion du devoir de Topologie
1 Projetion stéréographique0) Sur le plan E, on onsidère la topologie trae, 'est-à-dire que les ouverts sontles ensembles de la forme O ∩ E où O est un ouvert de R

3.Pour montrer que E et R
2 sont homéomorphes, regardons l'appliation :
p : E −→ R

2

(x1, x2, 0) 7−→ (x1, x2)Il s'agit d'une projetion de R
3 sur R

2 restreinte au plan E. Il est lair que p estune bijetion de E sur R
2.Montrons qu'elle est ontinue. Soit O2 un ouvert de R

2, on a : p−1(O2) =
O2 × {0}, e qui peut enore s'érire p−1(O2) = (O2 × R) ∩ E. Par onséquent,
p−1(O2) est un ouvert de E.Montrons que son inverse p−1 est ontinue. Soit O1 un ouvert de E, il s'érit pardé�nition : O1 = O∩E ave O ouvert de R

3. On a alors p(O1) qui est la projetionde O sur R
2, par onséquent (propriété des projetions) 'est un ouvert de R

2.1) Prenons un point x appartenant à la sphère di�érent de p. La droite joignant xà p s'érit :
D(t) = p + t(x − p) =




0
0
1


 + t




x1

x2

x3 − 1


 .On herhe le point de D qui oupe le plan E, 'est-à-dire que l'on herhe t0 telque D3(t0) = 0. Or :

D3(t0) = 0 ⇒ 1 + t0(x3 − 1) = 0 ⇒ t0 = −
1

x3 − 1
.Le point d'intersetion s'érit alors :

h(x) =

(
−

x1

x3 − 1
,−

x2

x3 − 1
, 0

)T

.Inversement, si l'on part d'un point y = (y1, y2, 0) du plan E, la droite joignant pà y s'érit de nouveau : D∗(t) = p + t(y − p). On herhe le point que intersete lasphère, 'est-à-dire que l'on herhe t∗ tel que :
|D∗(t∗)|

2 = 1,1



e qui s'érit :
(t∗y1)

2 + (t∗y2)
2 + (1 − t∗)

2 = 1

⇒ t2∗(y
2
1 + y2

2 + 1) − 2t∗ = 0.Don t∗ = 0 ou t∗ = 2
y2
1+y2

2+1
. La solution t∗ = 0 orrespond au point d'intersetion

p, il nous faut prendre l'autre solution, 'est-à-dire poser :
h−1(y) =
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 +
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 .(On peut véri�er que h−1(y) est bien de norme 1)Pour trouver les points invariants, il faut trouver les x tels que : h(x) = x.Cei implique que x3 = 0. Il est faile de voir que ette ondition néessaire estaussi su�sante. Un point invariant s'érit don : x = (x1, x2, 0). Ce sont les pointsd'intersetion du plan et de la sphère.Pour montrer que S2\{p} est homéomorphe à R

2, on regarde l'appliation om-posée :
S2\{p}

h
−→ E

p
−→ R

2.On a déjà vu que p était un homéomorphisme. Comme h est une bijetion (on aonstruit h−1) ontinue ('est la restrition d'une fontion ontinue sur R
3\{p})d'inverse ontinue on a aussi h homéomorphisme. Par omposition de p et h, on adon S2\{p} et R

2 homéomorphes.Montrons par l'absurde qu'il ne peut exister d'homéomorphisme entre S2 et
R

2. Supposons qu'il existe f : S2 −→ R
2 homéomorphisme, en partiulier f estsurjetive et ontinue. Or S2 est un ompat de R

3 ar il est fermé et borné dans
R

3. Par onséquent, S2 est aussi un ompat pour la topologie trae sur S2. Ainsion aurait : R
2 = f(S2) ompat ar f ontinue. Mais R

2 n'est pas ompat pour satopologie naturelle, un tel f ne peut don exister.2) Montrons que (R2, T ) est un espae topologique :
· ∅, R2 ∈ T ,
· soient O1 et O2 deux éléments de T , montrons que leur intersetion est enoredans T . Pour ela distinguons trois as :� si O1 et O2 sont des ouverts de R

2 alors naturellement leur réunion estenore un ouvert de R
2 et don un élément de T .� si O1 = {∞} ∪ Kc

1 et O2 = {∞} ∪ Kc
2 alors :

O1 ∩ O2 = {∞} ∪ (KC
1 ∩ KC

2 ) = {∞} ∪ (K1 ∪ K2)
c.Or l'union �nie de ompat est enore ompat don on a bien un élémentde T . 2



� si O1 ouvert de R
2 et O2 = {∞} ∪ Kc

2 :
O1 ∩O2 = (O1 ∩ {∞}) ∪ (O1 ∩ KC

1 ) = O1 ∩ KC
1 .Or K1 est un fermé de R

2 don KC
1 est un ouvert. Ainsi O1 ∩ KC

1 est unouvert de R
2 et don un élément de T .Par onséquent pour tout O1, O2 ∈ T , on a bien O1 ∩ O2 ∈ T .

· soit (Ok)k∈I une suite de T , il faut montrer que la réunion appartient enoreà T . Si les Ok ne sont que des ouverts de R
2, alors la réunion est bien unouvert de R

2 et don un élément de T . Dans le as ontraire, regroupons leséléments de la suite en deux en érivant :
⋃

k∈I

Ok =
⋃

i∈I1

Oi ∪
⋃

j∈I2

Oj ,où Oi est un ouvert de R
2 pour i ∈ I1 et Oj = {∞}∪KC

j ave Kj ompat de
R

2 pour j ∈ I2 . On sait que la réunion d'ouverts de R
2 est enore un ouvert,don O0 = ∪i∈I1Oi ouvert de R

2. Pour l'autre réunion :
⋃

j∈I2

Oj =
⋃

j∈I2

(
{∞} ∪ KC

j

)
= {∞} ∪

⋃

j∈I2

KC
j

= {∞} ∪ (
⋂

j∈I2

Kj)
C

= {∞} ∪ KC
0 ,ave K0 = ∩j∈I2Kj ompat omme intersetion de ompats. On a don :

⋃

k∈I

Ok = O0 ∪ {∞} ∪ KC
0 .Pour �nir, on érit :

⋃

k∈I

Ok = {∞} ∪ (OC
0 ∩ K0)

Cqui est bien un élément de T ar OC
0 ∩ K0 est un ompat de R

2 ommeintersetion d'un fermé et d'un ompat.Par onséquent la famille T est bien une topologie sur R2.Montrons que R2 est ompat pour ette topologie.
· Montrons tout d'abord que l'espae est séparé. Soit x et y deux points de R2distints. Si x et y appartiennent à R

2, alors omme R
2 est séparé pour sa topologienaturelle il existe deux voisinages séparant x et y1. Sinon on a forément x ∈ R

2 et
y = {∞} (ou inversement x = {∞} et y ∈ R

2). Dans e as posons Vx = B(x, 1)1prendre par exemple omme voisinage B(x, ‖y − x‖/3) et B(y, ‖y − x‖/3)3



voisinage ompat de x. On a alors V∞ = {∞}∪V C
x voisinage de {∞} ave de plus :

Vx ∩ V∞ = ∅. Don Vx et V∞ sont bien deux voisinages séparant x et {∞}.Par onséquent R2 est séparé pour ette topologie.
· Prenons ensuite une famille d'ouverts (Ok)k∈I qui reouvre R2 :

R2 ⊂
⋃

k∈I

Ok,et montrons que l'on peut extraire une sous-famille �nie de (Ok)k∈I qui reouvre
R2.Comme la famille (Ok)k∈I reouvre R2, il existe en partiulier un k∗ tel que {∞} ∈
Ok∗

. Don Ok∗
s'érit Ok∗

= {∞}∪KC
∗ . Par onséquent Ok∗

reouvre tout R2 sauf
K∗. Ainsi :

K∗ ⊂
⋃

k∈I, k 6=k∗

Ok.Comme K∗ est ompat2, on peut extraire une sous-famille �nie de e reouvrementtelle que :
K∗ ⊂

⋃

k1,k2,··· ,kn

Oki
.Ainsi :

R2 ⊂
⋃

k1,k2,··· ,kn

Oki
∪ Ok∗

.Comme la famille d'ouverts (Ok)k∈I était quelonque, on a bien R2 ompat.Pour montrer que S2 et R2 sont homéomorphes, on étend l'appliation h̃ :
h̃ : S2 −→ R2

x 7−→

{
h(x) si x 6= p
∞ si x = pL'appliation h̃ est lairement une bijetion. Pour montrer que h̃ est un homéomor-phisme, montrons d'abord que h̃ est ontinue :

· Soit O un ouvert de R2. Si O est un ouvert de R
2 alors omme h est unhoméomorphisme, h̃−1(O) = h−1(O) est un ouvert de S2\{p} et don de S2. Si

O = {∞} ∪ KC , alors :
h̃−1({∞} ∪ KC) = h̃−1(R2\K) = h̃−1(R2)\h̃−1(K) ar h̃ bijetion

= S2\h−1(K).Comme h−1(K) est un fermé, on a bien h̃−1(O) ouvert3.2On peut véri�er failement qu'un ompat de R
2 est enore ompat pour la topologie sur R23Si O ouvert et F fermé, O\F = O ∩ F C ouvert4



· Dans l'autre sens, montrons que h̃−1 est ontinue. Soit O un ouvert de S2. Si
p /∈ O, h̃(O) = h(O) ouvert de R

2 et don de R2. Si p ∈ O :
h̃(O) = h̃(S2\OC) = h̃(S2)\h̃(OC) ar h̃ bijetion

= R2\h(OC).Comme h(OC) est un fermé de R
2 (et don de R2), on a bien h̃(O) ouvert de R2.On a don démontré que h̃ est un homéomorphisme.On peut alors démontrer grâe à l'homéomorphisme h̃ que R2 est ompat. Ene�et, S2 est ompat (fermé et borné de R

3 don ompat de R
3 et par onséquentompat pour la topologie trae) et omme R2 = h(S2) ave h ontinue, on a R2ompat.2 Connexité par ars1) Dans R

2, exemples d'ensembles :a) étoilé et non onvexeb) onnexe par ars et non étoilé) bien enhaîné et non onnexe par ars : on a privé la boule (ouverte ou fermée)du segment médian, on ne peut don relier deux points des deux hémisphèrespar une ourbe ontinue, mais on peut le faire par une ε-haîne.
b)

a) c)

a

y

y

x

x y x

2) Dans R, les parties onnexes par ars sont les intervalles :� Soit I un intervalle de R. Prenons deux points a, b ∈ I. Comme I intervalle,le segment [a, b] est ontenu dans I, on peut don relier a et b par un heminontinu4. On a don bien I onnexe par ars.� Soit I un ensemble onnexe par ars de R, montrons que I est un intervalle.Soit a ≤ b ∈ I et c tel que a ≤ c ≤ b. Il nous faut montrer que c ∈ I. Comme
I est onnexe par ars, il existe γ ontinu reliant a et b. Or par le théorèmedes valeurs intermédiaires, il existe s ∈ [0, 1] tel que γ(s) = c. Comme γ estontenu dans I, on a c ∈ I. Et don I intervalle.4si l'on veut être plus expliite, prendre γ(s) = a + s(b − a) pour 0 ≤ s ≤ 15



3) Pour montrer que l'épigraphe X de f est onnexe par ars, prenons deux points
M, N de X et montrons que l'on peut les relier par un hemin. L'idée de la onstru-tion est de desendre de M jusqu'au graphe de f , de suivre le graphe puis de re-monter à N (voir �gure 1).

M N

X

Fig. 1 � Exemple de hemin liant M et N .Notons M = (x1, y1) et N = (x2, y2), ave y1 ≥ f(x1) et y2 ≥ f(x2) puisque
M et N appartiennent à l'épigraphe. Construisons alors 3 hemins, tout d'abord γ1qui relie M au graphe de f :

γ1(s) = (x1 , y1 + s(f(x1) − y1)) pour s ∈ [0, 1],puis γ2 qui suit le graphe de f jusqu'à (x2, f(x2) :
γ2(s) = (x1 + s(x2 − x1) , f(x1 + s(x2 − x1))) pour s ∈ [0, 1],et γ3 le hemin qui remonte jusqu'à N :

γ3(s) = (x2 , f(x2) + s(y2 − f(x2)) pour s ∈ [0, 1].Il est lair que es trois hemins sont dans X et en omposant es trois hemins onréupère bien un hemin ontinu de M à N , il su�t de prendre :
γ(s) =





γ1(3s) si s ∈ [0, 1/3]
γ2(3(s − 1/3)) si s ∈ [1/3, 2/3]
γ3(3(s − 2/3)) si s ∈ [2/3, 1]Par onséquent, M et N sont bien reliés par le hemin γ. Comme les points M et

N étaient quelonques dans X, on a bien X onnexe par ars.Pour que l'épigraphe soit onvexe, une ondition néessaire est que f soit onvexe.En e�et, prenons M = (x1, f(x1)) et N = (x2, f(x2)) deux points de X. Si X estonvexe, on a tM + (1 − t)N ∈ X ou enore par dé�nition de X :
f(tx1 + (1 − t)x2) ≤ tf(x1) + (1 − t)f(x2).Et don f onvexe. 6



Dans l'autre sens, si f est onvexe, montrons que X l'est aussi (ondition su�-sante). Soit M = (x1, y1) et N = (x2, y2) deux points de X. Prenons un point dusegment [MN ] :
Z = tM + (1 − t)N = (tx1 + (1 − t)x2 , ty1 + (1 − t)y2)ave 0 ≤ t ≤ 1. Montrons que Z appartient à X :

f(tx1 + (1 − t)x2) ≤ tf(x1) + (1 − t)f(x2) ar f onvexe
≤ ty1 + (1 − t)y2 ar M, N ∈ X.Don Z ∈ X. Par onséquent, [MN ] ⊂ X et ainsi X onvexe.4) Notons G le graphe de la fontion t ∈]0,+∞[−→ sin

(
1
t

), 'est-à-dire l'ensembledes points de R
2 de la forme (voir �gure 2) :

G = {(t, sin

(
1

t

)
) ave 0 < t < +∞}.
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0
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0.4
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0.8

1

sin(1/t)

Fig. 2 � Le graphe de sin(1/t), ainsi qu'une suite de points de G onvergeant vers
(0, 1/2)Il est lair que G est onnexe par ars. En e�et, si l'on prend 2 points de G :
M = (t1, sin

(
1
t1

)
) et N = (t2, sin

(
1
t2

)
), on peut les relier dans G par un heminontinu qui suit la ourbe du graphe de M à N5.Pour voir si l'adhérene de G est onnexe par ars, montrons d'abord que G =

G∪ ({0}× [−1, 1]). Il est lair que {0}× [−1, 1] est dans l'adhérene de G. En e�et,5prendre par exemple γ(s) = (t1 + s(t2 − t1) , sin( 1
t1+s(t2−t1)

))7



pour y ∈ [−1, 1] on peut onstruire une suite de points de G qui onverge vers (0, y)(voir �gure 2)6Dans l'autre sens, si z = (x, y) est dans l'adhérene de G. Soit (zn)n ⊂ G(ave zn = (xn, yn)) tel que zn onverge vers z. Comme xn ∈ [0,∞[ fermé, on a
x ∈ [0,∞[. Si x > 0, alors z = (x, sin

(
1
x

)
∈ G. Si x = 0, alors omme yn ∈ [−1, 1]fermé, y ∈ [−1, 1] et don z ∈ {0}×[−1, 1]. Dans les deux as, z ∈ G∪({0}×[−1, 1]).Ainsi on a bien : G = G ∪ ({0} × [−1, 1]).Montrons alors que G n'est pas onnexe par ars. Prenons par exemple, lespoints M = (0, 1) et N = ( 2

π
, 1) appartenant à G et montrons que l'on ne peutpas relier es deux points par un hemin ontinu dans G. Raisonnons par l'absurde.Soit γ un hemin ontinu reliant M et N dans G. Comme γ ⊂ G, si on érit

γ(s) = (x(s), y(s)), on a :
y(s) = sin

(
1

x(s)

) si x(s) > 0.Prenons s0 ∈ [0, 1] l'instant où x(s) quitte dé�nitivement 0 'est-à-dire tel que
x(s0) = 0 et x(s) > 0 pour tout s > s0.7 On a alors pour tout s > s0 :

γ(s) =

(
x(s), sin(

1

x(s)
)

)ave x(s)
s→s+

0−→ 0. Or sin
(

1
x(s)

) ne onverge pas lorsque s → s+
0 ar la fontion

t → sin
(

1
t

) n'est pas ontinue en 0. Contradition : γ était supposé ontinu.Par onséquent, il ne peut exister de hemin ontinu liant M et N dans G, don Gest non onnexe par ars.Montrons en revanhe que G est bien enhaîné. Pour ela, prenons M, N ∈ Gainsi qu'un ε > 0 quelonque. Montrons que l'on peut onstruire une ε-haîne liant
M et N dans G. Disinguons 3 as :� Si M, N ∈ G, alors omme G est onnexe par ars, on peut onstruire une

ε-haîne liant M et N dans G et don dans G (voir 5).� Si M, N ∈ {0} × [−1, 1], omme [M,N ] ⊂ G, on peut là aussi failementonstruire une ε-haîne.� Si M ∈ {0} × [−1, 1] et N ∈ G, omme M ∈ G, il existe M ′ ∈ G tel que
d(M,M ′) < ε. De nouveau, omme M ′, N ∈ G et que G onnexe par ars ,on peut onstruire une ε-haîne M1, . . . ,Mn entre M ′ et N . On a alors que
M,M1, . . . ,Mn est une ε-haîne entre M et N .5) Dans E un espae vetoriel normé :6expliitement prendre : (tn, sin(1/tn)) ave tn = 1

arcsin(y)+2nπ
pour n ≥ 17pour extraire un tel s0, poser B = {s ∈ [0, 1] /x(s) = 0} et prendre sa borne supérieure qui estatteinte ar B ompat (fermé borné) non vide (0 ∈ B)8



· A onvexe ⇒ A étoilé :Prenons un point a de A quelonque. Comme A est onvexe, pour tout point b ∈ A,le segment [a, b] ⊂ A. Par onséquent A est étoilé par rapport à a.
· A étoilé ⇒ A onnexe par ars :Supposons que A est étoilé par rapport à a et prenons deux points quelonques xet y. On a alors [x, a] et [a, y] qui sont dans X. On peut don relier x et y par unhemin ontinu passant par a.
· A onnexe par ars ⇒ A bien enhainé :Prenons deux points quelonques x, y de A et ε > 0 lui aussi quelonque, et montronsque l'on peut onstruire un ε-haîne entre x et y. Comme A est onnexe par ars,il existe un hemin ontinu γ : [0, 1] −→ A reliant x et y. L'idée est alors desegmenter e hemin pour obtenir une ε-haîne. Or omme [0, 1] est ompat, γ estuniformement ontinu d'après le théorème de Heine. Don il existe δ > 0 tel que8 :

|b − a| < δ ⇒ ‖γ(b) − γ(a)‖ < ε.On déoupe alors [0, 1] en segment de taille δ et on pose xj = γ(jδ) (voir �gure 3)pour 0 ≤ j ≤
[

1
δ

]. Puis xn+1 = y. Il est alors lair que ‖xj+1 − xj‖ ≤ ε pour tout
0 ≤ j ≤ n + 1 ave x0 = x et xn = y. Ainsi (xj)0≤j≤n+1 est une ε-haîne entre x et
y.

1

N

A

0
M

γ

x1

δ

‖.‖ < ε

xn

Fig. 3 � Constrution d'une ε-haine liant M et N .
· A ompat et bien enhaîné ⇒ A onnexe :Pour montrer que A est onnexe, utilisons une des aratérisations d'un espaeonnexe à savoir si pour toute fontion ϕ ontinue telle que :

ϕ : A −→ Zon a ϕ onstante alors A est onnexe.Soit don ϕ : A −→ Z une fontion ontinue. Comme A est ompat, on a d'après8e δ dépend évidemment du ε que l'on a �xé9



le théorème de Heine qu'il existe δ > 0 tel que :
∀x, y ∈ A / d(x, y) < δ ⇒ |ϕ(y) − ϕ(x)| <

1

2
.Prenons un point quelonque x∗ ∈ A et montrons que ϕ est onstante égale à ϕ(x∗).Soit y ∈ A un autre point. Comme A est bien enhaîné, il existe une δ-haîne liant

x∗ à y, 'est-à-dire qu'il existe x0, . . . , xn tel que x0 = x∗, xn = y et
d(xj , xj+1) < δ , pour tout 0 ≤ j ≤ n − 1.Mais alors |ϕ(xj+1) − ϕ(xj)| < 1

2 et don ϕ(xj) = ϕ(xj+1) puisque ϕ est à valeursdans Z. Par une réurrene immédiate, on a don : ϕ(x0) = ϕ(xn) et don ϕ(x∗) =
ϕ(y). Comme y ∈ A était quelonque, on a bien ϕ = ϕ(x∗) et don ϕ onstante.Ainsi A est onnexe.6) a/ L'ensemble C est en fait onvexe (don en partiulier onnexe par ars) :soient M = (x1, y1) et N = (x2, y2) deux points de C, don y1 > x1 et y2 > x2.Pour tout 0 ≤ t ≤ 1, on a : tM + (1 − t)N ∈ C ar :

ty1 + (1 − t)y2 > tx1 + (1 − t)x2.Ainsi [M,N ] ⊂ C.Soit (x, y) ∈ C, par onséquent y > x et don x 6= y. Par injetivité de f , on a alors
f(x) 6= f(y) et ainsi g(x, y) 6= 0. Don g ne s'annule pas sur C.b/ Pour montrer que f est stritement monotone, montrons que C est de signeonstant sur C. Raisonnons par l'absurde : il existe M,N ∈ C tel que g(M) < 0 et
g(N) > 0. Comme C est onnexe par ar, il existe un hemin ontinu γ liant M et
N dans C. On a alors :

g(γ(0)) < 0 et g(γ(1)) > 0.Comme g◦γ est ontinue omme omposé d'appliation, il existe d'après le théorèmedes valeurs intermédiaires s ∈]0, 1[ tel que g(γ(s)) = 0. Contradition : g ne s'annulepas sur C.Par onséquent g est de signe onstant sur C, supposons par exemple que g estpositive9. Ainsi pour tout x < y de I, on a g(x, y) > 0 'est-à-dire f(y) > f(x). Paronséquent f est stritement roissante.Ainsi pour tout ouvert de la forme ]a, b[, on a f(]a, b[) =]f(a), f(b)[. Mais ommeertains l'ont remarqué, ei ne su�t pas à montrer que f est ouverte ar si I = [0, 1[par exemple, on a : [0, 1[ ouvert de I et f([0, 1[) = [f(0), f(1)[ qui n'est pas un ouvertde R. Il faut don au hoix préiser que :� f ouverte de o

I dans R� ou f ouverte de I sur son image.9le as g négative est similaire, on obtient f striement déroissante10



Appendie
• Pour la question II.3), une autre méthode pour relier deux points de l'épi-graphe M et N onsiste à onstruire un hemin passant �au-dessus� du graphe de

f allant de M à N (voir �gure 4).
X

M N

Fig. 4 � Un autre hemin liant M et N .De façon expliite, posons M = (x1, y1) et N = (x2, y2). Soit m le maximum de fsur [x1, x2]
10. On onstruit alors un hemin reliant M à N en trois temps de façonanalogue à la première onstrution :

γ(s) =





(x1 , y1 + 3s(m − y1)) si s ∈ [0, 1/3]
(x1 + (3s − 1)(x2 − x1) , m) si s ∈ [1/3, 2/3]
(x1 , m + (3s − 2)(y2 − m)) si s ∈ [2/3, 1]

• Pour la question II.5.), on peut montrer plus à savoir que dans un espaemétrique E un ensemble onnexe est bien enhaîné. Pour le démontrer, appelons
A l'ensemble onnexe, on se �xe un ε > 0 quelonque et on prend un point x ∈ Aquelonque lui aussi (si A est vide il n'y a rien à démontrer). On doit montrer quel'on peut relier x à n'importe quel point de A par une ε-haîne. Pour le montrer, onintroduit l'ensemble Aε :

Aε = {y ∈ A/ il existe une ε − haîne reliant x à y}.Il est lair que Aε est non vide puisque x ∈ Aε. Montrons que Aε est ouvert. Soit
y ∈ Aε et (xi)0≤i≤n la ε-haîne joignant x à y. Il est lair que la boule B(y, ε/2)appartient enore à Aε. En e�et si on prend un point y′ ∈ B(y, ε/2), il existe bienune ε-haîne reliant x à y′, il su�t pour ela de ompléter (xi)0≤i≤n ave xn+1 = y′(d(xn, xn+1) = d(y, y′) < ε). Par onséquent l'ensemble Aε est ouvert.Montrons que Aε est fermé. Soit (yn)n une suite de Aε onvergeant vers y, il nousfaut montrer que y ∈ Aε. Comme yn −→ y, il existe N tel que

n ≥ N ⇒ d(yn, y) < ε/2.10f est ontinue et [x1, x2] ompat don m = sup[x1,x2] f = max[x1,x2] f < ∞11



Comme yN ∈ Aε, il existe une ε-haîne reliant x à yN , notée (xi)0≤i≤n. On omplètealors ette ε-haîne par xn+1 = y et l'on a bien relié x à y par une ε-haîne11 don
y ∈ Aε. Par onséquent, Aε fermé.L'ensemble Aε étant non vide ouvert et fermé dans A onnexe, on a que Aε = A.Par onséquent tout point de A peut être relier ave x par une ε-haîne. Le point xet ε > 0 étant quelonques, on a bien montré que A est bien-enhaîné.

11ii enore, on a : d(xn, xn+1) = d(yN , y) < ε12


