Correction du devoir de Topologie

1 Projection stéréographique

0) Sur le plan F, on considére la topologie trace, c’est-a-dire que les ouverts sont
les ensembles de la forme O N E ou O est un ouvert de R3.
Pour montrer que E et R? sont homéomorphes, regardons I'application :

p E — R?
(1131,132,0) — (1171,132)

Il s’agit d’une projection de R? sur R? restreinte au plan E. Il est clair que p est
une bijection de E sur R2.

Montrons qu'elle est continue. Soit Oy un ouvert de R, on a : p~1(0s) =
Oy x {0}, ce qui peut encore s’écrire p~1(Oy) = (Oy x R) N E. Par conséquent,
p~1(O2) est un ouvert de E.

Montrons que son inverse p~ " est continue. Soit @1 un ouvert de F, il s’écrit par
définition : O1 = ONE avec O ouvert de R?. On a alors p(O1) qui est la projection
de O sur R?, par conséquent (propriété des projections) c’est un ouvert de R2,

1

1) Prenons un point z appartenant a la spheére différent de p. La droite joignant x
a p s’écrit :
0 Tl
Dt)y=p+tlx—p)=1 0 |+t T9
1 r3 — 1
On cherche le point de D qui coupe le plan F, c’est-a-dire que ’on cherche % tel
que Ds3(tp) = 0. Or :

1

Dg(to):0:>1+t0(l‘3—1):0:>t0:— .
:Eg—l

Le point d’intersection s’écrit alors :

I T2 T
h(z)=|{ — ,— ,0 .
( ) < T3 — 1 xr3 — 1 )
Inversement, si 'on part d'un point y = (y1,y2,0) du plan E, la droite joignant p

a y s’écrit de nouveau : D*(t) = p+ t(y — p). On cherche le point que intersecte la
spheére, c’est-a-dire que ’on cherche ¢, tel que :

ID*(t)* =1,




ce qui s’écrit :
(t*y1)2 + (t*y2)2 + (1 - t*)2 =
= ity +1) -2t = 0.

Donc t, =0 ou t, = §2+_g2;2ﬂ La solution t, = 0 correspond au point d’intersection
1 2
p, il nous faut prendre 'autre solution, c’est-a-dire poser :

1 0 9 Y1 1 2y1
=10+ | © |=5—— 2y

(On peut vérifier que h=!(y) est bien de norme 1)

Pour trouver les points invariants, il faut trouver les x tels que : h(z) = x.
Ceci implique que z3 = 0. Il est facile de voir que cette condition nécessaire est
aussi suffisante. Un point invariant s’écrit donc : x = (x1,x2,0). Ce sont les points
d’intersection du plan et de la sphére.

Pour montrer que S?\{p} est homéomorphe a R?, on regarde I'application com-
posée :
S\ {p} - B 2 R,
On a déja vu que p était un homéomorphisme. Comme h est une bijection (on a
construit A~!) continue (c’est la restriction d’une fonction continue sur R3\{p})

d’inverse continue on a aussi A homéomorphisme. Par composition de p et h, on a
donc S?\{p} et R? homéomorphes.

Montrons par I'absurde qu’il ne peut exister d’homéomorphisme entre S? et
R2. Supposons qu’il existe f : S? — R? homéomorphisme, en particulier f est
surjective et continue. Or S? est un compact de R3 car il est fermé et borné dans
R3. Par conséquent, S? est aussi un compact pour la topologie trace sur S2. Ainsi
on aurait : R? = f(S?) compact car f continue. Mais R? n’est pas compact pour sa
topologie naturelle, un tel f ne peut donc exister.

2) Montrons que (R2, 7) est un espace topologique :
-0, R2eT,
- soient O et Oy deux éléments de 7, montrons que leur intersection est encore
dans 7. Pour cela distinguons trois cas :
— si O et Oy sont des ouverts de R? alors naturellement leur réunion est
encore un ouvert de R? et donc un élément de 7.
— 51 01 = {0} UKY et Oy = {o0} U K¥ alors :

O1NOy = {0} U(KYNKS) = {00} U (K UKy)E.

Or l'union finie de compact est encore compact donc on a bien un élément
de 7.



— si O ouvert de R? et Oy = {0} U K§ :
Olﬂ(’)g:(Olﬁ{oo})u(Olﬁch):Olﬁch.

Or K est un fermé de R? donc K¢ est un ouvert. Ainsi O; N K est un
ouvert de R? et donc un élément de 7.
Par conséquent pour tout O, Os € 7, on a bien O1 N Oy € 7.

- 801t (O )rer une suite de 7, il faut montrer que la réunion appartient encore
a 7. Siles Oy ne sont que des ouverts de R?, alors la réunion est bien un
ouvert de R? et donc un élément de 7. Dans le cas contraire, regroupons les
éléments de la suite en deux en écrivant :

Jow=Joiu o,

kel i€l j€l2

ol O; est un ouvert de R? pour i € I et O; = {oo}UKJC avec K compact de
R? pour j € I . On sait que la réunion d’ouverts de R? est encore un ouvert,
donc Og = U,er, O; ouvert de R2. Pour lautre réunion :

Uo, = U ({etuKy) ={ctu | K

JEI> Jjel2 Jjel2
= {oo}U([) K)°
JEl2
= {}UKY,

avec Ko = Njer, K; compact comme intersection de compacts. On a donc :

U(Qk = Oy U{x} UKY.
kel

Pour finir, on écrit :

U Or = {0} U (OF N Ko)©
kel

qui est bien un élément de 7 car (’)g N Ky est un compact de R? comme
intersection d’un fermé et d’'un compact. o
Par conséquent la famille 7 est bien une topologie sur R2,

Montrons que R? est compact pour cette topologie.

- Montrons tout d’abord que I’espace est séparé. Soit = et y deux points de R2
distincts. Si x et y appartiennent a R?, alors comme R? est séparé pour sa topologie
naturelle il existe deux voisinages séparant = et y'. Sinon on a forcément = € R? et
y = {oo} (ou inversement x = {oco} et y € R?). Dans ce cas posons V, = B(z,1)

!prendre par exemple comme voisinage B(z, ||y — z||/3) et B(y,|ly — z||/3)



voisinage compact de x. On a alors Vs, = {00} UV.,C voisinage de {oo} avec de plus :
Ve N Vs = 0. Donc V, et Vi, sont bien deux voisinages séparant x et {oo}.
Par conséquent R? est séparé pour cette topologie.

- Prenons ensuite une famille d’ouverts (O)ger qui recouvre R? ;

@ C U Ok,
kel

et montrons que 'on peut extraire une sous-famille finie de (Oy)rer qui recouvre
R2.
Comme la famille (Oy)res recouvre R2, il existe en particulier un k, tel que {oo} €
O.. Donc Oy, s'écrit Oy, = {00} UK. Par conséquent Oy, recouvre tout R2 sauf
K,. Ainsi :
K, C U Oy.
kel, k#k,

Comme K, est compact?, on peut extraire une sous-famille finie de ce recouvrement
telle que :
K, C U Oy,
k1,ka, - kn
Ainsi :
R2 C U Oki U O, .
kl ’k27,,, 7k7n

Comme la famille d’ouverts (O )res était quelconque, on a bien R2? compact.

Pour montrer que S2 et R2 sont homéomorphes, on étend application h:

h : 8% — R?
N {h(:n) six#p

%) six=0p

L’application h est clairement une bijection. Pour montrer que h est un homéomor-
phisme, montrons d’abord que h est continue :
- Soit O un ouvert de R2. Si O est un ouvert de R? alors comme h est un

homéomorphisme, h=1(0) = h71(O) est un ouvert de S?\{p} et donc de S2. Si
O = {0} UKC, alors :

E_l({oo} UKY) = ﬁ_l(@\K) = E_l(@)\ﬁ_l(K) car h bijection
SH\hHK).

Comme h~!(K) est un fermé, on a bien h™(O) ouvert?.

20n peut vérifier facilement qu'un compact de R? est encore compact pour la topologie sur R?
%Si O ouvert et F ferme, O\F = O N F° ouvert



- Dans I'autre sens, montrons que hL est continue. Soit O un ouvert de S2. Si
p ¢ O, h(O) = h(O) ouvert de R? et donc de R2. Sip € O :

h(O) = h(S\OY) = h(S*)\h(O°) car h bijection
R2\h(O%).

Comme h(O%) est un fermé de R? (et donc de R?), on a bien h(O) ouvert de RZ.

On a donc démontré que h est un homéomorphisme.

On peut alors démontrer grace & ’homéomorphisme h que R? est compact. En
effet, S? est compact (fermé et borné de R? donc compact de R? et par conséquent
compact pour la topologie trace) et comme R2 = h(SQ) avec h continue, on a R2
compact.

2 Connexité par arcs

1) Dans R?, exemples d’ensembles :
a) étoilé et non convexe
b) connexe par arcs et non étoilé
c¢) bien enchainé et non connexe par arcs : on a privé la boule (ouverte ou fermée)
du segment médian, on ne peut donc relier deux points des deux hémispheéres
par une courbe continue, mais on peut le faire par une e-chaine.

9 A b) o)
0 U &
\ty/

2) Dans R, les parties connexes par arcs sont les intervalles :

— Soit I un intervalle de R. Prenons deux points a, b € I. Comme [ intervalle,
le segment [a, b] est contenu dans I, on peut donc relier a et b par un chemin
continu*. On a donc bien I connexe par arcs.

— Soit I un ensemble connexe par arcs de R, montrons que I est un intervalle.
Soit a < b € I et ¢ tel que a < ¢ < b. Il nous faut montrer que ¢ € I. Comme
I est connexe par arcs, il existe v continu reliant a et b. Or par le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe s € [0, 1] tel que v(s) = ¢. Comme ~ est
contenu dans I, on a ¢ € I. Et donc I intervalle.

“si on veut étre plus explicite, prendre v(s) = a 4+ s(b —a) pour 0 < s < 1



3) Pour montrer que I’épigraphe X de f est connexe par arcs, prenons deux points
M, N de X et montrons que I’on peut les relier par un chemin. L’idée de la construc-
tion est de descendre de M jusqu’au graphe de f, de suivre le graphe puis de re-
monter a N (voir figure 1).

FiG. 1 — Exemple de chemin liant M et N.

Notons M = (z1,y1) et N = (x2,y2), avec y1 > f(x1) et yo > f(x2) puisque
M et N appartiennent a I’épigraphe. Construisons alors 3 chemins, tout d’abord v,
qui relie M au graphe de f :

Y1(s) = (z1, y1 + s(f(21) — 1)) pour s € [0,1],
puis v, qui suit le graphe de f jusqu’a (z2, f(x2) :
Y2(s) = (z1 + s(x2 — 21), f(@1+ s(zz — 21))) pour s € [0,1],
et 3 le chemin qui remonte jusqu’a N :
73(s) = (w2, f(w2) + s(y2 — f(22)) pour s € [0, 1].

Il est clair que ces trois chemins sont dans X et en composant ces trois chemins on
récupére bien un chemin continu de M & N, il suffit de prendre :

~1(3s) si s €[0,1/3]
Y(s) =9 7@B(s—1/3)) sise[l/3,2/3]
v3(3(s —2/3)) sise[2/3,1]

Par conséquent, M et N sont bien reliés par le chemin ~. Comme les points M et
N étaient quelconques dans X, on a bien X connexe par arcs.

Pour que I’épigraphe soit convexe, une condition nécessaire est que f soit convexe.
En effet, prenons M = (z1, f(z1)) et N = (z2, f(22)) deux points de X. Si X est
convexe, on a tM + (1 —t)N € X ou encore par définition de X :

fltry 4+ (1 —t)wg) <tf(zr) + (1 —1t)f(22).

Et donc f convexe.



Dans l'autre sens, si f est convexe, montrons que X l'est aussi (condition suffi-
sante). Soit M = (z1,y1) et N = (x2,y2) deux points de X. Prenons un point du
segment [MN] :

Z = tM+ (1 —t)N = (tzg 4+ (1 — t)zg, ty1 + (1 — t)ya)
avec 0 <t < 1. Montrons que Z appartient a X :

ftxr 4+ (1 —t)z) tf(z1) + (1 —t)f(z2) car f convexe

<
< ty1+(1—t)ys car M, N € X.

Donc Z € X. Par conséquent, [MN] C X et ainsi X convexe.

4) Notons G le graphe de la fonction ¢ €]0, +00[— sin (%), c’est-a-dire ’ensemble
des points de R? de la forme (voir figure 2) :

G = {(t,sin <%>) avec 0 < t < 400},

0.8
0.6
0.4

0.2

=)

I I I I I I I I I ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 2 — Le graphe de sin(1/t), ainsi qu’une suite de points de G convergeant vers
(0,1/2)

Il est clair que G est connexe par arcs. En effet, si I’on prend 2 points de G :

M = (t1,sin <%>) et N = (tg,sin (%)), on peut les relier dans G par un chemin

continu qui suit la courbe du graphe de M a N°. N
Pour voir si I'adhérence de G est connexe par arcs, montrons d’abord que G =
GU ({0} x [-1,1]). Il est clair que {0} x [—1,1] est dans ’adhérence de G. En effet,

Sprendre par exemple v(s) = (t1 + s(t2 — t1), sin(m))



pour y € [—1,1] on peut construire une suite de points de G qui converge vers (0, y)
(voir figure 2)°
Dans lautre sens, si z = (z,y) est dans l'adhérence de G. Soit (z,), C G
(avec z, = (xn,yn)) tel que z, converge vers z. Comme z, € [0,00[ fermeé, on a
z € [0,00[. Si x>0, alors z = (z,sin (1) € G. Si z = 0, alors comme y,, € [—1,1]
ferme, y € [—1,1] et donc z € {0} x[—1, 1]. Dans les deux cas, z € GU({0} x [-1, 1]).
Ainsi on a bien : G = G U ({0} x [-1,1]).

Montrons alors que G n’est pas connexe par arcs. Prenons par exemple, les
points M = (0,1) et N = (%, 1) appartenant & G et montrons que ’on ne peut
pas relier ces deux points par un chemin continu dans G. Raisonnons par ’absurde.
Soit 7 un chemin continu reliant M et N dans G. Comme v C G, si on écrit

(s) = (2(s),y(s)), on a

y(s) = sin ( > si z(s) > 0.

1
x(s)
Prenons sp € [0,1] l'instant ou z(s) quitte définitivement 0 c’est-a-dire tel que
z(s9) = 0 et 2(s) > 0 pour tout s > s9.” On a alors pour tout s > sq :

() = (s(9).5in( )

+
S§— 8 . .
avec z(s) — 0. Or sin <$) ne converge pas lorsque s — si car la fonction

t — sin (%) n’est pas continue en 0. Contradiction : v était supposé continu.
Par conséquent, il ne peut exister de chemin continu liant M et N dans G, donc G

est non connexe par arcs.

Montrons en revanche que G est bien enchainé. Pour cela, prenons M, N € G
ainsi qu'un € > 0 quelconque. Montrons que ’on peut construire une e-chaine liant
M et N dans G. Disinguons 3 cas :

- Si M, N € G, alors comme G est connexe par arcs, on peut construire une

e-chaine liant M et N dans G et donc dans G (voir 5c).

— Si M, N € {0} x [~1,1], comme [M,N] C G, on peut la aussi facilement

construire une e-chaine.

~Si M € {0} x [-1,1] et N € G, comme M € G, il existe M’ € G tel que

d(M,M') < e. De nouveau, comme M', N € G et que G connexe par arcs ,
on peut construire une e-chaine M, ..., M, entre M’ et N. On a alors que
M, My, ..., M, est une e-chaine entre M et N.

5) Dans F un espace vectoriel normé :

Sexplicitement prendre : (t,,sin(1/t,)) avec t, = pour n > 1

1
arcsin(y)+2nm

"pour extraire un tel so, poser B = {s € [0,1] /x(s) = 0} et prendre sa borne supérieure qui est
atteinte car B compact (fermé borné) non vide (0 € B)



- A convexe = A étoilé :
Prenons un point a de A quelconque. Comme A est convexe, pour tout point b € A,
le segment [a,b] C A. Par conséquent A est étoilé par rapport a a.

- A étoilé = A connexe par arcs :
Supposons que A est étoilé par rapport & a et prenons deux points quelconques x
et y. On a alors [z,a] et [a,y] qui sont dans X. On peut donc relier x et y par un
chemin continu passant par a.

- A connexe par arcs = A bien enchainé :
Prenons deux points quelconques z,y de A et € > 0 lui aussi quelconque, et montrons
que 'on peut construire un e-chaine entre z et y. Comme A est connexe par arcs,
il existe un chemin continu v : [0,1] — A reliant x et y. L’idée est alors de
segmenter ce chemin pour obtenir une e-chaine. Or comme [0, 1] est compact, v est
uniformement continu d’aprés le théoréme de Heine. Donc il existe § > 0 tel que® :

b—af <& = [v(b) —(a)] <e.

On découpe alors [0, 1] en segment de taille § et on pose x; = v(j6) (voir figure 3)
pour 0 < j < [%] Puis z,11 = y. Il est alors clair que ||z — z;|| < € pour tout

0<j<n+1avec zg=x et x, =y. Ainsi (;)o<j<ns1 est une e-chaine entre x et
1.

F1G. 3 — Construction d’une e-chaine liant M et N.

- A compact et bien enchainé = A connexe :
Pour montrer que A est connexe, utilisons une des caractérisations d’un espace
connexe 3 savoir si pour toute fonction ¢ continue telle que :

p:A—7Z

on a ¢ constante alors A est connexe.
Soit donc ¢ : A — Z une fonction continue. Comme A est compact, on a d’aprés

8ce § dépend évidemment du & que Pon a fixé



le théoréme de Heine qu’il existe 6 > 0 tel que :
1
Va,y e A/ d(z,y) <5=lpy) —¢(@)] < 5.

Prenons un point quelconque z, € A et montrons que ¢ est constante égale & ¢(xy).
Soit y € A un autre point. Comme A est bien enchaing, il existe une §-chaine liant
T4 &y, c’est-a-dire qu’il existe xg, ..., z, tel que xg = z, x, =y et

d(zj,zj41) <6, pour tout 0 <j<n—1.

Mais alors [p(zj41) — @(z;)| < & et donc ¢(z;) = @(2;41) puisque ¢ est & valeurs
dans Z. Par une récurrence immédiate, on a donc : p(xg) = ¢(z,) et donc p(x,) =
©(y). Comme y € A était quelconque, on a bien ¢ = ¢(x,) et donc ¢ constante.
Ainsi A est connexe.

6) a/ L’ensemble C est en fait convexe (donc en particulier connexe par arcs) :
soient M = (z1,y1) et N = (x2,y2) deux points de C, donc y; > x1 et yo > xo.
Pour tout 0 <t <1,ona:tM+ (1 —t)N € C car:

ty1 + (1 — t)yg >ty + (1 — t):l?g.

Ainsi [M,N] C C.
Soit (z,y) € C, par conséquent y > x et donc x # y. Par injectivité de f, on a alors
f(x) # f(y) et ainsi g(z,y) # 0. Donc g ne s’annule pas sur C.

b/ Pour montrer que f est strictement monotone, montrons que C' est de signe
constant sur C'. Raisonnons par I’absurde : il existe M, N € C tel que g(M) < 0 et
g(N) > 0. Comme C' est connexe par arc, il existe un chemin continu v liant M et
N dans C'. On a alors :

9(7(0)) <0 et g(»(1)) > 0.

Comme go~y est continue comme composé d’application, il existe d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires s €]0, 1] tel que g(y(s)) = 0. Contradiction : g ne s’annule
pas sur C'.

Par conséquent g est de signe constant sur C, supposons par exemple que g est
positive’. Ainsi pour tout z < y de I, on a g(x,y) > 0 c’est-a-dire f(y) > f(x). Par
conséquent f est strictement croissante.

Ainsi pour tout ouvert de la forme |a, b[, on a f(]a, b]) =]f(a), f(b)[. Mais comme
certains I’ont remarqué, ceci ne suffit pas & montrer que f est ouverte car si I = [0, 1]
par exemple, on a : [0, 1[ ouvert de I et f([0,1]) = [f(0), f(1)] qui n’est pas un ouvert
de R. Il faut donc au choix préciser que :

o
— f ouverte de J dans R
— ou f ouverte de I sur son image.

%le cas g négative est similaire, on obtient f stricement décroissante
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Appendice

e Pour la question I1.3), une autre méthode pour relier deux points de ’épi-
graphe M et N counsiste a construire un chemin passant “au-dessus” du graphe de
f allant de M a N (voir figure 4).

Fi1G. 4 — Un autre chemin liant M et N.

De fagon explicite, posons M = (z1,y1) et N = (22,y2). Soit m le maximum de f
sur [z1,72]'%. On construit alors un chemin reliant M a N en trois temps de fagon
analogue a la premiére construction :

(z1, y1 +3s(m — 1)) si s €[0,1/3]
v(s) =1 (r1+ Bs—1)(wg —x1), m) sise[l1/3,2/3]
(x1, m+ (3s—=2)(yo —m)) sisel2/3,1]

e Pour la question IL.5.c), on peut montrer plus a savoir que dans un espace
meétrique E un ensemble connexe est bien enchainé. Pour le démontrer, appelons
A l'ensemble connexe, on se fixe un € > 0 quelconque et on prend un point € A
quelconque lui aussi (si A est vide il n'y a rien a démontrer). On doit montrer que
I'on peut relier x & n’importe quel point de A par une e-chaine. Pour le montrer, on
introduit ’ensemble A, :

A, ={y € A/ il existe une € — chaine reliant x a y}.

Il est clair que A. est non vide puisque = € A.. Montrons que A, est ouvert. Soit
y € Ac et (z7)o<i<n la e-chaine joignant x a y. Il est clair que la boule B(y,e/2)
appartient encore & A.. En effet si on prend un point ¢y € B(y,e/2), il existe bien
une e-chaine reliant = a ¢/, il suffit pour cela de compléter (x;)o<i<pn avec Typq1 =y
(d(zp,xn11) = d(y,y') < €). Par conséquent I'ensemble A, est ouvert.

Montrons que A. est fermé. Soit (y, ), une suite de A, convergeant vers y, il nous
faut montrer que y € A.. Comme y, — vy, il existe N tel que

n>N = d(y,,y) <e/2.

10 f est continue et [21, 2] compact donc m = SUP[gy ,2p) f = MaX[z; 2p] [ < 00
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Comme yy € A, il existe une e-chaine reliant z a yu, notée (x;)o<i<n. On compléte
alors cette e-chaine par ,4+1 = v et I'on a bien relié x & y par une e-chaine!! donc
y € Ae. Par conséquent, A, fermé.

L’ensemble A. étant non vide ouvert et fermé dans A connexe, on a que A, = A.
Par conséquent tout point de A peut étre relier avec x par une e-chaine. Le point x
et € > 0 étant quelconques, on a bien montré que A est bien-enchainé.

Hici encore, on a : d(xn, Tni1) = d(yn,y) < €

12



