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PROBLÈME DE TOPOLOGIE

On noteR l’ensembleR ∪ {−∞, +∞} muni de sa topologie usuelle : un voisinage dex ∈ R
est une partie deR contenenant un intervalle ouvert centré enx, un voisinage de+∞ (resp.
−∞) est une partie deR contenenant un ensemble de la forme]a, +∞] (resp[−∞, a[) avec
a ∈ R. On rapelle qu’une suite(xn)n∈N dansR converge versx ∈ R si tout voisinageV
contient tous lesxn à partir d’un certain rang. On rappelle aussi qu’une base de voisinages de
x est une familleB de voisinages dex telle que tout voisinage dex contienne unB ∈ B.

Étant donńee uns suite(xn)n∈N à valeurs dans un ensembleX, on appelle sous-suite de
la suite(xn)n∈N (ou suite extraite) une suite de la forme(xϕ(n))n∈N où ϕ : N → N est une
application strictement croissante : pour tous entiersm < n, on aϕ(m) < ϕ(n). Soit(xn)n∈N
une suite dansR. On note adh(xn)n∈N l’ensemble deśelémentsx ∈ R tels qu’il existe une
sous-suite(xϕ(n))n∈N qui converge versx

Questions pŕeliminaires.

a) Soitϕ : N → N strictement croissante. Montrer queϕ(n) ≥ n pour toutn ∈ N. En
déduire quelimn→∞ ϕ(n) = +∞.

b) Soitϕ : N → N telle quelimn→∞ ϕ(n) = +∞, soit(xn)n∈N une suitèa valeurs dansR,
et soitx = limn→∞ xϕ(n). Montrer quex ∈ adh(xn)n∈N.

c) SoitA une partie non vide deR. Montrer queM := sup A (resp.m = inf A) appartient
àA

1) a) Pourx ∈ R, construire une base dénombrable et d́ecroissante de voisinages(Vp)p∈N de
x (on distinguera les casx ∈ R etx ∈ {−∞, +∞}).

b) Montrer, en utilisant le Th́eor̀eme de Bolzano-Weierstrass que adh(xn)n∈N est non vide.

c) Montrer que six ∈ adh(xn)n∈N, alors, pour tout voisinageV dex, l’ensemble

{p ∈ N : xp ∈ V }

est infini.

d) Réciproquement, on suppose que pour tout voisinageV dex, l’ensemble

{p ∈ N : xp ∈ V }

est infini. Montrer qu’il existen1 ∈ N tel quexn1 ∈ V1, on poseϕ(1) = n1. Construire par
récurrence une sous-suite(xϕ(p))p∈N telle quexϕ(p) ∈ Vp pour toutn ∈ N. En d́eduire que
x = limp→∞ xϕ(p) et quex ∈ adh(xn)n∈N.

On pourra utiliser dans la suite quex ∈ adh(xn)n∈N si et seulement si, pour tout voisinageV
dex, l’ensemble{p ∈ N : xp ∈ V } est infini.

2) a) Soitx = limn→∞ xϕ(n) un élément de adh(xn)n∈N. Montrer que

x ∈
⋂
p∈N

{xn : n ≥ p}.
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b) Réciproquement, soitx ∈
⋂

p∈N {xn : n ≥ p} et soit(Vn)n∈N une base d́enombrable de
voisinages dex. Montrer que, pour toutn ∈ N, l’ensemble

{p ∈ N : xp ∈ Vn}

est infini. En d́eduire quex ∈ adh(xn)n∈N (utiliser1), d)), que

adh(xn)n∈N =
⋂
p∈N

{xn : n ≥ p}, (1)

et que adh(xn)n∈N est ferḿe.

3) On pose, pour toutp ∈ N, yp = supn≥p xn et zp = infn≥p xn.

a) Montrer que(yp)p∈N est d́ecroissante, que(zp)p∈N est croissante et quezp ≤ xp ≤ yp

pour toutp ∈ N.

b) On pose
lim sup

n→∞
xn = inf

p∈N
yp = inf

p∈N
sup
n≥p

xn ∈ R,

et
lim inf
n→∞

xn = sup
p∈N

zp = sup
p∈N

inf
n≥p

xn ∈ R.

Dire pourquoilim supn→∞ xn = limp→∞ yp et lim infn→∞ xn = limp→∞ zp. Montrer que

lim sup
n→∞

xn ∈ adh(xn)n∈N et quelim inf
n→∞

xn ∈ adh(xn)n∈N

(on pourra utiliser la question préliminaire et utiliser (1)).

c) Montrer que
adh(xn)n∈N ⊂ [lim inf

n→∞
xn, lim sup

n→∞
xn].

En d́eduire quelim supn→∞ xn (resp. lim infn→∞ xn) est la plus grande (resp. petite) limite
d’une sous-suite convergente de(xn)n∈N.

4) a) On suppose que la suite(xn)n∈N à valeurs dansR converge versx ∈ R. Montrer que

lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn = x. (2)

b) Soitx ∈ R tel que (2) a lieu. Montrer alors que la suite(xn)n∈N converge versx.

5) Soient(xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites̀a valeurs dansR.

a) Montrer quexn ≤ yn implique

lim sup
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

yn et lim inf
n→∞

xn ≤ lim inf
n→∞

yn.

On suppose que la sommexn + yn est possible pour toutn.

b) Montrer que
lim inf
n→∞

(xn + yn) ≥ lim inf
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn

dès que la somme a un sens dans le membre de droite. Donner un exemple où il y a inégalit́e
stricte. Que peut-on dire pourlim supn→∞(xn + yn) ?

c) On suppose que la suite(yn)n∈N converge. Montrer que

lim inf
n→∞

(xn + yn) = lim inf
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

dès que la somme a un sens dans le membre de droite.

Question subsidiaire.Calculerlim supn→∞ xn pourxn = cos(n).
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