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Licence de Mathematiques Fondamentales
PROBLEME DE TOPOLOGIE

On noteR I'ensembleR U {—oo, +0o} muni de sa topologie usuelle : un voisinagexde R
est une partie d® contenenant un intervalle ouvert céngnz, un voisinage de-oo (resp.
—o0) est une partie d& contenenant un ensemble de la forjagt-oo] (resp[—oo, af) avec
a € R. On rapelle qu'une suitér,),cy dansR converge vers: € R si tout voisinagel’
contient tous les;, a partir d’'un certain rang. On rappelle aussi qu’une base de voisinages de

x est une familleB de voisinages de telle que tout voisinage decontienne umB € B.

Etant donge uns Suitéx,, ),y & valeurs dans un ensembig on appelle sous-suite de
la suite(x,),en (OU suite extraite) une suite de la forre,,))n,eny OU ¢ : N — N est une
application strictement croissante : pour tous entiers n, on ap(m) < ¢(n). Soit(z,)nen
une suite dan®. On note adliz,),cy 'ensemble de€lementsr € R tels qu'il existe une
SOUS-SUItEZ () )nen QUi CONVErge vers

Questions peliminaires.

a) Soity : N — N strictement croissante. Montrer quén) > n pour toutn € N. En
déduire qudim,, ., ¢(n) = +o0.

b) Soity : N — N telle quelim,, ., ¢(n) = 400, SOit(z,,),cy UNE suited valeurs dang,
et soitz = lim,, .o Ty (,). Montrer quer € adh(z,),en.

c) Soit A une partie non vide d&. Montrer quelM := sup A (resp.m = inf A) appartient

A
1) a) Pourz € R, construire une baseéédombrable et&croissante de voisinagég,),«y de
x (on distinguera les cas€ R etx € {—o00, +00}).

m/

b) Montrer, en utilisant le Tloeme de Bolzano-Weierstrass que &dh),,y est non vide.
c¢) Montrer que sic € adh(z,, ).y, alors, pour tout voisinagé dex, 'ensemble

{peN:z, eV}
est infini.
d) Réciproquement, on suppose que pour tout voisinage z, 'ensemble
{peN:z,eV}

est infini. Montrer gu’il existen; € N tel quez,,, € V4, on posep(1) = n;. Construire par
récurrence une sous-suite,,) ) telle quex,,, € V, pour toutn € N. En céduire que
r = lim, o T,y €t quer € adh(z,,)pen.

On pourra utiliser dans la suite que € adh(z,,),cn Si et seulement si, pour tout voisinage
dez, 'ensemble{p € N : z, € V'} estinfini.

2) a) Soitr = lim, .. Ty(n) UN€leément de adfw,),cn. Montrer que

xeﬂ{xn:an}.

peEN



b) Réciproquement, soit € ﬂpeN {z, : n > p} etsoit(V,),en Une base @nhombrable de

voisinages de.. Montrer que, pour tout € N, 'ensemble
{peN:z,eV,}
est infini. En @duire quer € adh(z,).cn (utiliser 1), d)), que
adh(z,)ues = () Ton 7 = 41, ®
peN

et que adljz,),cn est ferne.
3) On pose, pour toyi € N, y, = sup,,»,, T, €tz, = inf,>, z,.

a) Montrer que(y,),en €St decroissante, quéz,),en €st croissante et qug < z, < y,
pour toutp € N.

b) On pose

limsup z,, = inf y, = inf supz,, € R,
n—oo pEN PEN p>p

et

liminf z,, = sup 2, = sup inf =, € R.
n—oo peEN peN NP

Dire pourquolim sup,,_, ., ©, = lim,_ y, etliminf, . =, = lim, .- z,. Montrer que

limsup x,, € adh(z,,).en €t queliminf z,, € adh(z,,),en

(on pourra utiliser la question @iminaire et utiliser (1)).

c) Montrer que
adh(z,)nen C [liminf z,,, lim sup z,,).

n—oo n—oo

En ceéduire qudim sup,,_, . z,, (resp.liminf, . z,) est la plus grande (resp. petite) limite
d’une sous-suite convergente @g,) ,en.

4) a) On suppose que la suite, ),y a valeurs danR converge vers € R. Montrer que

limsup z,, = liminf z,, = x. (2)

n—o0o n—oo

b) Soitz € R tel que (2) a lieu. Montrer alors que la suite, ),.cy converge vers.
5) Soient(x, )nen €t (yn)nen deux suitesa valeurs dang.
a) Montrer quer,, < y, implique

limsup z,, < limsup y, et liminf x,, < liminf y,.
n—oo

n—00 n—00 n—00

On suppose que la sommg + y,, est possible pour tout.
b) Montrer que
liminf(z, + y,) > liminf z, + liminf ¥,
des que la somme a un sens dans le membre de droite. Donner un exarnipl@dnéegalie
stricte. Que peut-on dire polim sup,, .. (x, + yn) ?

¢) On suppose que la suitg, ), converge. Montrer que
liminf(z, + y,) = liminf z, + lim y,

des que la somme a un sens dans le membre de droite.
Question subsidiaire.Calculerlim sup,,_, ., x,, pourz, = cos(n).
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