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CORRIGE DU PROBLEME DE TOPOLOGIE

Questions peliminaires.

a) Par écurrence. On @(0) > 0 et sip(n) > n, alorsp(n + 1) > ¢(n) > n, d'ou
e(n+1) >n+ 1. Il estalors clair quéim,, ., p(n) = +o0.

b) Commelim,, ., ¢(n) = +o0, on construit par&currence une suite d’entiefsy;, )xen
telle quep(nit1) > ¢(ng) eto(ngyr) > p(k + 1), de sorte quey(k) := p(ny) définit une
sous-suite efimy, .o Tyx) = lim, o Ty = . On a bien alors que € adh(xy, )nen.

c) SiM € R, alors pour tout > 0, il existea € Atel queM —e < a < M, donc
lintervalle |M — e, M + <[ rencontred, d’ol M € A. Si M = +oo, alors pour tout > 0, il
existea € A tel quet < a, donc l'intervalle|t, +-oc] rencontred, d’ou M € A.

1) a) Pourz € R, on prendV, =]z — 277,z + 27|, pourz = 400, on prendV,, =|p, +oo| et
Six = —o0, on prendV,, = [—oo, —pl.

b) Supposons que la suite,,),cy est bor@e. D’'apes le Tleoeme de Bolzano-Weier-
strass, il existe une sous-suite qui converge donqagdh.y # (). Supposons que la suite
(xn)nen N'est pas majare, et posons’ = {k € N : 2, = +oo}. Si K est infini, alors il
existe une sous-suite qui converge verso. Si K est fini, il existe dona, tel quez, est
fini pour toutk > ny. on peut suposer que la suite,),>,, N'est pas borée (sinon on est
ramerg au cas @eedent). Il existe alorg(1) > ny tel quex,y) > 1. Supposons connus
no < (1) < p(2) < -+ < p(n) tels quex,) > k pour toutk € {1,---,n}. Alors il existe
p > ¢(n) tel quex, > n + 1, posonsp(n + 1) = p et on construit ainsi pakcurrence une
sous-suite qui converge vefso. De méme, sila suitéx,, ),y N'est pas mindg¥e, on construit
une sous-suite qui converge verso.

¢) Soitz € adh(z,),en. Supposons gu’il existe un voisinaglede z, tel que 'ensemble
{p € N:xz, € V} soit fini. Il existe donc un entien, tel quex, ¢ V pour toutn > my.
Consickrons alors une sous-suite, ).y qui converge vers. Il existe doncn, tel que
Tymy € Vopour toutn > 0. Commelim, .. ¢(n) = oo (il suffit d’utiliser le fait que
w(n) > n pour toutn € N), on aurap(n) > mq pour au moins um > 0, d’ou la contradiction
x, € Vetx,¢V.

d) Consicrons une baseétdombrable et &croissante de voisinages detel que pour
tout voisinagel” de z, I'ensemble{p € N : z, € V} estinfini. Il existe alorsc,) € V;.
Supposons connus(1) < --- < ¢(n) tels quer,yy € V, pour toutk € {1,---,n}. Comme
{p € N:z, € V,;1} estinfini, il existep > ¢(n) tel quez, € V1. On pose alors
¢(n+1) = p etl'on définit ainsi par écurrence une sous-suite,,))ren telle quer, ) € V,
pour toutn. Soit alorsV un voisinage de: et soitny, € N tel queV,, C V pour toutn > ny.
On a doncr,,,y € V pour toutn > ng, ce qui montre quU&z,(,)).cn converge vers donc
x € adh(z,,)pen.

2) @) Soitr = limy, .o Ty () €L SOIt(2,(n) )nen UNE SOUS-SUItE qui converge verstant don@
p € N, il existek, € N tel queyp(k) > p, pour toutk > kg, SOitz,u) € {z, : n > p} pour
toutk > ko, donc on ar € {z,, : n > p} pourtoutp € N, d'olz € () {7, : 7 > p}.
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b) Supposons, par I'absurde, qu’il existe re ﬂpeN {z, :n >p}etunn € N tel que
'ensemble{p € N : z, € V,,} estfini a1 (V}),en €St une base de voisinages:ddl existe
doncp, € N tel quez, ¢ V,, pour toutp > po. Il en résulte quer ¢ {z,:p > po}, ce
qui est absurde. On a donc mantutilisantl), d), que( ),y {z, : n > p} C adh(z,)nen.
Combinant ce&sultat avec a), on obtief} _ {z, : n > p} = adh(z,).en, Ce qui montre
bien que adliz,,),.cn est ferne comme intersection de feés.

3) a) Pourp < g, ona{n > ¢} C {n > p} doncsup,>,x, < sup,s,z, SOity, < y,
avec raisonnement analogue payr < z,. L'inégalié z, < z, < y, résulte du fait que
p € {n>p}.

b) Comme la suitéy,),en (resp.(z,),en) €St ecroissante (resp. croissante), sa limite est
identiquea sa borne irérieure (resp. surieure). Par ailleurs, utilisant la questioglminaire,
on remarque que, € {z, : n > p}, donc, pour toup € N et pour touty > p, on ay, €
{z, :n>p}douy = lim, . y, appartientr{z,, : n > p} et ce, pour toup € N. On a donc

limsupz, € ﬂ {zn :n > p} = adh(z, )pen.

n—o0 peN

Raisonnement analogue pdiin inf,, ., x,, € adh(x,,),en.

c) Commep(p) > p pour toutn € N, on a

Yp = 12f Ty < Typ) < SUP Ty, = 2,
nzp n>p

pour toutp € N, d'ou
lim y, < lim z,0,) < lim 2,

p—00 p—0o0 p—0o0

soitliminf,, .. z, < x <limsup,,_,., =,. On avu quéimsup,,_, . x, (respliminf, . z,)
appartienta adh(x,,),cn €t on vient de voir que tougdlement de adhe,,),cy est inerieur
(resp. suprieur) a1 égalalimsup,, . x, (resp.liminf,,_. ., z,), donclimsup,,_, . x, (resp.
liminf, . x,) estlaplus grande (resp. petite) limite d’'une sous-suite convergenig Jey.

4) a) Supposons que la suite, ),cy a valeurs dan® converge vers: € R. Il en résulte
quez € adh(z,)nen, doncliminf,, . z, < z < limsup,,_,, x,. Commeliminf,_ .., x, =
lim sup,,_,., ,, on obtient bien quém inf, . =, = x = limsup,,_, . =p.

b) Pour toutp € N, on ay, < z, < z,. Il en résulte que siim,_,, y, = lim, .« 2, = z,
alorslim,_,., z, = x.
5) a) Evident, car pour toyt € N, on asup,,>, Tn < SUp,,s, Yn €tinf,>, v, <inf,>p Y,

b) On peut supposer gquan inf,_,., z, > —oc etliminf, .. v, > —oo car dans la cas
contraire, le membre de droite de BEgalie demande vaut—oco donc elle est grifiee. Soit
alors )\, i € R tels queX < liminf,_ . z, ety < liminf,_ . y,. Par é&finition de la borne

superieure, il existe des entieps etq, tels que\ < inf, >, z,, pourtoutp > py ety < inf,,>, y,
pur toutp > go. Pour toutp > max(po, ¢o), ON &

A p< inf Ty + inf Yp < liminf z,, + liminf y,,.

n>max(po,qo) n>max(po,qo) n—00 n—
Faisant tendré), i) vers(liminf,, ., z,,liminf, .. y,), on obtient bien que

liminf(z, + y,) > liminf z,, + liminf y,,. Q)

n—oo n—oo n—oo
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Dans le cag,, = (—1)" ety, = (—1)""!, on ax, + y, = 0 doncliminf, ... (z, + y,) =

0, alors queliminf,, ., x, = liminf, ..y, = —1, d'ou l'inégalé (1) est stricte pour cet
exemple.
Remarquant quBm sup,, ., x, = — liminf, ... (—x,), on en é&duit que

limsup(z, + y,) < limsup z,, + limsup y,,

n—oo n—oo n—oo
des que la somme a un sens dans le membre de droite.

¢) Remarquant que, = (z, + y) + (—y.) et que

limsup(—y,) = —liminfy, = — lim y,,

on céduit de b) que

lim sup z,, < limsup(z,, + y,) — liminf y,, = limsup(x,, + y,) — lim y,,
donc
limsup(z,, + y,) > limsup x,, + lim y,,.

n—oo n—oo

Par ailleurs, on a

limsup(z, + y,) < limsup x,, + limsupy, = limsup z,, + lim y,,
d'ou
limsup(z, + yn) = limsup z,, + lim y,,.

n—oo n—oo

Démonstration analogue pour

lign golf(xn +Yn) = liTan g)lf Tp + nhrglo Yn.
Question subsidiaire.L'ensembleG := Z + 277 est un sous-groupe d®&, +), il est donc de
la formeaZ aveca € R ou dense danR (voir par exemple [1]). Le premier cas est impossible
car sinon, commeé € (, on auraitl € aZ donca € Q et2r € aZ, ce qui impliquerait la
contradiction quer € Q. CommeG est dense, il existe deux suitgs(k))ren €t (Y(k))ren
d’élements d¢ telles qudimy_... (¢ (k) + 2w (k)) = 0. Changeangventuellemenp(k) en
—p(k) ety(k) en—i(k), on peut supposer qugk) € N pour toutk assez grand (examiner
les cas a {k € N : ¢(k) € N} est fini ou non). On &imy_.., ¢(k) = 400, car dans le cas
contraire une sous-suite de la la suité:),cn encore nade p(k)yen Serait majoge. Ce qui
impliquerait que la suitécos(o(k))ren Ne prend donc qu’un nombre fini de valeurs. Comme
elle converge vers 1, il existerait donc des entigis) pour lesquels on auraibs(¢(k)) = 1,
ce qui est impossible car est irrationnel. D’aps la partie b) de la question subsidiaire, on
obtient alors qué < adh(z,,),cn. Comme adliz,,),en C [—1, 1], on obtient que 1 est la plus
grandélément de adhbe,,),en, d'ou lim sup,,_, . cos(n) = 1.
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