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Prérequis et rappels de définitions.

Les propriétés du corps ordonné des réels sont supposées connues, en particulier celle de la borne supérieure,
ainsi que les notions de limites de suites réelles ou complexes, de continuité de fonctions réelles ou complexes d’une
ou plusieurs variables réelles.

Ces notions ont été définies a ’aide de celles de distance et de norme, que nous rappelons ci-dessous.

DEFINITION : Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est une application v : E — R telle
que

(N) v(z) =0= 2 =0g

(No) Ve € E, VA € K, v(Az) = |Av(z) (homogénéité)

(Ns) Ve e E\Vy e E, v(z+y) <v(x)+ v(y) (sous-additivité)

Un espace vectoriel normé (plus précisément un K-espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n., plus précisément K-
e.v.n.)) est un couple (F,v) ou E est un K-e.v. et v une norme sur F.

On note en geénéral une norme par ||.||; si € E e.v.n,, ||z|| s’appelle la norme de x.

- normes usuelles sur K™ | n € N*; soit z = (21, ...,z,) € K™ :

n n
norme euclidienne : ||z|[cuc = ( 3 |xj|2)1/2 ; norme sup : ||z]|c = max lz;] 5 ve(z) = > |z
J=1 <j<n

X désigne un ensemble non vide.
DEFINITION : On appelle distance sur X une application d : X x X — RT vérifiant :
(D1) Va,y € X, d(z,y) = d(y,x)  (symeétrie)
(D2) Va,y € X, d(z,y) = 0 si et seulement si x =y (axiome de séparation)
(D3) Vz,y,z € X,d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire)
Le nombre d(z,y) s’appelle distance des points « et y. Un ensemble X muni d’une distance d s’appelle un espace
métrique.
Boules. Soit a € X et r réel >0 :
B(a,r) ={z € X/d(x,a) < r} est la boule ouverte de centre a de rayon r
B'(a,r) = {x € X/d(x,a) < r} est la boule fermée de centre a de rayon r
EXEMPLES
- X =R : d(z,y) :=| z—y|; d ainsi définie est une distance sur R appelée distance euclidienne. La boule ouverte
(resp. fermée) de centre a de rayon r est Ja — r,a + r[ (resp. [a — r,a + 7]).
- Distance associée & une norme sur un e.v.n.
DEFINITION-PROPOSITION : Soit (E, ||.||) un e.v.n..
L’application d : (z,y) € E x E — d(z,y) := ||z — y|| est une distance sur E, invariante par translation (i.e.
Va,y,z € E, d(x + z,y + z) = d(x,y)), appelée distance associée & la norme ||.||.
En pratique, on suppose toujours qu’un e.v.n. est muni de la distance associée & la norme.
En particulier, les distances usuelles sur R™, n > 1, sont associées aux trois normes rappelées plus haut :
pour ¥ = (mla ceey 'In)ay = (ylv 7y71) ER":
dewer(z,y) = (21 —91)* + oo + (20 — yn)z)l/2 (distance euclidienne)
d.t,.(ﬂ?,y) :| 1 — Y1 | +o ‘Jf” - yn|
doo(z,y) = maz(| 1 —y1 |, oy |[Tn — Ynl).

REMARQUE : Sur C |, §(z,w) := |z — w| est la distance euclidienne.

La topologie générale propose un formalisme permettant de donner un sens & des notions comme celles de
"limites d’une suite", de "voisinages d’un point", de "continuité de fonctions" etc ... dans un cadre relativement,
général, en cherchant & généraliser les notions familiéres rencontrées dans les problémes d’analyse sur R ou R™.
En topologie générale, les notions resteront qualitatives; le quantitatif interviendra a nouveau dans le chapitre sur
les espaces métriques (chapitre 3).



Espaces topologiques

1. Structure topologique : définition par famille d’ouverts.

Définition : Une structure topologique 7 sur un ensemble X est définie par la donnée d’une famille O
de parties de X vérifiant les trois axiomes suivants (aziomes des ouverts) :

(O1) toute réunion d’éléments de O est élément de O

(O2) une intersection finie d’éléments de O est élément de O

(O3) 0 et X appartiennent a O.

X (ou (X, 7)) est appelé un espace topologique, de topologie 7, de famille d’ouverts O.

Exemples : la topologie sur X est appelée topologie grossiére sur X si la famille des ouverts est O = {0, X'},
topologie discréte sur X si O = P(X).

La topologie usuelle sur R est celle dont la famille d’ouverts est :

O = {w C R, w est une union d’intervalles ouverts de R}.

FERMES

définition : Une partie A d’un espace topologique X est un fermé de X si son complémentaire X \ A est
un ouvert de X.
exemples : [0, 7], F = {0} U{L, n € N*} sont des fermés de R.
Proposition 1.1. Dans un espace topologique X :
- Toute intersection de fermés est un fermé.
- Une union finie de fermés est un fermé.
- 0 et X sont des fermés.

CARACTERISATION D’UNE TOPOLOGIE PAR LES FERMES

Proposition 1.2. Soit X un ensemble et F une famille de parties de X telle que :
(I) toute intersection d’éléments de F est élément de F
(IT) une union finie d’éléments de F est un élément de F.
(Ill) e Fet X €F.

Alors il existe sur X une topologie T et une seule dont la famille de fermés soit F.

2. Voisinages.

Définition : Soit X un espace topologique et x € X ; Un sous-ensemble V de X est woisinage de x dans
X si V contient un ouvert contenant x.

On notera Vx(z) (ou V(x)) la famille des voisinages de x dans l'espace topologique X.

La famille des voisinages d’un point est en général trés fournie; et certains voisinages sont (inutilement) vastes;
ainsi dans R euclidien, [~1, 7[UQ ou bien | — 00, b[, ot b € R’ sont voisinages de 0; dans la plupart des définitions
ou propositions faisant appel aux voisinages, on pourra se contenter de considérer des "systémes fondamentaux" de
voisinages :

Définitions : On appelle systéme fondamental de voisinages de z (s.f.v. de x en abrégé) toute famille S(x)
de voisinages de z telle que VV € V(z); 3W € S(z) |W C V.

Un espace topologique X est a bases dénombrables de voisinages (ou a systémes fondamentaux dénom-
brables de voisinages) si tout x € X posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages.

Exemples : Si X est un espace topologique et € X, la famille des ouverts contenant = est un s.f.v. de z.
Si X =R euclidien : {[x —e, 2 +¢], e >0}, {Jz — 2,2+ [, n € N*} sont des s.f.v. de x; et on remarque
que R est a bases dénombrables de voisinages.

PROPRIETES DES VOISINAGES

lien ouverts-voisinages :
Proposition 2.1. Dans un espace topologique, une partie est ouverte ssi elle est voisinage de chacun de
ses points.
Proposition 2.2. Soit X espace topologique et a € X

-VWeV():aeV

- Si Vi € V(a) et Vo € V(a), alors V1 N Va € V(a)

-SiV eV(a)et V C B, alors B € V(a)

-VV eV(a),IW eV(a)|W C Vet (VyeW,VeV(y)).

Remarque : la derniére propriété suggere qu'un voisinage de a "entoure bien" a.



DEFINITION D’UNE TOPOLOGIE VIA LES VOISINAGES
Proposition 2.3. Soit X un ensemble non vide, et soit pour tout point x de X une famille non vide W(x)
de parties de X telle que :

i) VW eW) :acV

(ii) Si Vi € W(a) et Va € W(a), alors Vi N'Va € W(a)

(iii) Si V € W(a) et V C B, alors B € W(a)

(iv) VWV e W(a), W e W(a) |W CV et (Vye W,V e W(y)).
Alors il existe sur X une topologie et une seule T telle que pour tout x € X, la famille des voisinages de x
pour T soit exactement W(zx).

Application : TOPOLOGIE D’UN ESPACE METRIQUE
Soit (X,d) un espace métrique. Pour tout = € X, on pose :

V() =4{VCcX /Ir>0,Bx,r)CV}
Il existe sur X une topologie unique 7 , appelée topologie associée a la distance d | telle que pour tout x
de X, V(x) soit 'ensemble des voisinages de = pour cette topologie.
EXEMPLE : Sur R", les distances usuelles dg,q, dy et doo définissent la méme topologie, la topologie
euclidienne (en effet, doo < deyer < dy < ndo, par suite pour tout x € R”, ces trois distances donnent
lieu & la méme famille de voisinages de ).

PROPRIETES IMMEDIATES :
chacune des familles suivantes est un s.f.v. de z :

{B(x,r), r>0}; {B'(x,r), r>0}; {B(x, 1), ne N*}; {B'(z, 1), ne N}

Tout espace métrique est a bases dénombrables de voisinages.

LES OUVERTS D’UN METRIQUE

une partie d’'un espace topologique est ouverte SSI elle est voisinage de chacun de ses points. Par congé-
quent :

Une partie A d’un espace métrique (X, d) est un ouwvert pour la topologie Ty SSI pour tout x de A il existe
une boule B(x,r;), de rayon r, > 0, contenue dans A.

On vérifie que si (X, d) est un espace métrique :

(a) Toute boule ouverte (resp. fermée) de X est un ouvert (resp. un fermé ) de X.

(b) Les ouverts de X sont les réunions de boules ouvertes

3. Intérieur, adhérence, densité.
X est un espace topologique.

INTERIEUR
Définition : Un point x € X est un point intérieur ¢ A C X si A est voisinage de x. L’ensemble des

o
points intérieurs & A s’appelle U'intérieur de A et se note Intx A ou, 8’il n’y a pas d’ambiguité, IntA ou A.
Proposition 3.1. : Seit AC X.

;1 C Aet 2 est le plus grand ouvert de X inclus dans A; A est ouvert SSI ;)1 =A ;1 = ;)1
Proposition 3.2. A, B et A;,j € J sont des parties de X.
ACB= :Zl - é ; Int(ANB) =IntANIntB ;  si J est infini : Int(NjegA;j) C NjeylntAj;
pour J quelconque (fini ou infini) : UjesIntA; C Int Ujeg A;

ADHERENCE

Définition : Un point z € X est un point adhérent & A C X si tout voisinage de x rencontre A. I.’ensemble
des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note adhxA ou, s’il n’y a pas d’ambiguité, adhA
ou A.

Remarque : Si S(x) est un s.f.v. de x, alors : € A <= VV € S(x), VN A £,

En particulier, dans un métrique : x € A <= Ve > 0, B(x,e) N A # 0.

Proposition 3.3. CxA=0xA et C(xA=CxA.

On déduit alors les propriétés de 'adhérence de celles de 'intérieur :
Proposition 3.4. Soit A C X.
A C Aet A est le plus petit fermé de X contenant A; A est fermé SSI A= A ;

|
I
|



PropositioB 3.5. A, Bet A .J € J sont des parties de X.
ACB=ACB; AUB=AUB ; siJ estinfini:UjejA; C UjesA;;
pour J quelconque (fini ou infini) : UjesA; C UjesA;.

POINTS D’ACCUMULATION, POINTS ISOLES

Définition : Soit ) # A C X. Un point z adhérent & A est
- 801t un point d’accumulation de A : si tout voisinage de x rencontre A\ {z}
- soit un point isolé de A : §'il existe un voisinage V de z tel que ANV = {z}.

Un point d’accumulation de A peut ou non appartenir & A.

FRONTIERE
Définition : Un point x € X est un point frontiére de A C X si tout voisinage de x rencontre a la fois
A et son complémentaire Cx A = X \ A. L’ensemble des points frontiéres de A s’appelle la frontiére de A
et se note Fr A ou 0A.

FrA = Fr(CxA) = AnCxA = A\ A.

DENSITE
Définition : Une partie A de X est dense dans X (ou partout dense dans X) si A = X.
Une caractérisation : A est dense dans X ssi tout ouvert non vide de X rencontre A.

Définition : Un espace topologique est séparable s’il contient une partie dénombrable et dense.

Exemple : R est séparable puisque Q est dense dans R.

4. Comparaison de topologies.
Définition : Soient 77 et 73 deux topologies sur un ensemble X ; on dit que 77 est moins fine que 7o si
tout ouvert de X pour 77 est ouvert de X pour 7s.

La relation "est moins fine que" est une relation d’ordre partiel sur ’ensemble des topologies sur X.

Si O; (resp. Fj , Vj(x) ) désigne la famille des ouverts de (X,7;) (resp. des fermés, des voisinages de
x € X) : 7Ty moins fine que 7o <= 01 C Oy <= F1 C Fy <= Vi(x) C Va(x), Va € X.

Plus la topologie est fine, plus riche est la structure topologique; ainsi, si 71 est moins fine que 73, pour
BcXona:Inty, B C Inty, BC B C adhg, B C adhr, B.

5. Topologie induite.

Définition-proposition 5.1. Soit (X,7) un espace topologique de famille d’ouverts O et A C X ; la
famille (w N A)peo des traces sur A des ouverts de X est la famille des ouverts d’une topologie sur A,
appelée topologie induite par la topologie T de X et notée T|a; A muni de T|4 est un sous-espace de X.

Si A est un sous-espace d’un espace topologique X, les fermés de A sont les traces sur A des fermés de X,
pour tout a € A, les voisinages de a dans A sont les traces sur A des voisinages de a dans X.
Remarque : soit B C A C X ; en général, B ouvert de A # B ouvert de X ; on a toutefois :

Proposition 5.2. Soit A sous-espace d’un espace topologique X . Pour que tout ouvert (resp. tout fermé )
de A soit un ouvert (resp. un fermé) de X, il faut et il suffit que A soit un ouvert (resp.un fermé) de X.

EXEMPLES :
- Sous-espaces d’un métrique :

Proposition 5.3. Soit (X, d) un métrique, A une partie de X. La topologie sur A associée o la distance
induite dg = d|axa est exactement la topologie induite sur A par la topologie de X associée a la distance
d.

- En tant que sous-espaces de R euclidien, Z et A = {% , n € N*} sont des espaces discrets ; plus généra-
lement :

Proposition 5.4. Un sous-espace A d’un espace topologique X est un espace discret ssi tous les points de
A sont des points isolés.

TRANSITIVITE DES TOPOLOGIES INDUITES

Proposition 5.5. Soit (X, 7)) espace topologique, (A, 7 |4) un sous-espace de X et B C A; les topologies
7T et T|4 induisent sur B la méme topologie.



Limites - Continuité.

1. Limites de fonctions.
1.1. Généralités

Définition : Soit X, Y deux espaces topologiques, A une partie de X, f une application de A dans X et
[ un point adhérent & A. On dit que f(z) tend vers y € Y lorsque x tend vers (3 en restant dans A si pour
tout voisinage V' de y dans Y, il existe un voisinage W de 3 dans X tel que f(ANW) C V.

y est appelée une valeur limite de f lorsque x — (8, x € A et on écrit lﬂlm Af(ac) =q.
r—p,xE

REMARQUES : - f n’est pas nécessairement définie en f.
- on peut remplacer dans la définition la famille Vy (y) des voisinages de y dans Y par un sf.v. Sy (y) de
y et/ou la famille Vx(8) par un s.f.v. Sx(f).

CAS PARTICULIERS : - Si A = X, on écrit simplement lirr}af(x) = y; remarquons que l’on a :
xr—
lim () =y =YV € Yy (y). £ (V) € Vx(9).

- Si A= X\ {B}, on écrit hr%f(as) =y.
b
- limites de suites : +00 est point adhérent & N dans la droite numérique achevée R = RU{—oc0, +oc}

munie de sa topologie usuelle (cf. ci-dessous) ; et I'on peut dire qu'une suite (z,,), d’un espace topologique
X tend vers £ € X (ou converge vers ¢) lorsque n tend vers +oo, (n € N) si :

YWeVv),Ing=no(V)eEN,n>ny=x,€V.

RAPPEL : la topologie usuelle sur la droite numérique achevée R est définie par exemple en se donnant les
familles de voisinages; on pose :

V(-00) ={W CR,Ja R, [-o0,a[C W}, V(+o0) ={W CR, Ja € R, Ja, +o0] C W} ,

etpourz €ER: V() ={W CR,JI>0,|r—ec,x+c[C W}

R est alors un sous-espace dense de R.

Proposition 1.1 : Soient X et Y des espaces topologiques, A une partie de X, B un point adhérent o A et

f une application de A dans Y.

Si lim f(x) =y, alors pour toute suite (ay), de A qui converge vers (3, la suite (f(an))n converge vers y.
gy

la, proposition peut s’énoncer ainsi :

si f(x) tend vers y lorsque z tend vers (3 en restant dans A, alors, f(x) tend séquentiellement vers y.

Remarque : la réciproque est fausse en 'absence d’hypothése supplémentaire sur X.

1.2. Suites et sous-suites dans un espace topologique
Définition : une suite (z,), d’un espace topologique X est convergente (dans X ) s'il existe £ € X tel que
xp — £ lorsque n — 400, n € N; on dit que £ est UN point limite de (), dans X.
REMARQUES : - si (an)n C A C X, et si (a,), converge vers £, alors nécessairement £ € A.
- il n’y pas toujours unicité de limite dans un espace topologique quelconque : dans R muni de la topologie
grossiére, toute suite (x,), admet une infinité de limites.
- les suites convergentes d’un espace discret sont les suites stationnaires.

Définition : si u : N — X est une suite d’un espace topologique X, une sous-suite (ou suite extraite) de
u est une suite de la forme u o ¢, ot ¢ est une application strictement croissante de N dans N.

Proposition 1.2 : si une suite (uy), d’un espace topologique X converge vers un point limite x, alors
toute sous-suite de (uy)n converge vers ce méme point limite x.

1.3. Valeurs d’adhérence d’une suite.
Définition : Soit (x,,), une suite d’un espace topologique X. Un élément « de X est une valeur d’adhé-
rence (v.a. en abrégé) de la suite (zy,), si pour tout voisinage V' de «, pour tout entier n € N, il existe un
entier p = p(n) > n tel que z, € V.
(en d’autres termes si {j € N,z; € V'} est infini).



En particulier, tout point limite d’une suite en est une valeur d’adhérence (réciproque fausse).

Proposition 1.3 : L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (xy)n est égal a Npen{zp, p > n}.
Proposition 1.4 : Soit (v,,), une suite d’un espace topologique X . S’il en existe une sous-suite (Ty))k
qui converge vers «, alors a est une valeur d’adhérence de (Tp)p.

REMARQUE : réciproque fausse.

1.4. Utilisation des suites dans les espaces a s. f. dénombrables de voisinages
Rmgq : Soit X a systémes fondamentaux dénombrables de voisinages. (on dit également "a bases dénom-
brables de voisinages").
Tout € X posséde donc un s.f.v. (Vj);es, oit J est dénombrable. On peut sans perte de généralité supposer
que J = N. (Si J = {j1,...,Jp} est fini, on peut poser V;/ =V, pour i = 1,....,pet V/ =V, , Vi > pet
(V))ien est encore un s.f.v de z).
Par ailleurs, la propriété suivante est trés utile :

Dans un espace G bases dénombrables de voisinages, tout point posséde un s.f.u. formé d’une suite
décroissante (Wp)nen de voisinages .
(Il suffit de poser Wo = Vo, W,, =VoNnVin..NV, , Vn e N*).

Proposition 1.5. Soit X espace topologique a bases dénombrables de voisinages et A C X. Un point x de
X est adhérent a A SSI il existe une suite (ap)n de points de A qui converge vers x.

Corollaire 1.6. Dans un espace topologique a base dénombrable de voisinages une partie A est fermée SSI

elle contient tous les points limites de ses suites convergentes.

Proposition 1.7. Soit X espace topologique o bases dénombrables de voisinages et (zy)n C X.
a est valeur d’adhérence de (zn)n SSI il eviste une sous-suite (Ty(n))n de (Tn)n qui converge vers a.

Proposition 1.8. Soient X un espace topologique & bases dénombrables de voisinages, Y un espace topo-
logigue, AC X, f: A=Y et € A. Alors :

lin%f(x) =y SSI pour toute suite (an)n qui converge vers (3, la suite (f(an))n converge vers y.

xr—

z€EA

2. Continuité.
2.1. Continuité ponctuelle.
Définition. Une application f : X — Y entre deux espaces topologiques X et Y est continue en a € X
si lim f(x) = f(a).
r—a
Exemples : - toute application constante de X dans Y est continue en tout point de X.

- Si X est discret, toute application de Xdans Y est continue en tout point de X.
- la fonction caractéristique 1g est discontinue en tout point de R.

Proposition 2.1. Soient X,Y espaces topologiques, f: X —Y, AC X et 3 € A. Si f est continue en 3,
alors f(B) est adhérent & f(A).

Proposition 2.2. 5i X est a bases dénombrables de voisinages, une application f de X dans Y est continue
en a € X SSI pour toute suite (x,)n de X convergeant vers a, la suite (f(xyn))n converge vers f(a).
COMPOSEE D’APPLICATIONS CONTINUES

Proposition 2.3. Soient X,Y,Z espaces topologiques, f : X — Y et g:Y — Z. Si f est continue en
a € X et g continue en b=f(a), alors go f est continue en a.

2.2. Continuité globale.
Définition : f: X — Y est continue sur X si elle est continue en tout point de X.
Exemple : Id: (X,71) — (X, 72) est continue ssi la topologie 71 est plus fine que 7.

Proposition 2.4. Soient X,Y, Z espaces topologiques, f: X — Y et g: Y — Z. Si f est continue sur X
et g continue sur Y, alors go f est continue sur X.



CARACTERISATIONS DE LA CONTINUITE GLOBALE

Théoréme 2.5. Soient X, Y espaces topologiques, [ application de X dans Y ; les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) f est continue sur X.

(2) VA C X, f(A) C F(A)

(3) L’image réciproque par f de tout fermé de X est un fermé de Y.

(4) L’image réciproque par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y.

Application : soit f : X continue R; {z € X, f(x) = 0}, {x € X, f(x) < 1} sont des fermés de X,
{f(z) > 0} est un ouvert de X etc...

CONTINUITE ET TOPOLOGIE INDUITE (tout se passe au mieux)

Proposition 2.5. Soit X un espace topologique; la topologie induite sur A C X par celle de X est la
moins fine des topologies sur A rendant continue ['injection canonique i: A — X.

Proposition 2.6. X et Y espaces topologiques, B sous-espace de Y. 3
-soit f: X > Bet frxe X f(x) €Y ; f est continue en a € X ssi f lest.
-si f: X =Y est continue sur X et A est sous-espace de X, la restriction f|a est continue sur A.

2.3. Homéomorphismes.

définition : X, Y espaces topologiques ; un homéomorphisme de X sur Y est une bijection bi-continue de
X surY.

S’il existe un homéomorphisme de X sur Y on dit que X est homéomorphe & Y ou que X et Y sont
homéomorphes ; ce qui ne pose pas de probléme car la relation "est homéomorphe a" est symétrique ; elle
est aussi réflexive et transitive (la composée de deux homéomorphismes est un homéomorphisme).

Oun dit qu'une propriété (ou une notion) est topologique si elle est conservée (transportée) par homéomor-
phisme.

EXEMPLE ET CONTREXEMPLE :

- Soit 7 la topologie induite sur [—1, +1] par la topologie euclidienne de R, 7 la topologie usuelle de R ;
application ¢ : [—1,+1] — R définie par ¢(£1) = fo00 et ¢(x) = tg(5z) si € R est un homéomorphisme
de ([=1,+1];7) sur (R, 7) (on aurait pu d’ailleurs définir la topologie sur R en transportant via la bijection
¢ la topologie 7 de [—1, +1]).

- f bijection continue # f homéomorphisme (contrex. f :t € [0, 2n[— exp(it) € ST).

3. Espaces séparés.

3.1. Définition et premiéres propriétés.
Définition : Un espace topologique (X, T") est séparé (ou de Hausdorff ) (on dit également : la topologie T'
est séparée) si, dés que deux points =,y de X sont distincts, il existe un voisinage V' de x et un voisinage
V' de y tels que VNV = (.
PROPRIETES IMMEDIATES, EXEMPLES :

— toute topologie plus fine qu’une topologie séparée est séparée.

— tout sous-espace d’un espace séparé est séparé.

— tout espace métrique est séparé.

— Soit X un ensemble infini; la famille O := {0} U{A C X, X \ A est fini } est la famille des ouverts
d’une topologie non séparée 1., sur X, appelée topologie cofinie sur X.

Une caractérisation :
Proposition 3.1. un espace toplogique X est séparé SSI pour tout z de X, Uintersection de tous les
voisinages fermés de z est réduite au singleton {x}.

REMARQUE : Si un espace est séparé, pour tout x de X l'intersection de tous les voisinages de x est le
singleton {z} ; mais la réciproque est fausse (cf. X infini muni de la topologie cofinie).

Corollaire : dans un espace séparé toute partie finie est fermée.



3.2. Limites dans les espaces séparés.

Proposition 3.3. Dans un espace séparé une suite qui converge vers un point limite £ posséde une seule
valeur d’adhérence, a savoir £.
En conséquence, une suite convergente d’un espace séparé ne posséde qu’un point limite.

le dernier résultat de la proposition précédente peut également se déduire de la proposition suivante :

Proposition 3.4. Soit f une application d’une partie A d’un espace X & valeurs dans Y séparé, et B un
point adhérent & A. Si f admet une limite quand x tend vers B en restant dans A, cette limite est unique.

3.3. Fonctions continues a valeurs dans un espace séparé.

Proposition 3.5. Soit f: X — Y ; si Y est séparé, alors [ est continue en a SSI lim,_,, f(x) existe.

Proposition 3.6. Si f et g sont continues sur X & valeurs dans Y séparé, alors {v € X, f(z) = g(z)} est
fermé dans X.

On en déduit un résultat de prolongement des identités :
Corollaire 3.7. Soient f et g continues sur X & valeurs dans Y séparé. Si f = g sur un sous-ensemble G
dense dans X, alors f = g sur X.



ESPACES METRIQUES.

1. Définitions. Propriétés métriques.
Distance. X désigne un ensemble non vide.

DEFINITION : On appelle distance sur X une application d : X x X — R vérifiant :

(Dy) Vz,y € X : d(z,y) =d(y,x)  (symétrie)
(Dg) Vz,y € X d(z,y) = 0 si et seulement si x =y (axiome de séparation)
(D3) Vz,y,z € X : d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire)

Le nombre d(zx,y) s’appelle distance des points x et y. Un ensemble X muni d’une distance d s’appelle un
espace métrique ; on le notera (X, d).
Proposition 1.1 : | d(z,y) — d(z, 2) | < d(y, z) Vz,y,z € X, avec (X, d) espace métrique.

e BOULES ET SPHERES.
Soita € X et r réel >0 :
B(a,r) ={x € X/d(x,a) < r} est la boule ouverte de centre a de rayon r

B'(a,r) ={z € X/d(x,a) < r} est la boule fermée de centre a de rayon r
S(a,r) ={z € X/d(x,a) =} est la sphere de centre a de rayon r.

Sir =0, alors : S(a,r) = B'(a,r) = {a} , B(a,7) = 0.

e DISTANCE INDUITE.

Si A C X | et sidy désigne la restriction & A x A de d, d4 est une distance sur A et (A,d4) est appelé
sous-espace métrique de (X, d).

e EXEMPLES
(1) X =R : d(z,y) :==| z — y |; d ainsi définie est une distance sur R appelée distance euclidienne. La
boule ouverte (resp. fermée) de centre a de rayon r est Ja — r,a + r[ (resp. [a — 7, a + r]).

(2) X = R. Soit ¢ : R — [=1,+1] la bijection définie par 9(y) = %aj‘ctg(y) siy # +oo, P(—o0) =
—1, ¢(+00) = +1. posons pour z,y € R : d(z,y) =| ¥(x) — ¢ (y) |; alors d définit une distance sur R.

(3) Distance discréte. Soit X un ensemble non vide. On pose d(z,y) = 0si x =y et d(z,y) = 1 si © # v.
d est une distance sur X, appelée distance discréte.
Dans un espace métrique discret : B(a,r) ={a} si0<r <1, B(a,r) =X sir > 1.

(4) Les distances usuelles sur R".
Ces distances de, d+ et doo sont définies pour x = (21, ..., 2n),y = (Y1, .-, Yn) € R" par :

1/2
de(z,y) = (Z?:l(f’«"j - yj)z) (distance euclidienne)
di(z,y) =220 25—y |
doo(2,y) = maz1<j<n | 25 = yj | -
L’inégalité triangulaire pour d. repose sur l'inégalité de convexité suivante :

Inégalité de Minkowski : K =R ou C; soit p réel, p > 1, a = (a1, ...,an) € K", b= (b1,...,b,) € K"

1/p 1/p 1/p

n n n
D laj+b; P <Al P (DIl
j=1 j=1 j=1

Remarque : Sur C ~ R? | §(z,w) := |z — w| est la distance euclidienne.
(5) DISTANCE ASSOCIEE A UNE NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL :

Proposition 1.2. Soit (E,||.||]) un e.v.n..(i.e. E est un espace vectoriel et ||.|| une norme sur E).
L’application d : (z,y) € E X E +— d(z,y) := ||z — yl|| est une distance sur E, invariante par translation
(i.e. Vr,y,z € E, d(x + z,y + z) = d(z,y) ), appelée distance associée a la norme ||.||.

1.2 Distance d’un point & un sous-ensemble

Définition : Soit (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X ; on appelle distance d’un point
z de X a A le nombre d(z,A) = infoead(z,a).



PROPRIETE : | d(z, A) — d(y, A) | < d(z,y).

1.3 Parties bornées

Définition : Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X,d); le diamétre de A est I’élément de
R, :diam A = supyeayead(z,y).

Remarque : diam B(z,r) < 2r, mais I'inégalité peut étre stricte.

Définition : Une partie A de (X,d) est dite bornée si elle est vide ou bien de diametre fini.

Proposition 1.3. : Une partie d’un espace métrique est bornée si et seulement si elle est contenue dans
une boule ouverte.

1.4 Isométries

Définition : Soient (X, d) et (Y, d) deux espaces métriques. On appelle isométrie de X sur Y toute bijection
fde X sur Y qui conserve les distances, i.e. : Va,y € X, d(x,y) = 0(f(x), f(y)).

Remarque : la conservation des distances implique l'injectivité; on pourrait remplacer "bijection" par
"surjection" dans la définition.

EXEMPLES : # : C euclidien — R? euclidien définie par : 0(x +1i%y) = (z,y) est une isométrie.

La bijection ¢ : R — [—1,+1] définie dans le paragraphe 1.1 est une isométrie.

Une propriété ou notion est dite métrique si elle est conservée par isométrie.

2. Topologie d’un espace métrique
2.1 Définition. Premiéres propriétés.

Définition : Soit (X,d) un espace métrique. Pour tout x € X, on pose :

V() ={VcX/3r>0,B(xr)cV}
Il existe sur X une topologie unique 1y , appelée topologie associée a la distance d , telle que pour tout x
de X, V(x) soit I’ensemble des voisinages de = pour cette topologie.

PROPRIETES IMMEDIATES : chacune des familles suivantes est un s.f.v. de .

{B(z,r), r>0}; {B'(z,r), r>0}; {B(z, 1), ne N*}; {B'(z, 1), ne N},
Proposition 2.1. : Tout espace métrique est a bases dénombrables de voisinages.
Proposition 2.2. : Toul espace métrique est séparé.

LES OUVERTS D’UN ESPACE METRIQUE

Rappelons que dans un espace topologique, un ensemble est ouvert SSI il est voisinage de chacun de
ses points. Par conséquent :
Une partie A d’un espace métrique (X, d) est un ouwvert pour la topologie Ty SSI pour tout x de A il existe
une boule B(x,r;), de rayon ry > 0, contenue dans A.
Proposition 2.3 : Soit (X, d) espace métrique.

(a) Toute boule ouverte (resp. fermée) de X est un ouvert (resp. un fermé ) de X ; toute sphére est un
fermé

(b) Les ouverts de X sont les réunions de boules ouvertes

DISTANCES TOPOLOGIQUEMENT EQUI\/ALENTES
Définition : Soit X un ensemble non vide, deux distances d et § sur X sont topologiquement équivalentes si
les topologies associées Ty et Ty sur X sont égales. (i.e. si Id : (X,Ty) — (X, T5) est un homéomorphisme).

Exemple : les distances usuelles deye., d+ et dso sur R™ sont topologiquement équivalentes.

SOUS-ESPACES D’UN METRIQUE :
Proposition 2.4. : Soit (X,d) un métrique, A une partie de X. La topologie sur A associée a la distance

induite dg = d|axa est exactement la topologie induite sur A par la topologie de X associée a la distance
d.



2.2 Suites, limites et fonctions continues dans les métriques

Dans un meétrique (X, d) , pour tout = € X,
La famille de boules {B(x,¢c),c > 0} est un s. f. v de z, par suite :

—> Soit (xy,), une suite d’un espace métrique (X, d).
(2 )n converge vers x dans (X,d) SSI Ve > 0, Ing =ng(e) € N, n > ng = d(z,z,) < €.

—> Soient E un espace topologique, (Y,d) un espace métrique, A C E, 3 € A, y € Y et une application

f:A— (Y,9).
y= lim Af(x) SSIVe >0, 3V eVg(f), zec ANV = 4§(f(x),y) <e.

:E—)ﬁ7$€
—> f: E — (Y,0) continue en = € FE si ...etc

—> f:(X,d) métrique — (Y, ) métrique.
f continue en @ € X SSI Ve > 0, 3n(a,e) >0, d(z,a) <n(a,e) = 6(f(x), f(a)) <c.

Un espace métrique est un espace topologique séparé , d’ou :

—> Si une suite converge dans X métrique, sa limite est la seule valeur d’adhérence de cette suite.

—> Si une suite converge dans un métrique (X,d), il y a unicité de la limite.

—> Soit X espace topologique, A C X, 8 € A, (Y,d) espace métrique et f : X — Y ; si f admet une
limite quand z tend vers (3, z restant dans A, cette limite est unique.

—> Si f et g sont continues de X espace topologique dans Y métrique, I’ensemble
{r e X/ f(z) =g(x)} est fermé dans X.

Un espace métrique X est un espace topologique a bases dénombrables de voisinages, d’ol :
—> « est valeur d’adhérence d’une suite (z,,),, d'un métrique X SSI « est limite d’une sous-suite de (z,),,.
—> Les parties fermées d’un espace métrique sont celles qui contiennent les limites de leurs suites conver-
gentes.

—> Soit (X,d) espace métrique, A C X, 8 € A , Y espace topologique et f : X — Y ; alors :
y=lim; ,g.e4 f(z) <= V(an), C A telle que (a,), CV vers 3, (f(an)), CV vers y.

—> f : X métrique — Y est continue en a € X SSI f est séquentiellement continue en a.

ADHERENCE DANS UN METRIQUE
Proposition 2.5 : soit (X,d) un métrique et A une partie de X.

rc€A < Fay)p CAtq lim a,=ux

n—-+00

— d(z,A)=0

3. Structure uniforme sur un espace métrique.
3.1. Continuité uniforme.

Définition : Soient (X, d) et (Y,0) des espaces métriques ; une application f de X dans Y est uniformément
continue sur X si :
Ve>0,3n=n(e) >0, Ve, 2’ € X,d(z,2') <nle) = o(f(x), f(a))) <e.
Une application uniformémenr continue sur X est continue en tout point de X; la réciproque est fausse :
ainsi les seules fonctions polynomiales réelles uniformément continues sur R sont les fonctions affines.
EXEMPLES : une application f : (X,d) — (Y, 6) lipschitzienne sur X est uniformément continue sur X.
Rappel : f(X,d) — (Y, 0) est lipschitzienne s’il existe v > 0 tel que 6(f(z), f(2')) < vd(z,2') , Va,2' € X.
Si A C X, l'application x € X — d(z, A) est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue sur X.
Proposition 3.1. Soit X, Y, Z des métriques; si f : X — Y est uniformément continuesur X etg: Y — Z
uniformément continue sur Y, alors g o f est uniformément continue sur X.

3.2. Distances uniformément équivalentes.

Définition : Deux distances dy et do sur un ensemble X sont uniformément équivalentes si Id: (X, dy) —
(X, dy) est uniformément continue sur X ainsi que sa bijection réciproque. On dit alors que d; et da
définissent sur X la méme structure uniforme.
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Une condition suffisante :

Proposition 3.2. Soient dy el do deux distances sur un ensemble X ; s’il existe des constantes o > 0 el
B >0 telles que ady < do < Bdy, alors dy et dy sont uniformément équivalente sur X.

Application : les distances usuelles deyel, d+ et doo sur R™ sont uniformément équivalentes entre elles.

Distances bornées uniformément équivalentes & une distance donnée :

d

Proposition 3.3. Soit (X,d) un métrique; 61 = min(1,d) et d3 = 155

mément équivalentes a la distance d.

sont des distances sur X, unifor-

Remarque : si d n’est pas bornée, les distances d et min(1,d) sont uniformément équivalentes sans pour
autant satisfaire la condition de la proposition 3.2.

3.3. Autres notions uniformes

La propriété pour une suite d’étre une suite de Cauchy, la propriété de complétude pour un espace
métrique sont des propriétés uniformes. i.e. conservées par toute bijection bi-uniformément continue (f et
f~! uniformément continues) ; nous y reviendrons plus longuement au chapitre sur la complétude.

Définition. Une suite (z,), d’un métrique (F,d) est une suite de Cauchy si
Ve >0, Ing(e) € N, Yn,m > ng(e) : d(xn, zm) < €.

Définition. Un espace métrique X est complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

4. Distance de la convergence uniforme.

X est un ensemble non vide, (Y, d) un métrique.
YX = F(X,Y) désigne I'ensemble des applications de X dans Y, B(X,Y) celui des applications bornées
de X dans Y;
si X est un espace topologique, on note C(X,Y’) I’ensemble des applications continues de X dans Y.

On pose pour f,g € F(X,Y) :

eco(f,9) = sup d(f(z),g9(z)) €RTU{+oo} et d(f,g) =min(l,ex(f,9).

oo satisfait les axiomes de séparation et de symeétrie, I'inégalité triangulaire, mais e (f, g) peut étre infini;
on dit que e est un écart sur F(X,Y).

Proposition 4.1. L’application 6 définit une distance sur F(X,Y), la distance de la convergence uniforme ;
la topologie associée est appelée topologie de la convergence uniforme.
Sur B(X,Y), ¢ el ex sont deux distances uniformément équivalentes.

Proposition 4.2. F(X,Y) est muni de la topologie de la cv uniforme.

(a) L’ensemble B(X,Y) des applications bornées de X dans Y est fermé dans F(X,Y).

(b) Si X est un espace topologique, 'ensemble C(X,Y') des applications continues de X dans Y est fermé
dans F(X,Y).
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TOPOLOGIE PRODUIT.

Soient X7 et X5 deux espaces topologiques. Quelle topologie "produit" raisonnable définir sur X1 x Xo 7
Il faudrait en particulier que la topologie produit sur Reye X Reye coincide avec la topologie usuelle sur
R2. Comme (z(™,y(™), converge vers (a,b) dans R? ssi (™ — a et 5™ — b dans Reye, les projections
prj: (z1,22) € R? — x; € R sont continues sur R? (car séquentiellement continues sur R? métrique).
On va munir X; X X5 de la topologie la moins fine rendant continues les projections. Pour une telle
topologie, la famille B := {w; X wy|w; ouvert de X;,j = 1,2} doit étre contenue dans la famille des
ouverts.

1. Définition. Premiéres propriétés.

Proposition-définition 1.1. Soient (X1,71) et (X2,T2) des espaces topologiques de familles d’ouverts
respectives O et Oa. Notons B = {w1 X we |wj € Oj,j =1,2}.

L’ensemble O des parties de X = X1 X Xo formé des unions d’éléments de B est la famille des ouverts
d’une topologie sur X, appelée topologie produit sur X et notée Th X Ty ; Uespace (X1 x Xo,Th X T3) est
Uespace (topologique) produit de (X1,T1) et (Xa,T5).

La famille B, dont les éléments sont appelés ouverts élémentaires de X, forme une base d’ouverts de la
topologie produit.

La topologie produit est la moins fine des topologies sur X rendant continues les projections prj : (X1 X
XQ,Tl X Tg) — (Xj,Tj) s ]:1,2

Remarques : (1) la définition ci-dessus se généralise sans peine & un produit fini de m espaces, m > 2.
(2) un ouvert d’un espace produit n’est pas nécessairement un produit d’ouverts.
(Rappel : une partie A du produit E; X E3 de deux ensembles E; et Ey est un produit d’ensembles ssi
A =pri(A) x pra(4)).

VOISINAGES DANS UN ESPACE PRODUIT
Proposition 1.2. X1, et Xo espaces topologiques, a = (a1,a2) € X1 X Xo muni de la topologie produit de
celles de X1 et Xs.
(1) SiVj est voisinage de a; dans X;, j=1,2 alors Vi x Va est voisinage de a dans X1 x Xo.
(2) {w=w1 Xwy € Bla € w} est s.fv. de a dans X = X7 x Xo.

{(Vi x Va|Vj € Vj(aj), j=1,2} est un s.fv. de a dans X
Si Sj(aj;) est un s.fu. de aj dans X; alors S; x Sy := {W1 x Wa |W; € Sj(a;)} est un s.fu. de a dans X.
(3) X1 x Xy est a systémes fondamentauz dénombrables de voisinages SSI X1 et X le sont.

EXEMPLES :
— la topologie produit Tr X ... X Tk sur R™ est identique & la topologie usuelle sur R".
— la topologie produit sur le cylindre S' x R est égale a la topologie induite sur cet ensemble par celle de
R3.

et, plus généralement :

SOUS-ESPACES D’UN ESPACE PRODUIT
Soit (X, Tj), j=1,2 des espaces topologiques, A; sous-espace de X, j=1,2; on note 7; = Tj]Aj la topologie
induite sur A;; la topologie produit 71 x 7 sur Ay x As coincide avec la topologie induite sur A; x A par
la topologie produit 11 x 1> de X7 x Xo.

"ASSOCIATIVITE" DU PRODUIT D’ESPACES.
Soient X1, X2 et X3 des espaces topologiques ; les bijections canoniques entre X1 x (X2 x X3), (X1 x
X2) X X3 et X1 x X9 x X3 sont des homéomorphies.

PROPRIETES DES PROJECTIONS ET CONSEQUENCES.

DEFINITION : une application f :Y — Z entre deux espaces topologiques est ouverte si I'image par f de
tout ouvert de Y est un ouvert de Z.

Soient X, j=1,2 des espaces topologiques; les projections pr; : X1 x Xo — X , j=1,2, sont continues et
ouvertes.

un résultat souvent utile sur les coupes :

Proposition 1.3.Soient X1 et Xo des espaces topologiques non vides. Pour tout a = (a1,az2) € X1 X X,
Uespace produit X1 x {a2} est homéomorphe a X1 (et {a1} x Xo homéomorphe a Xa).
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Remarques : (1) la projection d’un fermé n’est pas nécessairement un ferme.
(2) pr1 est continue, ouverte, surjective de X7 x Xo sur X; mais n’est pas une homéomorphie si X n’est
pas un singleton.

Adhérence, intérieur dans un espace produit.
Proposition 1.4. Soit X; un espace topologique et A; une partie de X;, j=1,2.
[¢] o

[¢] - -
Al x Ay = A1 x Ag et Ay x Ay = A1 x Ay
Corollaire 1.5. Dans un espace produit, tout produit de fermés est un fermé.

Réciproque fausse.
Rmq : en général : Fr (A; x Ag) # Fr(A;) x Fr(Asz).

2. Applications et espaces produits.

2.1. Applications & valeurs dans un produit.

Proposition 2.1.Une suile (xgn), xgn)

et (azg")

)n de X1 x X9 converge vers x = (x1,x2) SSI les deux suites (xgn))n

)n convergent resp. vers 1 et xo.

Et, plus généralement :

Proposition 2.2.Soient X1, Xo et E des espaces topologiques, A C E, B € A, et f:y € Ew— f(y) =
(f1(y), f2(y)) € X1 x Xo. Alors, f admet une limite £ = (¢1,02) quand z tend vers 3 en restant dans A
SSI fj admet €; pour limite quand x tend vers B en restant dans A.

Proposition 2.3.50it f: E — X1 x Xs.
f continue en a € E <= les applications composantes f; = prjo f, j=1,2, sont continues en a.
f est continue sur E <= ses applications composantes f1 et fa sont continues sur F.

2.1. Applications définies sur un espace produit.

DEFINITION : Soit f : X7 X Xo — Y et a = (a1, a2) € X1 x Xo; Uapplication f(a1,.) : v € Xo +— f(a1,v) €
Y est Uapplication partielle en a de f relativement o la seconde variable, application f(.,az2) :u € X1 —
f(u,a2) € Y lapplication partielle en a relativement a la premiére variable.

Proposition 2.4.50it X1, X2 et Y des espaces topologiques et f une application de X1x Xo dansY . Si f est
continue en a € X1 X Xo, alors les applications partielles f(.,a2) et f(a1,.) sont continues respectivement
en ay et as.

Réciproque fausse!

3. Produit d’espaces et espaces séparés.

Proposition 3.1.Soient X1, Xao des espaces topologiques non vides; le produit X1 x Xo est séparé SSI
chacun des espaces facteurs X1 et Xo est séparé.

Proposition 3.2. Un espace X est séparé SSI la diagonale A := {(z,z) |z € X} est fermée dans l’espace
produit X x X.

Proposition 3.3.50ient X, Y des espaces topologiques non vides et f une application de X dans Y ; si
Y est séparé le graphe de f est fermé dans le produit X x Y.

Réciproque fausse.

4. Produit d’espaces métriques.

PRODUIT FINI
Soient (Ej,d;),j =1,..,n des espaces métriques et F = H;'L:1 E;;pour x = (21,....,%0) , ¥ = (Y1, ., Yn) €
E, on pose :

n n

_ . _ 2\1/2 . _
bo0 = gbjégldj(szyj) P delay) = (Z;(dj(«%’j,yj)) )T () = Z; dj(wj,y5)-
Jj= j=
Proposition 4.1. Les applications 0 , 0e et 64+ définissent sur £ = H?:l E; trois distances uniformément
équivalentes; la topologie associée & l'une de ces distances est la topologie produit sur E. Les projections

sont uniformément continues sur E muni de ['une de ces trois distances.
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Proposition 4.2. Soit (X,d) un métrique ; l’espace produit X x X est muni de l'une des distances usuelles
(8, 600 0u 04 ) ; Uapplication distance d : (z,2') € X x X — d(z,2") est uniformément continue sur X x X.

Proposition 4.3. Soient (X,d), (Ej,d;),j = 1,...n des métriques ; une application f : X — E = H?Zl E;
est uniformément continue SSI toutes ses applications composantes prj o f le sont.

PRODUIT INFINI DENOMBRABLE DE METRIQUES.

Rappel : si (F,d) est un métrique, il existe une métrique bornée sur E et uniformément équivalente a d.

Proposition 4.4. Soit (E,,d,)neny une suite de métriques, avec pour tout n, d, < 1. On pose pour
= (Tp)n, Y= Wn)n € E =l enEn : 0(x,y) =D 00, W ; Uapplication § est une distance sur E et
la topologie associée est la topologie produit sur E.

Les projections pry, sont uniformément continues; une application f définie sur un métriqgue X a valeurs

dans E =[], En est uniformément continue ssi chaque application composante prpo f est uniformément
continue.

14



COMPLETUDE - APPLICATIONS.
1. Suites de Cauchy. Espaces complets.

Définition. Une suite (z,,), d'un métrique (F,d) est une suite de Cauchy si
Ve >0, Ing(e) e N, VYn,m > ng(e) : d(xn, xm) < €
ou encore si

i (sup d(en, np)) =0

PROPRIETES IMMEDIATES :
Toute suite de Cauchy est bornée
Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est elle-méme une suite de Cauchy.
Toute suite convergente est de Cauchy.

Proposition 1.1. Soit E un métrique. Une suite de Cauchy de E est convergente SSI elle posséde une
valeur d’adhérence (une sous-suite convergente donc).
Proposition 1.2. Soient (X,d) et (Y,0) des espaces métriques.

(a) Si f est uniformément continue de X dans Y et (xy,)n une suite de Cauchy de X, alors (f(xy))n est
une sutte de Cauchy de Y.

(b) Si dy et do sont des distances uniformément équivalentes sur X, les espaces (X,dy) et (X,d2)
possédent les mémes suites de Cauchy.

Remarque : d et d' topologiquement équivalentes sur X #= (X,d) et (X,d’) ont les mémes suites de
Cauchy. (contrex. : X =R, d(z,y) = |z —y|, d(z,y) = ‘%\zl — %\yl})’ (n)nen= est de Cauchy dans (R, d’)
mais non dans (R, d).

Définition. Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de (F,d) converge dans E.

Proposition 1.3. Si f est une bijection bi-uniformément continue de (X,d) sur (Y,dd), et si (X,d) est
complet, alors (Y,0) Uest également.

En particulier, si d et d' sont des distances uniformément équivalentes sur X, (X, d) est complet ssi (X,d')
lest.

Proposition 1.4. (analogue du thm des segments emboités)Soit (X,d) métrique complet et (Fy,)n une
suite décroissante de fermés non vides de X telle que diam F,, — 0 quand n — 0, alors l'intersection des
F,, est réduite a un singleton.

Proposition 1.5. (critere de Cauchy pour les fcts) Soit X espace topologique o bases dénombrables de
voisinages, A C X, B € A, (Y,d) un espace métrique complet et f une application de A dans Y. Alors :

[ admet un point limite quand x — 3, z € A

SSIVe > 0, 3V woisinage de (3 tel que x,2' € VN A= d(f(z), f(2')) <e.

2. Sous-espaces, espaces produits et complétude.
Définition : Une partie A d’un métrique E est une partie compléte de E si A muni de la distance induite
est un métrique complet.
Proposition 2.1. (a) Toute partie compléte d’un métriqgue X est fermée dans X.
(b) Toute partie fermée d’un métrique complet X est une partie compléte de X.
Donc dans un métrique complet, les parties complétes sont les parties fermées.

Proposition 2.2.Un produit fini ou infini dénombrable de métriques muni de 'une des distances usuelles
est complet SSI chacun des espaces facteurs est complet.

CONSEQUENCE : Pour tout entier n de N* R" est complet.

3. Espaces de fonctions.
X est un ensemble non vide, (Y,d) un métrique. L’ensemble YX = F(X,Y) des applications de X
dans Y est muni de la topologie de la convergence uniforme, associée a la distance ¢ (de la cv uniforme)

définie par 6(f, g) = min(1, exs(f, 9), olt exo(f,g) = sup d(f(z), g(z)) € RU {+00}.
zeX

Proposition 3.1. F(X,Y) est muni de la topologie de la cv uniforme.

(a) L’ensemble B(X,Y') des applications bornées de X dans Y est fermé dans F(X,Y).

(b) Si X est un espace topologique, l’ensemble C(X,Y') des applications continues de X dans Y est fermé
dans F(X,Y)
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Théoréme 3.2. Si l’espace (Y, d) est complet, F(X,Y) muni de la distance § de la convergence uniforme
est complet.

Corollaire 3.3. Soit X ensemble non vide, (Y,d) métrique complet; (B(X,Y),ex) est complet.
Si de plus X est un espace topologique, l'espace (C(X,Y),0) est complet.

4. Prolongement d’applications uniformément continues.

Théoréme 4.1. Soit A une partie partout dense dans un métriqgue X et soit f une application uniformément
continue sur A a valeurs dans un métrique complet Y. Il existe une unique application continue F de X
dans Y dont la restriction ¢ A soit f; de plus cette application F est uniformément continue sur X.

Proposition 4.2.(complété d’un métrique) Soit (E,d) un espace métrique non vide. Il existe un métrique
complet (E, 0) et un application ® : E — E tels que ®(E) soit dense dans E et que ® conserve les distances
(i.e. Y,y € E, §(®(x),®(y)) = d(z,y)). (E,d) est appelé un complété de (E,d).

Un tel complété est unique o bijection isométrique preés.

5. Théoréme du point fixe de Picard-Banach.

Une application f d’un ensemble non vide X dans lui-méme admet a pour point fize dans X si o € X et
f(@) = a.

Soit (X,d) et (Y,0) deux métriques. Une application f : X — Y est contractante s'il existe un reéel k,
0<k<1tel qued(f(x),f(y)) < kd(x,y) pour tous z,y € X.

Théoréme 5.1. (thm du point fixe de Picard) Soit (X, d) un métriqgue complet (non vide) et f : X — X
une application contractante. Alors f admet dans X un point fire unique o ; pour tout xg € X, la suite

n

des itérées (xy, = f"(x0))nen+ converge vers a; de plus d(«, xy,) < 1"% d(xg, 1) Vn € N*,

Généralisations :

Corollaire 5.2. Soit (X,d) un métriqgue complet (non vide) et f : X — X ; s’il existe p € N* tel que fP
soit contractante, alors f admet dans X un point fize unique o et pour tout xg € X, la suite des itérées
(f™(x0))nen+ converge vers a.

Corollaire 5.3.(thm du point fixe avec parametre) Soient (X, d) un métrique complet (non vide), A un
espace topologique et f: X x A — X. On suppose que :

(i) 3k € [0, 1] tel que pour tout X € A, f(.,\) est contractante de rapport k

(ii) pour tout z de X, f(x,.) est continue.
Alors pour tout X\ € A, Uapplication f(.,\) admet un point fize unique oy et application X — vy est
continue sur A.
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COMPACITE

1. Définitions. Propriétés générales.

RECOUVREMENTS :

Une famille (4;);c; de parties d’un ensemble X est un recouvrement de X si UjerA; = X.;

si (4;)ier est un recouvrement de X et J C I tel que UjejA; = X (resp. J C I, J fini, tel que UjejA; = X)
on dit que (A;)ies est un sous-recouvrement de (A4;)icr (resp. un sous-recouvrement fini de (A;)ier ).

ESPACES COMPACTS :
DEFINITION : Un espace topologique X est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement de X par des
ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini (propriété de Borel-Lebesgue).

Définition equivalente : un espace est compact ssi il est séparé et si pour toute famille (F;);c; de fermés
d’intersection N;erF; vide, on peut extraire une sous-famille finie (F;);e; dont Uintersection N;csF; est
vide.

La compacité est une propriété topologique : si deux espaces X et Y sont homéomorphes, X est compact
ssi Y Vest. (cf. thm 4.1. ci-aprés).

Exemples : Un espace fini séparé est compact. Un espace discret est compact ssi il est fini. R™ n’est pas
compact.

Proposition 1.1. Si X est un espace compact et (Fy,)nen une suite décroissante de fermés non vides de
X, alors NpenF, # 0.

2. Suites dans les compacts

Théoréme 2.1. : (a) Toute suite d’un espace compact posséde au moins une valeur d’adhérence.

(b) une suite d’un espace compact converge SSI elle admet une et une seule valeur d’adhérence.
Corollaire 2.2. : Soit X espace compact 4 bases dénombrables de voisinages.
Toute suite de X admet une sous-suite convergente ; et une suite de X converge SSI toutes ses sous-suites
qui sont convergentes (et il en existe au moins une ) convergent vers la méme limite.
Proposition 2.3.(thm de Bolzano-Weierstrass) : Dans un espace compact X toute partie infinie admet
au moins un point d’accumulation dans X.

3. Parties compactes.
DEFINITION : Si X est un espace topologique et A C X, A est une partie compacte de X (ou encore un
compact de X) si le sous-espace A est compact.

UNE CARACTERISATION bien utile :
une partie A d’'un espace X est compacte SSI A est séparée et pour toute famille (w;);c; d” ouverts de X
telle que A C Ujerwy, il existe une sous-famille finie (w;);c telle que A C Ujegwj
( terminologie : on dit alors que (w;);er est un recouvrement de A par des ouverts de X).

EXEMPLE :
Si (an)n est une suite convergente, de limite ¢, d'un espace séparé X, alors A = {a, , n €y} U {{} est une
partie compacte de X.
Remarque : par transitivité des topologies induites, si A C X C Y, A est un compact de X ssi A est un
compact de Y.

Théoréme 3.1.(théoréme de Heine-Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé borné [a,b] de R est une partie
compacte de R,

Conséquence : la droite numérique achevée R est compacte car homéomorphe & [—1,1].

Proposition 3.2.(a) dans un espace séparé, toute partie compacte est fermée.

(b) dans un espace compact, toute partie fermée est compacte.
(¢) Dans un espace compact, une partie est compacte ssi elle est fermée.

Corollaire 3.3. Les parties compactes de R euclidien sont les parties fermées bornées.

PROPRIETES DE STABILITE :

Proposition 3.4.Dans un espace séparé X :
(a) une union finie de parties compactes est compacte.
(b) L’intersection d’une famille non vide de parties compactes est compacte.
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4. Applications continues et compacité.

Théoréme 4.1. Soient X et Y espaces topologiques; si Y est séparé et f une application continue de X
dans Y, Uimage par f de toute partie compacte de X est une partie compacte de Y.
Si X et Y sont deuz espaces homéomorphes, X est compact ssi Y l'est.

en général : une bijection continue n’est pas bi-continue ; cependant :

Corollaire 4.2. Soient X espace compact et Y espace séparé ; si f est une bijection continue de X sur Y,
alors [ est un homéomorphisme (et donc Y est un espace compact).

Théoréme 4.3.(théoréme des bornes atteintes) Si f est continue sur X compact et a valeurs dans R, alors
f est bornée et atteint ses bornes.

5. Espaces métriques compacts.

5.1. Caractérisation de la compacité pour les métriques.

Notion de précompacité.
Définition : Un métrique (E,d) est précompact si pour tout € > 0, il existe une partie finie A(e) de E
telle que E' = U,c () B(w,¢).
DEFINITIONS EQUIVALENTES :
(E,d) préecompact SSI Ve > 0, il existe R = R(e) partie finie de F telle que Vx € E , d(z,R) < e. (R est
appelé un e-réseau pour F)
(E,d) précompact SSI Ve > 0, il existe un recouvrement fini de E par des parties de diameétre < e.

Rmq : tout espace métrique compact est précompact.
EXERCICE (Séparabilité et précompacité.)Tout espace métrique précompact est séparable.

Théoréme 5.1. : Soit (E,d) un métrique. Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) (E,Ty) est compact.
(2) (E,d) est précompact ET complet
(3) Toute partie infinie de E admet (au moins) un point d’accumulation.
(4) De toute suite de points de E on peut extraire une sous-suite convergente.

REMARQUE : Si X est un espace topologique non métrisable, on a seulement les implications suivantes :
X compact = toute suite de X admet une v.a.
X compact = toute partie infinie de X admet un point d’accumulation.

Le lemme ci-dessous, intéressant en lui-méme, sera utilisé dans la preuve de I’'une des implications du thm.

Lemme 5.2. : Soit (E,d) métriqgue non vide tel que toute suite de E admelte une sous-suite convergente et
(Q4)ier un recouvrement ouvert de E. Il existe un réel A > 0, appelé nombre de Lebesque de ce recouvrement,
tel que

Ve e B, Ji(z) €1 t.q. B(x,\) C Q)

5.2. Parties précompactes ou compactes d’un métrique.

Proposition 5.3. : Soit (F,d) un métrique et A C E.
A partie compacte de E = A partie fermée bornée de (E,d) .

DEFINITION : Une partie A d'un métrique (E,d) est dite précompacte si le sous-espace métrique (A,d4)
est précompact.
PROPRIETES IMMEDIATES : Toute partie d’un espace précompact est précompacte.
A partie précompacte SSI A est précompacte.
A partie précompacte de (E,d) = A partie bornée de (E,d). (réciproque fausse en général)
Proposition 5.4. : (a) Soit (E,d) métrique complet : une partie de E est précompacte SSI elle est
relativement compacte (i.e. A est compacte)

(b) Soit (E,d) métrique compact et A une partie de E :

A compacte <= A fermée <= A compléte

(c) Dans R euclidien : A partie précompacte de R <= A partie bornée de R.
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5.3. Théoréme de Heine et applications.
Théoréme 5.3.(thm de Heine) : Soit (E, d) un métriqgue compact et (Y, ) un métrique. Toute application

f continue sur E a valeurs dans Y est uniformément continue sur E.

Corollaire 6.4. : (a) Soit (E,d) un métriqgue compact et (Y,0) un métrique. Si une application f est
continue sur E, bijective de E sur'Y, alors f est bi-uniformément continue.
Sur (E,d) compact, deux distances topologiquement équivalentes sont uniformément équivalentes.

Proposition 5.6. : Une fonction continue sur |a,b] intervalle compact de R est approzimable uniformé-
ment sur [a,b] par des fonctions continues, affines par morceauz sur [a,b].

6. Produit d’espaces compacts

Théoréme 6.1.(Tychonoff) : Un produit fini d’espaces compacts non vides est compact SSI chaque espace
facteur est compact.

Corollaire 6.2. : Une partie de R" euclidien (n € N*) est compacte SSI elle est fermée et bornée.

PRODUIT (INFINI) DENOMBRABLE DE METRIQUES COMPACTS.

Théoréme 6.3. : Soient (E,,,dy,), n € N* des métriques non vides. E = [[,2 | Ey est muni de la topologie
produit (associée a la distance 6(z,y) = 2 W)

L’espace E est compact SSI chaque espace facteur By [est.

7. Théorémes d’approximation de Weierstrass et Stone-Weierstrass.

7.1 Le théoréme classique de Weierstrass.

Théoréme 7.1. : Toute fonction réelle continue sur un intervalle fermé borné [a, b] de R est limite uniforme
sur [a,b] d’une suite de fonctions polynomiales.

Le thm découle des trois lemmes suivants.

Lemme 7.2. (a) la fonction x € R — |z| est limite uniforme sur [—1,+1] d’une suite de polynémes en
x.

(b) Pour tout o € R chacune des fonctions x — |z — a| et x — (z — )t est limite uniforme sur [—1,1]
d’une suite de polyndmes.

Lemme 7.3. : Une fonction ¢ continue, affine par morceauz sur un segment [a,b] de R peut s’écrire sous
la forme : p(z) = Xo+ Y iq Ni(z —a;)T, oules \i eRetar =a<az <..<ap,=».

Lemme 7.4. : Une fonction continue sur [a,b] intervalle compact de R est approzimable uniformément
sur [a,b] par des fonctions continues, affines par morceauz sur [a,b].

7.2. Le théoréme de Stone-Weierstrass.

Théoréme 7.5. : Soit X un espace compact, l'espace E .= C(X,R) des fonctions continues sur X a valeurs
réelles est muni de la topologie de la convergence uniforme. Soit A une sous-algébre de l’algébre C(X,R).
On suppose que

(i) A contient les fonctions constantes

(i) A sépare les points de X (i.e. si o, € X, a # 3, il existe u € A telle que u(a) # u(f)
Alors A est dense dans E = C(X,R).

REMARQUE : En fait, la conclusion du thm reste inchangée si ’on remplace la condition (i) par la condition,
plus générale, suivante : Vo € X , Ju € A, u(x) # 0; mais la preuve du lemme d’interpolation 7.6 ci-
dessous est plus compliquée (cf. Choquet, Topologie ou bien Wagschal, Topologie et Analyse fonctionnelle)

Lemme 7.6 : Sous les hypothéses du thm 7.5, si f € E et o, 8 € X, il existe go g € A telle que

ga,ﬁ(a) = f(a) et ga,ﬂ(ﬁ) = f(ﬁ)

Lemme 7.7 : Uadhérence A est une sous-algébre de E possédant les propriétés suivantes de stabilité -

feA=|f| € A;

frg € A= mazx(f,g) € A et min(f,g) € A
7.3. Applications.

Thm de Weierstrass version complexe :
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Théoréme 7.8 : Soit X un espace compact, l'espace C(X,C) des fonctions continues sur X & valeurs
complexes est muni de la topologie de la convergence uniforme. Soit A une sous-algebre de l’algebre C(X, C).
On suppose que

(i) A contient les fonctions constantes

(1) A sépare les points de X

(iii) A est stable par conjugaison (i.e. f € A= f € A)
Alors A est dense dans C(X,C) .

thm d’approximation polynomiale de Weierstrass :

Théoréme 7.9 : Toute fonction continue sur un compact K de R™ a valeurs réelles est limite d’une suite
de polynémes (en les variables x1,...,x,) qui converge uniformément sur K.

thm d’approximation trigonométrique :

Théoréme 7.10 : Toute fonction continue sur R, a valeurs complexes, périodique de période 2m est limite
d’une suite de polyndmes trigonoméitriques, qui converge uniformément sur R.
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CONNEXITE

1. Espaces et parties connexes.

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES.

DEFINITION : Un espace topologique X est conneze s’il n’est pas réunion disjointe de deux ouverts non
vides.

ou : §'il n’est pas réunion disjointe de deux fermés non vides.

ou encore : si les seules parties de X & la fois ouvertes et fermées sont () et X.

La connexité est une propriété topologique :
proposition 1.1 Si X et Y sont des espaces topologiques homéomorphes, alors X est connexe SSI 'Y ’est.

Proposition 1.2. Un espace X est connexe SSI toute application continue de X dans l'espace discret {0,1}
est constante.

PARTIES CONNEXES
DEFINITION Soit X un espace topologique et A C X; A est une partie connere de X (on dit aussi un
connexe de X) si le sous-espace A de X est connexe.
Remarque : par transitivité des topologies induites, si Y est un sous-espace de X, les connexes de Y sont
les connexes de X inclus dans Y.
Proposition.("passage de frontiere") Soient A et B parties de X espace topologique. Si B est conneze et
rencontre a la fois A et X \ A, alors B rencontre la frontiére de A.

Proposition 1.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.

R est connexe, Q ne I'est pas; R est connexe car homéomorphe a [—1, +1].

IMAGE CONTINUE D’UN CONNEXE.

Théoréme 1.4. L’ image d’un espace connexe X par une application continue f de X dans Y est un connezxe
de Y.

Corollaire 1.5.(thm des valeurs intermédiaires) Soit f continue sur X connexe et a valeurs réelles; si a
et b sont deux valeurs prises par f, tout réel compris entre a et b est une valeur prise par f.

PROPRIETES DE STABILITE

Proposition 1.6. Soit A une famille non vide de parties connezes d’un espace X telle que pour tous
A, B € A, il existe une famille finie Ay, ... A, d’éléments de A vérifiant Ag = A, A, = BetVi=0,...n—1:
AiNAjrq # 0 ; alors la réunion de tous les éléments de A est connexe.

En particulier, si A est une famille de connezxes d’intersection non vide, alors Uac 4 A est conneze.

remarque : En général I'intersection de deux connexes n’est pas connexe (ex. : deux cercles sécants de R2.)

Proposition 1.7. Soit X un espace topologique et A une partie conneve de X. Si A C B C A, alors B est
conneze.
En particulier, l’adhérence d’un conneze est conneze.

Remarque : ni U'intérieur, ni la frontiére d’un connexe ne sont en général connexes.

Théoréme 1.8. Un produit fini d’espaces connexes est conneze si et seulement si chacun des espaces
facteurs est connexe.

Conséquence : pour tout n > 1, I’espace euclidien R™ est connexe.

2. Composantes connexes.

PROPOSITION-DEFINITION 2.1. : Soit X un espace topologique non vide; la relation binaire R sur X
définie par

xRy SSI il existe A partie connexe de X contenant x et y
est une relation d’équivalence sur X. Si x € X, la classe d’équivalence de x suivant R est appelée com-
posante conneze de x dans X et on dit que c’est une des composantes connezes de X (c.c. en abrégé).
L’ensemble des différentes composantes connexes de X forme une partition de X.
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Proposition 2.2. : Soit X un espace topologique non vide ; la composante connexe d’un point x de X est
la plus grande partie connexe de X contenant le point x ; c¢’est un fermé de X.

EX. : La composante connexe dans Q de r € Q est le singleton {r} (puisque les seules parties connexes
non vides de R contenues dans Q sont les singletons) ; on dit que Q est totalement discontinu.
REMARQUE : une c..c de X n’est en général pas un ouvert de X. Toutefois :

Proposition 2.3. : Si X est un espace localement conneze (i.e. si tout point de X posséde un systéme
fondamental de voisinages connexes), alors les composantes connexes d’un ouvert 2 de X sont des ouverts
(de X et de Q).

Proposition 2.4. : Toul ouvert non vide de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts non
vides deux a deuz disjoints.

Proposition 2.5. : Soit X et Y espaces topologiques, f un homéomorphisme de X sur Y et A une partie
non vide de X. Alors si C(z) est la composante connexe dans A de x € A, f(C(x)) est la composante
connexe dans f(A) de f(x); 'ensemble des c.c. de A et celui des c.c. de f(A) ont le méme cardinal.

APPLICATIONS : - Le cercle S1 = {(x,y) € R, 22 + y? = 1} n’est homéomorphe & aucune partie de R.

- R et R™, n > 2 ne sont pas homéomorphes.

3. Connexité par arcs

DEFINITION : Soit X un espace topologique non vide; on appelle chemin continu ou simplement chemin
de X toute application continue 7 de l'intervalle [0, 1] dans X ; ([0, 1]) est I'image du chemin, v(0) en est
lorigine, v(1) lextrémiteé.

—> L’image ([0, 1]) est un connexe de X.

DEFINITION : Si 77 et 72 sont deux chemins de X tels que v1(1) = 72(0), on définit le chemin juxtaposé
de 71 et ¥2, noté y1 v 7o, ainsi :

v yt) =71(t)si0<t<1/2et

v yt) =72t —-1)si1/2 <t <1

On vérifie que 7 v 72 est continu sur X. (exo.)

DEFINITION : un espace X est connexe par arcs si pour tous points x,y de X, il existe un chemin de X
d’origine x d’extrémité y.

EXEMPLES : le cercle S1 est connexe par arcs.
une partie convexe de R"” (ou plus généralement d’un e.v.n.) est connexe par arcs.

Proposition 3.1. : Soient X et Y des espaces topologiques et f une application continue de X dans Y. Si
X est connezxe par arcs, l'image f(X) est une partie connexe par arcs de Y. Si f est un homéomorphisme,
X est connexe par arcs SSI'Y [’est.

Proposition 3.2. : Tout espace connexe par arcs est conneze.

Attention : la réciproque est fausse. Contrex. : Soit A = Upen+{(z,2/n) € R? | 0 < 2 < 1} et B =
[1/2,1] x {0}; AU B est connexe mais n’est ni connexe par arcs ni localement connexe.

Proposition 3.3. : Un owvert de R" est connexe par arcs SSI il est connexe.
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ESPACES VECTORIELS NORMES
Dans tout le chapitre K = R ou C.

1. Normes. Topologie d’un espace vectoriel normé.
1.1. Normes

DEFINITION : Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur F est une application v : £ — R telle
que

(M) v(z) =0= 2 =0g

(No)Vax € E, VX € K, v(Ax) = |Av(x) (homogénéité)

(Ns)Ve e ENNy e E, v(z+y) <v(x)+v(y) (sous-additivité)
Un espace vectoriel normé (plus précisément un K-espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n., plus précisé-
ment K-e.v.n.)) est un couple (E,v) o E est un K-e.v. et v une norme sur E.
On note en général une norme par ||.||; si x € E e.v.n., ||z|| s’appelle la norme de x.

EXEMPLES : - la valeur absolue est une norme sur R, le module une norme sur C,
- et plus généralement, rappelons les normes usuelles sur K" |, n € N*; soit z = (21, ...,x,) € K™ :
n

1/2

n
norme euclidienne : ||z|leuer = ( Y. |z;|*) " ; norme sup : ||z]|oc = maz |z;] ; vi(z) = Y |z
j=1 j=1

1<j<n
- application f € E = C([0,1],C) — ||f||oo := sup |f(t)| définit une norme sur E, appelée norme de la
0<t<1

convergence uniforme. Plus généralement, si X est un ensemble non vide et F' un espace vectoriel normé,
|| flloo := supl|f(t)|| définit une norme sur 'espace B(X, F') des fonctions bornées de X dans F.
teX

PROPRIETES IMMEDIATES : Si E est un K-e.v. et ||.|| une norme sur E :
(i) [|0g[| =0
(i) [llell = llyll| < lle —yll, Va,y € E
(iii) Si E # {0g}, Vapplication norme est non bornée sur E.

1.2. Distance associée a une norme. Topologie d’un e.v.n.

Définition-Proposition 1.1 : Soit (E,||.||) un e.v.n..
L’application d : (z,y) € E X E +— d(z,y) := ||z — y|| est une distance sur E, invariante par translation
(i.e. Ve ,y,z € E, d(x + z,y + z) = d(z,y)), appelée distance associée a la norme ||.||.

En pratique, on suppose toujours qu’un e.v.n. est muni de la distance associée & la norme, et de la topologie
définie par cette distance.

DEFINITION : deux normes sur un e.v. K sont équivalentes si elles définissent la méme topologie sur E.
Ex. : les trois normes usuelles sur R” sont équivalentes.

On verra plus loin (§ 2.1) une caractérisation de 1’équivalence de normes sur un e.v.n.

DEFINITION : On appelle espace de Banach un e.v.n. complet (pour la distance associée a la norme).

Exemples : Les espaces euclidiens R™, 'espace C([0, 1], C) muni de la norme de la convergence uniforme
sont des espaces de Banach.

La topologie d'un e.v.n. est compatible avec les opérations algébriques définies sur E :

Proposition 1.2 : Soit (E,||.||) un e.v.n., d la distance associée a la norme; K est muni de sa topologie
euclidienne.

Uapplication x — ||x|| est uniformément continue sur (E,d)

Uapplication (x,y) — x 4+ y est uniformément continue sur l’espace métrique produit (E,d) x (E,d)
Uapplication (X, x) — Az est continue sur K x E.

CONSEQUENCES de la continuité de 'addition et de 'application (A, z) € K X E — Az :

(1) les tranlations 7, : * — x + a, ou a fixé dans F, et les homothéties non nulles hy :  — Az, o A non
nul, fixé dans K, sont des homéomorphismes de E sur F.

(2) 'adhérence d’un sous-espace vectoriel d'un e.v.n. est encore un sous-espace vectoriel.

REMARQUE : en général, I'application (A, x) — Ax n’est pas uniformément continue : il suffit de considérer
le cas ou = K.
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Boules ouvertes et fermées dans un e.v.n. :

Proposition 1.3. : Dans un e.v.n. l'adhérence d’une boule ouverte de rayon non nul est la boule fermée de
méme centre et méme rayon ; l'intérieur d’une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et méme
rayon ; la frontiere d’une boule non vide est la sphére de méme centre et méme rayon.

1.3. Parties convexes
On rappelle qu'une partie A d’un espace vectoriel E est convezesiVa,y € A, Vt € [0,1] : tz+(1—-t)y € A.

EXEMPLES :- un sous-espace vectoriel d'un e.v. E est une partie convexe de F
- Si E est un e.v.n. toute boule de E est convexe.

Proposition 1.4. : Soit £ un e.v.n. Uadhérence et Uintérieur d’une partie convexe de E sont des parties
convezes de E.

1.4. Sous-espaces et produits d’e.v.n.

Définition-proposition 1.5. : Soit (E,v) un e.v.n. et F' un sous-espace vectoriel de E. La restriction a
F de v est une norme sur F; Ue.v.n. (F,v|p) est simplement appelé sous-espace de l’e.v.n. E.

Proposition 1.6. : Tout sous-espace fermé d’un espace de Banach est lui-méme un espace de Banach.
Si F' est un sous-espace de Banach d’un e.v.n. E, le sous-espace F' est fermé dans E.

n
Proposition 1.7. : Soit (E},||.||;), 7 =1,..,n, des K-e.v.n. et E =[] E;.
1

7=1
définissent sur F des normes équivalentes ; la topologie associée est la topologie produit sur E.

n n
Les applications v : © = (21,...,2,) € E — maz zill;, v o — (X ]a:j\z)l/Z et vy tx — Yy |zl
<j<n j=1

Proposition 1.8. : Un produit fini d’e.v.n. muni de l'une des distances usuelles est un espace de Banach
SSI chaque facteur est un espace de Banach.

2. Applications linéaires continues, multilinéaires continues.

2.1. Continuité d’une application linéaire entre e.v.n.

Proposition 2.1. : Soit E el F deuz e.v.n. sur le méme corps K et u une application linéaire dans F.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u est continue sur E

(2) u est continue en O

(3) Il existe une constante M >0, telle que ||u(z) < M ||z||, Vx € E

Corollaire 2.2. : Deuz normes v1 et v sur un ewv.n. E # {0g} sont équivalentes SSI il existe des
constantes o > 0 et 5> 0 telles que Vo € E : avi(z) < wva(zr) < Bri(x).

Ces deux normes définissent alors sur F la méme topologie, la méme structure uniforme, de plus les parties
bornées pour 1'une le seront pour 'autre.

APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES ET LEURS NOYAUX.
Le noyau d’une application linéaire continue d'un K- e.v.n. F dans un K-e.v.n. F' est un fermé de E.
La réciproque est en général fausse, comme le montre ’exemple suivant :
E = F = C!([0,1],R) muni de la norme sup (|f||cc = sup{|f(t)|, t € [0,1]}), u: f € E +— f’ n’est pas
continue, pourtant son noyau, le s.e.v. formé des applications constantes, est fermé dans (E, ||.||oc)-

Toutefois, pour les formes linéaires, on a le résultat suivant :
Proposition 2.3. : Une forme linéaire f sur un K-e.v.n. E est continue si et seulement si son noyau
Ker f est fermé dans E.
En particulier, tout hyperplan fermé d’un e.v.n.E est le noyau d’une forme linéaire continue non nulle sur

E.

RAPPEL : Soit E un espace vectoriel ; un hyperplan H de E est un s.e.v. de codimension 1 (i.e. dim E/H = 1)
ou encore un s.e.v. dont tout supplémentaire dans E est de dimension 1.
H est un hyperplan de E ssi il existe une forme linéaire non nulle sur E telle que H=ker f.
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2.2 Espaces d’applications linéaires continues

Soit E et F' des e.v.n. sur K.

L(E, F) désigne l’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F. On notera L(E) pour

L(E,E).

le dual topologique de E est l'espace E' := L(E, K).

Proposition 2.4 : Soit E,F des e.v.n. sur K.

L’application |||.]|| : v € L(E,F) — ||lu]|| = sup ||u(x)| est une norme sur L(E,F), appelée parfois
[lzll<1

norme subordonnée (o celles de F et F).

autres expressions de |||ul|] :

|||u|l| est la plus petite des constantes M telles que ||u(x)|| < M||z| ,Vx € E;

lulll = sup [lu(a)|| = sup Ll
Jel=1 ©£0

Théoréme 2.5 : Si E est un e.v.n. sur K et F un espace de Banach sur K, alors L(E, F) muni de sa
norme usuelle est un espace de Banach.
En particulier le dual topologique d’un espace de Banach est un espace de Banach.

2.3 Applications multilinéaires et continuité

proposition 2.6 : Soient E;, j = 1,...,n et ' des K-e.v.n. et une application multilinéaire f : E1 X ... X
E, — F.
Les propriétés suivantes (i), (ii) et (i) sont équivalentes :

(i) f est continue

(ii) f est continue en 0

(i) IM >0, V(z1,...,x,) € H;'l:1 E; ||f(z1, .., zn)|] < M||z1]]...||zn]|

On note L(FE1, ..., En; F) Uespace vectoriel des applications multilinéaires sur E; X ... X E, a valeurs
dans F.

Proposition 2.7 : Soit E1,...E,, ' des K-e.v.n.
(a) On définit une norme sur L(E, ..., En; F) en posant ||f|| = sup  [|f(z1,...,z0)]-

max [|z;{| <1
IIf1 est la plus petite des constantes M telles que || f(x1,...,xn)|| < M||z1]...| 20| pour tous (z1,...,x,) €
Fy x..x E,.
(b) Si F est un espace de Banach, l'espace L(En,...,En; F) muni de la norme définie en (a) est un
espace de Banach.

3. Espaces vectoriels normés de dimension finie.
3.1. Normes sur un e.v.n de dimension finie

Théoréme 3.1. : Soit E un K-e.v.n. de dimension finie n € N*. Alors :

E est un espace de Banach isomorphe o K™. (i.e. il existe une bijection linéaire bi-continue de K sur E)
Toutes les normes définies sur E sont équivalentes entre elles.

La preuve repose sur l'assertion suivante :

lemme 3.2. : n € N* et {ey,...,e,} est la base canonique de K™ ; soit N1 une norme sur K™. Alors il
existe 3 > 0 tel que pour tout (r1,...,x,) € K™ :

n
maz |o;) < B-N1(Z; zje;) .
]:

3.2. Applications.
Corollaire 3.3. : Tout s.e.v. E de dimension finie d’un e.v.n. G est fermé dans G.

Corollaire 3.4. : Soit E, Fn, .., E, des e.v.n. dont les dimensions sont finies et F' un e.v.n.
Toute application linéaire de E dans F est continue.
Toute application multilinéaire de 1 X ... X E, dans F' est continue.

Corollaire 3.5. : Soit F un e.v.n. de dimension finie et A une partie de E.
A est précompacte SSI elle est bornée.
A est compacte SSI elle est fermée et bornée.
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3.3. Caractérisation des e.v.n. de dimension finie

Théoréme 3.6. : (Théoréme de Riesz) Soit E un e.v.n.; les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) E est de dimension finie
(2) E est localement compact

(3) la boule unité fermée B(0g, 1) de E est compacte.

corollaire 3.7. : Dans un e.v.n de dimension infinie, tout compact est d’intérieur vide.

4. Séries dans les e.v.n.

4.1. Généralités
Soit (zp)nen une suite d’un espace normé E : s, = xg + ... + ,, est appelée somme partielle de rang n de
(Zn)n ; on appelle série de terme général x,, le couple ((zp)n, (Sn)n)-
On dit que la série de terme général x,, est convergente si la suite (sy), converge; la limite de (sy), est
notée > 2, et appelée somme de la série de terme général x,.

PROPRIETES IMMEDIATES :

- Condition nécessaire de convergence : si la série de terme général z,, converge, alors z,, — 0 quand n
tend vers +oo0.

- Si les séries de termes généraux x, et y, convergent, alors, pour tout scalaire A € K, la série de terme
sz 3 o0 [o.¢]
général =, + Ay, converge et sa somme est égale > 2 Ty + AD 7 Yn.

- Soit E et F des evn.; siu € L(E, F) et si la série de terme général z,, converge dans | alors la série
de terme général u(zy) converge dans F et > oo u(zy) = u( Y nean).
On déduit du critére de Cauchy sur les suites :

proposition 4.1.(critére de Cauchy)Dans un espace de Banach, une série > x, converge si et seulement

51
; . n+p _
i (up | 2520 all) =0

Remarque : dans tout espace normé une série convergente satisfait le critére de Cauchy ; dans la proposition
4.1, la complétude n’est requise en fait que pour la condition suffisante.

4.2. Séries absolument convergentes

Définition : une série de terme général z,, dans un e.v.n. E est absolument convergente si la série numeérique
> neo ||| converge.

Terminologie : soit X ensemble non vide et F' un espace vectoriel normé; une série de terme général uy,
de l'espace normé B(X, F') des fonctions bornées de X dans F' est absolument convergente si la série de

terme général sup||uy,(t)|| converge, soit si D u, est normalement convergente sur X.
tex

Proposition 4.2. Dans un espace de Banach, toute série absolument convergente est convergente.

Proposition 4.3. (commutative convergence) Dans un espace de Banach, une série absolument conver-
o0 . . . L, .

gente ano an est commutativement convergente i.e. pour toute permutation o de N, la série de terme

général a, () est absolument convergente ; de plus Yoo Gn =Yg Ao (n)-

4.3. L’algébre normée L(F), ou E e.v.n.

PRELIMINAIRES.

Composée d’applications linéaires continues :

Proposition 4.3. : Soit E, F,G des K-e.v.n; siu € L(E,F) etve L(F,G), alorsvou € L(E,G) et l'on
a :|[|[voull| < [[[vf|{[[ulll-

L’application (u,v) — vowu est bilinéaire continue sur L(E,F) x L(F,G).

On en déduit que L(FE, +,.,0) est une algébre normée
(une algébre (A,+, ., X) est une algébre normée si A est muni d’une norme faisant de ’e.v. A un e.v.n et
si de plus pour tous a,b € A, ||a x b|| < ||a]|||b]]).

DEFINITION : Un élément u de L(E, F) est inversible dans L(E, F) s'il existe v € L(F, E) telle que
vou=Igetuov=1Ip. Onnote H(E,F) (ou Isom(E) si E = F) I’ensemble des éléments inversibles de
L(E,F) (resp. de L(E)).
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Théoréme 4.4 : Soit E un Banach. Si u € L(E) est tel que |||u]|| < 1, alors la série de terme général u™

o0
est absolument convergente, I — u est inversible dans L(E) et (Ig —u)™t = > u®
n=0

Corollaire 4.5. : Si E est un espace de Banach sur K et F un K-e.v.n. l’ensemble H (E,F') est ouvert
dans L(E,F) (et Isom(E) est ouvert dans L(E)).
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